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Capitulo 1
INTRODUCCION

Los operadores hiperciclicos han sido estudiados por muchos matematicos en
las ultimas décadas, aunque el concepto estaba latente. Por ejemplo en 1929, G. D.
Birkhoff probé que el operador traslacién (7, f)(z) = f(z—a) con a # 0 sobre H(C),
el espacio de las funciones enteras con la topologia compacta abierta es hiperciclico,

aunque el no lo llamoé con este nombre.

Con el concepto de hiperciclicidad se puede unificar, extender y complementar
diversos resultados de la teoria de funciones clasicas y la teoria de operadores.
La importancia de estudiar operadores hiperciclicos radica en que asi podemos cono-
cer cuando el operador admite o no un conjunto cerrado invariante no trivial. En
verdad el concepto surgié al tratar de resolver el problema de subconjuntos cerrados

invariantes bajo un operador.

Estudiando la teoria de operadores hiperciclicos surgieron conceptos mas fuer-
tes como: operadores que satisfacen el criterio de hiperciclicidad, operadores que
satisfacen el criterio de Kitai y operadores topoldgicamente mezclantes. Este iltimo

sera nuestro principal topico de estudio.

En el capitulo 2 mostramos una gran variedad de resultados previos concer-
nientes a operadores hiperciclicos y operadores topolégicamente mezclantes, damos

los resultados preliminares para caracterizar las traslaciones bilaterales con pesos



positivos que son topoldgicamente mezclantes.

En el capitulo 3 presentamos resultados preliminares de teoria espectral local
para con estos resultados poder dar una respuesta parcial al problema 2 planteado
en [24] que consiste en caracterizar las traslaciones bilaterales T tal que I + T es

hiperciclico.

En el capitulo 4 se dan algunos preliminares para: semigrupos de operadores
lineales acotados, semigrupos fuertemente continuos hiperciclicos y semigrupos fuer-
temente continuos topolégicamente mezclantes, damos una condicién suficiente para
que un semigrupo fuertemente continuo sea topolégicamente mezclantes y también
probamos que las condiciones dadas en [9] y en [10] al generador infinitesimal de
un semigrupo fuertemente continuo para que el semigrupo sea hiperciclico, son su-

ficientes para que el semigrupo sea topoldgicamente mezclante.



Capitulo 2
TRASLACIONES BILATERALES CON PESOS
TOPOLOGICAMENTE MEZCLANYES

Este capitulo lo desarrollaremos en la siguiente forma. En la seccién 1 daremos
algunos resultados preliminares de operadores hiperciclicos y operadores topologi-
camente mezclantes. En la seccién 2 damos resultados de traslaciones con pesos
positivos y caracterizamos las traslaciones bilaterales con pesos positivos que son
topologicamente mezclantes.

2.1. Operadores hiperciclicos y topolégicamente mezclantes.

En esta seccion llamaremos X a un espacio de Fréchet; esto es un espacio
metrizable completo localmente conexo, 7" a un operador lineal continuo en X,
L(X) al conjunto de los operadores lineales continuos en X, N al conjunto de los
numeros enteros no negativos y N* al conjunto de los niimeros enteros positivos.

Si T estd en L(X) y x pertenece a X, entonces el conjunto cerrado mas pequeno

que contiene a x y es invariante bajo T es Orb(T), x), donde
Orb(T,z) = {T"xz : n € N}

es la orbita de x bajo T'.

Asi, T # 0 tiene un conjunto cerrado invariante no trivial si y solo si existe un
elemento x en X, z # 0 tal que Orb(T,z) no es densa en X.

Definicién 2.1.1. Un operador 7" en L(X) se dice que tiene un vector hiperciclico
x en X, si Orb(T,z) es densa en X. Si un operador T tiene un vector hiperciclico

decimos que 1" es un operador hiperciclico.



4

Asi, un operador no hiperciclico tiene una gran variedad de conjuntos cerrados
invariantes no triviales.

De la definicion podemos concluir de inmediato que si £(X) tiene un operador
hiperciclico, entonces X es separable.

El siguiente resultado que es bien conocido nos muestra que todo operador en un
espacio finito dimensional, tiene muchos conjuntos cerrados invariantes no triviales.
Proposicién 2.1.2. Si X es finito dimensional, entonces L(X) no tiene operadores
hiperciclicos.

Es natural hacernos la pregunta: ;qué espacios infinito dimensionales admiten
operadores hiperciclicos?

Por un lado S. I. Ansari [2] y por otro lado L. Bernal-Gonzales [4] pudieron probar
el siguiente resultado para el caso de espacios de Banach. Pero més tarde J. Bonet
y A. Peris [5] dieron una prueba completa de este.

Teorema 2.1.3. Caulquier espacio separable de Fréchet admite un operador lineal
continuo hiperciclico. En particular, cualquier espacio separable de Banach admite
un operador continuo hiperciclico.

R. M. Gethner y J. H. Shapiro [12] probaron el siguiente resultado.

Teorema 2.1.4. Si T en L(X) es hiperciclico, entonces el conjunto de vectores
hiperciclicos es un conjunto Gs denso en X.

Por un lado C. Kitai [16] y por otro R. M. Gethner y J. H. Shapiro [12] probaron,
en forma independiente el siguiente resultado el cual nos da una condicién suficiente
para que un operador sea hiperciclico, este es llamado el criterio de Kitas.
Teorema 2.1.5. (Criterio de Kitai) Sea T en L(X). Si existen dos subconjuntos
densos A y B de X, y una funcion S : B — B tales que:

1. T"a — 0, Ya € A;
2. 5" — 0, Vb e By
3. TSb=0b,Vbe B.



Entonces T es hiperciclico.

D. Herrero and C. Kitai [15] probaron el siguiente resultado.
Teorema 2.1.6. Sea T en L£(X). Si T es invertible, entonces T~ es hiperciclico si
y solo si T lo es.

Sea T en L(X). Definimos el espectro de T' como
o(T)={X € C: T — X es no invertible }

C. Kitai [16] obtuvo también los siguientes resultados que nos permite verificar, en
algunos casos de forma facil, si un operador no es hiperciclico.

Teorema 2.1.7. Si T en L(X) es hiperciclico, entonces
o(MYN{NeC: |\ =1}#0

Teorema 2.1.8. Si T en L(X) es hiperciclico, entonces cada componente conezxa
del espectro de T intersecta a {\ € C: |\| = 1}.

De la definicién de operador hiperciclico es inmediato que si una potencia de
un operador es hiperciclico, entonces el operador es hiperciclico. Pero el reciproco de
este no es trivial, sin embargo, pudo ser probado por S. I. Ansari [1]. A continuacién
lo presentamos como un teorema.

Teorema 2.1.9. SiT en L(X) es hiperciclico, entonces T™ es hiperciclico para todo
m € N*. Mas aun T™ y T tienen los mismos vectores hiperciclicos.

L. Drewnowski sugiri6 el siguiente criterio de hiperciclicidad més general que el
criterio de Kitai, conocido como el criterio de hiperciclicidad.

Teorema 2.1.10. (Criterio de Hiperciclicidad) Sea T en L(X). Si existen una su-
cesion estrictamente creciente {ny }ren de enteros positivos, dos subconjuntos densos
Ay B de X, y una sucesion {S,, } de funciones S,, : B — B, tales que:

1. T"a — 0, Va € A;

2. Sp,b— 0, Vbe B;



3. TS, b—b,Vbe B.
Entonces T es hiperciclico.

Se conoce hoy en dia un operador hiperciclico que no satisface el Criterio de
Hipercicliciad, dejando a la luz que este criterio es una condicion suficiente pero no
necesaria para que un operador sea hiperciclico.

Un operador T se dice topolégicamente transitivo si para cada par de conjuntos
abiertos U y V no vacios de X existe un n en N* tal que T"(U) NV # 0.

G. Godefroy y J. H. Shapiro [14] probaron el siguiente resultado.

Teorema 2.1.11. Si X es un espacio de Banach separable y T estd en L(X),
entonces T' es hiperciclico si y solo si T es topologicamente transitivo.

Luego se generaliz6 un poco mas el concepto de hiperciclicidad, como se muestra
en la siguiente definicion.

Definicién 2.1.12. Sea {7, },en una sucesién de operadores en £(X). Decimos que
x € X es hiperciclico para {T, },en, si la coleccién de imégenes {T,,x : n € N} es
densa en X. Si tal = existe, decimos que la sucesién {71}, },en es universal.

Asi, T es hiperciclico si y solo si la sucesién {7}, },en, donde T,, = T", es uni-
versal.

G. Godefroy y J. H. Shapiro extendieron muchos de los resultados conocidos para
la hiperciclicidad de un operador al caso de una sucesién universal.

Definicién 2.1.13. Sea T en L£(X) y {nx} una sucesién de enteros positivos es-
trictamente creciente, entonces 1" es hereditariamente hiperciclico con respecto a la
sucesion {ny} si para cada subsucesion {ny, } de {n;}, la sucesién {777} es universal.
Definicién 2.1.14. Una sucesion de enteros positivos estrictamente creciente {ny }
es sindética si sgp{nkﬂ — ng} < oo. Decimos que un operador satisface el Criterio
de Hipeciclicidad para una sucesion sindética, si en el Criterio de Hiperciclicidad la

sucesion {n} es sindética.
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Definicién 2.1.15. Un operador T en L£(X) se dice sindéticamente hiperciclico, si

para cada sucesién sindética de enteros positivos {ny}, la sucesién {7™*} es universal.
Por un lado A. Peris y L. Saldivia [20] y por otro S. Grivaux [13] probaron el

siguiente teorema.

Teorema 2.1.16. Sea T en L(X). T satisface el Criterio de Hiperciclicidad si y

solo si T es sindéticamente hiperciclico.

Sea X un espacio de Banach separable, sabemos que un operador T' en L£(X)
es hiperciclico si y solo si para cada par de conjuntos abiertos U y V no vacios de
X existe un n € N* tal que T"(U) NV # 0.

Asi surge la siguiente definiciéon més fuerte de hiperciclicidad que presentamos a
continuacion.

Definicién 2.1.17. T en L£(X) se dice topoldgicamente mezclante, si para cada par
de conjuntos abiertos U y V' no vacios de X existe un N € N* tal que paran > N,
T™U)NV £

G. Costaki y M. Sambarino [8] probaron el siguiente resultado.

Teorema 2.1.18. Sea T' en L(X). Si T satisface el Criterio de Hiperciclicidad para
una sucesion sindética, entonces T' es topologicamente mezclante.

Asi todo operador que satisface el criterio de Kitai es topolégicamente mezclan-
te.

T. Bermidez, A. Bonilla, J. A. Conejero y A. Peris [3] probaron que:
Proposicion 2.1.19. T satisface el Criterio de Hiperciclicidad para una sucesion
sindética si y solo si T satisface el Criterio de Hiperciclicidad para la sucesion com-
pleta N.

S. Grivaux [13] di6 ejemplos de operadores que son topolégicamente mezclantes
pero que no satisfacen el criterio de Kitai. Tambien dié una caracterizacion de los
operadores topoldgicamente mezclantes, mediante hereditariedad hiperciclica que

presentamos en el siguiente teorema.



Teorema 2.1.20. T en L(X) es topolégicamente mezclante si y solo si es heredi-
tariamente hiperciclico para la sucesion completa de los enteros positivos.
2.2. Traslaciones unilaterales y bilaterales.

El estudio de operadores hiperciclicos sobre espacios de Banach empezo6 en 1969

cuando S. Rolewicz [22] probé que cualquier miltiplo AB, con || > 1, del operador
de traslacion a izquierda en £,(N), 1 < p < 00 6 ¢y(N) es hiperciclico.
Definicién 2.2.1. Sea X el espacio /#(N), 1 < p < 0o 6 el espacio ¢(N). El operador
T es un operador de traslacion unilateral a izquierda con pesos positivos acotados
{w,} con respecto a la base canénica {e,} de X, si Te, = w,e,_; para n € N*
y Teg = 0, y extendido linealmente en todo X . Para referirnos a este operador
simplemente decimos traslacion unilateral a izquierda con pesos positivos.

Denotemos por r(T) el radio espectral de un operador T
r(T) =sup{|A| : A€ o(T)}

En A. L. Shields [25] se pueden encontrar los dos siguientes teoremas junto con sus
pruebas.
Teorema 2.2.2. S5i T es una traslacion unilateral con pesos positivos acotados,
entonces el espectro de T es el disco {\ € C: |\ <r(T)}.
Sean ¢ = ligriiorolf(wy--wn)l/", ,(T) == {\ € C : T — X es no inyectiva} el
espectro puntual del operador T'y T* el operador adjunto de T.
Teorema 2.2.3. Sea T una traslacion unilateral a izquierda con pesos positivos
acotados {wy }nens inyectiva, entonces
1. 0,(T*) =10
2.{0U{A e C: A <c} Coa,(T)Cc{AeC: |\ <c}
El siguiente teorema es una caracterizacién de las traslaciones unilaterales a

izquierda con pesos positivos que son hiperciclicas dada por H. Salas [23].



Teorema 2.2.4. Sea T wuna traslacion unilateral a izquierda con pesos positivos
n
acotados {wy }nens, entonces T es hiperciclica si y solo si sup [[ ws = oc.
n s=1
Luego de conocerse el concepto de operadores topolégicamente mezclantes
G. Costakis y M. Sambarino [8] dieron una caracterizacién de las traslaciones uni-
laterales a izquierda que son topolégicamente mezclante en el siguiente teorema.
Teorema 2.2.5. Sea T wuna traslacion unilateral a izquierda con pesos positivos
n
acotados {wy }nen+. T es topoldgicamente mezclante si y solo si lim [[ ws = 0o
n os=1
H. Salas [23] probé también que:
Teorema 2.2.6. Si T es una traslacion unilateral a izquierda con pesos positivos,
entonces I + T es hiperciclico.
La prueba que el dié no utiliza ninguno de los criterios de hiperciclicidad antes
mencionados sino que es constructiva basada en los siguientes lemas.

Lema 2.2.7. Sea A = (a;j) una matriz de orden 2k con a;j = 1, entonces A

1
(2F+j—1)
es invertible.

Lema 2.2.8. Sean C,, = (¢;j(n)) una matriz de orden 2% cuyas entradas Cy;(n) son

el nimero combinatorio ( ) y B, = (bi(n)) un vector columna tal que b;(n) es

2k 4j—i
un polinomio en n de grado a lo mds 28 — i, donde i = 1,...,2%, entonces para n
suficientemente grande eziste una solucion X, = (x;(n)) de la ecuacion B, = C,, X,
y las entradas x;(n) satisfacen |z;(n)| < P/n', donde P es una constante.

Sin embargo més tarde F. Leén-Saavedra y A. Montes-Rodriguez [18] probaron
que I + T satisface el criterio de Hiperciclicidad. Para lograr dicha prueba usaron el

lema 2.2.8 y una versiéon mas general de este, que enunciamos a continuacion.

Lema 2.2.9. Sean C,, = (¢;;(n)) una matriz de orden 2% cuyas entradas Cy;(n) son

el niimero combinatorio (—1)7" (”Jrg:jg:fl) y B, = (bj(n)) un vector columna tal
que bi(n) es un polinomio en n de grado a lo mds 28 —i, donde i =1,...,2%, enton-

ces para n suficientemente grande existe una solucion X,, = (z;(n)) de la ecuacion



10

B, = C, X, y las entradas x;(n) satisfacen |z;(n)| < P/n’, donde P es una cons-
tante.

Luego S. Grivaux [13] probé que I + T no solo es hiperciclico sino que también
es topoldgicamente mezclante.
Definicién 2.2.10. Sea X el espacio (P(Z), 1 < p < oo 6 el espacio ¢y(Z). El opera-
dor T es un operador de traslacion bilateral a izquierda (derecha) con pesos positivos
acotados {w, : n € Z} en la base candnica {e, : n € Z} de X, si Te, = wpe,_1
(T'e,, = wypeny1) respectivamente y extendido linealmente en todo X. Para referirnos
a este operador simplemente decimos traslacién bilateral a izquierda (derecha) con
pesos positivos.

No hay diferencia esencial entre las traslaciones bilaterales a izquierda o a de-
recha.
De manera similar podemos definir traslaciones en cualquier espacio separable de
Hilbert H.
Trataremos de extender en forma natural los resultados de operadores unilaterales
al caso bilateral.
En A. L. Shields [25] podemos ver junto con su prueba el siguiente teorema.
Teorema 2.2.11. Sea T una traslacion bilateral a derecha con pesos positivos aco-
tados {wy }nez,

1. SiT es invertible, entonces el espectro de T es la arandela
{zeC:[r(TH" <2 < (D)}
2. 8iT no es invertible, entonces el espectro de T es el disco
{zeC:|z| <r(T)}

Al igual que para traslaciones unilaterales, H. Salas [23] caracterizo las trasla-

ciones bilaterales que son hiperciclicas como lo muestra el siguiente teorema.
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Teorema 2.2.12. Sea T una traslacion bilateral a derecha con pesos positivos aco-
tados {wy }nez, entonces T es hiperciclico si y solo si dado e >0 y q € N, existe n

suficientemente grande tal que para todo j con |j| < q,

n—1 n
stﬂ- <e Y st_j > 1/e.
5=0 s=1

Como un pequeno aporte nosotros pudimos caracterizar las traslaciones bila-
terales que son topolégicamente mezclantes extendiendo el teorema 2.2.5 al caso
bilateral, el cual presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.13. Sea T una traslacion bilateral a derecha con pesos positivos aco-
tados {wy }nez en (P(Z), 1 < p < 00 6 co(Z). Entonces:
T es topoldgicamente mezclante si y solo si

lfim HwS—O

7’1—)00

lfim H W_g = 00.

n—oo ;7

Demostracion. Sea X uno de los espacios (P(Z), 1 < p < 00 6 ¢y(Z). Supongamos
n—1
que lim H ws =0y lim H w_s = 00. El conjunto D = {g;, = > gxje; : k € N}

es denso en X , donde {en}nez es la base candnica de X y

=T gise;)

1<k

= Z gij”ej

lil<k

n—1
= E gkj<H Wjts)€jisn
l7|<k s=0

n—1

1T (gi)ll < (maa{ ] [ wjss - 5] < kDlgill — 0

s=0

Tomemos S el operador en X definido por

S(eps1) = w;len
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S™(gk) = 5" grje;)

i<k
= Z GrjS"e;
l71<k
= gri([Jwi-o) ejon
gl<k s=1
15™(gi)ll < (maz{ (] [wj—a) ™"+ il < kPllgell — 0
s=1

asi que T satisface el criterio de hiperciclicidad para la sucesion sindética {n;} = N,
por lo tanto, dado a 2.1.18 T es topoldgicamente mezclante.
Reciprocamente, supongamos que 7T es topolégicamente mezclante y veamos que se

cumplen (1) y (2).

Sea € > 0, tomemos
U={zreX:|z,|>1} y V={xeX:|z| <e}

los cuales son subconjuntos abiertos no vacios de X, entonces, como T' es topologi-

camente mezclante, existe N € N tal que para n > N, tenemos que T™(U) NV # (),

esto es, existe z € U tal que T"(xz) € V. Pero como =z = ) xje;, tenemos que
=
n—1 ’
|z,| > 1dado que x € Uy T"(z) = > xj( [[ wjts)€j1n, se tiene que:
JEZ s=0

n—1 n—1
[T wsl < lzo [ wsl < 1T (@) <.
s=0 s=0

Con esto hemos probado (1). Probemos ahora (2)

n
Razonando por el absurdo supongamos que lim [] w_4 # 0o, entonces

n—oo 1

n ng
lim [] w—s < oo. En otras palabras, existe M > 0y ny — oo tal que [[w_s < M

s=1 s=1
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L

para todo k € N. Sea ¢ < %, tomemos 6 < 537,

U={zxe X :|z| <d} y V={zeX:|z—el <e}

Dado que T es topolégicamente mezclante, existe N € N tal que para n > N,
T"(U) NV # 0. Tomando ny > N tenemos que T™(U) NV # 0, asi que existe

z € U tal que T™(z) € V, pero como = = ) xje; tenemos que |T_,,| < 0y

jez
nE—1
Tme(x) = >0 i I1 wjts)€jim,
JEZL 5=0
nE—1 ngk
La 0-ésima componente de 7" (z) es ( [[ w—n,+s)T—n, = (] w—s)@_pn,, asi que
s=0 s=1

ng
|2_p, [T w_s| < M < 1. Pero
s=1

ng
n 1
177 (@) = el = [([[ - = 1] > 5 > 2
s=1

De donde T™(z) ¢ V. Absurdo. O



Capitulo 3
OPERADORES COHIPONORMALES
HIPERCICLICOS

En este capitulo en la secciéon 1 presentamos resultados preliminares de teoria
espectral local. En la secion 2 mostramos resultados de operadores cohiponormales
hiperciclicos y damos una respuesta parcial al problema 2 planteado en [24].

3.1. Preliminares de teoria espectral local.

El problema 2 planteado en [24] es: Caracterizar las traslaciones bilaterales con
pesos positivos T tal que I+T es hiperciclico. Para tratar de responder este problema
estudiaremos en esta seccion un poco de teoria espectral local. La gran mayoria de
los resultados aqui presentados pueden encontrarse en [17].

En esta seccion X representa un espacio de Banach complejo y T" un operador

lineal acotado en X. Si U es un conjunto abierto del plano complejo C, denotemos
por H(U, X) el espacio Fréchet de funciones holomorfas X-valuadas en U. T" induce
una aplicacién continua Ty en cada H (U, X) definida por Ty f(A) = (T — A) f(N)
para todo f en H({U,X)y Aen U.
Definicién 3.1.1. T tiene la propiedad de Bishop ((3), si dado cualquier subconjunto
U de C y toda sucesion de funciones analiticas f,, : U — X con la propiedad que
(T — A) fu(X) — 0, uniformemente en todo subconjunto compacto de U, entonces
fn(A) — 0, uniformemente en todo subconjunto compacto de U cuando n — 0.

Esta condicién sin embargo se puede enunciar en una forma mas sencilla como

lo podemos ver en la siguiente proposicion.

14
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Proposicién 3.1.2. T tiene la propiedad de Bishop (3) si y solo si para cada sub-
conjunto abierto U de C, la aplicacion Ty es inyectiva y tiene rango cerrado en
H(U, X).

Sea p(T) = C\ o(T) el conjunto resolvente de T.

Ahora hablaremos de la ecuacion resolvente local. Dado T' y un elemento x en X
estamos interesados en soluciones analiticas f : U — X de la ecuacion (T'—\) f(\) =
x en algin subconjunto abierto U de C. En el conjunto resolvente p(T') de T, la
solucién es facil y estd dada por la funcién f(A) = (T — X\)~'x para todo A en
p(T), esta funcién es unica. Sin embargo es a veces posible para ciertos z en X
obtener soluciones analiticas de la ecuacién (T'— \) f(A\) = x en conjuntos abiertos
que contienen puntos del espectro o(7'). En este caso, la unicidad de la solucién
analitica es un hecho no trivial que observamos en la siguiente definicién.
Definicién 3.1.3. T tiene la propiedad de extencion univaluada, con siglas del inglés
SVEP, si para cada subconjunto abierto U de C, la tnica solucién analitica

f:U — X de la ecuacién (T'— \) f(A) = 0 para todo A en U es la funcién cero en
U.

Esto es, que para todo conjunto abierto U de C, el operador Ty es inyectivo en
H(U, X). Evidentemente la propiedad () implica SVEP. Es claro que un operador
que tiene el conjunto de autovalores con interior vacio tiene la propiedad SVEP.

El siguiente resultado nos muestra que todo operador sobreyectivo no invertible no
puede tener SVEP.
Proposiciéon 3.1.4. SiT es sobreyectivo y satisface SVEP, entoncesT' es invertible.

Asf por ejemplo la traslacién unilateral a izquierda en ¢?(N) no tiene SVEP, ya
que es sobreyectiva y no invertible.

Si x estd en X, la resolvente local de T" en « se define como el conjunto pr(x) de los
A € (C para el cual existe una vecindad U de A y f una funcién analitica f : U — X

tal que (T — z)f(z) = x para todo z € U.
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El espectro local de T en x es op(x) = C\pr(x).

Es claro que pr(z) es abierto y por lo tanto or(z) es cerrado. También es claro
que p(T) C pr(z), asi las soluciones analiticas en la resolvente local pueden ser
pensadas como extensiones locales de la funcién f()\) = (T — \)~!z. Esto no implica
la unicidad. En efecto, las soluciones analiticas son tnicas para toda x en X siy solo
si T' tiene la propiedad SVEP y en este caso se define la soluciéon como la funcion
analitica en pr(x), la cual es la maxima extencién analitica de f(\) = (T — \) "'z
de p(T') a pr(z).

A esta funcion la llamamos la funcion resolvente local.

El siguiente lema se obtiene aplicando el teorema de Cauchy y las propiedades del
calculo funcional de Riesz.

Lema 3.1.5. Sea X un espacio de Banach, K C C compacto, y I un contorno en
U:=C\ K que bordea a K. St T es un operador en X, v en X y f en H(U, X) que

satisfacen la ecuacion Ty f = x, entonces

1
Ty = —— [ A"f(A\)dA paran=0,1,2,...
271
r

Definicién 3.1.6. Dado T', definimos el subespacio espectral local de T" por
Xr(F)={rz e X :op(x) C F}

para todo conjunto F' C C.
Es claro que X7(F) = Xp(o(T)NF) y Xr(F) € Xp(G) cuando FF C G C C.

En efecto, sigue de la definicion que
Xr({F,:ae€ A}) =n{Xp(F,) :a € A}

para toda coleccion de conjuntos F,, C C.

= Un subespacio lineal cerrado Y de X se dice T-invariante si TY CY.
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» Sea Y un subespacio lineal cerrado T-invariante de X, T|Y en L(Y) denota el

operador dado por la restriccion deT' a 'Y .

Un subespacio lineal Y de X se dice T-hiperinvariante, si SY C Y para todo
operador lineal acotado S en X que conmuta con T.
El siguiente resultado nos muestra que X (F') es en verdad un subespacio lineal,
pero no siempre cerrado.
Proposicion 3.1.7. Dado T'. Para todo subconjunto cerrado F de C, las siguientes
afirmaciones son ciertas.
1. Xp(F) es un subespacio lineal, T-hiperinvariante de X .
2. (T — N Xp(F) = Xr(F) para todo A en C\ F.
3. Si x en X satisface que (T — Nz esd en Xp(F) para algin N € F, entonces x
estd en Xrp(F).
4. ker(T — \)" C Xr({\} para toda A en C y n en N.
5. S1'Y es un subespacio lineal cerrado T-invariante de X con la propiedad de que
o(T|Y) CF, entonces Y C Xp(F).
6. T satisface SVEP si y solo si Xp(0) = {0}, y este es el caso si y solo si Xp(0) es
cerrado.
7. SiT satisface SVEP y Fy, F5 C C son cerrados y disjuntos, entonces la descompo-
sicion Xp(F1UFy) = Xp(F) ® Xp(Fy) es cierta como una suma directa algebraica.
Definicién 3.1.8. T tiene la propiedad de Dunford (C) si y solo si el subespacio
espectral X7 (F') es cerrado para todo conjunto cerrado F' C C.
La siguiente proposicién nos da las implicaciones entre las propiedades (), (C')
y SVEP.
Proposicién 3.1.9. Si T tiene la propiedad 3, entonces T tiene la propiedad (C),
y si T tiene la propiedad (C), entonces T satisface SVEP.
La siguiente proposicién nos dice que la propiedad C' es hereditaria bajo res-

tricciones sobre subespacios lineales cerrados T-invariantes.
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Proposicién 3.1.10. Supongamos que T tiene la propiedad (C), y sea S := T|Y
la restriccion de T a un subespacio Y lineal cerrado T-invariante cualquiera de X,
entonces S tiene la propiedad (C).

Dado T y un subconjunto cerrado F' de C, denotemos por Xr(F') al conjunto
consistente de todos los x en X tales que para cada x existe una funcién analitica
f:C\F — X tal que (T'— \)f(\) = x para todo A en C\ F.

La identidad Xr(F) = Xp(F) es cierta para todo subconjunto cerrado F' de C
cuando T' satisface SVEP, pero en general Xr(F) podria ser estrictamente mas
pequeno que el correspondiente subespacio local espectral Xr(F). El espacio Xr(F')
podria ser llamado subespacio espectral glocal, dado que las funciones analiticas en
su definicién estan globalmente definidas en el conjunto C\ F', pero dependen de z.
Xr(F) es un subespacio lineal de X, pero ain para un operador con SVEP, este

subespacio no es necesariamente cerrado. Sin embargo la representacion
Xp(F)={ze X :xecTor(H(C\F X))}

nos muestra que Xr(F) siempre lleva con el un espacio topolédgico de Fréchet aso-
ciado con el espacio H(C\ F, X).

Si U es un subconjunto abierto de C, entonces definimos
Xrp(U) = U{Xr(F) : F es un subconjunto cerrado de U}

De esta definicién vemos que si U y V' son abiertos de C tal que U C V, entonces
Xr(U) € Xrp(V).

Definicién 3.1.11. T tiene la propiedad de descomposicion () si
X =7(U) + Xr(V)

para todo cubrimiento abierto {U, V'} de C.

Los siguientes conjuntos son subconjuntos clasicos del espectro del operador T
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El espectro puntual 0,(T) := {A € C: T — X es no inyectiva},

El espectro puntual aprozimado o,,(T) := {\ € C: existen vectores unitarios

x, € X para el cual (T"— \)z,, — 0 cuando n — oo},

El espectro sobreyectivo o4, (T) :={A € C: (T = N)X # X}y

El espectro de compresion 0eom(T) :={X € C: (T'— A)X no es denso en X}.
La siguiente proposicién nos muestra que el espectro local de un operador esta rela-
cionado con su espectro sobreyectivo.

Proposicion 3.1.12. Para todo T, los siquientes enunciados son ciertos:

. 0su(T) es cerrado y contiene la frontera de o(T);

para todo X en C\ 04,(T), existe un nimero positivo ¢ para el cual
X =X(C\ B(\0);
osu(T) = U{or(z) € X};
el conjunto {x € X : op(z) = 04, (T)} es de seqgunda categoria en X;
si T satisface SVEP y X\ en 0,(T'), entonces or(x) = {\} para cada autovector de
T relativo a \;
o(T) =05,(T), si T tiene SVEP y o(T) = 04,(T), si T* tiene SVEP.
Sea X* = {p: X — C: ¢ es un funcional lineal continuos } el espacio dual de

X. Para un subconjunto M de X, llamemos a
M* :={p € X*: p(zx) =0 para todo x € M}

el aniquilador de M en X*. Y para un subconjunto N de X*, llamemos a
tN :={z € X : ¢(xr) =0 para todo ¢ € N}

el preaniquilador de N en X.

Proposicion 3.1.13. Para todo T, se tiene que

Xr(F) C X0 (G) y X (G) C Xp(F)*
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para todo par de subconjunto cerrados disjuntos F' y G de C.
En el siguiente resultado vemos como podemos escribir a X* de la forma M+ +
N+ donde M + N es cerradoy M NN = {).
Proposicién 3.1.14. Supongamos que T tiene la propiedad (C), entonces la iden-
tidad
X* = Xp(C\U)* + Xp(C\V)*

es cierta para todo cubrimiento abierto {U,V'} de C.
La siguiente proposicion nos da la dualidad entre las propiedades 3y 9.
Proposicion 3.1.15. Para todo operador T los siguientes enunciados son ciertos:
1. si T tiene la propiedad (), entonces T* tiene la propiedad (6);
2. si T tiene la propiedad (§), entonces T* tiene la propiedad ((3);
3. si T* tiene la propiedad (0), entonces T tiene la propiedad ([3).
La siguiente proposicién nos permite relacionar el subespacio local con el sub-
espacio glocal.

Proposicién 3.1.16. Sea T' con la propiedad (3), entonces
Xp(F) =t X*p.(C\ F)

para todo subconjunto cerrado F' de C. Por otro lado si T tiene la propiedad (9),

entonces

X7(F) = Xp(C\ F)*

para todo subconjunto cerrado I de C.

En el siguiente resultado podemos ver que si el operador T' satisface SVEP,
entonces el subespacio espectral local y el subespacio espectral glocal coinciden y si
el subespacio espectral local y el subespacio espectral glocal coinciden, entonces T’
satisface SVEP.

Proposicién 3.1.17. Para T en L(X), T satisface SVEP si y solo si
Xr(F) = Xr(F) para todo conjunto cerrado F de C.
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El siguiente teorema nos muestra que el subespacio glocal se comporta canéni-
camente con respecto al calculo funcional de Riesz.
Teorema 3.1.18. Sean T' un operador lineal continuo en un espacio de Banach X

y f una funcion analitica en una vecindad abierta U de o(T), entonces
Xy (F) = Xr(f~1(F)) para todo conjunto cerrado F de C.

Mas ain, si T tiene la propiedad C, entonces también f(T). Similares resultados
para las propiedades (3), (0) y SVEP.

Estamos tentados a pensar que la propiedad:

flor(x)) = o) ()

es cierta. Pero esto no es cierto en general. Por ejemplo si f = ¢ una funcién constante
y T € L(X) sin SVEP. Luego por 3.1.7 parte 6, existe un elemento x distinto de

cero en X tal que or(z) es vacio, mientras que

opr(x) = {c}

Teorema 3.1.19. Sean T' un operador lineal continuo en un espacio de Banach X

y f una funcion analitica en una vecindad abierta U de o(T'), entonces
flor(x)) C opry(z) para todo x € X.

Mids aun, la igualdad se da si T tiene SVEP o si f es no constante en cada una de
las componentes conezas de U.
3.2. Hiperciclicidad de operadores cohiponormales.
En esta secién mostramos resultados que conectan el espectro local con la hiper-
ciclicidad de un operador, por ejemplo; con el uso de espectros locales N. S. Feldman,
V. G. Miller y T. L. Miller en [11] pudieron caracterizar los operadores cohiponor-

males en un espacio de Hilbert que son hiperciclicos, usando esta caracterizacién
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pudimos dar una respuesta parcial al problema 2 en [24]. Tomamos este camino pa-
ra abordar este problema por una sugerencia que hizo N. S. Feldman personalmente
a H. Salas.
Definicién 3.2.1. Un operador lineal acotado T en un espacio de Hilbert ‘H se dice
normal si T*T = TT*. Si T*T —TT* > 0 decimos que el operador es hiponormal, al
operador adjunto de un operador hiponormal se le dice cohiponormal.

Si T' es hiponormal, los siguientes enunciados son ciertos:
. Si M es invariante bajo T', T'| M es hiponormal.
(1) = |[T1].
. Si T es invertible, 7! es hiponormal.
. T tiene la propiedad .
Definicién 3.2.2. T se dice descomponible si para cada cubrimiento abierto {U, V'}
de C, existen Y y Z subespacios lineales cerrados T-invariantes de X tales que
oT)Y)CU,o(T|Z)CVyX=Y+Z.
Teorema 3.2.3. Todo operador descomponible tiene la propiedad (3).
Se sabe que todo operador normal es descomponible y por lo tanto tiene la propiedad
g.
Lema 3.2.4. Una traslacion a derecha en un espacio separable de Hilbert (unilateral

o bilateral) con pesos no negativos acotados {wy,} es hiponormal si y solo si
Wy, < Wpay para todo n

Una de traslacion bilateral es normal si y solo si {w,} es constante. Traslaciones
unilaterales nunca son normales.

En el trabajo presentado por M. Putinar [21] se puede ver que todo operador
hiponormal tiene la propiedad (3).
Dado T', denotemos por Lat(T') el latice de subespacios cerrados T-invariantes de X

y st M esta en Lat(T"), entonces T'|M en L(M) es la restriccién de T' a M. Nos
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referimos a T|M como una parte de Ty o(T'|M) como una parte del espectro de
T.

Los siguientes resultados pueden ser vistos junto con sus pruebas en el trabajo
presentado por N. S. Feldman, V. G. Miller y T. L. Miller en [11].

La siguiente proposiciéon nos da una relacién simple entre las partes del espectro y
el espectro local de un operador con la propiedad de Dunford (C).

Proposicién 3.2.5. Si T tiene la propiedad (C'), entonces todo espectro local es una
parte del espectro de T' y toda parte del espectro de T' contiene un espectro local de

T no vacio.

Demostracion. Sea F un subconjunto cerrado de C, entonces dado que T tiene la
propiedad (C) tenemos que Xp(F') es un subespacio lineal cerrado T-invariante,
luego por la proposicién 3.1.10 obtenemos que T'| X7 (F) tiene la propiedad (C') pero
por 3.1.9 T'| X7 (F) tiene SVEP, usando ahora 3.1.18 tenemos que T'| X7 (F') — A tiene
SVEP, luego por 3.1.7 parte 2, T|X7(F) — X es sobreyectivo para todo A € C\ F asi,
por 3.1.4 T| X7 (F)— X es invertible para todo A en C\ F, esto es C\ F' C p(T| X1 (F))
de donde o(T'| X7 (F)) C F. Tomando F' = or(x) para algtin x distinto de cero en X
tenemos que o(T|X7(or(z))) C or(x) y como orp(x) C o(T|Xr(or(x))), entonces
concluimos que or(x) = o(T|Xr(or(x))), en otras palabras; todo espectro local de
T es una parte del espectro de T.

Veamos ahora que toda parte del espectro de T' contiene un espectro local de T" no
vacio, en efecto, si M estd en Lat(7) \ {0}, entonces por 3.1.12 partes 4 y 6, existe
z en M tal que opam(z) = o(T|M), pero como op(x) € oppm(x) = o(T|M) se

concluye el resultado deseado. O

No toda parte del espectro de un operador 7' con la propiedad C' es un espectro
local, por ejemplo sea T' = M, el operador multiplicaciéon por z en el espacio de
Lebesque L?(0D), T es normal, por lo tanto tiene la propiedad (3). El espacio de
Hardy H? es invariante bajo T'y o(T|H?) = D, donde D = {\ € C : |\ < 1}.
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Si f € H?\ {0}, entonces f es analitica en D y asi, op)p2(f) = D mientras que
or(f) = oD.

En el siguiente resultado hemos cambiado la coclusién de la version original que era
hiperciclico por topolégicamente mezclante, dado que en la prueba presentada en
[11] los autores usan 3.1.5 y el criterio de hiperciclicidad para la sucesién completa
de los numeros naturales, asi, aplicando el teorema 2.1.18 se puede concluir que en
verdad es topologicamente mezclante.

Teorema 3.2.6. Supongamos T en L(X). Si Xr(D) y Xr(C\ D) son densos en X,
entonces T' es topologicamente mezclante.

Corolario 3.2.7. Supongamos T pertenece a L(X) y ¢ es una funcion analitica en
una vecindad de o(T'). Si existen dos conjuntos abiertos U y V de C tal que Xr(U)
y Xp(V) son densos en X, entonces p(T') es topoldgicamente mezclante si ¢ separa

UyV, en el sentido que o(U) CD y p(V) C C\D.

Demostracion. Por 3.1.18, tenemos que Xy (D) = Xr(o (D) 2 X7 (U) y
Xory(C\D) = Xp(pH(C\ D) 2 Xp(V). Asf, Xo)(D) y Xy (C \ D) son densos

en X, luego por teorema 3.2.6 ¢(T') es hiperciclico. O

Corolario 3.2.8. Sea T con la propiedad (9). Si
o7 () 1D £ y o7 (%) 0 (C\B) £

para todo x* en X* distinto de cero, entonces T' es topologicamente mezclante.

Demostracion. Dado que T tiene la propiedad (), entonces por 3.1.15 T tiene la
propiedad (3), como o7-(z*) ND # 0 y o (2*) N (C\ D) # 0 para todo z* en X*
distinto de cero, entonces por 3.1.16 y 3.1.17 se tiene que X 1)(D) v Xy(r)(C \ D)

son densos en X, luego por 3.2.6 tenemos que 1" es hiperciclico. O
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Cuando el operador en el corolario anterior es cohiponormal en un espacio
de Hilbert se tiene que el reciproco también es cierto, asi, obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.2.9. 5i T es un operador hiponormal en un espacio separable de Hilbert
H, entonces T* es hiperciclico si y solo si op(x) D # 0 y op(x) N (C\D) # 0 para

todo x en H distinto de cero.

Demostracion. Como T' es hiponormal, entonces T tiene la propiedad (/3), entonces
por 3.1.15 T* tiene la propiedad (4). Asi, como or(z) N D # 0y or(x) N (C\
D) # () para todo x en H distinto de cero, entonces por 3.2.8 T* es hiperciclico.
Reciprocamente, supongamos que 7™ es hiperciclico. Por la proposiciéon 3.2.5 es
suficiente probar que toda parte del espectro de T intersecta a D y C \ D. Para
esto sean M en Lat(7T") \ {0} y S = T|M. Si = es un vector hiperciclico para T,
entonces la proyeccién Py x es un vector hipercico para S* = PyT*| M, pero como
r(S) = ||S|| = ||S*|| > 1, entonces ¢(S) N (C\D) # @. Por otro lado, si ¢(S) C C\D
entonces 7(S7!) < 1y asf ||[S7!|| < 1. Pero S* es hiperciclico e invertible, entonces
por teorema 2.1.6 se tiene que (S*)~! es hiperciclico y asf [|(S*)7!|| > 1. Absurdo.

Por lo tanto (S) N C \ D # 0. O

Definicién 3.2.10. Sea T en L£(X). Si o(T) = or(z) para todo x en X diferente
de cero se dice que T tiene la propiedad gorda.

El siguiente teorema fue probado por L. R. Williams [26].
Teorema 3.2.11. Si T es una traslacion con pesos (unilateral o bilateral) hiponor-
mal no normal definida en un espacio separable de Hilbert H, entonces T tiene la
propiedad gorda.

El préoximo teorema es una consecuencia inmediata de los resultados presentados
por N. S. Feldman, V. G. Miller y T. L. Miller en [11].
Teorema 3.2.12. Todo operador cohiponormal en un espacio separable de Hilbert

H es hiperciclico si y solo es topolégicamente mezclante.
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Dado el teorema anterior, el siguiente teorema es una caracterizacion de las
traslaciones bilaterales cohiponormales 7', tales que I + 7" son topolégicamente mez-
clantes. Ademds nos da una respuesta parcial al problema 2 planteado en [24].
Teorema 3.2.13. Sea T una traslacion bilateral a izquierda en un espacio separable
de Hilbert H, con pesos positivos acotados no constantes {wy }nez tal que wy, < wp1q

para todo n € Z, entonces I + T es hiperciclico si y solo si lim w_,, < 2.

Demostracion. Como T™ es el operador de traslacion bilateral a derecha con pesos
positivos crecientes y no constantes {wy, fnez, entonces por lema 3.2.4, T* es hipo-
normal no normal, luego por el teorema 3.2.11 se tiene que or«(z) = o(T*) para
todo x € H\ {0}; sir = Jirgow,n entonces por teorema 2.2.11 o(7T*) = {\ € C:
r<A<r(T)},asique op«(z) ={A € C:r <\ <r(T)} paratodo x € H\{0}. Por
otro lado, dado el teorema 3.1.19 obtenemos que orir+(x) = 1 4 op«(z) de donde
orpr(x) ={A e C:r <|A—1| <r(T)} para todo z € H \ {0}.

Ahora supongamos que 7 < 2, entonces o7+ (2)ND # 0y o747+ (2)N(C\D) # ()
para todo x € H\{0} y como 7™ es hiponormal entonces también lo es I +T*, luego
por teorema 3.2.9, I + T es hiperciclico.

Reciprocamente supongamos que I + T es hiperciclico, entonces nuevamente

por el teorema 3.2.9 tenemos que oy p+(x) ND # (), asi se concluye que r < 2. [



Capitulo 4
SEMIGRUPOS C;, TOPOLOGICAMENTE
MEZCLANTES

Este capitulo esta dividido en dos secciones. En la secciéon 1 daremos algunos
preliminares de semigrupos de operadores lineales acotados. En la seccion 2 pre-
sentamos algunos resultados de semigrupos C hiperciclicos y de semigrupos Cjy
topoldgicamente mezclantes, entre los resultados de semigrupos Cy topologicamente
mezclantes, damos una condicion suficiente para que un semigrupo sea topoldgica-
mente mezclante y usando esta, probamos que las condiciones dadas en [9] y en [10]
al generador infinitesimal de un semigrupo Cj para que el semigrupo sea hiperciclico,
son suficientes para que el semigrupo sea topolégicamente mezclante.

En todo este capitulo, X representa un espacio de Banach.
4.1. Semigrupos de operadores lineales acotados.

Los resultados aqui presentados se pueden ver en el libro de A. Pazy [19]
Definicién 4.1.1. Sea X un espacio de Banach. Una familia 7 = {T;};>0 de ope-
radores lineales acotados en X es un semigrupo de operadores lineales en X si:

1. To = I, donde I es el operador identidad en £(X).
2. Ty, s =TT, para todo t, s > 0.
Un semigrupo de operadores lineales acotados se le dice semigrupo uniformemente

continuo de operadores lineales acotados si

lim || T} — I|| = 0.
t10

27
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Al operador lineal A definido por

Tix —x dTx
Ax =1 = _
T Tt g =0

para todo € D(A), donde
T —
D(A)={ze X : ltifgl y existe }

es el operador infinitesimal del semigrupo 7"y D(A) es el dominio de A.
De la definicién es claro que si 7 es un semigrupo uniformemente continuo de

operadores lineales acotados entonces
lim || 75 — T3|| = 0.
s—t

Ahora presentamos la caracterizacién del generador infinitesimal de un semigrupo
uniformemente continuo.
Teorema 4.1.2. Un operador lineal A es el generador infinitesimal de un semigrupo
uniformemente continuo de operadores lineales acotados si y solo si A es un operador
lineal acotado.

El siguiente teorema nos dice que si dos semigrupos uniformemente continuos
tienen el mismo generador infinitesimal, entonces los semigrupos son iguales.
Teorema 4.1.3. Sean T y S semigrupos uniformemente continuos de operadores

lineales acotados. St

Hmﬂ I:A:Hm& !
tlo t10 t

entonces Ty = S; para todo t > 0.
Corolario 4.1.4. Sea 7 un semigrupo uniformemente continuo de operadores li-
neales acotados, entonces:
1. Eziste una constante w > 0 tal que || T;|] < e*’.
A

2. Existe un unico operador lineal acotado A tal que T, = et

3. El operador en la parte 2 es el generador infinitesimal de T .



29
4. t — T, es diferenciable en norma y

dT,
d—tt = AT, = T} A

Definicién 4.1.5. Un semigrupo 7 de operadores lineales acotados en X se dice

un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados si
lilrglﬂx = x para todo z € X.
t

A los semigrupos fuertemente continuos se les llama también semigrupos de clase
Cy o simplemente semigrupos Cjy.

Teorema 4.1.6. Sea T un semigrupo Cy, entonces existen constantes w > 0 y
M > 1 tal que

| T3] < Me*" para 0 <t < .

Corolario 4.1.7. Si T es un semigrupo entonces para todo x € X, la funcion
t — Tix es continua en R{ (el conjunto de los miimeros reales no negativos) en X.
Teorema 4.1.8. Sea A el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente conti-
nuo T , entonces

1. Para todo x € X,

1 t+h
lim 7 Tixds = Tx.

h—0 t

2. Para todo x € X,

t t
/ Tsxds € D(A) y A(/ Tsxds) = Tyx — x.
0 0

3. Para todo x € D(A),

dT;
Tix € D(A) y d—tt:z = AT,z = T} Ax.

4. Para todo x € D(A),

t t
Tix — Tyx :/ T, Axdr :/ AT, xdr.
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Corolario 4.1.9. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente
continuo T, entonces D(A), el dominio de A, es denso en X y A es un operador
lineal cerrado.

El siguiente teorema nos dice que si dos semigrupos de clase Cj tienen el mismo
generador infinitesimal, entonces los semigrupos son iguales .
Teorema 4.1.10. Sean 7 y S semigrupos Cy con generador infinitesimal A y B
respectivamente. St A = B, entonces Ty = S; para todo t > 0.

El siguiente teorema es una caracterizacion del generador infinitesimal de un
semigrupo de clase C)
Teorema 4.1.11. Un operador A es el generador infinitesimal de un semigrupo
fuertemente continuo T que satisface ||T3|| < Me*t, si y solo si

1. A es cerrado y D(A) es denso en X.

2. La resolvente p(A) contiene el rayo (w,o0) y
IR : A" < M/(RX —w)" para todo RN > w, n=1,2,...

El siguiente lema nos permite obtener una relacién entre el espectro de A y el
espectro de cada miembro de 7 . Y mds atn, una relacion entre el espectro puntual
de A y el espectro puntual de cada miembro de 7 .

Lema 4.1.12. Sea A el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente continuo

7.5
¢
Blr = / AT xds
0
entonces
(A — A)B}z = eMx — Tyx para todo x en X
Yy

B)M\ — A)x = eMa — Tyx para todo x en D(A).
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El siguiente teorema nos da una relacion entre el espectro del generador infini-
tesimal y el espectro de cada miembro del semigrupo.
Teorema 4.1.13. Sea A el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente con-
tinuo T , entonces

o(Ty) D €Y para todo t > 0

El siguiente teorema nos da una relacién entre el espectro puntual del generador
infinitesimal y el espectro puntual de cada miembro del semigrupo.
Teorema 4.1.14. Sea A el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente con-
tinuo T , entonces e'* C o,(T;) C e'o»™ U {0}.
Mads precisamente, si A en 0,(A), entonces e estd en o,(T;) y si e estd en o,(T})
existe un k en Z tal que A\, = A + 2mik /[t estd en o,(A).

4.2. Semigrupos C, hiperciclicos y topolégicamente mezclantes.

En esta seccion 7 representa un semigrupo de operadores lineales acotados
fuertemente continuo {7} }+>0 y A representa su generador infinitesimal.
7 se dice un semigrupo hiperciclico si existe x en X tal que {Tyx : t > 0} es denso
en X.
Es inmediato de la definicién que si para algun t > 0, T; es hiperciclico entonces
T es hiperciclico. Surge entonces la pregunta: si 7 es hiperciclio, jes T; hiperciclico
para cada t > 07
J. A. Conejero, V. Miiler y A. Peris [7] probaron el siguiente teorema que responde
a la pregunta anterior.
Teorema 4.2.1. Si T es hiperciclio, entonces T, es hiperciclico para cada t > 0.

Los siguientes resultados se pueden ver junto con sus pruebas en el trabajo
presentado por W. Desch, W. Schappacher y G. F. Weeb [9].
Teorema 4.2.2. Dado T , los siguientes enunciados son equivalentes:

1. T es hiperciclico;
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2. para todo y, z en X y todo € > 0, existe v en X yt > 0 tal que [y —v|]| < ey
[Tiv — 2| <&

3. para todo € > 0, existe un subconjunto denso D en X tal que para todo z en D,
existe un subconjunto denso D, en X tal que para todo y en D,, existe v en X y
t>0 tal que |ly —v|| <ey||Tw—=z|| <e

Definamos los conjuntos:
Xo={reX: th T(z) = 0}.

Xoo ={x € X : paratodo e >0, existe w € X y t > 0 tal que ||w|| < ey ||Tiw—z]| < &}.
Xper ={z € X : 3t > 0 tal que T)x = x}

7 se dice cadtico si es hiperciclico y el conjunto X, es denso en X.

El siguiente teorema nos da una condicién suficiente para que un semigrupo sea
hiperciclico.

Teorema 4.2.3. Si X, y Xy son subconjuntos densos de X, entonces T es to-
pologicamente mezclante.

Si para cada t > 0 el operador T; del semigrupo 7 es invertible, entonces la
familia 7" = {T}}icz se convierte en un grupo donde el inverso de T}, es T ; para
todo t > 0.

Teorema 4.2.4. Si T es un grupo, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. T ={T;}+>0 es hiperciclico;
2. T~ ={T_;}+>0 es hiperciclico;
3. existe x en X tal que los conjuntos {Tyx : t > 0} y {T_x : t > 0} son densos en
X.

En [9] también podemos encontrar el siguiente teorema que nos da condiciones

sobre el generador infinitesimal de un semigrupo Cy suficientes para que el semigrupo

sea cadtico.
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Teorema 4.2.5. Sean A el generador infinitesimal del semigrupo T y U un subcon-
gunto abierto del espectro puntual de A, el cual intersecta al eje imaginario. Para
cada X en U, sea x un vector propio relativo a X. Para cada ¢ € X* definimos una
funcion Fy, : U — C por Fg(X) = ¢(zy). Supongamos que para cada ¢ € X*\ {0},
F,; es una la funcion analitica no nula en U, entonces T es cadtico.

S. El Mourchid [10] probé el siguiente resultado que nos da condiciones sobre
el generador infinitesimal de un semigrupo C; para que el semigrupo se hiperciclico.
Teorema 4.2.6. Sea A el generador infinitesimal del semigrupo 7T . Supongamos
que 0,(A) MR estd contenido en el intervalo del eje imaginario (vwq,wws2) para
algunos wy y ws tales que —oo < wy < wy < 00 Yy existe una funcion integrable
f i (wi,wy) — X que satisface las siguientes condiciones:

1. f(s) pertenece a ker(1s — A) para casi toda s en (wy,ws),
2. gen{f(s) : s € (wy,wq) \ N} es denso en X para todo subconjunto 2 de medida
cero.
Entonces T es hiperciclico.

S. El Mourchid [10] comenté que las condiciones del teorema 4.2.5 sobre el ge-
nerador infinitesimal implican las condiciones del teorema 4.2.6.

T se dice un semigrupo topolégicamente mezclante si para cada par de abiertos no
vacios U y V de X, existe ty > 0 tal que para t > to, T,(U) NV #£ 0.

En este caso es inmediato de la definicion que si 7 es topoldgicamente mezclante,
entonces para cada t > 0, T; es topologicamente mezclante. Surge entonces la pre-
gunta: si T; es topologicamente mezclante para algin ¢ > 0, jes 7 topolégicamente
mezclante?

T. Bermudez, A. Bonilla, J. A. Conejero y A. Peris probaron el siguiente teorema
que da respuesta a esta pregunta.

Teorema 4.2.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es topologicamente mezclante;
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2. para cada t > 0, T} es topologicamente mezclante;

3

1

2.

. T, es topologicamente mezclante para algin to > 0.

Como un pequeno aporte presentamos los siguientes resultados para semigrupos
de clase Cy topolégicamente mezclantes que son anélogos a los presentados en [9]
para semigrupos de clase Cy hiperciclicos.

Proposicién 4.2.8. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

. T es topologicamente mezclante.

Para todo y, z en X y todo € > 0, existe tg > 0 tal que para cada t > ty, existe vy
en X tal que ||y —vi|| < e y ||z — Te(ve)|| < e.

Para todo € > 0, existe un subconjunto denso D de X tal que para todo z en D,
existe un subconjunto denso D, de X tal que para y en D, existe t, > 0 tal que

para t > t,, existe y; en X tal que ||y —yl| < e y ||z — Ti(ye)|| < e.

Demostracion. 1 = 2.

Sean y, z en X y ¢ > 0 arbitrarios. Tomemos U = B(y,e) y V = B(z,¢), por 1,
existe to > 0 tal que para t > to, T,(U) NV # 0.

Asi para cada t > t, existe v; en U tal que Ti(v;) en V', esto es para cada t > to,
existe vy en X tal que ||y — vl < ey ||z — Ti(ve)| < e.

2=3

Sea € > 0 arbitrario. Tomemos D = X, para z en D tomemos D, = X, sea y en
D., por 2, existe to > 0 tal que para t > to, existe v; en X tal que ||y — v < ey
|z — Ty (vy)|| < e, tomando t, =ty y y: = v; se concluye 3.

3= 1

Sean U y V abiertos no vacios de X, entonces existen ¢ > 0, yen U y z en V tal que
B(y,e) CU y B(z,e) C V, por 3; existe un subconjunto denso D de X, tomemos
2" en D tal que ||z — 7| < €/2, para este 2’ existe un subconjunto denso D, de X,
tomemos ¢’ en D,/ tal que ||y —¢'|| < /2, para este ¥/, existe t,, > 0 tal que para

t > t,, existe y; en X tal que ||y —yi|| <e/2y |2/ — Ti(y;)|| < e/2.
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Tomemos ¢y = t,, entonces para cada t > t; tomemos v; = i,

ly — vl =1lly =y + 9 — ull
<lly=y'll + 1y = ul

<e/2+¢e/2=¢
de donde v; pertenece a B(y,¢) y asi v, estd en U. Por otro lado,

Iz = Ti(o)l| = llz = 2"+ 2" = Ta(wy)|
<z =2+ 112" = T(w)l

<e/2+¢e/2=¢

esto es Ti(v;) pertenece a B(z,e) y en consecuencia a V. Asi que para cada t > t,

TU)NV #0. O

Definamos ahora el conjunto:
X, ={r e X :Ve>0,3ty>0,Vt >tg,Jw, € X, |Jwe]| < ey ||Te(w;) — x| <e}

En el siguiente teorema damos condiciones similares a las del teorema 4.2.3 que son
suficientes para que un semigrupo Cy sea topoldgicamente mezclante. Este resultado
es en realidad el criterio 3.4 de [3]. Presentamos su prueba ya que esta no es dada
en [3].

Teorema 4.2.9. Si X! y X, son subconjuntos densos de X, entonces T es to-

pologicamente mezclante.

Demostracion. Sea e > 0 arbitrario. Tomemos D = X!, para z en X/ arbitrario,
tomemos D, = X, sea y en X, arbitrario, como z pertenece a X/_, existe ¢; > 0 tal
que para t > tq, existe wy en X tal que ||w;|| < ey ||Ti(we) — 2|| < &/2, ahora como y

estd en X, existe t1, > 0 tal que para t > t1,, ||T:(y)|| < &/2. Seat, = mdz{t1,t1,},
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para t > t,, tomemos y; = y + w;.

ly — el = [ly —y — w]

= [lwell <&

Iz = Ti(w)ll = NIz = Tu(y) = Ti(wy)]
< Iz = Ti(wr) + [T (y)

<e/2+4¢/2=¢

Asi por teorema 4.2.8 parte 3, 7 es topoldgicamente mezclante. n

Teorema 4.2.10. Si el semigrupo T es un grupo, las siguientes afirmaciones son
equivalentes
1. T ={T;}+>0 es topoldgicamente mezclante.

2. T— ={T_;}+>0 es topoldgicamente mezclante.

Demostracion. 1 = 2.

Sean y, z en X y € > 0 arbitrarios. Por 1 y teorema 4.2.8 parte 2, existe ¢, > 0 tal
que para cada t > ty, existe v, en X tal que ||y —v|| < ey ||z —Ti(v¢)|| < e. Tomando
wy = Ti(vy) tenemos que ||wy — z|| < ey || T-¢(w:) — y|| < €. Asi, nuevamente por el
teorema 4.2.8 parte 2, tenemos que 7 ~ es topologicamente mezclante.

2 = 1. La prueba es simétrica. O

Ahora mostramos que la condicion dada en el teorema 4.2.5, no sélo implica
que el operador es cadtico sino que también es topoldgicamente mezclante.
Teorema 4.2.11. Sean A el generador infinitesimal del semigrupo T y U un sub-
conjunto abierto del espectro puntual de A, el cual intersecta al eje imaginario. Para
cada X en U, sea x un vector propio relativo a X. Para cada ¢ € X* definimos una

funcion Fy, : U — C por Fg(A) = ¢(zy). Supongamos que para cada ¢ € X*\ {0},
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F, es una la funcion analitica no nula en en U, entonces T es topoldgicamente

mezclante.

Demostracion. La demostracion es una pequena modificacion de la prueba del teo-
rema 4.2.5 en [9].

Sea V' un subconjunto arbitrario de U que admite un punto limite en U, pro-
baremos que Yy = gen{z) : A € V'} es denso en X.

Razonando por el absurdo supongamos que Yy # X, por el teorema de Hahn-
Banach existe algtin ¢ en X* tal que ¢ # 0y ¢(x) = 0 para todo = en Yy, asi para
todo A en V, Fy(\) = ¢(x) = 0, pero como V' admite un punto limite en U y Fy es
analitica en U, entonces F; es nula en U jabsurdo! lo cual prueba que Yy es denso
en X.

Tomemos Vp = {\ € U : R(\) < 0}, es claro que V; es un subconjunto de U
que admite un punto lrhite en U. Por lo tanto Yy, es denso en X.

Por 4.1.14 tenemos que Tj(zy) = ey para todo A en U y t > 0. En conse-

ROV St RO

cuencia ||Ti(zy)]| = |le Ty =e |z,]|. Como para A en Vj se tiene que

R(N\) < 0, entonces tlim Ti(xy) = 0 para todo A en V4.
—00
n
Ahora tomemos x en Yy, entonces existe n en N tal que © = Y agzy, con A

k=1
en Vp para todo k en {1,2,--- n}. Asi

lim T}(x) = tlir?o Tt(z QT )

t—oo
k=1
n
= E ag lim Ty(zy,)
—1 t—oo

=0

Concluyendo asi, que x estd en Xy, entonces Yy, C X, y en consecuencia X, es

denso en X.
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Ahora tomemos Vi = {A € U : R(\) > 0}, también es claro que Vi es un
subconjunto de U que admite un punto limite en U. Por lo tanto Yy, también es
denso en X.

n
Sea x en Yy,, entonces existe n en N tal que x = ) agxy, con A\ en Vi para
k=1
todo k en {1,2,--- ,n}. Pero como Ti(xy,) = ey, para todo k en {1,2,--- ,n},

n
entonces x = Ty( > ape 'z, ) para cualquier ¢ > 0. Asi,
k=1

n n
1D e anl < 3 lanle™ ™ |
k=1 k=1
n

< (mda{|ag|||zy, | : 1 <k <n}) Ze_%()\k)t
k=1

Pero como R(A;) > 0, tenemos que para € > 0 arbitrario, existe t, > 0 tal que para

n
t>to, | S are May || < e.
k=1

n
Para t >ty tomemos w; = Y. age My, ast |lwy|| < ey [|[Ti(wy) — || =0 < e.
k=1
Por lo tanto = pertenece a X . De donde Yy, C X/ y en consecuencia X/ es denso

en X. Luego por teorema 4.2.11, 7 es topoldgicamente mezclante. Il

Ejemplo 4.2.1. Sea A la traslacion unilateral a izquierda con pesos positivos {wy, }nen

tal que lim inf (wy - - - w, )"

n—0oo

> 0, entonces el semigrupo fuertemente continuo {e*}1>o
es topoldgicamente mezclante. En particular, para cadat > 0, et es topoldgicamente

mezclante.

Demostracion. Sea ¢ = liminf(w; - - - w, )"

n—oo

{A e C:0 < |A| <c} estd contenido en g,(A). Tomando U ={A € C:0 < || < ¢}

, entonces el conjunto

tenemos que U intersecta al eje imaginario y para cada A en U escojamos

oo )\n
Ty =€y + E —e,
wl...wn
n=1

claramente x, es un vector propio A.
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Sea ¢ en (?(N) \ {0}, entonces ¢ = > ¢ne,. Definamos la funcién F, : U — C

n=1

por
[e%S) n>\n
Fo3) = o) = g+ 3 =0
n=1 "

la cual es una funciéon analitica no nula en U, por lo tanto dado el teorema

4.2.11, el semigrupo fuertemente continuo 7 , es topolégicamente mezclante. Il

Ejemplo 4.2.2. Sea A la traslacion bilateral a izquierda con pesos positivos {wy, }nez,

1/n

tal que 0 < limsup(wow_1 - - w_p41)"™ < Hminf(wywy - - - w, )™, entonces el semi-

n—oo n—oo

grupo fuertemente continuo {€1};>q es topoldgicamente mezclante. En particular,

para cada t > 0, et es topoldgicamente mezclante.

Demostracion. Sea c; = limsup(wow_; - - - W_p41)™ v ¢ = liminf (wiws - - - w,) ™,
n—oo

n—od
entonces el conjunto {\ € C : ¢; < |A| < ¢2} estd contenido en 0,(A). Tomando
U={)NeC:c <|\ < e}, tenemos que U intersecta al eje imaginario y para cada
A U escojamos

oo (o0} )\TL
WoW—1 *+* W_p41
Ty = 3 e_n,+eg+ —_—ey
n wl RN
n=1 n

n=1

claramente x) es un vector propio de A.

Sea ¢ en (*(Z) \ {0}, entonces ¢ = > ¢,e,. Definamos la funcién Fy : U — C

neL
por

n

Fy(\) = () = Y ¢nwow1)\-n- e+ g0 + > d)n.).\
n=1 n=1

w1 - Wy,

la cual es una funcién analitica no nula en U, por lo tanto dado el teorema

4.2.11, el Cy semigrupo 7 es topolégicamente mezclante. O

La conclusion en el teorema 4.2.6 puede también ser cambiada por topoldgica-

mente mezclante.
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Teorema 4.2.12. Sea A el generador infinitesimal del semigrupo T . Supongamos
que 0,(A)MiR estd contenido en el intervalo del eje imaginario (1ty,1ty) para algunos
t1 y to tales que —oo < t; <ty < 00 y ewiste una funcion integrable f: (t1,ty) — X
que satisface las siguientes condiciones:

1. f(s) pertenece a ker(1s — A) para casi toda s en (t1,1s),

2. gen{f(s):s € (t1,t2) \ Q} es denso en X para todo subconjunto Q2 de medida cero.

Entonces T es topol/ogicamente mezclante.

Demostracion. Sea r en R y ¢, = f:f e f(s)ds. En la demosracién del teorema
4.2.6 dada en [10] se prueba que el conjunto gen{t, : r € R} es denso en X y que
este estd contenido en Xj.

Probemos que gen{t, : v € R} estd contenido en X/ .

Como f es integrable en (t1,t5), entonces por el lema de Riemann-Lebesgue
existe ty > 0 tal que para t > tg , || fttf e f(s)ds|| < e, esto es |[1] < e. De la
misma manera que en la prueba del teorema 4.2.6 en [10] para t > tg tomemos,
wy = :12 e "0 f(s)ds, entonces Tyw, = 1, v asi, ||[Tyw, —1b,]| = 0 < &, es decir
gen{1, : r € R} esta contenido en X/ .

Luego por 4.2.11 7T es topoldgicamente mezclante. O]



Capitulo 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

. Se pudo caracterizar las traslaciones bilaterales con pesos positivos acotados que
son topolégicamente mezclantes.

. Se di6 una respuesta parcial al problema 2 planteado en [24].

. Se dié una condicién suficiente para que un semigrupo Cy sea topoldgicamente
mezclante.

. Se probé que las condiciones dadas en [20] y en [10] al generador infinitesimal de
un semigrupo Cy para que el semigrupo sea hiperciclico, son suficientes para que
el semigrupo sea topologicamente mezclante.

. Para el futuro esperamos caracterizar las traslaciones bilaterales T tales que I +T

es hiperciclica, asi como aquellas, tales que I +T y I +T* son ambas hiperciclicas.
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