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The Stokes system describes an approximate model for viscous fluid flow. We
know closed-form solutions only in particular cases. Consequently, it is necessary to
compute other solutions numerically. We implement in this work a finite element
method to solve the Stokes system, using Taylor-Hood elements to discretize the

domain.
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El sistema de Stokes describe un modelo aproximado para flujo de fluido vis-
coso. Sabemos que una solucién puede ser expresada explicitamente sélo en casos
particulares.

Por tanto, es necesario calcular numéricamente otras soluciones. Nosotros imple-
mentamos en este trabajo el Método de Elemento Finito para solucionar el sistema

de Stokes, usando elementos Taylor-Hood para discretizar el dominio.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

El Método de Elemento Finito (MEF) tiene su origen en el Método de Desplaza-
miento usado en los anos 1950 para resolver problemas de estructuras en aeronauti-
ca e ingenieria civil. En estas primeras aplicaciones los elementos se identifican con
componentes fisicos de la estructura y el problema es formulado como un sistema
de ecuaciones, generalmente lineales, en los desplazamientos de los nodos o puntos
de interconexién de los elementos.

Al inicio, MEF s6lo se dedicaba a resolver problemas de estructuras disponibles para
ingenieros. Sin embargo, cuando se combiné con el Célculo Variacional, se ha podido
aplicar en multiples problemas, como transferencia de calor, potencial electrostatico,

dinamica de fluidos y ondas electromagnéticas, entre otros.

MEF es un método de aproximacion numérica para la solucién de problemas con
valor de frontera. Considerando que la Ecuaciéon de Stokes tiene solucién explicita
para casos particulares, es necesario recurrir al andalisis numérico para obtener una
solucién. En este trabajo implementamos MEF para obtener la soluciéon numérica
del Problema de Stokes con condicién de frontera mixta en dominios rectangulares.
En el Capitulo 2, describimos nuestro problema y presentamos la formulacion varia-

cional del mismo.

En el Capitulo 3, discretizamos la Formulacién Variacional usando el Método de

Galerkin. Ademds, en base a la teoria abstracta desarrollada por Brezzi y Babuska



para MEF mixtos, tenemos que el método es convergente si los espacios de elemento
finito para la velocidad y presion satisfacen la condicién Inf-Sup discreta. Durante la
ultima década este problema ha sido estudiado obteniendose varias combinaciones
velocidad-presiéon que satisfacen la condicion Inf-Sup. Sin embargo, existen otras
combinaciones aparentemente naturales que no satisfacen la condicién Inf-Sup como
se describe en [5], [9], [11] y [15].

Entre las combinaciones que satisfacen la condicién Inf-Sup discreta, tenemos el
elemento Taylor-Hood, el cual usaremos para discretizar el dominio. El elemento
Taylor-Hood nos proporciona una base cuadratica para la velocidad y una base li-
neal para la presion, estas las generamos en un tridngulo de referencia y con una

transformacién afin son llevadas a cada triangulo elemento del dominio.

Teniendo en cuenta la descripcion del Capitulo 3 y los detalles del proceso de
ensamblaje e imposicién de condicién de frontera dados en [2], [6], [12] y [14] imple-
mentamos el algoritmo fem2d_stokes.m, descrito en el Apéndice C. Los resultados

numeéricos de nuestro algoritmo son dados en el Capitulo 4.

A continuacién, presentamos algunas definiciones y resultados que usamos en

el desarrollo del trabajo.

1.1. Espacios de Funciones y algunos resultados
Definiremos algunos espacios de funciones, normas asociadas a ellos y algunos
resultados asociados a estos espacios. Mas detalles de estos espacios podemos en-

contrarlo en [4], [8], [11], [13] v [15].

Sea ) un subconjunto abierto y acotado de R™ con frontera I'. Denotemos por

L%(Q) el espacio de funciones medibles definidas casi en todas partes y cuadrado



integrables sobre €2
LX) =<q:Q—R: /|q(x)|2dx < 00
Q

y por [L2(Q)]* el producto cartesiano de k-veces L2(Q)
[LQ(Q)]k = {q = (q17 s 7Qk) S LQ(Q)v para todo i = L... > k}:

el cual es un espacio de Hilbert con producto interno

k

p.a) =3 [ni6) a0 dx ¥ paa e Q)

=1

y norma asociada

1/2
L /

lal = (@@= [ 3 [lacaP x| . vaer@)

Ademas, denotemos por L2(€) un subespacio de L?(€2) definido de la siguiente ma-

nera

12(Q) = { g € T2(Q) - /q(x)dx — 0

Sea C>(Q2) el espacio de funciones infinitamente diferenciables definidas en 2. De-
notamos con Z(§2) al espacio de funciones infinitamente diferenciables con soporte

compacto:

2(Q)={q: Q2 —R:qe C°(Q),supp q compacto, supp q C 2}

donde supp ¢ = {x € Q,q(x) # 0}.

Definamos la nocién de convergencia en 2(£2). Una sucesion de funciones {qx}322;
converge a cero en Z(f), si cada g se anula fuera del mismo subconjunto compacto

K de Q y converge uniformemente a la funcién cero junto con sus derivadas de



cualquier orden, es decir, para todo a € N

laf
kh_)rgo D%qi(x) =0, donde D%q(x)= agﬂq—%

Luego ¢, — qgen 2(Q),siq € 2(Q0) y ¢, —q — 0 en Z(Q).

El conjunto de funcionales lineales las cuales son continuas sobre Z({2) por la men-
cionada topologfa, es denotado por 2'(€2), el cual es el espacio dual de 2(£2), también
denominado espacio de distribuciones sobre (2.

Para denotar el valor de la distribucién f(q), usaremos la siguiente notacién con-
vencional. Sea f € Z'(Q) y ¢ € 2(Q), entonces el valor de la distribucién f(q) es

denotado por
fla)={f.qa)

Si f pertenece al conjunto de funciones localmente integrables, el cual es un sub-

conjunto denso de 2'(Q), entonces

(f,9) Z/f qdx.

Ademds, para f € 2'(Q), definimos gi €2 (Q),i=1,...,n por: (ver [8])

0 0

Ahora, definamos el espacio

HY(Q) = {q € L*(Q) : g—q € L*(Q) parai=1,... ,n}
T

y denotemos por [H!(2)]* el producto cartesiano de k-veces H*(2), esto es:

[Hl(Q)]k = {q = (q17 s an) 1qi € HI(Q)7 para todo i = 1a e '7k}7



el cual es un espacio de Hilbert con producto interno

k
Op; 0q; 1 k
0= | +Z(axj 8%)], Y p.a e [H(9)

i=1

y norma asociada

k n
1/2
lallie = (a.q)is = (Z [H%’HQ +)

La clausura de 2(£2) en HY(Q) es denotada por H}(Q) v por [H}(2)]* el producto

cartesiano de k-veces H}(Q),

[Hé(Q)]k ={a=(q1,.- .-, q) 1 ¢ € H(l)(Q), para todoi=1,...,k},

el cual es un espacio de Hilbert con producto interno

o) =33 (2.55). vpae @)

i=1 j=1

y norma asociada

ldli0 = (zk:

i=1 j=1

la cual es una semi-norma en el espacio [H!(Q2)]*.

Recordemos que si §2 es acotado en alguna direccién, entonces la Desigualdad de

Poincaré dice que existe una constante ¢ > 0 tal que
lall < clVall, ¥ qeH(Q).

En este caso la norma || - ||1.o sobre H{(Q2) es equivalente a la semi-norma | - |10

Ademds, denotaremos por H™'(2) el espacio dual de H}(f2), bajo la topologia de



L%(Q), consistente de funcionales lineales acotadas sobre H} ().

A continuacién discutiremos la posibilidad de asignar valores de frontera a lo largo
de I', para una funcién en H'(€2). Si ¢ es una funcién continua en €2, entonces gq
tiene valor sobre I' en el sentido usual. El problema es que una funcién ¢ € H'(Q)
generalmente no es continua, atin mas, es soélo definida casi en todas partes de €2,

entonces la nocion de un operador traza resuelve este problema.

Antes de introducir la nocién de traza, enunciamos las siguientes definiciones:

Definicién 1. Una funcion ¢ : R® — R es llamada funcion Lipschitz si eziste una

constante positiva C, tal que
lp(x) —ey)| < Clz—yl, Vo,yeR™

Definicién 2. Sea Q un subconjunto abierto y acotado de R™ con frontera I'. Diremos
que Q es un dominio CF (respectivamente Lipschitz) si para cada z° € T, emiste
r >0, un sistema de coordenadas rectangulares (x4, ..., x,) y una funcion C* (res-

pectivamente Lipschitz), ¢ : R"™1 — R tal que
QN B r)={z e B’ )z, >¢(@,..., 20 1)}
y definiremos los espacios:

C*(Q) = {qge C*(Q) : D*q uniformemente continuo sobre O,V |a| < k}

Q) = ()@

Sea 2 un dominio C'. Primero asumiendo que ¢ € C'(€2), obtenemos que para un

2% € T y una bola abierta B(z°,r), existe una constante C' > 0, tal que

||Q||L2(FDB(x0,7")) g CHQHLQ
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Dado que I' es compacto, existe 29 € I' y subconjuntos abiertos I; C T, i =1,..., N

tal que I' = UZJL I'; y existe una constante C' > 0 tal que

lalle2ry) < Cllgllio ,parai=1,..., N.

En consecuencia, si escribimos vyq = ¢|r entonces

Iv0all 22y < Cllallio- (1.1)

para alguna constante apropiada C, la cual no depende de q.
La desigualdad (1.1) se cumple para ¢ € C'(Q2). Ahora asumamos que ¢ € H(()
y considerando que C®(Q) es denso en H(Q), tenemos que, para todo ¢ € H(Q)

existe una sucesién g, € C*(Q), tal que
qg= lim g,,.
De acuerdo a (1.1) tenemos

1Y0Gm — a2y < Cllgm — @10 (1.2)

de modo que {Yogm }_; es una sucesién de Cauchy en L*(T).
Definamos
Y04 = nllinoo Y0qm
tomando el limite en L?(T'). Por (1.2), esta definicién no depende de las funciones

elegidas para aproximar gq.

La aplicacién v, es el Operador Traza, la cual se prolonga por continuidad en una

aplicacién lineal continua de H'(Q) a L*(T).
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La imagen del operador traza es un subespacio denso de L?(T) y el nticleo del ope-

rador traza es igual al espacio H}(Q2). Ademds tenemos que (ver [5])
H'(T') C yo(HY(Q)) € LX(I).

Teniendo en cuenta la Definicién 1 y 2, tenemos que un dominio C' es un dominio
Lipschitz. Puesto que nuestro trabajo se desarrolla sobre dominios Lipschitz, usare-

mos la extension de nocién de traza para un dominio Lipschitz (ver [7]).

Considerando la caracterizacién con transformada de Fourier de los espacios H*(R"):
Definicién 3. Definicion de H*(R™) con transformada de Fourier:

1. Para s > 0 un numero real:
H*(R") = {q € L*(R") : (1 + [|o]|*)**4(0) € L*(R™)}

donde q denota la transformada de Fourier de q.

2. Cuando ) es un subconjunto abierto de R™, definimos:

H(Q) = {q € L*(Q) : 3G € H*(R") con dlo = g}.

Usando la Definicién 3, definamos el espacio H'/?(T")
HY2(T) = {g € (D) : 33 € HY2(R") con dlr = g).

el cual coincide con la imagen del operador trace para dominios Lipschitz. Por tan-
to, identificamos ~o(H'(2)) por H'/2(T") y su dual por H=*/2(I") por la topologia de
L*(T).

Ademas del operador de valor de frontera -y, nosotros requerimos la traza de la



derivada normal definida por

Mg = ;’Yo (8:&) i

donde n = (m1,...,m,) es el vector normal unitario de I'.

En base a los espacios anteriormente definidos, introducimos el espacio
¥V ={ue[2(Q)]", divu=0}.

Ademds, definamos la clausura de ¥ en [H}(2)]", que consiste de funciones de
divergencia-libre

V = {v e [HY(Q)]" : div v = 0}.

1.2. Caracterizacién de la gradiente de una distribucion
Proposicién 1. Sea Q un subconjunto abierto de R™ yf = {f1,..., fa}, fi € Z'(Q),

t=1,...,n. Una condicion necesaria y suficiente para que
f=Vp
para algin p en 2'(Q), es que
(f,v) =0, Vvev. (1.3)
Prueba. Considerando que £ = Vp para algin p en 2'(Q), entonces

{f,;v) = (Vp,v)

/0
()

i=1

-2

i=1



10
= —(p,divv)

=0, VveV?

Para el reciproco de la prueba ver Collantes [10] (p.5).

Proposicién 2. Sea 2 C R™ un dominio de Lipschitz. Se tiene:

(i) Sip € Z'(Q) tiene las derivadas %, i=1,...,n, en L2(Q), entonces p € L2(Q) y

Ipll < ¢l[Vpl|

(i) Sip € 2'(Q) tiene las derivadas g_fﬂ i=1,...,n, en H(Q), entonces p € L%()
Yy

Ipll < |l Vplla-10)

Prueba. En Temam [13] (p.15).

Lema 1. Sea Q2 C R"™ un dominio de Lipschitz. Entonces el operador divergencia
mapea [H(Q)]™ sobre el espacio L2(€2).

Prueba. En Temam [13] (p.532).

1.3. Analisis de un Problema Variacional Abstracto
Sean X y M dos espacios de Hilbert con normas ||-||x y || - || a respectivamente.
Sean X'y M’ sus correspondientes espacios duales, denotemos por (-, -) el par dual
entre el espacio X y X o M y M.

Dado dos formas bilineales acotadas:

a: X xX—-R Y b: XxM-—R
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Entonces, consideremos el siguiente problema variacional, llamado Problema (Q):

Dado f € X'y x € M', hallar u € X y A € M tal que
a(u,v) +b(v,\) = (f,v), YVveX

b(u,p) = (x, 1), VpeM

Definamos

W(x)={veX:b(v,n)=(x,n), VpneM}

y en particular W = W (0). Ademdas W es un subespacio cerrado de X.

Ahora consideremos que a(-,-) es W-coerciva:

Existe una constante o > 0 tal que
a(u,u) > afluly, weX

y b(, ) satisface la siguiente condicién Inf-Sup:

Existe una constante positiva ( tal que

wf sup P@ AL
p =
0£ueM gzpex ||0llx |1l ar

Ademads con el Problema (Q), asociamos el siguiente Problema (P):

Hallar u € W tal que

a(u,v) = (f,0), YveWw

el cual es equivalente al Problema (Q).(Girault y Raviart [15])

1.4. Lema de Lax-Milgram
Sea X un espacio de Hilbert con norma || - || x.

Sea a: X x X — R un mapeo bilineal con las siguientes propiedades:

(1.4)
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1. Existe una constante ¢; > 0 tal que
la(u, v)| < allullxllvllx, wveX
2. Existe una constante v > 0 tal que
a(u,u) > aHqu(, ue X
De (1) y (2) se tiene que a(-,-) es acotada y coerciva, respectivamente.
Sea f: X — R un mapeo lineal con la siguiente propiedades:
3. Existe una constante c; > 0 tal que
|fW)] < coflullx, weX

De (3) se tiene que f(-) es una funcional lineal acotada sobre X.

Teorema 1 (Lema de Lax-Milgram). Bajo las condiciones (1) — (3), existe una

unica solucion u € X tal que
a(u,v) = f(v), VYvelX.

Prueba. En Azelsson [2] (p.119) y Quarteroni [11] (p.133).



Capitulo 2
PROBLEMA DE STOKES

En este capitulo, formulamos el Problema de Stokes y derivamos la Formulacion

Variacional del mismo.

2.1. Ecuacion de Stokes
Definamos la ecuacién de Navier-Stokes estacionaria, escrita en términos de la

velocidad u y presion p

uVu—vAu+Vp = f

dwvu = ¢

donde f es la funcion fuerza de cuerpo dada por unidad de masa, v la constante de
viscosidad cinematica dada, t el tiempo y ¢ una funcién dada. Si ¢ = 0 se tiene la
Ecuacion de Navier-Stokes incompresible, puesto que div u = 0 es la condicién de
conservacion de masa.

Si el flujo es altamente viscoso, las fuerzas viscosas predominan frente a las fuerzas
inerciales y por consiguiente las fuerzas inerciales son depreciadas [11], obteniendose

asi la Ecuacién de Stokes que describe el flujo de fluido viscoso

—vAu+Vp = f (2.1)

divu = ¢. (2.2)

13
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En este trabajo usamos la Ecuacién de Stokes incompresible, pero para efectos del

analisis usamos la Ecuacién de Stokes descrita en (2.1)-(2.2).

2.2. Formulacién Variacional del Problema de Stokes con Condicién de
Dirichlet Homogénea

Sea © C R? dominio Lipschitz con frontera I' y sea f € [H~()]?. Denotemos
por u = (ug, uz) una funcién vectorial que representa la velocidad de fluido y p una
funcién escalar que representa la presién; los cuales son definidos en €2 y satisfacen

el siguiente problema con condicién de frontera:

—vAu+Vp = f en (2.3)
divu = 0 en (2.4)
Yvu = 0 sobre T (2.5)

donde v > 0 es el coeficiente de viscocidad cinematica constante y 7o el operador
traza.
Siuy pson funciones suaves que satisfacen (2.3)-(2.5), tomando el producto interno

de (2.3) con v = (vy,v2) € ¥, obtenemos:
(—vAu+ Vp,v) = (f,v) (2.6)

Analizamos (—Au, v).

Usando integracion por partes obtenemos:

(—Au;,v;) = —/Auividx
Q
= /Vui-VUidx—/vi%ds.
on
Q r

donde n = (ny,ns) es el vector normal unitario de I
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Como v; € 2(Q) entonces v; = 0 sobre I'. Por consiguiente
(—Au;,v;) = /Vui -Vouidx = ((ug,v4))
Q

entonces

(—Au,v) = ((u,v)). (2.7)

Analizamos (Vp,v).

Usando integracion por partes obtenemos:
Op / Op p
—,v ] = v;dx
ox; ox;
Q
o a’Ui
Q
Como v; € 2(Q) entonces v; = 0 sobre I'. Por consiguiente

@ Vs —_ avi
axi7 7 - p7 axl .

Ademas, como v € ¥/, se tiene

ol dx+/vi p n;ds.
r

entonces

(Vp,v) =0. (2.8)

Reemplazando (2.7) y (2.8) en (2.6), obtenemos
v((u,v)) = (f,v), Vve7. (2.9)

Cada lado de (2.9) depende linealmente y continuamente de v por la topologia de
[H3(Q)]?. Es decir:
» Sea g, : [H}(Q)]* — R definido por

gu(v) = v((w,v)), Vv e [Hy Q)"



La bilinealidad de g, es obvia. Probaremos que g, es continuo:

(V)| = [v((u, V)|

|‘Fﬂ
N

(por Cauchy-Schwarz)

au' 9 1/2 2 9 1/2
7j=1

(por Cauchy-Schwarz)

2
= VZ‘UZ'|1,Q|U1“LQ

=1

9 /2 , 4 1/2
u(z ruiﬁ,g) (z w,ﬂ)

i=1 i=1

g

8vi
3xj

N

<
Mw
—
Mw

N

(por Cauchy-Schwarz)
= v[ulig|vlia
entonces
9 < vuliolviie, Vv e [H(Q)*

= Sea gy : [Hj(©2)]*> — R definido por
gr(v) = (£,v), Vv e [H(Q).

La linealidad de g; tambien es obvio. Probaremos que gy es continuo:

2

> (fir o)

=1

s (V)| =

2
< Z||fz||||vz|| (por Cauchy-Schwarz)
=1
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VAN

2
e N filllvilie
=1

(por Desigualdad de Poincaré)

9 12 , o 1/2
. (ZIIJ%IF) (lel%@>
=1 =1

(por Cauchy-Schwarz)

/A

= clIfllvie

entonces

l9r(W)| < clifllv]ie, ¥ v € [Hy(Q)]*

Luego, la igualdad (2.9) es véalida por continuidad para cada v € V.

2

Respecto a la suavidad de la funcién u, consideramos que u € [H*(2)]?, aplicando

el operador traza 7, y considerando (2.5), tenemos
You; =0, parai=1,2

es decir, u; pertenece al niicleo de 7. Entonces u € [H}(Q)]?. Ademés, por (2.4) se
tiene que u € V.

Por lo tanto, se concluye que u € V y satisface

v((u,v)) = (f,v), VYveV (2.10)

Reciprocamente, supongamos que u satisface (2.10), entonces probaremos que u sa-
tisface (2.3)-(2.4) en algin sentido.
Como u € [H}(Q)]? tenemos menos regularidad que antes y sélo se espera que u

satisfaga (2.3)-(2.5) en un sentido débil.
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Analizamos ((u,v)), Vv e 7.

(wv) = 3 / Vi, - Voydx

2 2
Gui 8vi auz /
-2 Z<a—a—> (o1 € 7' ®)
2 2
o)) (o () =7 @)
S s . € 7'(Q)
Zzl:;<8$] (8% axj 8xj

obteniendo que V v € ¥, en sentido de distribucién, se tiene que
(1, v)) = —(Au,v). (2.11)

En (2.10), para cada v € ¥ es posible tomar (f,v) en el sentido de distribucién,
puesto que, f; € L2(Q), entonces f; € Z'(Q).

Teniendo en cuenta esta aseveraciéon y reemplazando (2.11) en (2.10), obtenemos
(vAu+f,v)=0 Vve7.

Aplicando las Proposiciones 1 y 2, se tiene que, existe una distribucién p € L2(£2)
tal que
vAu+f =Vp en 2

en sentido de distribucién.
Dado que, u € ¥ se tiene que div u = 0 € L?(Q), entonces divu = 0 en €, en
sentido de distribucién. Ademés, como u; € H}(2) se tiene que you; = 0 sobre T,

entonces you = 0 sobre I'.
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Ahora podemos escribir la siguiente formulaciéon variacional para el problema de

Stokes con condicién de Dirichlet homogénea:

Hallar u e V tal que
(2.12)

a(u,v)=(f,v), VvevVv

donde
a(u,v) =v((u,v)), VveV

La existencia y unicidad de u € V en (2.12) es garantizada por el Lema de Lax-
Milgram (Teorema 1). Por tanto, verifiquemos que (2.12) cumple con la hipétesis
del Lema de Lax-Milgram.

Como a = g,|v v f = gs|v tenemos que a(-,-) es una forma bilineal acotada y f(-)
una funcional lineal acotada.

Para que (2.12) cumpla con las condiciones del Lema de Lax-Milgram nos falta
verificar que a(-, -) sea coerciva.

En efecto:

a(v,v) =v((v,v)) =v|[v|>,¥YveV

entonces

a(v,v) > v|v|’,¥YveV

con lo que se verifica que a es coerciva.

Considerando el Teorema de Divergencia del Célculo

/divudx:/u~nd5

Q r

el problema (2.3)-(2.5) podemos ecribirlo como:
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Dado f € [H}(Q)]?. Hallar u € [H}(Q)]?, p € LE(Q) y ¢ € R tal que

—vAu+Vp = f en () (2.13)
divu = ¢ en (2.14)
Yyu = 0 sobre I’ (2.15)

Para la solucion del problema de Stokes con condiciéon de Dirichlet homogénea el
valor de c es cero.

Ahora obtengamos la formulacién variacional del problema (2.13)-(2.15).

Tomemos el producto interno de las ecuacién (2.13) y (2.14) con v € [H{(Q)> vy

q € L*(Q) respectivamente, se tiene
(—vAu+ Vp,v) = (f,v) (2.16)
(divu,q) = (c,q). (2.17)

Aplicando integracién por partes en (2.16) y teniendo en cuenta que v € [Hy(Q)]? y

p € L2(Q), obtenemos

y/Vu-VvdX—/p divvdx = (f v),
0

Q

entonces la formulacién variacional del problema (2.13)-(2.15)es:

Dado f € [H}(Q)]?. Hallar u € [H}(Q))?, p € L3(Q) v ¢ € R tal que:
a(u,v) +b(v,p) = (f,v), Vvel[H(Q)? (2.18)
b(u,q) = (c,q) =0, VqeL*Q)

donde

a(u,v) = v((u,v)), Vvel[HN)?

b(v,q) = —(q.divv), VY qecL*Q).
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El problema variacional (2.18), es el que usaremos para obtener la solucién numérica.

Ademds si consideramos q € L3(12), el problema se escribe como:

Dado f € [H™}(Q)]%. Hallar u € [H}(Q)]* y p € L(2) tal que:
a(u,v) +b(v,p) = (f,v), VveHQ)? (2.19)
b(u,q) =0, VqeLl3(Q)

donde

a(u,v) = v((u,v)), VvelHQ)?
b(v,q) = —(q,divv), VqeLi).

el cual es equivalente a la formulacién variacional (2.12).

Para mostrar la equivalencia introducimos el analisis de la Seccién 1.3 donde hacemos

X = [Hp(Q)F, M =L§(Q), W =Vy

a(u,v) = v((w,v)), Vvel[HQ)?

b(v,q) = —(q,divv), VqeLjQ).

Dado que a(+, -) es una forma bilineal acotada y V-coerciva, b(-, ) una forma bilineal
acotada y f(-) una funcional lineal acotada, sélo nos falta verificar que b(-, -) satisface
la condicién Inf-Sup (1.4).

Dado g € L2(9), sea w solucién de la ecuacién de Laplace sobre 2
Aw = —q
existe una constante C' que depende sélo de €2 tal que

wlz0 < Cllg]-
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Sea v = Vw entonces
div v =—q Yy V][0 < Cllql

Ahora tenemos

b(v.q) _ —(g.divv) _ |af® _ 1
| = = > —llqll
vii0 V]ie Ve C

de esta manera verificamos la condiciéon Inf-Sup con g = %

2.3. Formulacién Variacional del Problema de Stokes con Condicién de
Dirichlet no Homogénea

Teorema 2. Sea Q C R? un dominio de Lipschitz con frontera T.

Sea f € [H1(Q)]? ,p € L2(Q), g € [HY3()]?, tal que

/ﬁdxz/gqms (2.20)

Q r
Entonces, existe u € [H'(Q)]? y p € L&), los cuales son soluciones del problema

de Stokes no homogéneo

—vAu+Vp = f en Q (2.21)
divu = ¢ en (2.22)
Yyu = g sobre T (2.23)

u y p son unicos. Ademds 7o es el operador traza.
Prueba. Dado que [H/?(T)]? = v ([H (Q)]?), existe uy € [H'(Q))? tal que youy = g.
Usando (2.20) y el Teorema de Divergencia del Cdlculo, se tiene:

/(ﬁb—divuo)dx = Q/gbdx — /divuodx

Q Q

:Q/gn@—/%mwmw

r T
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/g nds—/g-nds
r
0.

Usando el Lema 1, tenemos que existe uy € [H{(Q))? tal que
divua; = ¢ — divug.
Haciendo v=u — ug — uy, y analizando las siguientes expresiones
divv = divu — divug — (¢ — divuy)
Yv="yu—g—0
concluimos que

divu=¢ y yu=g

son las condicion necesaria y suficiente para que se cumplan
divv=0 y ~yv=0

respectivamente. Ademds, se tiene que u = v+ ug + u;.
Reemplazando estos resultados en las ecuaciones (2.21)-(2.23), obtenemos el Pro-

blema de Stokes con condicion de Dirichlet homogéneo para v:

—vAv+Vp = f4+vA(uy+u) € [HH Q)] en Q
divv = 0 en

Yv = 0 sobre T

Por la Seccion 2.2 garantizamos la existencia y unicidad de v y p, por lo tanto,

demostramos la existencia y unicidad de u y p.
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Con el Teorema 2, garantizamos la existencia y unicidad del problema de Stokes
con condicién de Dirichlet no homogénea, ademas se muestra como el problema
(2.21)-(2.22) se reduce a un problema de Dirichlet homogéneo. Por tanto, podemos

considerar el desarrollo de la Seccién 2.2 para obtener su formulacion variacional.

Primero, reescribimos el problema (2.21)-(2.22), de la siguiente manera: Dado f €

[H~1(Q)]?. Hallar u € [H}(Q))?, p € L3(Q) y ¢ € R tal que:

—vAu+Vp = f en (2.24)
divu = ¢+c en (2.25)
Yvu = 0 sobre T (2.26)

y le asociamos la siguiente formulacién variacional:
Dado f € [H™}(Q)]?. Hallar u € [H}(Q)]?, p € L3(Q) y ¢ € R tal que:
a(u,v) +b(v,p) = (f,v), VveHQ)?

b(u,q) — (¢,q) = (¢,q), Vqel*Q)

donde

a(u,v) = v((u,v)), Vvel[H(Q)?

b(v,q) = —(q,divv), VqecL*Q).

Si ¢ € L3(Q2), la Formulacién Variacional del problema de Stokes de Dirichlet no

homogéneo es:
Dado f € [H™}(Q)]%. Hallar u € [H}(Q)]* y p € L3(2) tal que:
a(u,v) +b(v,p) = (f,v), VvelH(Q)
b(u,q) = (¢,9), VqeLiQ)
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donde

a(u,v) = v((w,v)), VvelH)

b(v.q) = —(¢.divv), ¥qeLjQ).

2.4. Formulacién Variacional del Problema de Stokes con Condicién de
Neumann

Sea 0 C R? un dominio Lipschitz con frontera I.
Hallar u € [H'(Q)]? y p € L&(Q), que satisfacen el siguiente problema de condicién

de frontera

—vAu+Vp = f en (2.27)
divua = ¢ en (2.28)
mu = g sobre T (2.29)

donde f € [H71(Q))?, ¢ € L3(Q), g € [H"Y3(I')]? y 1 traza de la derivada normal.

Definamos el espacio
HI(Q) = {w € HY(Q) : (w,1) = 0}.

Tomemos el producto interno de las ecuaciones (2.27) y (2.28) con v € [HY(Q)]? y

q € L(Q) respectivamente
(—vAu+Vp,v) = (f,v) (2.30)

(divu, q) = (¢, q) (2.31)
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aplicando integraciéon por partes en (2.30) y considerando que y;u = g sobre T,

obtenemos

V/VU-VVdX—/pdivvdx+/vpnds:(f,v>+y/gvds
Q T

Q r
donde n = (ny,ns) es el vector normal unitario de I'.
La Formulacion Variacional del problema de Stokes con condicién de Neumann no

homogéneo es:

;

Dado f € [H™Y(Q)]? y ¢ € L%(Q). Hallar u € [H'(Q)]? y p € L3(Q) tal que:

a(u,v) +b(v,p) +ffv pnds= (f,v) —|—fong3, Vve[HY(Q)?

b(u,q) = —(¢,q), VqeLiQ)

a(u,v) = v((u,v)), VVG[H1<Q)]2

b(u,q) = —(divu,q), VqeLiQ)

y n = (n1,ny) es el vector normal unitario de T'.

2.5. Formulacién Variacional del Problema de Stokes con Condicién de
Frontera Mixta

Sea © C R? un dominio Lipschitz con frontera I' = Ty UT;. Hallar u € [H'(Q2)]?

y p € L2(Q), que satisfacen el siguiente problema de condicién de frontera

—vAu+Vp = f en (2.32)
divu = ¢ en (2.33)
You = g sobre T (2.34)

mu = gy sobre Iy (2.35)
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donde f € [H7H(Q))?, ¢ € L2(Q), g1 € [HV3()]?, g € [H2(I")]?, v el operador

traza y 7, traza de la derivada normal.

Definamos el espacio
HL () = {w € H'(Q) : vow = 0 sobre Iy}

Tomemos el producto interno de las ecuaciones (2.32) y (2.33) con v € [H] (Q)]* v

q € L2(Q) respectivamente

(—vAu+Vp,v) = (f,v) (2.36)

(diva,q) = (4,9 (2.37)

aplicando integracién por partes en (2.36) y considerando que v € [Hp (2)]?, obte-

nemos

I//Vu-VVdX—/pdivvdx+/ Vpnds:<f,v>—|—y/ govds.
Fl 1—‘1

Q Q

donde n = (ny,ns) el vector normal unitario de I

Ahora enunciemos el siguiente problema variacional que es la Formulaciéon Varia-
cional del problema de Stokes con condicién de frontera mixta no homogéneo:

(

Dado f € [H'(Q)]* y ¢ € L*(Q). Hallar u € [H} (Q)]*> y p € L§(Q) tal que:

a(u,v) +b(v,p) + /vpnds = (f,v) + V/ggvds, Vv e [HL (] (2.38)

'y Iy

b(u,q) = —(4,9), ¥ ¢ € L§(Q) (2.39)
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donde

a(u,v) = v((u,v)), VVE[H%O(Q)]2

b(u,q) = —(divu,q), VqeLi(Q)

y n = (ny,ny) el vector normal unitario de I

Analizando (2.39), se tiene que

/(qﬁ —divu,q) =0, VqeLi(Q) (2.40)

entonces existe una constante ¢ tal que ¢ — divu = c.

Ademads (2.40) es equivalente a

/(¢ —divu —c¢,q) =0, VqeL*Q). (2.41)
Q

Como (2.40) y (2.41) son equivalentes, el problema variacional (2.38)-(2.39) puede

escribirse como:

(

Dado f € [H'(Q)]* y ¢ € L*(Q), hallar u € [H} (Q)]?, p € L§(Q)

y ¢ € R tal que:

2.42
a(u,v)+b(v,p)+ [vpnds=(f,v) +v [ gvds, Vv e [H} (Q)] (242)
Fl F1

b(u,q) — (¢,q) = —(¢,q), Y qel?*Q)

\

donde

a(u,v) = v((u,v)), VVG[H%O(Q)]Q

b(u,q) = —(divu,q), VqeL*Q)

y n = (ny,ny) el vector normal unitario de T'.



Capitulo 3
METODO DE ELEMENTO FINITO PARA EL
PROBLEMA DE STOKES

Este capitulo describe MEF para la solucion del Problema de Stokes. Los de-
talles de los procesos descritos en este capitulo y un ejemplo de los mismos serdn

dados en el Apéndice B.

3.1. Discretizacion del Problema
Para discretizar el problema variacional (2.42) escogemos una familia de espa-
cios de elemento finito, V* y S" para la velocidad y presién, respectivamente, tal
que V" ¢ [HY(Q)]? y 8" € L2(Q) y h un pardmetro relacionado con el tamaiio de la
malla en 2. Escribamos el problema variacional discreto:
Hallar u" € V{lo, ple S yceR tal que

a(u”,v") + b(v", p") —l—/ viphnds = (£,v"), Vv"e V] (3.1)
I

b(uh7 qh) - (Cv qh) = —(Qb, qh)v v qh € Sh (32)

donde Vi, = V"0 [HE ()2

Sean {;(x)}_; v {ti(x)}/_, las bases de S" y VI, respectivamente, podemos

escribir

J 1
P'=) apix) oy u' =) Bihi(x)
=1 i=1

29
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para constantes o, 7 =1,...,Jy B, i =1,...,1.
Sustituyendo estas expresiones en (3.1)-(3.2) y considerando el Método de Galerkin
(ver Apéndice A), tenemos

Zﬁi a(vi, Yy) + Zoéj (b(wk, i)+ [ e pj nds> = (f, ¥r) (3.3)

Jj=1 1

I

Zﬁz‘ b(vi, 1) — (¢, 00) = —(o, 1) (3.4)

=1

parak=1,...,Iyl=1,...,J respectivamente. Este sistema tiene I+ J ecuaciones

con I +J+ 1incégnitas oy, j=1,...,J, B, i=1,..., I yec

3.2. Condicién de Estabilidad

Dado que, los espacios de elemento finito estan asociados a la triangulacion,
definamos que es una triangulacion admitible.
Sea .7, una triangulacién establecida sobre 2, es decir, Q es subdividido en un
numero finito de subconjuntos 7', llamado elemento finito. Se dice que es una trian-
gulacion admitible si satisface las siguientes propiedades:
L Q=Upes T
2. Para cada T € 9}, el conjunto T es cerrado y el interior T 1o es vacio.

3. Para cada T, T € 9, diferentes, se tiene que ﬁ N fg =0.

Una familia uniforme de triangulaciones admitibles respecto a los valores fijos a y b
con 0 < a < b<m, es un conjunto de triangulaciones admitibles .7, tal que:
1. h es el didmetro de 7.

2. Todos los angulos de 7}, estan entre a y b.

Bajo estas consideraciones, la estabilidad de la discretizacion del problema es garan-
tizada por la condicion Inf-Sup discreta:

Dado b : Vfio — S" una forma bilineal continua, existe una constante positiva [
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independiente de h, tal que

inf sup (M) > 0. (3.5)

oz est gevnevy \I[V"]| l¢"]

Considerando las propiedades que debe cumplir un triangulaciéon admitible, en par-
ticular usamos la triangulaciéon de Delaunay, la cual puede ser caracterizada por:
Sea P un conjunto de puntos en el plano y T una triangulacién de P, T es una
triangulacién de Delaunay de P, si y solamente si, la circunferencia circunscrita de

cualquier triangulo de T no contiene puntos de P en su interior.

3.3. Aproximacién con Elemento Taylor-Hood y desarrollo de MEF
Sea u = (uj,uy) el campo velocidad, p la funcién presion , f = (fi, f2) la
funcion fuerza y v > 0 la constante de viscosidad.
Consideramos el elemento Taylor-Hood, el cual satisface la condicion Inf-Sup dis-
creta ([5], [9], [15]), de manera que, para cada elemento triangular 7 con vértices

ni(x1,y1), n2(x2,92) vy n3(ws,ys) en sentido antihorario; y na(xs,ya), ns(ws,ys) y

ne(xg, ys) puntos medios de los lados myng, Mams v Tizng, respectivamente.

El grado de libertad de la presiéon son valores de una funciéon en los nodos ny,ny y
ns, y el grado de libertad de la velocidad son valores de una funcién en los nodos
N1, N2, N3, Ny, N5 Y Ng-

nj3

Ng ns

ng N4 ny

Figura 3-1: Elemento Taylor-Hood
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Por simplicidad, las bases con las que aproximaremos la presion y velocidad las
definiremos en un tridngulo de referencia T, con vértices (0,0), (1,0) y (0,1), de tal

manera que con una transformacion afin F, definida por

T z z 1
~F = Ay + (3.6)
) Yy Y Y1
donde
d(z,y) Ty — T T3 —T1
o)
Y Yo=Y Y3 — U
mapeamos los nodos 7;(Z;,9;), i = 1,...,6 de T a los nodos ni(ziy:), 1 =1,...,6

de T, asi como se muestra en la Figura 3-2.

Figura 3-2: Transformada Afin

Primero aproximaremos la presion con funciones lineales de la forma

p(#,9) = a1 + aud + asy (3.7)

Usando (3.7), obtenemos el valor de la presién en cada nodo sobre el vértice, que
representaremos por p;, Py ¥ Ps3; de estos resultados deducimos el siguiente sistema

de ecuaciones
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a 1 00| p
a |=]-110]|]p
as —1 0 1| | ps

el cual podemos escribirlo como

a=MP.

donde
L 1—d—14
Ly =M"y=| i, |= i
Ls g

Entonces p puede escribirse como la combinacion lineal de la base {ﬁj }?:1, dicha

base tiene la siguiente propiedad
. 1, para j=k

Lj(ijagk) = Yy
0, para j#k J

Li(,9) = 1.

3
=1

En la Figura 3-3, mostramos la gréfica de cada una de las componentes de la base

{f/j }?:1 y facilmente se puede visualizar la propiedad mencionada anteriormente.

Ahora obtendremos la base para aproximar cada componente de la velocidad con

funciones cuadraticas de la forma

(u:)(2,9) = Br + Bodt + B3 + Bud® + Bs29 + Bsy® para i=1,2 (3.9)
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(c)
Figura 3-3: Base para p:(a) Ly, (b) Loy (c) L3

A A A

De manera similar a la obtencién de la base para la presién, usaremos (3.9) para
obtener el valor de la velocidad en cada nodo sobre el vértice y punto medio del
triangulo T, estos valores seran representados por (u;)1, (u;)2, (ui)s, ()4, (wi)s v

(u;)g, de estos resultados podemos deducir el siguiente sistema de ecuaciones

—51_ (1 0 0 0 o O__(ul-)l_
Bs -3 -1 0 4 0 0 (ui)2
G| | -3 0 -1 0 0 4 (ui)3
Gl 12 2 0 =40 0] @
Bs 4 0 0 -4 4 —4 (u;)s
e 2 0 2 0 0 —4 (us)6
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el cual podemos escribirlo como

3= MU.

Hacemos v = (1, 2,9, 2%, 29, 9%)T para k = 1,2, tal que

(ur)(#,9) = BTy = (MU)"y = UT(M"y) = UTQ(&,9) = Y _(u)iQi(#,5) (3.10)

=1

donde haciendo uso de la base {ﬁj}?zl se tiene que

o) Ly(2Ly — 1)
Qs Ly(2Ly — 1)
Q= arty = | ¥ | = | BB
Q4 4L, L,
Qs ALy Ls
L QG ] | 42-/1-&3 i

Al igual que p, se puede escribir u como una combinacion lineal de la base {Qi}?:p

que cumple la misma propiedad de la base {[A/] }?:1

A 1, para 1=k A
Qi(%:, Gr) = Y ZQz‘(%U) =1
0, para i#k i=1

En la Figura 3-4, mostramos la gréfica de cada una de las componentes de la base

{Q}

Como estas bases estdn definidas en el tridngulo de referencia 7T, es necesario cons-
truir una relacion entre la base sobre un elemento triangular de la discretizacion T
y el triangulo de referencia T.

El esquema que se muestra en la Figura 3-5 representa la relacién que usaremos;
el cual asume que ¢; y ¢; son la base de T¢ y T respectivamente, ademés F es la

transformada affn y £'~! su inversa.
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(e) (f)

~ ~ ~ A N ~

Figura 3—4: Base para u:(a) Q1, (b) Q2, (¢) Qs, (d) Q4, (e) @5 v (f) Qs

Identifiquemos con {Lj}.?:l y {Q:}%_, las bases sobre T° para la variable presién y
velocidad respectivamente, usando la relacién determinada anteriormente, se tiene
que

Li=LjoF ' y Q=QoF"
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F—l
4—
- >

h F

A

?;

-
-
-
-
-
-
-
-
-
H |

Figura 3-5: Base ¢;

’,’/ _ A -1
@, =¢;°F

Entonces, la aproximacion de la presion y velocidad en 7€ es de la forma

plr,y) = ij(ﬁj oF ) (z,y) = ijLj(%y) (3.11)

6 6

wley) = Y @EQoF Nwy) =Y ()Qiley) (12

uQ(ZL‘, y) = Z(U2)1(Qz o F71)<CL’, y) = Z(u2)zQz('x’ y) (313)

i=1 i=1

Obtenida la aproximacion de las variables ahora discretizaremos la ecuacién, para
ello debemos considerar que nosotros implementaremos el Problema de Stokes in-
compresible. Como mencionamos en la Seccién 2.1 la condicion matematica que

refleja un flujo incompresible es divu = 0 entonces ¢ = 0.

Remplazando (3.11)-(3.13) en el problema variacional (2.42) y usando el método

de Galerkin, asi como se muestra en la Seccion 3.1, se tiene

Z(ul)z a(Qian) - ij

Z(W)z a(Qian) - ij

; -
(%’[ﬁ) — /rlTe Qk(L]-nx)ds- = (f1,Qn)

0
(%7Lj)_ - Qr(Liny)ds| = (f2, Q)
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parak =1,...,6 yl =1,...,3. Este sistema tiene 15 ecuaciones y 16 incognitas
sobre cada elemento 7.

Este sistema puede escribirse como un sistema de matrices en bloques

(u1)S
(u1)§
(u2)S
K11® 0 K13¢ 0 ‘ F1¢
0 K22¢ K23 0 | = Foe (3.14)
(u2)§
K31 K32¢ 0 K34¢ 0
i
2
5
C
donde
K11° = v [ VQ,VQdx K13 = — [ %% Lidx+ [ire Qu(Ljn,)ds
Te Te
e e e 0
K22¢ = K11 K23¢ = —f[eai;-Ljdx+frlTe Qr(L;n,)ds
K31° = [L;-%dx K326 = [L;-%idx
Te Te Y
K34° = — [ Ljdx
Te
F1¢° = [ [Qpdx F2¢ = [ rQrdx
Te Q
es decir

Kz =10°.

Para el calculo de los componentes de la matriz K¢ y del vector 0°, usaremos
Cuadratura Gaussiana. Para la integracién sobre cada elemento T usaremos tres
puntos de interpolacién sobre el triangulo de referencia T', que es exacto para poli-

nomios de segundo grado y para la integracién sobre la frontera I'’" usaremos dos
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puntos de interpolacién sobre el segmento (0,1) que es exacto para polinomios de
grado menor o igual a 3.
Después de obtener la matriz K¢ y vector b para cada elemento T, debemos adi-
cionarlos teniendo en cuenta la relacién de los ntimeros de los nodos locales y glob-
ales, obteniendo

E E

e e _ e

L=
donde E es el numero de elementos en la discretizacion del dominio. Este proceso
es conocido como ensamblaje.
Ahora imponemos las condiciones de frontera del problema, en nuestro problema se
tiene la condicién de Dirichlet y Neumann. La condicién de Neumann ya ha sido
impuesta en la discretizacién como se observa en (3.1)-(3.2) mientras que el proceso

para imponer la condicién de Dirichlet lo detallaremos en el Apéndice B.

/pdx:()
Q

con la que garantizamos que p € L3(9).

Ademas, anadimos la restriccién

Después de estos procesos obtenemos un sistema global de la forma

Kz=b (3.15)

que consiste de 2M + N + 1 ecuaciones y 2M + N + 1 incégnitas.

Dado que, la matriz K es de la forma

K11 0 K13 O
0 K22 K23 0
K31 K32 0 K34

0 0 K43 0
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hacemos
K11 0 K13
K = 0 K22 K23
K31 K32 0

la cual es la matriz de rigidez global de orden 2M + N.

Si analizamos estas matrices tenemos que el rango de K es 2M + N — 1, el cual
es insuficiente para obtener una solucién tnica. En consecuencia, anadimos una
restriccion, obteniendo que el rango de la matriz K maés la fila generada por la
restriccion que anadimos es 2M 4+ N. Como el rango es suficiente podemos obtener
una tinica solucién. Sin embargo, dado que usamos ¢ € L?(2) en lugar de ¢ € L3(2),
a la matriz K también le incrementamos una columna, por que el conjunto ortogonal
de L(Q) es el conjunto de funciones constantes.

De esta manera obtenemos la matriz cuadrada K cuyo rango es 2M + N + 1.

La solucién del sistema de ecuaciones 3.15 podemos obtenerla usando Eliminacién

Gaussiana o algiin método indirecto.



Capitulo 4
RESULTADOS NUMERICOS

Los experimentos numéricos que presentamos en este capitulo son para verificar
la convergencia del método y la exactitud del algoritmo para un tipo de funciones
para la velocidad y presion. Ademds mostraremos otros ejemplos donde podremos ver

las cualidades de algoritmo.

En nuestros experimentos usamos mallas triangulares uniformes y no uniformes
de didmetro h. Las mallas uniformes son triangulos generados de cuadrados y las
mallas no uniformes son generadas por pdetool de MATLAB 7.2.0.232(R2006a), el
cual usa la triangulacién de Delaunay para generar la malla. El épsilon de la maquina
que usamos es 2.2204e-016 y el cdlculo de los errores es dado en norma L?(€2).
Considerando el Problema de Stokes con condicién de Frontera Mixta (2.32)-(2.35)
del tipo incompresible, enunciamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. Verifica exactitud del algoritmo para funciones polinémicas cuadrdticas
en la velocidad y para funciones lineales en la presion.

Dado 2 = (0,1)%, v =1, f = (—1,0)’ y condicién de frontera como se muestra
en la Figura 4-1 donde la condiciéon de Dirichlet es dada por la solucién exacta.

La solucion exacta del problema es:

U(l‘,y) = ({L‘27—21’y)/

41
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Dirichlet
L N
Dirichlet i E Neumann
i i VUn=[2,-2y]
i i
Dirichlet

Figura 4-1: Condiciones de Frontera - Ejemplo 1

Para obtener la solucién de este problema usaremos las mallas de la Figura 4-2,

como mallas iniciales.

Malla Uniforme

Malla No Uniforme

1 1
09 09
08 08
07 07
06 06
> 0.5 > 05
0.4 0.4
03 03
02 02
01 01
0 0
) 02 0.4 06 08 1 0 0.2 0.4 0.6 038 1
X X
(a) (b)
: . _ 2
Figura 4-2: Mallas en Q = (0, 1)
Campo Velocidad U Campo Velocidad U
: : 05 : 05
1t T\ 0.4 1 0.4
I L Y
L T A N Y
LU 03 03
08} © 1 RN 08}
TN 0.2 02
L S W ANAY
T3 RN
06t R . Y 01 0.6 01
B
> & 0 > 0
\\\\\ N
0.4 . . L 01 041 -0.1
NN -0.2 0.2
VI NN 02}
~~~~~~~~ -03 -03
of BT DT C -0.4 o 0.4
-05 -05
0 0.2 04 06 038 1 0 02 0.4 0.6 038 1
X X
(a) (b)

Figura 4-3: Campo Velocidad - Ejemplo 1

Las graficas de la Figura 4-3 representan el campo velocidad de la solucion sobre la
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variacién de la presion en el dominio €2, donde (a) corresponde a la malla uniforme
y (b) a la malla no uniforme. Ademas, en la Figura 44 se tiene la superficie de la
presién, que es la misma en ambas mallas.

Superficie de la Presion

0.5
N 0
1
05
0.5
X

y 0 o

[

|
PP

Figura 4-4: Superficie de la Presién - Ejemplo 1

En los Cuadros 4-1 y 4-2, mostramos los valores del promedio de la divu sobre el
dominio (c), los errores para la velocidad y la presién al ir refinando la malla uni-

forme y no uniforme, respectivamente.

Cuadro 4-1: Resultados del Ejemplo 1 para una Malla Uniforme

h c erry, erry, err, err,
1071 | -4.3e-017 | 2.4e-016 | 2.8¢-016 | 3.8e-016 | 7.5e-015
2071 | -6.1e-017 | 1.2e-015 | 1.2e-015 | 1.6e-015 | 5.2e-014
307! | 1.5e-016 | 1.3e-015 | 1.3e-015 | 1.8e-015 | 6.2e-014

Cuadro 4-2: Resultados del Ejemplo 1 para una Malla No Uniforme

h c erry, erry,, err, err,
0.1138 | -6.0e-018 | 1.7e¢-016 | 2.3e-016 | 2.9e-016 | 1.0e-014
0.0569 | -1.5e-017 | 4.0e-016 | 5.5e-016 | 6.8e-016 | 1.5e-014
0.0284 | 6.8e-017 | 6.8e-016 | 6.5e-016 | 9.5e-016 | 4.2e-014

Considerando el épsilon de la maquina, del Cuadro 4-1 y 4-2 tenemos que el error
de la velocidad y la presion es cero para cualquier valor de h. Este hecho verifica

que el algoritmo es exacto para funciones polinomiales cuadraticas en la velocidad
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y funciones lineales en la presién. Asi mismo, se observa que el promedio de la divu

es cero para cualquier h, es decir, el método conserva la masa.

Ejemplo 2. Verifica que el método converge en orden O(h3) para la velocidad que
es aprozimada con polinomios de grado 2 y en orden O(h*) para la presidn que se
aproxima con polinomios de grado 1. (ver [5])

Dado = (0,1)%, v = 1, f = (sinz + y; —ycosz + )’ y condicién de frontera
como se muestra en la Figura 4-5, donde la condicién de Dirichlet es dada por la
solucién exacta.

La solucion del problema es:

u(zr,y) = (sinz,—ycosz)

p(z,y) = xy—025

Dirichlet

Neumann

i Dirichlet
VU-n=[0,-2cosx]’ :

Dirichlet

Figura 4-5: Condiciones de Frontera - Ejemplo 2

Al igual que el Ejemplo 1, usaremos las mallas de la Figura 4-2 como mallas ini-
ciales.

En la Figura 4-6 tenemos el campo velocidad de la solucién sobre la variacion de la
presién en el dominio €2, donde (a) corresponde a la malla uniforme y (b) a la malla
no uniforme. Ademas, en la Figura 4-7 se tiene la superficie de la presion, que es la

misma en ambas mallas.
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Campo Velocidad Campo Velocidad

) ‘ ‘ . 0.7
[ 7 [ \

| ‘ \\\
0.8f 1 . 8- EeCER *~ \ 05

0.4

0.6
0.3

0.2
0.4r
0.1

0.2r

(a) (b)
Figura 4-6: Campo Velocidad - Ejemplo 2

Superficie de la Presion

Figura 4-7: Superficie de la Presion - Ejemplo 2

En los Cuadros 4-3 y 44, mostramos los valores de ¢ y los errores para la velocidad

y la presiéon al ir refinando la malla uniforme y no uniforme, respectivamente.

Para analizar la convergencia del método construiremos las graficas generadas por
la regresion lineal de logaritmo de A versus el logaritmo del error. Entonces, del
Cuadro 4-3 obtenemos las Figuras 4-8(a) y 4-9(a) para la velocidad y presién en
mallas uniformes, respectivamente y del Cuadro 4-4 las Figuras 4-8(b) y 4-9(b)

para la velocidad y presion en mallas no uniformes, respectivamente.



Iog(erru)

Iog(errp)

Cuadro 4-3: Resultados del Ejemplo 2 para la Malla Uniforme

h C erry, erry, err, err,
1071 | -2.9e-008 | 4.6e-006 | 8.6e-006 | 9.7e-006 | 6.5e-004
2071 | -1.8e-009 | 5.7e-007 | 1.0e-006 | 1.2e-006 | 1.6e-004
307! | -3.6e-010 | 1.6e-007 | 3.1e-007 | 3.6e-007 | 7.1e-005

Cuadro 4-4: Resultados del Ejemplo 2 para la Malla No Uniforme

h C err,, err,, erry, err,
0.1138 | -2.9e-008 | 2.7e-006 | 3.9e-006 | 4.7e-006 | 3.9e-004
0.0569 | -1.8e-009 | 3.1e-007 | 4.7e-007 | 5.7e-007 | 9.6e-005
0.0284 | -1.1e-010 | 3.7e-008 | 6.2e-008 | 7.3e-008 | 2.4e-005
1*%.6 *3‘.4 *3.‘2 -3 ‘Og(h)*Z‘.B *2‘.6 *2.‘4 -2.2 -3.6 -34 -3.2 -3 ;)2931) -2.6 -2.4 -2.2
(a) (b)
Figura 4-8: Convergencia de la Velocidad - Ejemplo 2
_1*03.6 *3‘.4 *3.‘2 -3 ‘og(h;z‘ﬁ 2.6 2.‘4 2.2 _1}3.6 -34 -3.2 -3 ;)29(8’1) -2.6 -2.4 -2.2
(a) (b)

Figura 4-9: Convergencia de la Presion - Ejemplo 2

46
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Luego, aplicando regresién lineal en cada una de las rectas, obtemos los valores da-
dos en el Cuadro 4-5. Por tanto, el orden de convergencia para la velocidad es O(h?)

y para la presién es O(h?).

Cuadro 4-5: Orden de Convergencia - Ejemplo 2

malla orden de u | orden de p
uniforme 3.00 2.00
no uniforme 3.01 2.00
Histograma de Vp-divU sobre cada elemento Histograma de Vp-divU sobre cada elemento
(h=1/10, num-elem=200) (h=1/20, num-elem=800)
1 T T T T 1 T T T
0.9
2 2
3 2 08F
& &
> > 0.7+F
O Q
] ]
3 g o6t
2 2
o o
3 505
8 8
3 8 04f
o o
] ]
= = 0.3
5 5
S S
E=} E=}
S S 0.2
a o
0.1
0 i i i i i i i
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Rango Vp-divU X107 Rango Vp-divU X107

(a) (b)

Histograma de Vp-divU sobre cada elemento
(h=1/30, num-elem=1800)
1 T T T T T T T

09

0.8r

0.7

.
w b

Probabilidad de ocurrencia de Vp-divU
=) o
N 3

Rango Vp-divU x10™

(c)

Figura 4-10: Histograma de Vp-divU sobre mallas uniformes - Ejemplo 2

Otro resultado que podemos observar de los Cuadros 4-3 y 4-4 es la variacién de c,
el cual representa el valor promedio de la divu sobre el dominio, el cual disminuye

a medida que el h es més pequeno.
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Zoom del intervalo alrededor de cero (h=1/10) Zoom del intervalo alrededor de cero (h=1/20)

o
~
[

o o
o N o w o
N a w a >

o
o
@
Probabilidad de ocurrencia de Vp-divU

Probabilidad de ocurrencia de Vp-divU

o
-

o
=3
a

o

-15 -1 -05 0 0.5 1 15 0
Rango de Vp-divU x10° Rango de Vp-divU

(a) (b)

Zoom del intervalo alrededor de cero (h=1/30)
0.45 T T T T T

o o o
[ o N o w
o N o w a

Probabilidad de ocurrencia de Vp-divU
o
e

0.05

-6 -4 -2 0 2 4
Rango de Vp-divU

(c)
Figura 4-11: Distribuciéon de Vp-divU en el intervalo alrededor de cero sobre mallas
uniformes - Ejemplo 2

Ademas, en la Figura 4-10 y la Figura 4-12, mostramos los histogramas de la
variacion del valor promedio de divu sobre cada elemento, en el refinamiento de
la malla uniforme y no uniforme, respectivamente.

Considerando que el refinaminamiento de las mallas se incrementan de (a) — (¢),
los histogramas muestran como se incrementa la cantidad de elementos con valor
promedio de divu proximos a cero, a medida que se va refinando la malla. Para
una mejor visualizaciéon de este efecto, graficamos la distribuciéon del valor prome-
dio de divu sobre un intervalo alrededor de cero. En la Figura 4-11 se muestra la

distribucién para las mallas uniformes, usando la reduccién de h de (a)-(c) como en
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la Figura 4-10 y en la Figura 4-13 se muestra la distribucién para las mallas no

uniformes, siendo (a) la distribucién de 4-12(b) y (b) la distribucién de 4-12(c).

Histograma de Vp-divU sobre cada elemento Histograma de Vp-divU sobre cada elemento
(h=0.1138, num-elem=328) (h=0.0569, num-elem=1312)
1 T T T T T 1 T T T T T

09r

0.8

0.7

0.6

05

0.4r

Probabilidad de ocurrencia de Vp-divU
Probabilidad de ocurrencia de Vp-divU

0 0
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4
Rango Vp-divU x10™ Rango Vp-divU X107

(a) (b)

Histograma de Vp-divU sobre cada elemento
(h=0.0284, num-elem=5248)
1 T T

09

0.8r

0.7r

0.6

05

0.4r

0.3r

Probabilidad de ocurrencia de Vp-divU

0.2r

0.1r

Rango Vp-divU x10™

(c)

Figura 4-12: Histograma de Vp-divU sobre mallas no uniformes - Ejemplo 2

Ejemplo 3. Este ejemplo es dado para verificar la teoria de Discontinuo Galerkin
Local (DGL) para Sistemas de Stokes (ver [3]). Usaremos el mismo ejemplo, para
mostrar que el método que usamos tiene el mismo orden de convergencia que el de
DGL.

Dado Q = (-1,1)2, v =1, ¢ = 0, f = (0;0)" y con condicién de frontera

Dirichlet en todo el borde, dada por la solucién exacta.



Zoom del intervalo alrededor de cero (h=0.0569)

o
o
©

o
o
©

o
<)
I

Probabilidad de ocurrencia de Vp-divU

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Rango de Vp-divU

(a)

Figura 4-13: Distribucion de Vp-divU en el

uniformes - Ejemplo 2

La solucion exacta del problema es:
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Zoom del intervalo alrededor de cero (h=0.0284)

0.35

o o
= o N o
o N o w

Probabilidad de ocurrencia de Vp-divU
o
=

0.05

-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2
Rango de Vp-divU

(b)

intervalo alrededor de cero sobre mallas

u(z,y) = (—€"(ycosy+siny),e’ysiny)’

p(z,y) = 2€e"siny

En la Figura 4-14 tenemos las mallas para obtener la solucion del problema.

Malla Uniforme

0.8

0.6

0.4

0.2

(a)

-1 -05 0 0.5 1

Malla No Uniforme

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 4-14: Mallas en Q = (—1,1)?

Las graficas de la Figura 4-15 representan el campo velocidad de la solucion sobre la

variacion de la presién en el dominio €2, donde (a) corresponde a la malla uniforme

y (b) a la malla no uniforme. Ademds, en la Figura 4-16 se tiene la superficie de la
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Campo Velocidad Campo Velocidad
e 4 1t 4
08 W T T T TN 3 08" SR 3
06F + = = =~ s s~ s~ sas o6f < LT
e e e e e e s s 2 2
04 NEREEEEEEEEEEEEEE 04F + - - -0
o2 N e 1 02} - 1
> 0 0 > 0 0
= - -1
2 -2
_3 -3
—4 -4
-1 -05 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) (b)

Figura 4-15: Campo Velocidad - Ejemplo 3

presiéon, que es la misma en ambas mallas.

Superficie de la Presién

Figura 4-16: Superficie de la Presién - Ejemplo 3

En los Cuadros 4-6 y 4-7 reportamos los valores de los errores para mallas uniformes

y no uniformes respectivamente.

Cuadro 4-6: Resultados del Ejemplo 3 para la Malla Uniforme

h erry, erry, err, e,
571 | 5.6e-004 | 4.0e-004 | 6.9e-004 | 0.0160
1071 | 6.9e-005 | 4.9e-005 | 8.5¢-005 | 0.0035
207! | 8.6e-006 | 6.01.3e-006 | 7.0e-006 | 8.4e-004

Aligual que en el Ejemplo 2, del Cuadro 4-6 obtenemos las Figuras 4-17(a) y 4-18(a)
para la velocidad y presion en mallas uniformes, respectivamente y del Cuadro 4-7

las Figuras 4-8(b) y 4-9(b) para la velocidad y presién en mallas no uniformes,



Cuadro 4-7: Resultados del Ejemplo 3 para la Malla No Uniforme

h erry, erry, err, ep
0.2394 | 2.7e-004 | 2.2e-004 | 3.5e-004 | 0.0093
0.1197 | 3.4e-005 | 2.7e-005 | 4.3e-005 | 0.0021
0.0598 | 4.3e-006 | 3.5e-006 | 3.6e-006 | 4.2e-004
respectivamente.
-2.8 -2.6 -2.4 ‘Og(h)—Z.Z -2 -1.8 -1.6 - -3 -2.8 -2.6 -2.4 ;,Z(Zh) 2 -18 1.6 -1.4
(a) (b)

Iog(errp)

I
)
T

|
o
@

|
4
T

N
o

-15,

Figura 4-17: Convergencia de

Error de la presién P

I I I
-2.2 -2 -1.8 -1.6

log(h)

I I I
-2.8 -2.6 -2.4

(a)

la Velocidad - Ejemplo 3

Error de la presion P

Iog(errp)

I I I I
-2.2 -2 -1.8 -16

log(h)

(b)

I I I
-3 -2.8 -2.6 -24 -1.4

Figura 4-18: Convergencia de la Presion - Ejemplo 3
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Aplicando regresién en cada una de las graficas se tiene que el orden de convergencia

de la velocidad es O(h3) y de la presién O(h?), as{ como se muestra en el Cuadro 4-8.

Este resultado nos muestra que el método que estamos aplicando en comparacion
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con DGL, tiene el mismo orden de convergencia.

Cuadro 4-8: Orden de Convergencia - Ejemplo 3

malla orden de u | orden de p
uniforme 3.00 2.00
no uniforme 3.01 2.00

A continuacion presentamos otros ejemplos, con la finalidad de comparar las
soluciones numéricas obtenidas de nuestro algoritmo FEM2D_STOKES con las del

algoritmo FREE_FEM_STOKES presentado en [1].

Ejemplo 4. Cavidad.
Dado 2= (0,1)2, v=1,¢ =0, f = (0;0) y con condicién de frontera Dirichlet
como se muestra en la Figura 4-19.

Dirichlet
Ux=1 Uy=0

Dirichlet

i Dirichlet
Ux=Uy=0 '

Ux=Uy=0

Dirichlet
Ux=Uy=0

Figura 4-19: Condiciones de Frontera - Ejemplo 4

Usaremos las mallas de la Figura 4-2 para obtener la soluciéon del problema.
La Figura 4-20, muestra en (a) el campo velocidad obtenido de la malla uniforme y
en (b) de la malla no uniforme, ambos campos estan sobre la variacién de la presién

en el dominio €. Ademads, en la Figura 4-21 se tiene la superficie de la presion.

Ejemplo 5. Canal.
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Campo Velocidad Campo Velocidad
T T T 50 T T T
1 1 40
P B
002 a5 I 20 %
08l 0 00 S BN 08
50 80 4o o
IR 2 ;
\\\\\\\\\\\\\\ I
06F v~ — 10 06 1o
. P . - 0
o4 e I 47 -10
P P _ 20
02F c oo o aeeo e o= o= s = e e 4 20 0.2
R -30 -30
0 -40 o -40
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

(a) (b)
Figura 4-20: Campo Velocidad - Ejemplo 4

Superficie de la presién P

A :

Figura 4-21: Superficie de la Presién - Ejemplo 4

Dado © = (0,3) x (0,1), v = 1, £ = (0,0)" y condicién de frontera como se

muestra en la Figura 4-22.

Dirichlet
Ux=1 Uy=0
| e
Dirichlet Neumann
Ux = y(1-y) vU-n=[0,0]’
Uy=0
0 Dirichlet 3
Ux=Uy=0

Figura 4-22: Condiciones de Frontera - Ejemplo 5
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La solucion del problema la obtendremos usando las mallas de la Figura 4-23.

Malla Uniforme Malla No Uniforme

1 1 T T
0.9 B 0.9
0.8 B 0.8
0.7 B 0.7
0.6 B 0.6

> 0.5 > 05
0.4r B 0.4r
031 1 0.3
0.2 B 0.2r
0.1 1 0.1
l:IO 05 1 15 2 25 3 00 0.5 1 15 2 25 3
X X
(a) (b)

Figura 4-23: Mallas en © = (0,3) x (0, 1)

En la Figura 4-24 tenemos el campo velocidad de la solucién sobre la variacién de
la presién en el dominio €2, donde (a) corresponde a la malla uniforme y (b) a la
malla no uniforme. Ademas, en la Figura 4-25 se tiene la superficie de la presion,

que es la misma en ambas mallas.

Campo Velocidad Campo Velocidad

0.8r 15 0.8r

0.6 0.5 0.6
0.4r -0.5 04r

0.2r -15 021

or -2.5 0 -25
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
x X
(a) (b)

Figura 4-24: Campo Velocidad - Ejemplo 5

Ejemplo 6. Inout.
Dado 2 = (0,1)%2, v =1,¢ =0, f = (0;0)’ y con condicién de frontera Dirichlet

como se muestra en la Figura 4-26.
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Superficie de la presién P

Figura 4-25: Superficie de la Presién - Ejemplo 5

Dirichlet
Ux=Uy=0
1 7T -‘E Neumann
Dirichlet | —5 VUn=[0,0y
Ux = Uy =0 : 1
; i Dirichlet
i Ux=Uy=0
Dirichlet 3 : ’
Parabdlico ¢ .- |
0 1
Dirichlet
Ux=Uy=0

Figura 4-26: Condiciones de Frontera - Ejemplo 6

donde la condicién de Dirichlet Parabdlica es:

4y(0.25 —y '
u(z,y) (W,O) , para =0y 0<y<0.25
4y —0.79)(1 -y !
u(z,y) ( ( (0'25))(2 )7()) , para z=1 1y 0.75<y<1

Usando las mallas de la Figura 4-2 obtenemos la solucién del problema dada en la
Figura 4-27, que muestra en (a) el campo velocidad obtenido de la malla uniforme y
en (b)de la malla no uniforme, ambos campos estan sobre la variacién de la presién

en el dominio €2. Ademas, en la Figura 4-28 se tiene la superficie de la presién.



0.8r

0.6

0.4r

0.2r

Campo Velocidad Campo Velocidad

o

0.2

0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6

(a) (b)
Figura 4-27: Campo Velocidad - Ejemplo 6

Superficie de la resién P

Figura 4-28: Superficie de la Presién - Ejemplo 6

0.8
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Capitulo 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Considerando que la Ecuacion de Stokes tiene solucion explicita para casos par-
ticulares y teniendo en cuenta que modela diversos problemas fisicos, es importante
garantizar que la soluciéon numérica sea lo mas exacta posible. Por ello es importante

el andlisis de convergencia del método.

Mediante experimentos numéricos mostramos que el método es exacto para fun-
ciones polinomiales cuadraticas en la velocidad y funciones lineales en la presion.
Este hecho tiene relacion directa con las bases generadas por el elemento Taylor-
Hood, pues son del mismo grado, ademas la técnica de integraciéon numérica usa la
cantidad de puntos necesarios para que el valor de las integrales sea exacta.
Ademds, verificamos que el orden de convergencia para la velocidad es O(h?) y para

la presién es O(h?).

El andlisis de la condicién de conservacién de masa (divu = 0), es importante
pues debemos garantizar que el método conserve todas las propiedades del proble-
ma continuo. Con el andlisis del valor promedio de divu sobre el dominio y sobre
cada elemento, mostramos como el método mantiene la condicién de conservacion
de masa para cualquier tipo de malla en problemas donde la solucién es una funcién

polinomial cuadratica para la velocidad y lineal para la presién. Mientras que para

o8
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los otros casos, tanto con mallas uniformes y no uniformes, la condiciéon de conser-

vacién de masa tiene relacion con el refinamiento de la malla.

Como trabajos posteriores podemos considerar: implementar MEF con bases de
grado mayor y observar si se mejora la conservacion de masa del método, extender
la implementacion a otro tipo de dominios e implementar MEF para la ecuacion de

Navier-Stokes, entre otros.
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Apéndice A
METODO DE GALERKIN

Sea el problema variacional

Hallar v € X tal que
(A.1)

a(u,v) =1Ilv) YveX
donde X es un espacio de Hilbert, a(+, -) una forma bilineal continua y coerciva, y I(-)
una funcional lineal continua. Para deducir el método de Galerkin, el cual aproxima
la solucion de A.1, consideramos una sucecion de subespacios de dimension finita

Xy C X (de dimensién N) y planteamos el siguiente problema aproximado

Hallar uy € Xy tal que
N N q (A.2)

aluy,v) =1lv) VwvelXy

A continuacién veremos que resolver A.2 se reduce a resolver un sistema de ecua-
ciones lineales.
En efecto:

Sea {g; }jvzl una base de Xy, debemos hallar escalares {ozj};,vzl tal que

N
uy =Y ap; (A.3)
j=1
Luego el problema A.2 se escribe
Hallar aq, aq, -+ ,ay € R tal que
1, Q2 N q (A4)

Zj’vzl Oéja(gpjav) = l(’(}) YVove XN
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Como v es arbitrario en Xy, elegimos los elementos de la base previamente dada,

obteniendo
Hallar aq, e, - -+ ,any € R tal que
o " (A.5)
Zj:l a]a(QOJ)QOJ = l(%) 1= 1727"' 7N
Por tanto la formulacién A.5 se puede escribir como
Hallar o € RN tal que
(A.6)
Ka=F
donde ) ) ) )
Qq l(1)
« [
o 2 r_ (¢2)
| On | | U(n) i
a(p1,01)  alpa, 1) -+ alpn, 1)
" a(p1,02)  alpz,p2) -+ alen, )
| a(pn,on) aleren) oo alenen)

La independencia lineal de la base {goj}].v_l y la coercividad de la forma bilineal a,
]_

garantizan que K es no singular. Por tanto, podemos solucionar A.6 para obtener «

y determinar uy de A.3.

Este es el Método de Galerkin para hallar uy.



Apéndice B
PROCESOS PARA EL DESARROLLO DE MEF

Para ilustrar los procesos usados en el desarrollo de MEF, tales como ensambla-
je e imposicién de condiciones de frontera, consideramos un dominio de (0, 1) x (0, 1).
Este dominio lo discretizamos con elementos Taylor-Hood (ver Seccién 3.3) e iden-

tificamos los nodos en cada elemento, tal como se muestra en la Figura B-1

Figura B-1: Domino (0,1) x (0, 1)

De la malla podemos deducir que el nimero de nodos globales es 13, el nimero
de nodos sobre los vértices es 5 y el nimero de nodos sobre la frontera es 8. Por

tanto, la matriz global K es de orden 31 x 31.
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Ademas se tiene la siguiente matriz de conectividad:

e | n(e,1) | n(e,2) | n(e,3) | n(e,4) | n(e,5) | n(e,6)
1 3 4 ) 11 13 12
2 1 2 3 6 10 9
3 1 3 d 9 12 7
4 2 4 3 8 11 10

donde n(e, i) representa el nimero del nodo global ( e es el nimero de elemento, i

es numero de nodo local).

B.1. Ensamblaje
Para iniciar el proceso de ensamblaje, supongamos que hemos obtenido la ma-
triz de rigidez K¢ y el vector b® de cada elemento.
Ademas, debemos tener en cuenta que la matriz de rigidez global K y el vector b

mantienen la forma de la matriz de rigidez K¢y el vector b° (ver 3.14), respectiva-

mente. ~ _ _ -
K11 0 K13 0 F1
0 K22 K23 O 2
K — b =
K31 K32 0 K34 0
0 0 K43 0 0

En nuestro ejemplo en particular, se tiene que K11 y K22 son de orden 13 x 13,
K13 y K23 son de orden 13 x 5, K31 y K32 son de orden 5 x 13, K34 de orden
5x 1y K43 de orden 1 x 5.

Como la matriz K estd formada por matrices en bloques, cuando ensamblemos, lo
haremos bloque a bloque. La misma consideracién usaremos para ensamblar el vec-

tor b.
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Puesto que la técnica es la misma para cada bloque de la matriz K y del vector
b, s6lo la mostraremos parte del ensamblando de la matriz K11 para el ejemplo en

particular y después generalizaremos el proceso.

Sea K11° = [k115,], 4,7 = 1,...,6 la matriz K11° del elemento e y K11 = [k11, ],
1,7 = 1,...,13 la matriz K11 de la matriz de rigidez global. Como cada matriz

K11¢ es de orden 6 x 6, a manera de ilustracién usaremos algunos elementos.

Para e = 1:
kllh — k1l 1)my) = ks
k11, — kllya)mae = k1l
k11§’5 — k1l 3)ms) = k11513
kll};,e‘ — k11,04 me) = k111112
kllég — kll,ap)m2) = kllizg
k:lléﬁ —  kll,6)m1,3) = klligs

Para e = 2:

k113, —  kllyoi)nee) = ki,
k1135 —  kllye)aes = k1l
k:llag —  klly23)me23) = kllz3
k1136 — kllygaynee = kllgg
k:11§74 —  klly25)me24) = klligg

KU, — kllaeeney = kllo)



Para e = 3:

k117
k113,
k113
k113,
k113 5

k113,
Para e = 4:

k117 6
k115
k115 4
k113,

k115,

—

k11,531,035 = k1112
k11,039)n(3,2) = k11333
E11,33)n36 = kllsz
k11,3.4)n(3,1) = kllg
k11,(35)n(3,3 = kllias

E11,3.6)n3.4) = kll7g

E11ln41)m(a6) = k11310
E11p42)n4,5 = k11411
k1143)n3) = kllz3
k11, 4.4)n041) = k1lg2

k11, 45)n42) = k11114

klléA —  kllyu6)naa) = klligg

De estas asignaciones realizadas, se tiene:

k11, =
k11110 =
k1110 =
kllyy =
kllgy =
klly; =

k’115713 -

k113,

k117

k1135 4 k117

K111, + k115 5 4 k113, + k115 4

k113, + k115

k113

k11,
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kllgg = kllig
kllzg = k113,
kllg, = kllj,
kllgy = k113, + k113,
k1l = k112,
kllos = kllg,
kllyg = k113,
kllyge = kllgg
kllyps = kllgg+ k112,

kllisy = k113,
Entonces, el esquema de ensamblaje para la matriz K11 es de la forma:
klln(e,z’),n(e,j) = klln(e,z‘),n(e,j) + kllij para i,7=1,...,6

De manera similar escribimos el esquema de ensamblaje para las otras matrices en

bloque y para los vectores F'1 y F2:

k13neiyn(es) = Hkl3n(eiymes) + K135, para 1=1,...,6 y 7=1,...,3
k23uciyn(es) = k23n(ei)m(es) + K235, para i1=1,...,6 y j=1,...,3
E3lueiyn(es) = k3laeiymes) + k315,  para i=1,...,3 y j=1,...,6
k32neiyn(es) = k32n(ei)m(ey) T K325, para i=1,....3 y j=1,...,6
k34nens = k3dn(ei + k347, para i=1,...,6
flatesy = floes + 15 para i=1,...,6

[2nes) = [2n(eq) + f2 para i=1,...,6
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Después de ensamblar cada uno de los bloques, adicionamos K43 = K34T. Luego
podemos escribir la matriz de rigidez global K y el vector b. Con este paso se con-

cluye el proceso de ensamblaje.

B.2. Imposicion de Condiciéon de Frontera de Dirichlet
En la malla del ejemplo se tiene 8 nodos en la frontera, realizaremos la técnica

en uno de ellos y después la generalizamos.

Sean K = [k;j],4,j=1,...,31yb=[b], i =1,...,31 la matriz de rigidez global y
el vector de la derecha de nuestro ejemplo. Asumamos que en el nodo 2 el valor de
la primera componente de la velocidad es a, es decir, zo = (u1)2 = a.

Como cada ecuacion del sistema tiene la forma
kiixy + kiowo + Kigxe + ...+ kizixz = b para i=1,...,31
conociendo el valor de z5 tenemos
kiixy + kisvs+ ...+ kisix31 = b; — kioxe para @ # 2.

Es decir, anadir la esta condicién a nuestro sistema equivale a eliminar la fila 2 y
columna 2 en la matriz K y en el vector b, restar la contribucién de z, en cada

ecuacion. Este hecho lo escribiremos como sigue: En la matriz K, se tiene
koo=1 y kei=kio=0 para i#2
y en el vector b

by = « Y b =b; — kisae para 1 2.



Ahora el sistema tiene la siguiente forma

| 311

0 k173

1 0

0 ks
k31,3

by — k1,204

bg — k372a

k1,31 T

0 T2
k3,31 3 =
ksis1 | | @sl |

De manera general si x; = «, en la matriz K hacemos

y en el vector b

kij=1 y

by =« Yy

kj,i == ki,j =0 para

b = b; — ki ja para

L7

i # 5.

L bgl — k317206 ]
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Apéndice C
DESCRIPCION DEL CODIGO

La implementacién de MEF, requiere de 3 partes importantes: Mallador, MEF
y Solucion de Sistemas de Ecuaciones, asi como se muestra en la Figura C-1, la cual

nos muestra el esquema que usamos para el codigo.

SOLUCION
NUMERICA

Mallador
(pdetool - Matlab)

MEF

(fem2d_stokes.m)

Informacion de la malla Datos del problema
(nu, mat_conective_, xy_node_ (f.m, g_u.m, g _devU_n.my
y boundary_edge_ ) type_condition.m)

1 1
Ensamblaje Imposicion de Condiciones
de Frontera
(boundary condition.m)

(assemble_linear_system.m)

Bases para la velocidad y Condicién de Dirichlet y/o
— presion — Neumann
(basis_L.m y basis_Q.m) (type_condition.m)

Integracion Numérica

(qgauss.m)

Solucion del Sistema de

Ecuaciones
|

1 1
Métodos Métodos

Directos Indirectos

Figura C-1: Esquema del Cédigo
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Nuestro codigo consta de un programa principal tipo funcién llamado fem2d_stokes.m,

el cual tiene la siguiente descripcion:

function [Ux,Uy,P,c]l=fem2d_stokes(nu,xy_node_,mat_conective_,
boundary_edge_)

%%  PROGRAMA PRINCIPAL

% Este programa soluciona la ecuacién de Stokes

% para el vector velocidad U y presién escalar P

% - nu * Laplacian U(x,y) + Grad P(x,y) = f(x,y)

YA Div U(x,y) =0

yA Sea U_x y U_y los componentes escalares del vector velocidad U.
b La condicién en la frontera es de Dirichlet y Neumann

pA U(x,y) = g_u(x,y) y dU/dn = g_devU_n(x,y)

b respectivamente.

yA El c6digo usa el Método de Elemento Finito. Elemento Taylor-Hood
yA es usado.
% Variables:

% num_node_ = nlimero de nodos en la malla

nimero de elementos de la malla

% num_elem_
% num_boundary_edge_ = nimero de aristas en el borde
% num_node_vextex_ = nimero de nodos en los vertices

% nt = nimero de entradas del sistema global

% Salidas:
% U = velocidad
% P = presién

% c

div U
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El argumento de esta funcién consta del valor de la constante viscocidad v = nu

y de los arreglos xy_node_, mat_conective_ y boundary_edge_ que describen la
geometria del dominio y son generados por el mallador. Estos arreglos deben tener
ciertas caracteristicas que describiremos a continuacion:
mat_conective_

nodol mnodo2 mnodo3 nodod nodod nodob
Este arreglo proporciona los nodos de cada elemento de la malla segtin el modelo de
los elementos Taylor-Hood.
xy_node_

coordenada x coordenada y
Este arreglo proporciona las coordenadas cada nodo
boundary_edge_

nodo inicial nodo final

Este arreglo proporciona los nodos extremos de las arista sobre el borde del dominio,

en sentido antihorario.

A manera de ejemplo describiremos la geometria del dominio que se muestra en
la Figura B-1:

mat_conective_
3 4 5 11 13 12

1 23 6 10 9
135 9 12 7

2 4 3 8 11 10
boundary_edge_

1 2
2 4
4 5
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xy_node_

0.00 0.00
1.00 0.00
0.50 0.50
1.00 1.00
0.00 1.00
0.50 0.00
0.00 0.50
1.00 0.50
0.25 0.25
0.75 0.25
0.75 0.75
0.25 0.75
0.50 1.00

Ademas de los datos ingresados como argumento de , fem2d_stokes.m, el cédi-
go necesita la informacién del problema los cuales son dados en las subrutinas tipo
funcién f.m, type_condition.m, g_U.my g_devU_n.m, las cuales tienen la siguiente

descripcion:

function z=f(r)
%% f contiene la funcién fuerza

% r = vector con las coordenadas del nodo a evaluar

function type_BC=type_condition(xy_node_,boundary_edge_)

%% type_condition identifica cada arista con un tipo de condicién de
%% frontera

% Dirichlet = 0

% Neumann = 1



74

function z=g_U(r)
%% g_U_n funcion que describe la condicién de Dirichlet

% r = vector con las coordenadas del nodo a evaluar

function z = g_devU_n(r)
%/ g_devU_n funcion que describe la condicién de Neumann

% r = vector con las coordenadas del nodo a evaluar

Siguiendo el esquema de la Figura C—1, el programa principal usa las subrutinas tipo
funcién assemble_system_linear.m y boundary_condition.m que seran descritas

a continuacion:

function [K,b]=assemble_linear_system(nt,nu,mat_conective_,xy_node_,
boundary_edge_,NV)
%% Assemble_linear_system genera y ensambla las matrices de rigidez y

%% vectores de la derecha de cada elemento, para obtener

% K11 0 K13 0 | |F1 |
YA K=10 K22K23 0 | b = |F2 |
YA K31 K32 0 K34]| | 0 |
h | 0 0 K43 0 | | 0 |

% donde K es la matriz de rigidez global y b el vector de la derecha

% global

function [K,b]l=boundary_condition(nu,nt,xy_node_,mat_conective_,
boundary_edge_,E,K,b,NV)
%% Boundary_condition impone las condiciones de frontera en el sistema

yA KX=5>b
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A su vez cada una de estas subrutinas usan otras subrutinas tipo funcién que ge-
neran las bases para el sistema y calcula la integracién numérica, estas funciones se

describen como sigue:

function L = basis_L(x_)
%% basis_Q genera bases de grado 1 en el tridngulo de referencia

h (3)

h T 1\

h I \

h I \

h 0 (D_______ (2)

T 0 1

% x_ = punto en el tridngulo de referencia

function Q = basis_Q(L)
%% basis_Q genera bases de grado 2 en el tridngulo de referencia

b (3)

h A A

b ® (&)

h | \

YA 0 (H__4__(©2
h 0 1

%» L = base de grado 1 en el tridngulo de referencia

function sum = ggauss(n,vec,w)

%% qgauss realiza la integracion numérica con n puntos de cuadratura
% n = nimero de puntos de cuadratura

% vec = vector de la funcién evaluada en los puntos de cuadratura

% w = pesos de los puntos de cuadratura
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function x=fun_transf_afin(A_T,r,x_)

%% Fun_transf_afin realiza la transformacién de un punto x_ del
%% tridngulo estandar a tridngulo cualesquiera

% A_ = matriz de transformacidn

% r = vector escalar

Para obtener la solucion del sistema obtenido de boundary_condition.m usaremos

la subrutina sol_system.m, cuya descripcién es

function sol=sol_system(K,b)

%/ Sol_system soluciona el sistema K x = b

Notemos que el codigo es independiente del mallador y del método para solucionar

el sistema de ecuaciones.
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El Método de Elemento Finito (MEF) es un método de aproximaciéon numérica
para la solucién de problemas de valor de contorno. Considerando que la Ecuacion de
Stokes tiene solucién explicita para casos particulares, es necesario recurrir al anali-
sis numérico para obtener una solucién. En este trabajo implementaremos MEF
para obtener la soluciéon numérica del Problema de Stokes con condicién de frontera
mixta.

Para realizar la implementaciéon de MEF obtenemos la Formulacién Variacional de
nuestro problema . Ademas, usamos el Método de Galerkin para discretizar la For-
mulacién Variacional.

En base a la teoria abstracta desarrollada por Brezzi y Babuska para MEF mixtos,
tenemos que el método es convergente si los espacios de elemento finito para la veloci-
dad y presion satisfacen la condicién Inf-Sup discreta. Durante la ultima década este
problema ha sido estudiado obteniendose varias combinaciones velocidad-presion que
satisfacen la condicién Inf-Sup discreta. Sin embargo, existen otras combinaciones
aparentemente naturales que no satisfacen la condiciéon Inf-Sup discreta.

Para discretizar el dominio usamos el elemento Taylor-Hood, obteniendo una base
con polinomios cuadraticos para la velocidad y una base con polinomios lineales
para la presion, las cuales son generadas en un tridngulo de referencia y con una
transformacién afin son llevadas a cada tridngulo elemento del dominio.
Aproximada cada una de las variables con su respectiva base, las reemplazamos en

la discretizacion de la Formulacién Variacional, obteniendo un sistema de ecuaciones



para cada elemento K°z® = 0°. Este sistema tiene 15 ecuaciones con 16 incégnitas.
Cuando se tiene el sistema de ecuaciones para cada elemento procedemos a ensam-
blar cada una de las matrices del elemento y de los vectores de la derecha.

Ahora imponemos las condiciones de frontera del problema, en nuestro problema
se tiene la condiciéon de Dirichlet y Neumann, ademas, anadimos la restricciéon que
garantice que la presion esta en L3(1).

Después de estos procesos obtenemos un sistema global Kz = bdonde K es de orden
2M + N + 1. Si analizamos la matriz K observamos que el rango de su submatriz de
orden 2M + N, llamada matriz de rigidez global, es 2M + N — 1, es decir, es insufi-
ciente para obtener una solucién tnica. En consecuencia, anadimos una restriccién,
obteniendo que el rango de la matriz de rigidez global mas la fila generada por la
restriccion que anadimos es 2M 4+ N. Como el rango es suficiente podemos obtener
una tnica solucién. Sin embargo, dado que, usamos la funcién prueba en L?*(€2) en
lugar de LZ(), a la matriz de rigidez global también le incrementamos una columna,
por que el conjunto ortogonal de L2(€) es el conjunto de funciones constantes.

De esta manera obtenemos la matriz cuadrada K cuyo rango es 2M + N + 1. La
solucién del sistema de podemos obtenerla usando Eliminaciéon Gaussiana o algin
método indirecto.

Esta breve descripcion de la implementacion de MEF la codificamos para obtener
fem2d_stokes.m, que es resultado de nuestro trabajo. Usando fem2d_stokes.m ver-
ificamos que el método es exacto para funciones cuadraticas en la velocidad y lineales
en la presiéon. Ademds, que el orden de convergencia O(h*) y O(h?) para la veloci-
dad y presion, respectivamente. Otro resultado que obtuvimos fue que el método no

conserva la masa, es decir, que no mantiene la condicién divu = 0.



