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In the current world of science and technology the data arrive continuously over
time, this type of data is called data stream and is impractical to store all of the data.
The data mining and traditional techniques of analysis aren’t efficient enough to work
with problems that have data stream. Then it is necessary to have statistical models
for data stream.

The adaptive mixtures (AM) is an estimation method that combines Gaussian mix-
ture modeling and estimation via kernel. Also has as one of its main features, constant
updating with the arrival sequence data. Therefore the adaptive mixtures (AM) are
very attractive for modeling the data stream. To adapt the idea adaptive mixtures
to data streams presents some problems such as creating models of mixtures with too

many components, slight changes in the estimated model parameters due to ordering in

11



the arrival of new data and little applicability to space of high dimension. Many of these
problems have been treated recently with the adequacy of expectation-maximization
algorithm online (0EM) to the process of adaptive mixtures for data stream (oAM).
The thesis presents the study of adaptive mixtures for modeling multidimensional data
flow using Gaussian components. Also, it presentes an experimental study with artificial
data to control the growth in the number of components and improve the estimation
of model components using what I call graphs adjustment components.

All the theoretical framework and the algorithms presented here are directed to
estimate multivariate densities, but the experimental part was carried out and imple-

mented in R statistical programming language for data in two and three dimensions.
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En muchas aplicaciones de ciencia y tecnologia de la actualidad los datos llegan en
forma continua en el tiempo y es poco practico almacenar la totalidad de éstos, por
lo que técnicas tradicionales de analisis y mineria de datos son pocos eficientes para
tratar con problemas que relacionen esta clase de datos. Se hace necesario tener mo-
delos estadisticos para el flujo de datos. Las mezclas adaptativas (AM) es un método
de estimacién que combina el modelado con mezclas gaussianas y la estimacion tipo
nicleo, y ademaés tiene como una de sus principales caracteristicas su constante actua-
lizacién con la llegada secuencial de datos. Por lo tanto las mezclas adaptativas (AM)
son muy atractivas para modelar la clase de datos en cuestién. Adecuar la idea de mez-

clas adaptativas a flujos de datos presenta algunos problemas tales como la creacion de
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modelos de mezclas con demasiadas componentes, ligeros cambios en los parametros de
los modelos estimados debido al ordenamiento en la llegada de un nuevo dato y la po-
ca aplicabilidad a espacios de alta dimensién. Gran parte de estos problemas han sido
tratados recientemente con la adecuacién del algoritmo de esperanza-maximizacion en
linea (0EM) al proceso de mezclas adaptativas para flujo de datos (0AM). En esta tesis
se presenta el estudio de mezclas adaptativas para el modelado multidimensional de
flujo de datos usando componentes gaussianas y se presenta al final un estudio experi-
mental con datos artificiales para controlar el crecimiento en el nimero de componentes
y mejorar la estimacion de las componentes del modelo usando lo que aqui se ha de-
nominado ajuste de componentes con grafos. Todo el marco tedrico y los algoritmos
aqui presentados estan orientados para la estimacién de densidades multivariadas, pero
la parte experimental fue realizada y ejecutada en lenguaje de programacién estadistico

R para datos en dos y tres dimensiones.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En los tdltimos anos, los avances tecnologicos han hecho que muchas de las nuevas
aplicaciones funcionen con grandes volimenes de datos, como por ejemplo los regis-
tros de clientes en operaciones en linea, los registros de llamadas en las empresas de
telecomunicaciones, los conjuntos grandes de paginas Web, los datos multimedia, las
transacciones bancarias, etc. A menudo, los datos llegan de forma continua y su na-
turaleza es transitoria (es decir que se hace innecesario o poco practico almacenar los
datos), refiriéndose a éstos como flujo de datos. El volumen de los flujos de datos,
asi como la naturaleza rapida de llegada, hacen que técnicas tradicionales de analisis
y mineria de datos no sean eficientes, pues los datos se acumulan mas rapido de lo que

pueden ser procesados. Esto produce problemas de costo y de procesamiento compu-



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

tacional, lo que hace necesario el modelado de este tipo especial de datos.

La estimacién de la funcién de probabilidad de una variable aleatoria x de dimensién d,
para una muestra xi, s, ..., T,, s un método muy importante y utilizado en mineria
y analisis de datos. El objetivo principal en la estimacion de densidad es modelar la
funcién de densidad de probabilidad de una distribucion desconocida solamente usando
una muestra representativa de los datos. Por lo tanto, un estimador de densidad bien
definido permite tratar problemas estadisticos tales como problemas de agrupamiento
(clustering), clasificacién, regresién, analisis de series de tiempo, etc. Esto hace necesa-
rio la adaptacion de las estimaciones de densidades a los flujos de datos. En esta tesis
se estudia un método hibrido (con diferentes mejoras) de otros ya existentes para la
estimacion de densidades, pero con la novedad de ser adaptados a flujos de datos. La
tesis esta dividida en seis capitulos cuyos contenidos se describen a continuacion.

El segundo capitulo presenta los conceptos béasicos necesarios para el entendimiento y
desarrollo de esta tesis. Se inicia el capitulo con la secciéon 211 donde se definen con-
ceptos basicos de teoria de grafos. En esta seccion se presenta el concepto de grafo y
la matriz de adyacencia, necesarios en los ultimos capitulos de la tesis. La seccién
trata sobre la descomposcion espectral de una matriz simétrica. En la seccién 2.3 se
presenta la densidad gaussiana multivariada, la cual sera nuestra distribucion base en
el desarrollo de toda la tesis. El capitulo dos finaliza en la seccion 7?7 con el estudio de
las errores de estimacion en una densidad de probabilidad.

El capitulo tres presenta algunos métodos para la estimacion de densidades de proba-
bilidad, la medicion entre las densidades objetivo y las estimadas, asi como las agrupa-
ciones que se pueden hacer con las componentes de la densidad estimada. Las técnicas

parametricas de estimacién de densidades consideran muestras que tienen distribucio-
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nes conocidas para asi luego calcular los estimados de los parametros. Dicha suposicion
usualmente se basa en informaciones sobre el vector aleatorio d-dimesional que son
externas a la muestra, pero cuya validez puede ser comprobada con posterioridad me-
diante pruebas de bondad de ajuste. Las técnicas no-parametricas no predeterminan
ningtin modelo para la distribucién de probabilidad y dejan que la funciéon de densidad
pueda adoptar cualquier forma.

La discusion sobre el uso de una estimacién parametrica o no-parametrica no ha cesado
a lo largo de los anos. La eficiencia que proporciona la estimacion con técnicas parame-
tricas se contraponen al riesgo de las malas suposiciones adoptadas para determinar
el modelo, conduciendo esto a errores de interpretaciéon y proporcionando una pérdida
mayor que la ganancia proporcionada por la eficacia de la estimacion.

La seccién Bl de este capitulo inicia con la presentacién del método no-parametrico
denominado estimacion de densidad nicleo (KDE) el cual para un mejor entendimien-
to se presenta tanto para el caso unidimensional como para el caso d-dimesional. Para
propositos de esta tesis nos centraremos en nicleos gaussianos d-dimensionales. La
seccion describe un método parametrico para el modelado de densidades de proba-
bilidad generado por la suma finita de M-componentes en forma de densidades. Igual
que antes, para propositos de esta tesis nos centraremos en densidades componentes
gaussianas d-dimensionales. Dicha técnica se denomina mezclas finitas de gaussianas.
En la seccién B3] se estudian las medidas de similaridad entre dos mezclas de gaussia-
nas d-dimensionales. Cabe rescatar que en esta seccién se estudia la transformacion
unscented de la distancia de Hellinger para medir la similaridad entre mezclas gaus-
sianas d-dimensionales , la cual juega un importante papel en la medicién del error

para estimaciones de flujos de datos. Se finaliza este capitulo en la seccién 3.4] con la
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presentacién de un método de agrupamiento (clustering) jerdrquico para componentes
en Mezclas Gaussianas.

En el capitulo cuatro se adaptan los métodos vistos en el capitulo tres para el estudio
de flujos de datos. Debido a que en la mayoria de aplicaciones del mundo real donde
surgen estos flujos de datos, no hay un conocimiento a priori sobre sus caracteristicas
y mucho menos sobre la funcién de densidad de probabilidad (pdf) asociadas a ellos,
podriamos considerar herramientas de la estadistica matematica para estimar la pdf
correspondiente. La combinacién de los estimadores de densidad nicleo con los mode-
los de mezclas gaussianas es una buena estrategia para hacer frente al problema del
modelado de flujos de datos. El capitulo inicia con la seccién [l donde se describe
un método hibrido entre los presentados en la secciones B.1] y En la seccién se
presentan las caracteristicas y los requisitos de los datos y modelos a trabajar en el
resto de la tesis. En la seccién se estudia la adecuacién de las mezclas adaptativas
vistas en la seccién ] para el caso de datos en linea. Este paso es posible gracias a la
version en linea del algoritmo (EM) denominado (oEM). Al final de esta seccién se pro-
pone un ajuste al método de mezclas adaptativas para el caso de datos en linea usando
agrupaciones con grafos. En el capitulo cinco se presenta un estudio experimental para
validar el ajuste a los métodos anteriormente presentados en el capitulo cuatro, usando
datos simulados de dimension dos y tres. Se finaliza esta tesis en el capitulo seis donde

se exponen las conclusiones de los experimentos, asi como los trabajos futuros.



CAPITULO 2

CONCEPTOS PRELIMINARES

2.1. Conceptos Basicos de Teoria de Grafos

En términos generales, un grafo consiste en un conjunto de puntos, que llamaremos
vértices, y lineas que unen los vértices, que denominaremos aristas. En la Figura 2.1]

se observa un ejemplo de un grafo con 6 vértices y 7 aristas.

Definicién 2.1. Un grafo esta formado por un par de conjuntos finitos, y se denota

por G = (V, A), donde V' es el conjunto de vértices y A es el conjunto de aristas.

Cada arista de a € A conecta dos vértices de V', que llamaremos extremos de la
arista, y escribiremos a = {z,y} para indicar que a conecta o une los vértices x e

y. Diremos entonces que x e y son adyacentes por a. Para el ejemplo mostrado en la



CAPITULO 2. CONCEPTOS PRELIMINARES

©

Figura 2.1: Ejemplo de un grafo con 6 vértices y 7 aristas.

Figura 2.1] se tiene:

V=4{1,2,3,4,5,6}

A= {{1,2},{1,3},{1,4},{3,5},{3,6}, {4,5}, {4,6}}

(2.1)

En un grafo podemos encontrarlazos (aristas cuyos extremos coinciden), aristas

miltiples (méds de una arista conectando los mismos vértices) y vértices aislados (no

estdn conectados a ningun otro vértice). Pero también podemos hablar de grafos dirigi-

dos, donde cada arista tiene una direccién de recorrido; modelos para una distribucién

de agua por la red de tuberias de la ciudad, la red vial con calles de sentido tinico, etc.,

son ejemplos de grafos dirigidos.
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Definicién 2.2. Un digrafo o grafo dirigido esta formado por un par de conjuntos
finitos, y se denota por D = (V,A), donde V' es el conjunto de vértices y A es el

conjunto de arcos o aristas dirigidas entre los vértices.

Cada arco a € A conecta dos vértices de V', que llamaremos respectivamente ez-
tremo inicial y extremo final del arco, y escribiremos a = (z,y) para indicar que a
conecta o une el vértice x con el vértice y. Diremos también que x es adyacente a y
y que a incide en y. Los grafos se representan con puntos y lineas que los unen, los

digrafos se representan con puntos y flechas entre ellos.

Figura 2.2: Ejemplo de un grafo dirigido con 6 vértices, 6 aristas dirigidas (arcos) y

un lazo.

Un digrafo con dos arcos de sentidos contrarios puede considerarse como un grafo
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(no dirigido). En la Figura se observa el ejemplo de un digrafo con 6 vértices, 6
aristas dirigidas (arcos) y un lazo. Para este caso se tiene el siguiente conjunto de

vértices y conjunto de arcos:

V ={1,2,3,4,5,6}

A={(1,5),(2,1),(2,6),(3,4),(4,3),(5,5), (6,2)} (2.2)

Definicién 2.3. Un subgrafo o subdigrafo de un grafo (digrafo), es un grafo (di-

grafo) formado con vértices y aristas (arcos) del inicial.

Es decir, se obtienen eliminando aristas y/o vértices del inicial (si se elimina un

vértice, también deben eliminarse todas las aristas incidentes en él).

2.1.1. Matriz de Adyacencia de un Grafo

Un grafo o un digrafo D = (V, A) puede también describirse mediante una tabla o

matriz que indique las conexiones:

Definicién 2.4. Si D tiene d vértices, se llama Matriz de Adyacencia de D a la
matriz cuadrada de orden d, expresada por Mag, = (mij)axa donde m;j =1 si el arco

(vi,vj) € A y my; =0 en otro caso.

La matriz de adyacencia para la Figura estd dada por:
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Si G es no dirigido, su matriz de adyacencia es simétrica (si la arista {v;,v;}
estda en A, también estd {vj,v;}). En esta tesis se trabajan matrices de adyacencia
simétricas con valores en la diagonal cero (los digrafos no tienen lazos). En un digrafo,
el nimero de unos de cada fila de la matriz de adyacencia corresponde a el niimero de
arcos salientes desde ese vértice y el nimero de unos de cada columna indica el niimero

de arcos que llegan a ese vértice.

2.2. Descomposicion Espectral de una Matriz.

Sea ¥ una matriz simétrica definida positiva de orden d. Por algebra matricial
se sabe que para esta clase de matrices los valores propios son ntimeros reales y los

vectores propios son ortogonales. Luego la matriz 3 puede descomponerse como:

> = UDU”, (2.3)

donde D es una matriz diagonal formada por los valores propios de 3 y U es una

matriz ortogonal cuyas columnas son los vectores propios unitarios asociados con los
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elementos de la diagonal de la matriz D. Esta propiedad se conoce con el nombre de la
descomposicion espectral. Llamando Ay, ..., A\; a los valores propios de la matriz 2
y Ui, ..., Uy a sus respectivos vectores propios, la descomposicién dada en (2.3]) puede

escribirse:

d
> = Z )\iuiuiT, (24)
=1

que descompone la matriz 3 como la suma de d matrices de rango uno, u;u’?

;, con
coeficientes \;.
La importancia de esta descomposicién es que si algunos valores propios son muy

pequenos, podemos reconstruir aproximadamente ¥ utilizando los restantes valores y

vectores propios. Observemos también que la descomposicién espectral de X1 es

d
-1 _ 1T
X = E A wu;
i=1

ya que X! tiene los mismos vectores propios de 3 y valores propios A; '

2.3. La Densidad Gaussiana Multivariada

Una densidad gaussiana d-dimensional para una variable aleatoria vectorial x, viene

dada por:
1 1 _
d(x, 1, X) = mexp{—ﬁ(x—ﬂ)ipz 1(X—N)}, (2.5)

donde p = (p1, ..., pq)", X es una matriz simétrica definida positiva de dimensién

(d x d) denominada la matriz de covarianzas y || denota el determinante de X.
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La Figura[2.3 muestra la densidad gaussiana estandar bivariada, la cual tiene vector

de medias pu = 0547 y matriz de covarianzas oo

Figura 2.3: Densidad gaussiana estandar bivariada.

2.3.1. Geometria de la Densidad Gaussiana Multivariada.

El exponente (x — p)" X! (x — u) de la funcién de densidad gaussiana multivariada
dado en la expresién (2.5]), corresponde a la ecuacién de un elipsoide en el espacio
d-dimensional cuando este es igual a una constante C ; este elipsoide se obtiene al

cortar con un hiperplano, paralelo al definido por las d-variables que forman la variable
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vectorial x, la densidad gaussiana d-dimensional. Luego la ecuacion:
(x—p)'S (x—p)=C (2.6)

define las curvas de nivel y éstas a su vez una medida de la distancia de un punto x
al centro de la densidad. Para el caso d = 2, los planos cortan la densidad gaussiana
formando elipses. La Figura [2.4] muestra una densidad gaussiana bivariada con u =
(3,4)T y ¥11 = Bgp = 1,215 = ¥y = 0.5. También se observan las elipses que forman

las curvas de nivel de la densidad gaussiana multivariada.

(AXY

TR
S

=

i
iy
i
s

Figura 2.4: Densidad gaussiana bivariada con p = (3,4)7 y 3 = Y9y = 1,

Y19 = Y91 = 0.5 y sus respectivas curvas de nivel.

La ecuacién (2.6]) determina una medida que se denomina distancia de Mahalanobis

y la representamos por:

Dy (xi, 115 8) = (xi — p0) 274 (i — ), (2.7)

donde x; = (z41,...,7q)" representa un individuo particular, seleccionado aleatoria-

mente de una poblacién con centro en p = (g, ..., iq)! y matriz de covarianzas X.
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Proposicién 2.1. Sea x ~ ¢(u, ), la distancia de Mahalanobis

DY (%, 8) = (z— p)" 7z — p)
se distribuye como una x> con d grados de libertad
Diy ~ Xa
Demostracion. Realizando la transformacion lineal o estandarizacion del vector x asi:

z=X"Y2(x—p), (2.8)

se tiene que z se distribuye como una gaussiana d-dimensional con vector de medias
cero y matriz de varianzas y covarianzas I, donde 72 = (371)¥/2 Luego si tomamos

-1 = 3-1/25%-1/2 ge obtiene que

2 _ T, _ 2
DM—ZZ—E z;,

donde cada z; ~ ¢(0,1) y z;,z; son independientes Vi # j. Puesto que z? ~ x5y

S z7 ~ x3, se tiene: D3, ~ 2 |

La Figura2.5lmuestra la relacion entre la Distancia de Mahalanobis y la distribucién

x5 para d = 2,3,4,5. (Tomado de la ayuda del comando mahalanobis del programa R.)

Llamaremos elipsoide de prediccion con (1 — a)) x 100 % de confianza, al elipsoide

que cumple la relacion:

(x—p)"S  (x—p) =xly (2.9)

En Johnson y Wichern [30], se muestra cémo la geometria de la distribucién gaus-

siana d-dimensional puede ser estudiada teniendo en cuenta la orientacion y la forma
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Q-Q plot Mahalanobis D® vs. Cuantiles x;
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Figura 2.5: Q-Q Plot Distancia de Mahalanobis D3, Vs cuantiles x2.

del elipsoide de prediccion, la cual esta determinada por la matriz de covarianzas 3.

La descomposicién espectral de X dada en la Seccién 2.2, permite hallar los valores

y vectores propios de la matriz X, los cuales especifican la orientacion y la longitud

de los semiejes del elipsoide dado por la ecuacién (2.9). En la Figura se observa

la relacion de la elipse de confianza del (1 — «) x 100 %, para una densidad gaussiana

bivariada, de vector de medias 1 = (1, po) y matriz de covarianzas X , con los valores

y vectores propios de la descomposicion espectral de la matriz de covarianzas 3 .

Los elipsoides tienen las longitudes de los semiejes determinada por los valores
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M2

T

Figura 2.6: Relacion de la elipse de confianza de una densidad gaussiana bivariada, de
vector de medias u = (1, p2) y matriz de covarianzas X, con los valores y vectores

propios de la descomposicién espectral de la matriz de covarianzas X.

propios A\; > Ay > ... > A4 en las direcciones de los vectores propios uj, us,...,uy. En
la Figura para la gaussiana bivariada, el semieje mayor de la elipse con longitud
proporcional a v/\; en la direccién del primer vector propio u;; el semieje més corto
es proporcional a v/, es perpendicular al primero, en la direccién del vector propio
uy. Las longitudes correspondientes a los semiejes se obtienen mediante la siguiente

expresion:

li=\/AiXsy con j=1,2,....d. (2.10)



CAPITULO 3

ESTIMACION, DISTANCIAS Y
AGRUPACIONES EN DENSIDADES

MULTIVARIADAS.

3.1. Estimacion de Densidades con Nucleos

Gaussianos

Las aproximaciones a funciones de densidad conocidas (- chi cuadrado, Beta, dis-
tribucién ¢, gaussiana, etc.) presentan problemas en la préctica tales como el ajuste

y el nimero de modas (distribuciones multimodales). Como hemos mencionado antes,

16
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las estimaciones no-parametricas no hacen ningin supuesto sobre la forma de la dis-
tribucion de la densidad y solo se basan en los datos muestrales. Un estimador clasico
no-parametrico de la funcién de densidad es el histograma normalizado . En general,
la estimacion con histogramas realiza una particién del espacio muestral en un niimero
de celdas de igual tamano (bins). Luego la estimacién de la funcién de densidad con

histogramas estara dada por:

f(x) = (3.1)

A 1 (# de puntos en el bin conteniendo a x)
n

volumen del bin

Los histogramas como estimadores no-parametricos de una funciéon de densidad
presentan varios problemas, entre ellos que la funcién resultante no es una funcion
suave 1 ya que genera una funcién escalonada y ademas depende de los anchos,
asi como de los puntos terminales de cada bin.

Una forma de resolver estos problemas es considerar estimaciones de densidad tipo
nucleo. Estas estimaciones usan funciones continuas centradas en cada dato, para
construir de forma dindmica las componentes (que llamaremos nicleos), que al
promediarse dan forma a la densidad objetivo. En la Figura Bl se realiza la estimacion
de la densidad nicleo bivariada para datos simulados con g = (0,0), 311 =X =1y
212 = 221 = 060

En Silverman [32] se pueden consultar en forma detallada los diversos tipos de nicleos

existentes. A continuacién, discutiremos los estimadores tipo nicleo para el caso de

!Debe estar normalizado para integrar a uno. Para mds informacién ver en Minarro [20].

2El principal objetivo en las estimaciones de densidades no-pardmetricas es suavizar un conjunto
de datos creando una funcién que intente capturar los patrones importantes de dichos datos. Para

més informacién ver Klemela [T4].
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Figura 3.1: Estimaciéon de la densidad bivariada con nicleos gaussianos, para datos
simulados de una distribucién gaussiana bivariada con p = (0,0), 313 = X9y = 1y

nicleos gaussianos.

3.1.1.

Nucleos Gaussianos Univariados

Definicion 3.1. Dada una muestra de n observaciones X,

para un estimador de densidad nicleo estd dada por:

X, € R, la formula
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fosh) == ;K (%) (3.2

donde:

x = Punto en el cual se trata de estimar la densidad.
X,; = Valor de la variable en el casot=1,...,n.
K(-) = Funcidn nicleo.

h = Numero positivo denominado ancho de banda o pardmetro de suavizado.

Una férmula ligeramente mas compacta para el estimador de densidad niicleo puede
obtenerse mediante la introduccién de la notacién de reescalado Kj,(u) = h= K (u/h),

lo que nos permite reescribir la ecuacién ([3.2) como

foxsh) = =37 Kalx = X0, (3.3)

En la Figura[3.2] se muestra una funcién de densidad nicleo construida usando cinco
obervaciones X; = 3, Xy = 4.5, X3 =5, Xy =8, X5 =9 con nicleos ¢(0,1). En la
practica se usan muchas mas observaciones para construir la estimacién de la densidad.
Note que la estimacion es construida por el promedio de los nticleos centrados en cada

observacion.

Las funciones de densidad ntucleo univariadas mas comunes son: Epanechnikov,
Gaussiana, Triangular, Rectangular, Biweight, Triweight y Arco coseno. En particular,

los nucleos gaussianos para el caso univariado se notan K, = ¢, y tienen la forma:
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Estimacion de densidad con nacleos gaussianos

0.10
|

0.05
|

0.00
|

Figura 3.2: Estimacién de densidad con ntcleos gaussianos N (0, 1) para las observa-

ciones X1 =3, Xy =45, X3=5, X4, =8, X5=09.

b0l — 1) = ﬂ;_a exp{—(x — 1)*/(20)}. (3.4)

En este caso, la desviacién estandar o desempena el papel de ancho de banda.
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3.1.2. Nudcleos Gaussianos Multivariados

Definicién 3.2. Para muestras aleatorias d-dimensionales X1, Xo,..., X, € R? de

una densidad f(x), el estimador de densidad nicleo estd dado por:
. 1 &
fxi H) =~ Z_; Ky (x — X;) (3.5)
donde x = (z1,79,...,29)" y Xi = (Xi1, Xio, ..., Xsa)T coni=1,2,...,n.

Aqui Ky (x) es la funcién nicleo, la cual corresponde a una densidad de probabi-
lidad simétrica y H la matriz ancho de banda (o suavizador), con dimensiones d x d,
simétrica y definida positiva. Igual que el caso univariado se tiene la notacion de esca-
lado

Ky(x) = |H|7V2K(HY?x) (3.6)

En la Figura [3.3] se realiza la estimacion de la densidad nicleo bivariada para 272
registros con dos mediciones del tiempo de duracién de una erupcién (minutos) y el
tiempo de espera hasta la préxima erupcién (minutos) del Geyser Old Faithful en el
Parque Nacional de Yellowstone, EE.UU H Se presentan el grafico de dispersién y el

diagrama de contornos de los datos.

Los ntucleos multivariados Ky mas comunes son: Gaussiano y Bartlett-
Epanechnikov. Los diversos niicleos multivariados se pueden consultar en [22]. En
particular los siguientes nicleos gaussianos multivariados con g = 0144 son de uso

comun:

o) = (2m)Pexp { ~5xTx )y 0l = (2m) 5] exp { - e x|
(3.7)

3Este conjunto de datos esta en las bases de datos del programa R



CAPITULO 3. DENSIDADES MULTIVARIADAS 22

90
1

80

waiting
70
1
waiting
70

eruptions eruptions

Figura 3.3: Grafico de dispersion y el diagrama de contornos en la estimacién de la
densidad ntucleo bivariado para 272 registros del Geyser Old Faithful en el Parque

Nacional de Yellowstone, EE.UU. (fuente: dataset faithful programa R)

Igual que el caso univariado, lo crucial aqui es la estimaciéon de la matriz ancho de

banda, que se representa por

hir hiz ... hig
I— h21 h22 .« hgp ’ (38)
donde h;; = hj; con ¢,j5 = 1,...,d. Luego existen %d(d + 1) pardmetros a estimar.

Wand y Jones (1993) proponen tres categorias para el estudio de la matriz H. A

continuacion se presentan estas categorias.
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Clasificacion y Transformaciones de la Matriz del Ancho de Banda

La eleccion de la matriz de ancho de banda H afecta la precision de la estimacion,
ya que controla la orientacion de los nicleos usados. Esta es una diferencia bésica
entre la estimacion de densidad nticleo multivariada con su analoga univariada, ya que
la orientacién no esta definida para los nicleos con d = 1. Luego es natural pensar en
parametrizar la eleccion de H. Las tres clases principales de parametrizaciones para H

(en orden creciente de complejidad) son:

1. La clase S a la que pertenecen las matrices de la forma H = h%I con h > 0. Esta
clase tiene el mismo valor de suavizado h que se aplica en todas las direcciones
de coordenadas, lo cual puede llegar a ser una desventaja en la estimaciéon de la

funcién objetivo.

2. Laclase D ala que pertenecen matrices de la forma H = diag(h?, h, ..., h3). Esta

clase permite distintas cantidades de suavizado h; en cada una de las coordenadas.

3. La clase F a la que pertenecen matrices sin restricciones, simétricas y definidas

positivas. Esta clase permite valores y orientaciones arbitrarias de H.

Historicamente, las clasés S y D son las méas estudiadas debido a razones de calculo,
pero las investigaciones de los tltimos anos indican que hay importantes ganancias en
la precisién utilizando la clase F. Wand y Jones [22], indican que la forma maés sencilla

de obtener una matriz de ancho de banda con orientacion arbitraria es con:
H = h?S (3.9)

donde S es la matriz de covarianza muestral y h constante.

Estrechamente relacionado con la parametrizacién de ancho de banda, estd la trans-
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formacién previa de los datos. En lugar de centrar nuestra atenciéon en la seleccion
de ancho de banda en los datos originales X1, ..., X,,, podemos utilizar datos trans-
formados X7,...,X;. Los datos transformados X estdn mas alineados con los ejes
coordenados, lo que nos puede llevar a pensar que las parametrizaciones restringidas
(matrices diagonales) pueden ser las més adecuadas. La transformaciéon de datos se

puede hacer de dos formas:

1. Transformaciones esféricas:

X =S5"12Xx;, (3.10)

donde S' es la matriz de covarianza muestral. Luego la matriz de ancho de banda
con los datos transformados de esta manera la denotamos por H*. La relacion

entre H y H* esta dada por:
H=S"?H*S"?.
La parametrizacion de H* puede pensarse asi:

Si H* = h*I entonces H = (h*)%S.

Si H* = diag((h*)3, ..., (h*)%) entonces H es una matriz no-diagonal. Los
elementos de H fuera de la diagonal tienen que ser construidos con la va-

rianza muestral.
2. Transformaciones por escalado:
X =5,"X,, (3.11)

donde Sp = diag(s?,...,s2) y si,...,s5 son las varianzas muestrales marginales.

De forma andloga, la matriz de ancho de banda con los datos transformados de
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esta manera la denotamos por H*. La relacién entre H y H* esta dada por:
H=5/"H*S)/".
La parametrizacion de H* puede pensarse asi:

Si H* = h*I entonces H = (h*)*Sp.

Si H* = diag((h*)3,...,(h*)%) entonces H* = diag(sihi?, ..., s3h}?). Cla-
ramente H sigue siendo una matriz diagonal, por lo que no se ve ninguna

ventaja sobre la matriz H sin pre-escalado.

Luego, debido a las limitaciones de combinar parametrizaciones de H con matrices
diagonales y transformaciones de datos X*, el desarrollo de esta tesis se centra en

selecciones de matrices de ancho de banda tipo F (sin restricciones).

3.2. Estimacion con una Mezcla de Distribuciones

Gaussianas Multivaridas.

Una mezcla finita de distribuciones para una variable aleatoria x se define como la

suma ponderada de componentes con densidades multivariadas:

f(X7 «, 9) = Z aifi(X§ Qz) (3.12)

donde el peso a; > 0, Ef\il a; = 1y el componente f; es una densidad con vector

de pardmetros d-dimensional 6; = (u;,Y;). Ademads se tiene que:
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aq 241 X1
Qprx1 = : MM xd = : YMdxd =
Qg Har XM
En nuestro trabajo de tesis, f; es una distribucién gaussiana d-dimensional dada

por:

fi(x:0;) = (x5 i, ) = (27T>7%|Ez"7%6(_%()(_%)%;1()(_%))~ (3.13)

Una mezcla con distribuciones gaussianas de variable aleatoria unidimensional x

vendra dada por:
fi(x30;) = anop(x; pu, 01) + - 4+ e d(X; piar, our), (3.14)

donde ¢(x; p;,0;) denota una distribucién gaussiana con media p; y desviacién
estandar o;, parat = 1, ..., M. En una mezcla univariada se deben estimar 3M parame-
tros ( M-medias, M-varianzas y M-pesos). Como la suma de los pesos es 1, el nimero

de parametros a estimar se reduce a 3M — 1.

El paquete ks del lenguaje de programacion R permite simular una mezcla de
distribuciones gaussianas. En la Figura 3.4l se presenta una mezcla de 4 distribuciones
gaussianas unidimensionales simuladas con medias ubicadas en —2, 0, 2, 4, desviaciones

estandar dadas por 0.5,1.0,1.5,2.0 y pesos 0.3,0.25,0.1,0.35 respectivamente.

Para problemas de mayor dimensién (d > 1), asumimos en la mezcla la variable
aleatoria vectorial x = (z1,...,z4) con las densidades componentes distribuidas como
gaussianas d-dimensionales ¢(x; p;, 3;), cuyo vector de medias es p; y matrices de

varianzas y covarianzas 3J;, para¢ = 1,..., M. En este tipo de mezcla se deben estimar
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Mezcla Gaussiana Univariada de 4-Componentes

Figura 3.4: Mezcla de cuatro distribuciones gaussianas unidimensionales con me-
dias ubicadas en —2,0, 2,4, desviaciones estandar dadas por 0.5,1.0,1.5,2.0 y pesos

0.3,0.25,0.1, 0.35 respectivamente

M — 1 valores para los pesos, (d x M) valores para los vectores medias y dx(;ﬂ X M
valores para los componentes de las matrices de covarianzas.

En la Figura se muestra la gréfica generada con datos simulados de una mezcla
de seis distribuciones gaussianas bivariadas con matrices de covarianzas iguales a la
matriz identidad I, medias en (—4,0),(—2.5,2.5),(—1,—1),(1,1), (2.5, -2.5),(4,0) y

pesos 0.1,0.18,0.2,0.23, 0.16, 0.13 respectivamente.

Las mezclas han demostrado ser muy ttiles en el modelado de densidades mas
complejas. Al usar un nimero pequeno de componentes gaussianas, se pueden modelar
distribuciones que estan lejos de ser gaussianas. Los métodos estandar para ajustar

mezclas implican la seleccion de un nimero de componentes M y utilizan el algoritmo



CAPITULO 3. DENSIDADES MULTIVARIADAS 28

Figura 3.5: Mezcla de seis distribuciones gaussianas bivariadas con matrices de co-
varianzas I, medias en (—4,0),(—2.5,2.5),(—1,—-1),(1,1),(2.5,—2.5),(4,0) y pesos
0.1,0.18,0.2,0.23,0.16, 0.13 respectivamente.

esperanza - maximizaciéon (EM) para estimar los pardmetros.

3.2.1. Estimacién de Parametros en una Mezcla de
Distribuciones Gaussianas.
Para observaciones que provienen de una mezcla de distribuciones gaussianas, es

posible estimar conjuntamente los parametros de las distribuciones que forman la mez-

cla y las probabilidades a posteriori de cada dato que pertenezca a cada una de las
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componentes de la mezcla. Para ello se presentan los siguientes conceptos basicos en el

proceso de estimacién.

Ecuaciones de Maxima Verosimilitud para una Mezcla Gaussiana

Pena [27] describe en forma clara y resumida las ecuaciones de méaxima verosimilitud
para la mezcla d-dimensional de distribuciones gaussianas. Supongamos que se tienen

n datos observados que provienen de una mezcla de distribuciones gaussianas

M
Foa,m,E) = aid(x; i, ), (3.15)
=1

luego la funcién de verosimilitud estara dada por

l(a’ M 2|X) = H f(Xk; Q, W, E) = H <Z O‘igb(xk; His 22)) : (316)

k=1 k=1 \i=1
Los estimadores de maxima verosimilitud para los parametros «;, p;, 2;, son los
valores &, fi;, 2; que maximizan la densidad de aparicién de los valores observados y

los cuales obtenemos al calcular el valor méaximo de la funcién [(a, p, 2|X).

En la préctica suele ser mas cémodo obtener el maximo del logaritmo de la funcion

de verosimilitud:

(3.17)

I [l(o, 1, Bpx)] =D I [f(xp50, 1, £)] = D In [Z P (Xs iy )

Si sustituimos (BI3) en ([B.I7) se obtiene:
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1 1
il 0] = 3 Zaz% rm2exp{(—§<xk—u»Tz;l(xk—ui))}]-

(3.18)

Moyano [21] muestra de forma detallada dicho proceso de maximizacién, el cual
consiste en igualar a cero las derivadas de la ecuacién ([BI8]) respecto a los pardmetros
a, i, 2. En este proceso surge la denominada probabilidad a posteriori, que es la pro-
babilidad de que la k-ésima observacion haya sido generada por la i-ésima poblacién,

conk=1,...,nparat=1,..., M. Esta probabilidad esta dada por:

A(x: .
Thi = Q{0 o, %) (3.19)

Zf\il Oéz¢<X; i Zi)

Luego los estimadores de méxima verosimilitud de los pardmetros en una mezcla

gaussiana d-dimensional estan dados por:

1 n
n
k=1

n

1
fi = = Thi(Xk) (3.21)
> ket Thi Z

1 ~ A
Z—n o Z Tri(Tr — i) (21 — ,Ui)T (3.22)
k=1 "Rt p_q

Para resolver las ecuaciones (3.20), (3:2I) y (3.22) y asi obtener los estimadores, se

ii:

necesitan las probabilidades 7; dadas en (B.19), y éstas a su vez necesitan los pardme-

tros del modelo. Entonces, tenemos el problema de estimar parametros los cuales nece-
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sitamos conocer previamente para estimarlos. Una solucién a ese problema se presenta

a continuacion en el Algoritmo EM.

Generalidades del Algoritmo (EM)

El algoritmo (EM) fue descrito por Dempster, Laird y Rubin [I]. Es un método
de optimizacion iterativo, compuesto de dos pasos alternados que involucran el calculo
de una esperanza y una maximizacién. Este método es usado para estimar parametros
desconocidos en la funciéon de maxima verosimilitud de un conjunto de datos muestrales
(estimacién que puede ser un problema intratable analiticamente) y se ha convertido
en una herramienta ampliamente utilizada por investigadores en las diferentes areas,
ya que permite estimar datos faltantes o ausentes en diversos problemas multivariados
donde los algoritmos basados en los métodos iterativos de Newton pueden resultar mas

complicados.

El algoritmo (EM) simplifica la estimacién de los pardmetros en un modelo estadisti-
co al caracterizar el conjunto de datos Y, en datos observados X y datos ausentes Z.
Luego si asumimos una muestra aleatoria particionada Y = (X, Z), para la cual se esta-
blece una funcién de distribucién condicionada a los parametros 6, tenemos la siguiente

relacion bayesiana:

F(X,210) = f(ZX, 0) f(X]0),

entonces:
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_ (X, 7))

Por lo tanto, podemos decir que la funcion de verosimilitud para los datos observa-

dos X sera:

1010 = 5 750 (3.23)

donde /(0| X, Z) es la verosimilitud para toda la muestray {(0, Z|X) es la verosimilitud

de los datos faltantes dados los datos observados. Operando con el logaritmo natural

a ambos lados en la ecuacién ([3.23) se obtiene:

In [I(0]X)] = In[I(0]X, Z)] — In [1(0, Z|X)] , (3.24)

Si asumimos que los datos faltantes fueron introducidos para simplificar la estima-
cién de los parametros desconocidos, nuestro interés radica en maximizar la funcién
dada por In[l(0|X)] en ([B.24]). Por lo tanto necesitamos que en la diferencia dada en
B23), la funcién con la muestra completa In[l(0|X,Z)] sea méxima. En la practica,
la maximizacién de In[l(0|X,Z)] es mas facil de realizar que la maximizacién de los
datos observados In [/(0]X)]. Es ésta la razén por la cual el algoritmo (EM) usa la fun-
cién In [/(0]X, Z)] como funcién de verosimilitud en la busqueda del estimador maximo

verosimil de 6.

Asi la estructura funcional del algoritmo (EM) es:

= Partir de un estimador inicial ! y estipular un margen de error o tolerancia tol

para los valores de los pardmetros estimados.
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» Iniciar un contador con ¢t = 0.
» Hacer ¢t =1¢+ 1.

» Paso E:

Usar la estimacion actual de 6, es decir pt—1]

, para calcular la esperanza de
In [I(|X,Z)] con respecto a la distribucién de los valores ausentes Z, dados los
parametros plt-1l y los datos observados X. Esto nos dara una nueva verosimilitud

que denominaremos [*(6|X), es decir:

1*(0]X) = EZ|§[t*1] {ln [(01X,7Z)] }

n

= Em—u{Zln L@ 9>]}

k=1

= i E - {m [f (s 9)]} (3.25)

» Paso M:
Maximizar [*(6|X) con respecto al vector de variables 6. Llamaremos a este nuevo

vector de parametros 1. Es decir:

01 = miix [z*(apq] . (3.26)

= Se verifica que || — A1-1|| < tol:
Si la diferencia es suficientemente pequena, nuestro estimador maximo verosimil
de los parametros es Ot Si la diferencia no es suficientemente pequena, se retorna
al paso (t = t+1), incrementando asi este contador. Luego, seguimos con el paso

E y repetimos el proceso hasta lograr la convergencia.
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Dempster, Laird y Rubin [I] demuestran que el algoritmo converge y Pena [27] en
el apéndice 11.1 demuestra que los valores estimados para mezclas gaussianas con este

algoritmo son realmente estimadores maximo verosimiles para la muestra.

El algoritmo (EM) en la estimacién de pardametros de mezclas gaussianas

El algoritmo (EM) es una herramienta eficaz para estimar los parametros a;, p;, 3;

de una mezcla gaussiana d-dimensional, con ¢ = 1,..., M. Para esto introducimos un
conjunto de wvariables no observadas 7 = (z1,...,2,), donde cada z, = (21, ..., 2km)
con k=1,...,n. Estos vectores tienen como proposito indicar de cual componente de

la mezcla proviene cada observacion. Luego, cada individuo k tiene M posibilidades:

Pertenecer al grupo 1 =z, = (1,0,0,...,0)1xm

Pertenecer al grupo 2 =z, = (0,1,0,...,0)1xm

Pertenecer al grupo M = 7z, = (0,0,0,...,1)1xn

Por lo tanto los datos muestrales quedan definidos como: Y = (X,Z) donde X

representa los datos observados y Z la procedencia de estos (datos no observados).

Segun la definicién de distribucién condicionada, tenemos el valor para el k-ésimo

individuo en una mezcla gaussiana dado por:

fye) = fzr, z) = foe|2e) f(20), (3.27)
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Ahora realizamos un proceso similar al presentado en la seccién generalidades del
algoritmo (EM). Pena [27] describe la funcién de densidad de z; condicionada a z;

CcOomao:

i

'Ik|zk H xka /L’La i Zki P (328)

=1
En el vector z; sélo una componente z;; es distinta de cero y esta componente defi-
nird cudl es la funcién de densidad de procedencia de las observaciones. Andlogamente,

la funcién de probabilidades de la variable z; seré:

M

fz) = [ Jlawl™ (3.29)

i=1
Entonces, por (328) y ([3.29), se tiene que la funcién de densidad conjunta viene

dada por

M
flans z) = ] ] loud(ans s, Ba)]™ (3.30)
=1

Luego al aplicar el logaritmo natural se obtiene el siguiente resultado, descrito en

forma detallada por Moyano [21].

n M
(e, 1, 91X, 2)] = 3 W { T oo s, o)™
k=1 7

i1

- ZZZ’W Infoy] + ZZ% In[p(zr; pri, 34)]- (3.31)

k=1 i=1 k=1 i=1

La funcién hallada en (B.31]) es precisamente la implementada por el algoritmo
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(EM) para realizar sus operaciones internas. Entonces el algoritmo (EM) para mezclas

esta dado por:

» Partir de unos estimadores iniciales oz£ 3 u£ ! ZZ[«O] y determinar una to-

lerancia (tol).
Estos estimadores iniciales son establecidos usando algiin método de clasificacion
multivariada, o por informacién a priori de la muestra. La tolerancia (tol) se es-

tablece lo suficientemente pequena para garantizar la precisién de la estimacion.
= Iniciar un contador con ¢t = 0.
= Hacer t=1¢+1.

s Paso E: Hallamos la verosimilitud

(1, SIX) = Ez‘g[t,l]{ln[l(a, 0, 2|X, Z)]} - ZEZ@t,I]{ln[f(xk, 2 s 2)]}.

k=1
(3.32)
Desarrollando operaciones adecuadas, se obtiene que:
n M n M
o, BIY) =0 A0 e + Y A n[g(ans e, 3], (3.33)
k=1 i=1 k=1 =1

donde ?k[ﬁ es la probabilidad a posteriori de que la k-ésima observacion haya sido

generada por la i-ésima poblacién en la iteracién o tiempo t. Por la ecuacion

B19), ’T\,Ltj estd dada por:

Al _ al M (g s, )
i fo\il @z[til%(l"k; iy 25)

(3.34)
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= Paso M:

A S — max
(@, i, %) max){z 01Y)}

(a1,
n M
= méx {Z ZTk Infoy;] + Z ZT,£ ln O(zx; s, Ez)] } (3.35)
(o0, %) k=1 i=1 k=1 i=1
Realizando las derivadas adecuadas respecto a «;, p;, X; para i = 1,..., M (ver

Moyano [21]), y segun las ecuaciones ([B.20), B2I)) y (B:22), se tienen los si-

guientes estimadores de maxima verosimilitud evaluados en el tiempo ¢, para los

parametros de una mezcla gaussiana d-dimensional:

1 n

all ==y "7 (3.36)
n k=1

= g D (3.37)
k=1Tki k=1

2£ == t] Z (zr — i) (i, ﬂi)T (3.38)

k=1Tki k=1

En resumen, en el paso M hallamos:

t |t
aM7M17“'JMM7 E[17725\/][)7

1

&, o, 3 = (@[1ﬂ7 U

= Se evalia ||(&, i, 2) — (&, 4, )Y < tol.
Si la comparacién es cierta, nuestro estimador maximo verosimil de los pardame-

tros es (&, i, ﬁl)[t]. Si la diferencia no es suficientemente pequena, se retorna al
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paso (t =t + 1) y se incrementa este contador, seguimos con el paso E y repe-

timos el proceso hasta lograr la convergencia.

Martinez y Martinez [40] enumeran los siguientes inconvenientes para el buen fun-

cionamiento del algoritmo (EM) en mezclas gaussianas:

Puede converger a un 6ptimo local.

Puede no converger.

Requiere unos valores iniciales de los parametros en las densidades componentes

¢(X; i, Ei)‘

Necesita un estimado del nimero de componentes M.

Fraley y Raftery [4] muestran cémo resolver estos problemas con un enfoque que
modela los datos basados en conglomerados (clusters) y presentan un paquete en R
llamado MICLUST el cual permite analizar estos grupos para diversos modelos, com-
binando la agrupacién jerarquica (HC), el algoritmo (EM) para modelos de mezcla de
Gaussianas y el criterio de informacion bayesiana (BIC) para la seleccién del mejor mo-
delo. Ademas, debido a que la matriz de covarianzas 3J; proporciona las caracteristicas
geométricas mas importantes de las componentes ¢(x; p;, 3;), MCLUST establece
algunas parametrizaciones de la matriz de covarianza 32; basandose en agrupamientos

jerarquicos (HC) y el algoritmo (EM) en los datos.



CAPITULO 3. DENSIDADES MULTIVARIADAS 39

3.3. Medidas de Similaridad entre dos Mezclas de

Gaussianas Multivariadas.

Dadas dos mezclas Gaussianas, f1(x) y f2(x), el objetivo aqui es cuantificar la cer-
cania (similitud) de ¢;(x) a ¢o(x) o viceversa. En teoria de la probabilidad se estudian,
entre otras, la divergencia Kullback - Leibler (KL)y la distancia Hellinger para medir
la distancia entre dos distribuciones probabilisticas. Para el caso de mezclas gaussianas
no existe forma analitica explicita de calcular estas medidas de similaridad. La solucién
a este problema surge con Julier y Uhlmann [34], quienes describen the unscented trans-
form UT, que es un método para calcular las estadisticas de una variable aleatoria que
sufre una transformacién no lineal. Goldberger, Gordon y Greenspan [8] demostraron
que UT se puede utilizar para obtener una buena aproximacion de la divergencia-KL
entre dos mezclas de distribuciones gaussianas d-dimensionales. Kristan, Leonardis y
Skocaj [16] proponen una aproximacién a la distancia Hellinger multivariada sobre las

mezclas de gaussianas usando UT. Estos conceptos se describen a continuacion.

3.3.1. The Unscented Transform UT

The unscented transform UT [34] es un método para calcular el vector de medias y
la matriz de covarianzas de una variable aleatoria que se somete a una transformacion
no lineal. Considérese una variable aleatoria x (d-dimensional) y la funcién no lineal,
y = g(x), con y € RY y &' < d. Asumamos que x tiene vector de medias ji, y matriz
de covarianza X,. Para el calculo de las estadisticas de y, se forma un vector X de

(2d + 1) filas correspondientes a los sigmas vectores o sigma puntos X; y un vector con
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las ponderaciones correspondientes W;, de la siguiente manera:

Ha 1=0
=9 %+ [(Vi+r) (VE),] i=1,....d

\xo_[(m)(@)i_d} i=(d+1),...,2d

" .
- 1=0
d+k

W, =

Q(d%‘rli) /l:].,’d’72d

donde k € R es un parametro de escala que designa la direcciéon de escalado de
los sigma puntos &; y (\/Ex)i es la i-ésima columna de la raiz cuadrada de la matriz
3,. Por la ecuacién ([24), ¥, = UDU” es la descomposicién de valores singulares

(espectral) con vectores propios u = {uy, ..., uy} y matriz diagonal con valores propios
D = diag {\, ... \q}, entonces (‘/El‘)i =\,

Luego, las estimaciones del vector de medias y la matriz de covarianza de y pueden
ser aproximadas utilizando, respectivamente, el vector de medias muestral ponderado

y la matriz de covarianzas ponderada en funcién de los sigma puntos:

oy = Blg(x)] =5 = >_ g(X)W, (3.39)
By = {o(%) -y} {g(X) -y} Wi (3.40)

Si x se distribuye en forma Gaussiana d-dimensional, entonces x = max(0,3 — d).
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3.3.2. Divergencia Kullback — Leibler KL

Definicién 3.3. Sea (X, u) un espacio con una medida finita, no negativa y no singu-
lar. Para dos distribuciones f1(x) y fo(X) de variable aleatoria continua, la divergencia

de KL se define como:

f1(x)
f2(x)

dp (3.41)

Dicn(f1(), fo(x)) = /X fi(2)In

Cuando la medida p es la medida de Lebesgue sobre el eje real, resulta:

Dicr(F1(), folx)) = / " A0 I [fi(x)] dx — / T A@h|fld (3.42)

La divergencia KL tiene las siguientes propiedades.

L Dir(f1(x), fa(x)) = 0.

2. Dii(fi(x), f2(x)) = 0 & fi(x) = fo(x).

|

4. Dgr(fi1(x), f2(x)) no es simétrica para f1(x) y f2(x), luego no es una “distancia”

J1(x)
J2(x)

3. Dicn(fi(x). o)) = Ey [In

en el sentido matematico de la palabra.

3.3.3. Divergencia — KL entre dos Gaussianas Multivaridas.

Proposicién 3.1. Dadas dos distribuciones gaussianas d-dimensionales ¢(X; iy, 1)

y O(X; o, Xa), la divergencia KL se expresa por:
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Drcr(fs, (X5 111), ds, (X p12))

1 3
=5 |In % +traza (B5750) + (i — po)’ Byt (1 — o) — d| (3.43)
1
Demostracion. Ver Davis y Dhillon [12]. [

3.3.4. Aproximacion de la divergencia KL usando UT

Goldberger, Gordon y Greenspan [9] utilizan UT para aproximar de la divergen-
cia KL entre dos mezclas de distribuciones gaussianas d-dimensionales. El proceso se
describe a continuacién. Sean fi(x) y f2(x) dos mezclas de distribuciones gaussianas

d-dimensionales, con componentes gaussianas fi; y fo; tal que:

A =Y aifi vy LX) =) Bify (3.44)
i=1 j=1
Puesto que
Dia(fix).£2) = [ filnlflax~ [ il lax, (3.45)

se muestra cémo hacer la aproximacién para [ fiIn|fz| usando UT. La linealidad

de la construccién de fi(x) para sus componentes produce:

[ fmislax =3 [ funlf =Y a By talh) @40

I
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Ahora, como Ey (x) = pu; y Ey, (In fo(x)) es la media de la variable aleatoria
In f2(x), que no es una funcién lineal de x, entonces esta media puede ser aproximada

usando UT asi:

1=

n 2d
/ fin(fdx = S ar S In (X)) Wy
1 j=0

,,,,,

0 i=0
W, =
5 i=1,....d,...,2d

Estas ecuaciones son similares a las vistas en la seccion B.3.I pero en este caso
Goldberger, Gordon y Greenspan [8] asumen x = 0. Luego se tiene la siguiente aproxi-

macion:

/ FuIn(fo)dx ~ 2171 DYl (3.47)

De forma similar realizamos la aproximacion para [ fi In(f1) usando UT, obtenien-

do asi:
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JEL AR S N IAED) (3.48)

Reemplazamos los resultados dados en (347) y (348) en (3.45). Luego escribimos

la aproximacion a la divergencia KL usando UT como:

Dice(i0), o) ~ 55> s - (&) ~ IS} (3.49)

El algoritmo KL-UT resume estas ideas.

Algoritmo 3.1 Algoritmo KL-UT
Entrada: fi(z)y fa(x).

.....

&j:uﬁ[(\/a) (\/E_JC)Z,] j=1....d
Xy = i — [(ﬂ) (\/z_x)i} j=(d+1),...,2d

2: Calcular:
1 n 2d
Dir(fi(x), fa(x)) = o5 ;0@; |In [ f1(Xi5)] — In [f2(iy)]|
Salida: La aproximacion de la divergencia KL usando UT:

Dir(f1(%), f2(x))

3.3.5. Distancia Hellinger

Definicién 3.4. La Integral Hellinger es una integral del tipo Riemann para un

conjunto de funciones { f,}. Sea (X, 1) es un espacio con una medida finita, no negativa
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y no singular. Si f(E), E C X, es una funcion totalmente aditiva con f(E) =0 para

wE)=0,ysid= {En}nN:1 es una particion de X, entonces

L fA(E,)
;ME

y la integral de Hellinger de f(FE) con respecto a X se define como:

2
/ fPdE) sup S
x du 5

siempre y cuando este supremo sea finito.

Ahora, cuando ¢ : X — R es una funcién aditiva de tal manera que f(E) es
la integral de Lebesgue || 5 @ du, entonces la integral Hellinger se puede expresar en

términos de la integral de Lebesgue:

[ o

Definicién 3.5. Sean fi(x) y fo(x) dos distribuciones de probabilidad. El cuadrado de

la distancia Hellinger se puede expresar como una norma de cdlculo integral asi:

D ettinger (J1(X), fo(x /(\/f1 \/fZ(X))2d5L'- (3.50)

La distancia Hellinger se utiliza para cuantificar la similaridad entre dos distribu-

ciones de probabilidad y tiene las siguientes propiedades:

1. 0< D%Iellznger(fl(x)7f2(x)) <1
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2. D?

Hettinger (J1(X), [2(x)) =1 & fi1(x) A fo(x) son mutuamente singulares;

3. D%—Iellinger(fl(x)a fQ(X)) =0<= fl(x) = fQ(X)'

La divergencia - KL y la distancia Hellinger satisfacen la relacién:

Drr(f1(x), f2(x)) = éD%ezzmger(fl (x), f2(x)) (3.51)

3.3.6. Distancia Hellinger Ponderada UT

Kristan, Leonardis y Skocaj [16] proponen la Distancia Hellinger Ponderada la cual
describimos a continuacién. Sean f;(x)y fa(x) dos mezclas de distribuciones gaussianas

d-dimensionales, de componentes gaussianas ¢(x; i;, X;) y ¢(x; pj, ;) asi:

filx) = Zai¢($; ni, %)y faox) = Zﬁjéb(l‘; 115, 55), (3.52)
i=1 j=1
luego definimos una distribucion de importancia dada por

n+m

folx) = folfr(%) + fo(x) = Y wi(; s, S). (3.53)

k=1
donde k¥ € {1,....,n,(n+1),....,(n+m)}, 7= w, = 1 y wy son los pesos

ponderados de los pesos a; y f;.

La distancia de Hellinger definida en (B.50) puede ser reescrita como:
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Diettinger (J1(X), fa(x)) = %/fo(x) <\/f12(()x)_ \/f2(X)> dx — %/g(x)fo(x)dx

(3.54)

donde

9(x) =

(VA - VEGI) <¢fl(x> _ wz(x))Q ) <¢f1<x> ) m(X))?
fo(x) Jo(x) Vih(x) v folx)

Luego sustituyendo ([B.53)) en(B.54))se tiene que:

n+m

D?—Iellinger(fl( Z wk/ X Mk, Ek)d . (355)

J

Eg, [g( )]
La integral dada en (B.55) es la esperanza de una transformacién no-lineal sobre
una variable aleatoria x de tipo gaussiana d-dimensional, lo cual admite the unscented
transform. Luego por el resultado dado en (B.39) se tiene que

n-+m 2d
1

) > we > g( X)Wy (3.56)

k=1 §=0

Hellmger(fl( ) fZ(X)) ~

donde { Xy, Wi, }j:1 o €8 el conjunto ponderado de sigma puntos correspondiente

77777

a la i-ésima gaussiana ¢(X; iy, X), el cual se define como:
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Lk J=0
Xij = ng%—[(\/d%—fﬁ:)(\/E_k)j} j=1,....d
Ko — |(VAFR) (VER),, | i=(a+1),...,2d

(

2 j=0
W, — d+

1 .
[ 2(d+n) j=1...,d,...,2d

48

Aqui, Kk = max(0,3 —d) y (\/Ek)j es la j-ésima columna de la raiz cuadrada de la

matriz 3.

El Algoritmo HD-UT resume estas ideas

Algoritmo 3.2 Algoritmo HD-UT

Entrada: fi(z)y fa(x).

1: Sea k = méax(0,3 — d)

.....

Xro = ik Wiw=g5 =0

d+k)

ijzxk0+[( d+/<a)(\/2_k)j] Wiy = gy J =1L d (d+1),...
(

Xij = Xpo — [(m) VEL) ]

j
Aqui se tiene: k =1,...,n,(n+1),...(n+m).

3: Calcular:
1 n+m 2d
D?—Iellinger(fl (X>7 fQ(X>> = 5 Z Wi Z g(XkJ)Wk]
k=1 =0

Salida: Distancia Ponderada de Hellinger:

D%Iellinger(fl (X)7 f2 (X))

,2d.
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3.4. Agrupacion Jerarquica de Componentes en

Mezclas de Gaussianas.

Goldberger y Roweis [10] proponen un método para agrupar componentes usando
la divergencia -KL entre dos Gaussianas d-dimensionales dado en la expresién (3.43)).

La idea consiste en crear una matriz de distancias con la medida simétrica

disty, = % {DKL [¢(X§ Ha, Za)a QS(X; Hb, Eb)] + Dy, [¢(X; Hb, 21))’ ¢(X§ Ha, Ea)]} ) (357)

donde ¢(x; g, Xx) es una densidad gaussiana d-dimensional con media iy, y matriz
de covarianzas 3, para k = a, b.
Luego las componentes gaussianas con menor distancia disty; colapsan en una tnica

gaussiana, para la cual se definen los parametros:

—1
Qabp = Qg + W, flab = Oy (Qafla + Qpfip)

Sa =0y Y [Ek + (1 — Han) (i — Mab)T] (3.58)
k=a,b

El proceso se repite de forma iterativa hasta llegar a tener k& componentes, con
1 <k < My M la cantidad total de componentes de la mezcla. En la Figura se

muestra el proceso de agrupacion para k = 2 en una mezcla con M = 6 componentes.
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Mezcla original con 6 componentes Mezcla Colapsada (5 comp) Mezcla Colapsada (4 comp)
o _] o _] o _]
— — —
A~ “olinrs
n - 1203220 v - o - "I_///’;'\.'
Sz e
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> * > > A
© 7 © 7 ° SN
IR =3
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-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
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Mezcla Colapsada (3 comp) Mezcla Colapsada (2 comp) Mezcla Agrupada en 2 componentes
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- — -
.- “:c‘;r‘
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e K h ‘:\251?952’\/'
N et
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Figura 3.6: Proceso de agrupacion jerarquico para M = 6 componentes en k = 2

componentes usando la distancia disty;, .



CAPITULO 4

MEZCLAS ADAPTATIVAS EN
FLUJO DE DATOS
IDENTICAMENTE DISTRIBUIDOS.

4.1. Mezclas Adaptativas (AM)

Otro camino para resolver los problemas del funcionamiento del algoritmo (EM) en
mezclas gaussianas es el propuesto por Priebe [28] denominado Mezclas Adaptativas
(AM), el cual es un método hibrido de los estimadores nicleo y las mezclas gaussianas

y en donde no se establece ninguna estructura para las matrices de covarianzas 3.

51
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Las Mezclas Adaptativas (AM) estdn disenadas para manejar flujos de datos idéntica-
mente distribuidos , actualizando el modelo estadistico existente con la llegada secuen-
cial de nuevos datos puntuales y la ejecucién del algoritmo (EM). Si no se satisface un
umbral de creacion, el método adiciona estos nuevos datos como nuevos componentes.
El método de Priebe [28] es considerado un método recursivo robusto para la estima-
cién de densidades de probabilidad, donde el estimador para las [t 4+ 1] observaciones
(es decir para los elementos del conjunto {zM z12 . . 2l zB+1Y B donde 2 € R?),
es precisamente una funcién de probabilidad de la [t 4 1]-ésima observacién, denotada

por 211 y el estimador basado en las t-observaciones previas {z[!l,... 2} Esto es,

FErt (gl g2 gl glerly - (f[t [t+1] )

Este procedimiento evita la necesidad de almacenar todas las observaciones entran-
tes, lo que permite la manipulacion de grandes rangos de datos. Es asi como el proceso
de Mezclas Adaptativas (AM) produce una secuencia de estimadores { f 1}, los cuales

combinan la consistencia producida por los estimadores de densidad ntcleo para dicha

'En esta tesis se consideran observaciones z!) € R idénticamente distribuidas (id) para una
variable aleatoria x, donde la naturaleza de cualquier correlacion entre observaciones es la misma a lo

largo del tiempo.
2 La estadistica robusta es una aproximacién alternativa a los métodos estadisticos clsicos. La

estadistica robusta intenta proporcionar métodos que emulan a los métodos clasicos, pero que no son
afectados indebidamente por valores atipicos u otras pequenias discrepancias respecto de las asunciones

del modelo (ver [I1]).
3 Aqui consideramos que n-individuos llegan en forma secuencial a la muestra en un tiempo ¢

determinado. Luego se hace la siguiente convencién para la notacién

{2 2B Rl = (] g2 )
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famila de funciones y la baja complejidad computacional asociada con los métodos
de mezcla finita. Luego las Mezclas Adaptativas (AM) son definidas como un proce-
so de aproximacién estocastica, donde los parametros son actualizados recursivamente

usando la siguiente ecuacion

gle+1] — [1 _p (x[t+11|gm>] «U (x[tm‘gm) Lp <x{t+ll|ém> «C <$[t+1]|é[ﬂ> . (4.)

Aqui P(-) representa una regla de decisién que toma valores de 0 o 1, U(-) repre-
senta una regla de actualizacion de los parametros como una estimacién de maxima
verosimilitud recursiva, y C(-) representa una regla de creacién de un nuevo compo-
nente similar al modelo de aproximacién de estimacién ntcleo. La regla de actualizacion
pardmetrica se basa en una versién recursiva del algoritmo (EM) desarrollado por Tit-

terington [3§].

4.1.1. Regla de Decision.

La adicion de una nueva componente a una mezcla gaussiana estd sujeta a las
distancias que existen entre el nuevo dato puntual z[“t1 y cada componente G, 25)
de la ecuacién (B.I5). Aqui un método sencillo que se usa para esta medicién es la

distancia Mahalanobis, ya definida en la ecuacién (2.7)), cuyo valor (al cuadrado) entre

4Titterington propuso usar una versién de la aproximacién estocéstica iterativa del gradiente as-

cendente a la superficie log-verosimilitud de los parametros, dado por:
oI+ = gl 4 Bl [V, In[1(6]X)]}

donde S es una sucesién que converge a cero.
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una nueva observacién z+1 y el centro de cada componente ¢(x; 115, 3;) estd dado por:
D2, (x[t+1} ald, ﬁ][t]) _ (x[”ﬂ _ ﬂ[t])T (ﬁ:[t])l (x[t+1} _ ﬂ[t]> (4.2)

Luego si la minima de estas distancias excede un umbral (llamado umbral de crea-

cion T,) entonces se crea una nueva componente. Por lo tanto

~ 1, si min,; {D% <$[t+1],,&[t]; 2[ﬂ>} > T,
p (x[t+1]’9[t]> _ 2

0, en otro caso.

4.1.2. Regla de Actualizacién

Las ecuaciones recursivas para la actualizaciéon de los parametros de una mezcla

gaussiana tienen la siguiente forma:

A8 b (1] ol ]
Canp—— cb(t:v i ) —, donde i=12... MU (14)
S allg(l; plf, sl)
Aqui %Z-[Hl] representa el estimado de la probabilidad a posteriori de que un nue-

vo dato z*1l pertenezca a la i-ésima componente y el superindice [t] se usa
para indicar que el parametro estda basado en las t-observaciones anteriores. El

. (G NI L .
denominador, Zf\if al[t]¢(a:[t+1]; ,ugﬂ, Egt}), es la estimacién de mezcla gaussiana

d-dimensional con vector de parametros 9Z[t] = <d£ﬂ, ,&Et], f]£ﬂ> .

Llamamos

M1
B =7 (4.5)

&Et-i-l] _ &Et] n ﬁi[t] (7:i[t+1} _ &Et]) (4.6)
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Al ] [ B [t]
it + " T (w0 — ) (47)
a.

1

{(x[tm_/:&ﬂ) (a0 — )" —2?” (48)

~t+1]
[t+1] _ $[f] [t J 7
Bl — 5 4 gl { G

4.1.3. Regla de Creacion

Otro aspecto a destacar es que M, el nimero de componentes de la mezcla en
el tiempo t, varia durante la ejecucién del algoritmo. Este inicia con una sola compo-
nente y se van adicionando otras, si se observa que los datos no estan adecuadamente
reflejados en el modelo existente. Entonces se agregara una nueva componente si en
la ecuacion (B3) la distancia entre el nuevo dato puntual z! y el centro de cada
componente ¢(X; p;, ;) es mayor que el valor umbral T.. Luego la nueva componente
es centrada en la nueva observacion y los coeficientes de mezcla existentes son actuali-

zados. Si llamamos MU = M 4+ 1 = M*, las ecuaciones de creacién son:

NI 49

Para garantizar que la suma de los coeficientes de la mezcla sea uno, cuando la
NS

nueva componente se agrega, el valor de &; 1 debe ser reescalado:

al = (al' [1-al ] ali)  donde i1, MU, (4.10)

plet = gl (4.11)
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t
RN (%}”” . 2) . (4.12)

i=1
Aqui 25{;” es el promedio ponderado de las matrices de covarianzas hasta el
tiempo t. En la practica cualquier otro estimador de la matriz de covarianza

inicial puede ser utilizado para la nueva componente.

4.1.4. Algoritmo (AMDE)

Martinez y Martinez [40] muestran el algoritmo (AM) para la estimacién de den-
sidades con mezclas adaptativas (AMDE) tal y como se presenta en el algoritmo E.T],
que se muestra debajo.

En la practica el método de Mezclas Adaptivas (AM) se utiliza para obtener valores
iniciales de los parametros asi como un referente en el niimero de términos necesarios
para modelar la densidad. Se podria utilizar este proceso como punto de partida en
un proceso de clasificaciéon de datos y luego aplicar el algoritmo (EM) para refinar las

estimaciones.
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Algoritmo 4.1 Algoritmo (AMDE)

1: Iniciar el proceso de Mezclas Adaptivas (AM) usando el primer dato puntual [

OAé[ll} = 17 :u[ll] ma 2[11] = Id><d~

2: Para un nuevo dato puntual zl*+! calcular la distancia Mahalanobis al cuadrado

dada en la ecuacién (£.2)

T /. -1
D3, (x4, 85l = (w0 i) (500) " (e - ).

min{Dﬁ( [t+1] /l[t] 2“)} > T,

7 ) KA
entonces

4:  Hallar el estimado de la probabilidad a posteriori de que un nuevo dato i+l

pertenezca al i-ésima componente.

ey _ 67l ) S
: ZM[‘ t]¢( [t41]. /l[t] E[t})

5. Crear una nueva componente usando las ecuaciones (£.9), (£10), (£11) y (£12)

donde i=1,2,..., M"Y,

¢
1 .
= L (0 [ ol b)) =, S 23 (4
i=1
6: si no
7:  Actualizar las componentes existentes usando ﬁi[t] = % y las ecuaciones (4.5,

&9), @1 y @)

L [t4+1]
N R ~ ~ N T; N
el o -l bt {2 )}
«

[t+1]

2[t+1] E[t +ﬁ[t { — |:(x[t+1] . ﬂ[t]> (x[tJrﬂ _ ﬂ[t])T B 2@]}}
t (] (2 (2
Oé-

7

8: fin si

9: Repita los pasos 2 al 7 para cada uno de los datos muestrales
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4.1.5. Problemas en el proceso de Mezclas Adaptativas (AM)

Martinez y Martinez [40] muestran los inconvenientes que tiene usar el algoritmo

(AM) para la estimacién de densidades. Estos se listan a continuacién

1. La complejidad del modelo o el nimero de componentes a veces es mayor de la
necesaria. Tiende a producir modelos demasiado complejos (demasiadas compo-

nentes).

2. Diferentes modelos (niimero de componentes y parametros estimados en las com-

ponentes) pueden en esencia generar la misma estimacién de la funcién o curva

para f(x).

3. El modelo resultante o la densidad de probabilidad estimada dependen del orden

en que los datos se presentan en el algoritmo.

4. Las matrices de covarianzas no tienen restricciones (problema de cdlculo compu-

tacional).

5. Aplicabilidad limitada a espacios de alta dimension.

4.2. Modelado y Requerimientos en Flujos de Datos

Heinz y Seeger [5] definen un flujo de datos como una sucesién xlt 2zl 2B
con zl! € R? para t € N. En este trabajo, excepto que se indique lo contrario, se
asumira, que la observacién z!! en el instante [t] es una variable aleatoria continua,

idénticamente distribuida (id). Aqui se estudiaran flujos de datos con llegada continua
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y potencialmente ilimitados (cuasi-infinitos), asi como grandes conjuntos de datos fijos,
que por volumen son considerados cuasi-infinitos y los cuales se analizaran en forma
de cuasi-flujo con su arribo secuencial. El supuesto de distribucion idéntica caracteriza
a estos datos como el resultado de un proceso estocastico estacionario.

Con el fin de mantener un ritmo continuo adecuado en los flujos de datos, cualquier
técnica de analisis y modelado debe cumplir con los siguientes requisitos de procesa-

miento [25]:
1. Cada elemento se procesa una sola vez.
2. El tiempo de procesamiento por elemento es constante.
3. La cantidad de memoria es constante.

4. Un modelo vélido esta disponible en cualquier momento durante el proceso, es

decir no requiere que el flujo completo sea construido.

5. Los modelos deben adaptarse a los cambios en flujos de datos, asi como a los cam-
bios en las propiedades estadisticas de las variables que el modelo esta tratando

de estimar.

6. Los modelos siempre deben ser comparables a los mejores modelos homologos off-
line, los cuales siempre tienen recursos ilimitados a la mano y acceso arbitrario a

todos los elementos.

Ahora, definida la clase de datos a trabajar en esta tesis y los requerimientos ne-
cesarios para obtener aproximaciones a modelos adecuados de su distribucion de pro-
babilidad, se presentan un método que permiten estimar la funcién de densidad en un

flujo de datos idénticamente distribuidos.
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4.3. Estimacion de Densidades con Mezclas

Adaptativas en linea (0AMDE)

Szewczyk [35] presenta la adaptacion de las Mezclas Adaptativas (AM) a flujos
de datos; modifica la regla de actualizacion usando la primera versién del algoritmo
FEsperanza-Mazimizacion en linea (oEM) propuesto por Sato e Ishii [18], en lugar de
la version recursiva que propuso Titterington [38]. Al algoritmo de Szewczyk [35] es
lo que denominamos Primera Version de las Estimacion de Densidades con Mezclas

Adaptativas en linea (0AM DE[V'1]). A continuacién se describe primero el algoritmo

(oEM).

4.3.1. Esperanza-Maximizacién en linea (0EM)

Ademsds de los inconvenientes mencionados por Martinez y Martinez [40], el algo-
ritmo EM clasico presenta serios limitantes de recursividad, almacenamiento y conver-
gencia para flujos de datos.

Cappé, en la seccién 2.3.3 de [I3], muestra las limitaciones del algoritmo EM clasico
para flujo de datos. Alli, se da un ejemplo donde se puede apreciar cémo el tamano en
el conjunto de datos influye tanto en el nimero de iteraciones como en la trayectoria
de convergencia en la estimacién de los pardmetros, lo que Cappé [13] denomina un
problema de recursividad. Dicha trayectoria solo depende de los parametros de inicia-
lizaciéon del algoritmo. En este ejemplo también se fija el niimero de iteraciones y se
observa como las estimaciones generadas por el algoritmo EM clésico para un conjunto

muy grande de observaciones (del orden de 20,000), no mejora de forma significativa
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respecto a un conjunto de observaciones no tan grande (del orden de 2,000). Por lti-
mo, se muestra como para el conjunto con menor niimero de datos la convergencia de
las estimaciones se estabiliza més rapidamente (3 a 4 iteraciones), que para el conjunto
que posee una cantidad mas elevada de observaciones (20 iteraciones). Cabe recordar
que los céalculos realizados en el paso E deben realizarse para todas las observaciones,
por lo tanto en este punto la complejidad es directamente proporcional al nimero de
observaciones.

La solucion a estos problemas ha sido tratada en los ultimos anos con la modificacion
del algoritmo EM, almacenando un tinico conjunto de estimadores suficientes (Paso E)
en cada instante [t] y actualizdndolos después del procesamiento de cada observacion.
A esto se le conoce recientemente con el nombre de EM en linea (0EM).

Neal y Hinton [29] propusieron la primera aproximacion a un algoritmo EM en linea, la
cual denominaron incremental EM (iEM). Aqui el algoritmo empieza con el célculo o
la actualizacién de los estimadores muestrales suficientes en el tiempo [t] (medias y va-
rianzas para nuestro caso) para el conjunto de datos disponibles. Luego en el paso E se
halla la funcién de verosimilitud para el conjunto de datos actualizado y se calculan los
valores esperados poblacionales. Finalmente, en el paso M se actualizan los antiguos
estimados poblacionales restandole a éstos los estimadores suficientes calculados en el
tiempo [t] y a la vez suméndole los valores esperados de los pardmetros poblacionales
calculados en el paso E.

Sato e Ishii [18] desarrollaron una variante del (iEM) que llamaron stepwise EM (sEM).
Este algoritmo es reconocido por muchos como el primer EM en linea (0EM). Aqui se
interpola entre valores esperados poblacionales y los estimadores muestrales suficientes,

basados en un tamaiio de paso 3 ([t] es considerado como el niimero de actualizacio-
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nes hechas en el paso E hasta el momento)H. Ademas, Sato e Ishii [I8] proporcionan
un andlisis detallado de la convergencia del algoritmo para el caso de familias expo-
nenciales de parametrizacién natural y para el caso de mezclas gaussianas. Cappé y
Moulines [24] generalizan la propuesta de Sato e Ishii y la denominan EM en linea
(oEM). Este método de aproximacién a los estimadores de los pardmetros en flujos de
datos es de naturaleza estocastica y se presenta en el algoritmo [£.2]

El algoritmo incremental EM (iEM) de Neal y Hinton [29] es equivalente al EM en

linea (oEM) de Cappé y Moulines [24] , si se utiliza 3 = % Sato e Ishii [18] utilizan

1

=1 Para grandes conjuntos de datos fijos (cuasi-flujos), el

un tamaiio de paso Sl =
algoritmo EM clésico es un procedimiento impractico y menos recomendable que el

EM en linea (0EM) como se muestran en los experimentos de Liang y Klein [26].

Algoritmo 4.2 EM en linea
1. Dados I*(]X[), 819 y una sucesién de pasos {p1}

t>1

2: Para t > 1 hacer

3:  Paso E: (Estocastico)

10Xy = [1 — g =(Ql-1 11y 4 gl E o {m[ F(X1 g[t_l]ﬂ}

4: Paso M:
/) I 2 [t]
0 fmeax[l (01X )}

5. fin Para

En [13], Cappé aclara que algoritmo EM en linea no debe ser interpretado como

5Se asume que la sucesién de tamaifios de paso satisface que: Y, Al = 00, 3=, (B11)2 < c0.
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una aproximacion estocastica de las estadisticas suficientes sino de los parametros y
ademas demuestra que este algoritmo es asintoticamente equivalente a la aproximacion
estocdstica iterativa del gradiente ascendente propuesta por Titterington [38]. Reco-
mienda considerar sucesiones con tamafio de pasos Bl = tia con 0.6 < a < 0.9. El
ajuste mas fuerte se obtiene al tomar « cerca de 0.6, junto con el promedio de
Polyak-Ruppert, el cual consiste en sustituir los valores de los parametros estimados
en el algoritmo en linea, 6, por el promedio dado por:

t
O > o1, (4.13)

t—1t
0 t=to+1

donde ?y es un indice positivo a partir del cual se inicia el algoritmo. La aplicacion
de este promedio es eficiente, pero requiere elegir un valor de t, suficientemente grande
para evitar introducir sesgo debido a la falta de convergencia. Cappé [13] sugiere tomar
para el caso de grandes conjuntos de datos fijos, un valor de ty igual a la mitad de la
longitud de estos registros. Demuestra, ademas que valores de « del orden de 0.6 tiene
un buen rendiminiento, un poco mas robusto, en su convergencia.
Desde el punto de vista computacional, la principal diferencia entre el algoritmo EM
en linea (oEM) y el algoritmo cldsico EM, es que el en linea realiza la actualizacién
después de la llegada de cada observacién, mientras que el algoritmo cldisico EM s6lo
aplica la actualizacion en el paso M, después de haber procesado los datos completos.
Si se trabajan con grandes conjuntos de datos fijos (cuasi-flujos), Cappé [13] recomienda

lo siguiente:

» Si el nimero de observaciones disponibles ¢ es pequeno (menos de 1000 observa-
ciones), el algoritmo cldsico EM puede ser mucho més réapido que el algoritmo

EM en linea, sobre todo si se quiere obtener una aproximacion numérica con
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menor error que la suministrada con el estimador de maxima verosimilitud. Esto
puede ser innecesario ya que el propio estimador de maxima verosimilitud es solo
una aproximacién de valor real del parametro con un error de orden de \/% en

modelos estadisticos regulares.

= Cuando t estd en constante aumento, el algoritmo EM en linea es preferible para
un valor de ¢ suficientemente grande. En este caso, el estimado del algoritmo EM
en linea es asintéticamente equivalente a los estimadores de maxima verosimili-

tud.

En el caso de grandes conjuntos de datos fijos (cuasi-flujos), el algoritmo EM en
linea debe ser utilizado en repetidas ocasiones mediante el reordenamiento de los datos

con el fin de converger al estimador de méaxima verosimilitud.

4.3.2. Versiones oAMDE de Cappé.

En este trabajo de tesis tomamos el algoritmo propuesto por Szewczyk [35] y cam-

L

. ~ . . t .
biamos el tamaifio de paso original 8 = ol

basado en el algoritmo de Sato e Ishii [1§]
y el cual denominamos anteriormente (0AM DE[V'1]), por el propuesto por Cappé [13],
Bl = t% con 0.6 < a < 0.9, el cual denominaremos (0AM DE[v2]). Si tomamos un va-
lor de ¢ igual un porcentaje menor o igual a la mitad de la longitud del total de datos y
usamos el promedio de Polyak-Ruppert para calcular la estimacion de cada parametro,
obtenemos otra versién para la Estimacion de Densidades con Mezclas Adaptativas en

linea (0AM DE[v3]). A continuacién describimos el algoritmo de Cappé.

Consideremos el estimador de densidad dado por un modelo de mezclas gaussianas
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d-dimensionales, después de llegar t-observaciones, como:

f(x, 6!t Zat]qﬁ (x; uzt],E ) (4.14)

Cuando una nueva observacién, 21, arriba (y por el momento suponemos que una

nuevo componente no se agregara), entonces los parametros de la mezcla se actualizan

mediante actualizaciones dadas por el algoritmo EM en linea de Cappé [13].

Algoritmo 4.3 Algoritmo (0AMDE) de Cappé

1:

Inicie con proceso de Mezclas Adaptivas (AM) tradicional para las primeras to
observaciones:
Para un nuevo dato puntual 2!, con ¢ + 1 = ¢y + 1, calcule la distancia Mahala-

nobis al cuadrado dada por la ecuacion:

A~ T . —1
D?, (q:[tJrl]’ ﬂgt];zgﬂ>:<x[t+l] My}) <2£d) (:c[t“] uiﬂ)-

si
min {Dﬁ ( [t+1] /:L[t], 2”)} > T,

entonces

Cree una nueva componente al hacer: M1 = M 41

Use la Regla de Actualizacién en Mezclas Adaptativas en linea
si no

Hacer M+ = pyl

Use la Regla de Actualizacién en Mezclas Adaptativas en linea

fin si
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Algoritmo 4.4 Regla de Actualizacion en Mezclas Adaptativas en linea

1: Calcule para cada t > ty:

2:
g L
B o

3:

s &gl ), )

B S i R COR >
4:

t+1
A1) t] [t] < t+1] [t}) ~lt+1] Gkl
al + B ’L Y a’L t + 1 _ to k;_:l
5:
[t+1] _ [t [¢] { il [t+1] [t] [t+1] ! tii .
=gt [ g b L S

! (t+1) —to k=to+1

6:
[t+1] T
Sl gl g 3T |:(I[t+1] — il (a1 = ) _Zﬂ |
0%
7
1
(t+1)—to Mt
4.3.3. Ajuste al oAMDE usando Agrupacion de Componentes

con Grafos.

Aunque el algoritmo oEM propuesto por Cappé en [13] mejora de manera sustancial

el oAMDE propuesto por Szewczyk [35], Cappé advierte de la importancia del ordena-

miento en los grandes conjuntos de datos fijos, influyendo esto en la convergencia de
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los estimadores y en la complejidad del modelo. Cappé suguiere usar el algoritmo en
repetidas ocasiones mediante reordenamiento de los datos para aliviar este problema.
En esta tesis se propone un algoritmo basado en agrupamientos de componentes en
el tiempo t. Estos agrupamientos generan submezclas gque deben ser colapsadas en

componentes Unicas, las cuales representaran de la mejor manera los subconjuntos de

componentes. A continuacion se describe el proceso de compresion.

Compresiéon de Mezclas Gaussianas Multivariadas.

Kristan et al. [16] proponen un algoritmo de compresion de mezclas gaussianas para
controlar el exceso de componentes en flujo de datos en linea. El objetivo del algoritmo

de compresién es aproximar una mezcla f[ (x) de M l_componentes,

Z&% (o ", 510, (4.15)

a una distribucién equivalente f1 (x) con mlf-componentes,

Zat]qﬁ (x; u] ,24 ), (4.16)

donde m[1 < M,

Kristan et al. [I6] recurren a un enfoque basado en agrupaciones jerarquicas, el cual
se describe en esta tesis en la seccién 3.4l La idea principal es identificar grupos de
componentes en la mezcla gaussiana f1 (x), de tal manera que cada grupo puede ser lo
suficientemente bien aproximado por una tinica componente en la estimacién fl(x).

Sea Z(mltl) = {7r][-t] }j=1:mis una coleccién de conjuntos con indices disjuntos, la cual

6Llamaremos submezclas a un subconjunto de componentes de la mezcla orignal junto con sus

pesos. Es claro que en una submezcla la suma de los pesos es menor o igual que 1.
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agrupa a f (x) en mll-submezclas. Las submezclas correspondientes a los indices i €

t
7rj[-] se definen como:

)= allo(a w2, (4.17)

i€m;

Cada submezcla es comprimida a la j-ésima componente dgﬂgb(x pgt , t]) de fl(x).
Los parametros de la componente j-ésima se definen haciendo coincidir los dos primeros
momentos (vector de medias y matriz de covarianzas) de la submezcla:

1ET; j 1ET;

? B & ZO‘ < <M£t] [t]) (MH Mgﬂ>T> (4.18)

ZETFJ

Puesto que existen (% ) formas de agrupar componentes en el tiempo [t], se debe
escoger solo aquella opcion que genere submezclas con menor error de agrupacion. En
esta tesis proponemos formar dichos grupos de componentes (con sus respectivos pesos),
tomando la distancia de Mahalanobis en la orientacion del elipsoide de la componente

con mayor peso.

Definicién 4.1. Sean o, ¢(X; e, 2a), o y O(; i, Xpy) pesos y componentes de una
mezcla gaussiana f(x). Definimos la distancia de Mahalanobis en la orienta-

cion del elipsoide de la componente con mayor peso, asi:
St a, < entonces D?w’b = (fa — ,ub)TEb_l(pa — M)

St a, > entonces DJQ\M = (tp — ,ua)Tilgl(,ub — la)

La orientacion en la cual se mida la distancia entre las medias p, y s, determi-

nara si alguna de ellas pertenece o no a los espacios limitados por las elipsoides de
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confianza respectivos, los cuales se definieron en la ecuaciéon (2.9) . En la Figura (4.1
se muestra, para el caso d = 2, la importancia de tomar la orientaciéon adecuada en la

medicion.

(.u‘[) = .“‘r:)TEgrl(p“‘b = Ju'a) < XE.Q

(10 — p6) "85 (1ta — ) > X2

Figura 4.1: Distancia de Mahalanobis orientada para dos componentes de mezclas gaus-

sianas bivariadas.

Ahora podemos construir la matriz de adyacencia Mag, = (1) pri0 5 g1, Segun la

definicion [24] de la siguiente manera:

1osi0< D3 (a1 S0) <2 )

m,-j =
0, en otro caso,

parai,j=1,2,..., My a=1—tol

La matriz Mg, determina un grafo que permite agrupar las componentes en las

submezclas buscadas anteriormente.



CAPITULO 5

EJEMPLOS SIMULADOS

En este capitulo se realizaron algunos ejemplos simulados para mostrar el funcio-
namiento de los métodos propuestos. Los programas fueron disenados y ejecutados en
lenguaje de programacién R, versién 2.15.0 y se utilizaron las librerias ks, mvtnorm,
fBasics, monomun, accuracy, matrizcale, mclust, car y igraph.

Los datos aqui trabajados se generan de forma artificial con la instruccién rmo-
norm.mixt de la libreria ks. Para cada uno de los experimentos se eligi6 un umbral

de creacion T, de la siguiente manera:

1. Se tomaron 6 muestras aleatorias de la totalidad de los datos, con la instruccién
sample de R, de tamano n = 0.1 * N, donde N es la cantidad total de datos

generados.

70
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2. Para cada muestra, se pre-clasificaron los datos muestreados usando la instruccién
Meclust de la libreria mclust, obteniendo asi una mezcla gaussiana multivariada

piloto o mezcla piloto para el estudio.

3. En cada mezcla piloto, dada por cada muestra, se determinaron los elipsoides de
confianza [ del (1 — tol) * 100 %, para cada componente de la mezcla piloto. Se

tomé una tolerancia tol = 1074,

4. Para cada elipsoide de confianza, que representa la forma y orientacién de cada

componente, se determina las longitudes de los semiejes.

5. Las longitudes de los semiejes de cada componente son promediadas y luego se
promedian estos valores hallados en todas las componentes de la mezcla piloto
para la muestra realizada. El valor aqui encontrado determina el radio de la esfera
que representara las componentes de manera tinica. Este radio al cuadrado sera el

estimador del umbral de creacién Te.

6. Finalmente tomamos TODOS los umbrales estimados Tc, de todas las muestras,
y los promediamos para encontrar el estimador final, que serd un valor fijo durante

todo el proceso de estimaciéon de la densidad multivariada.

Wer seccién 311
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5.1. Ejemplos para d = 2.

5.1.1. Primer Ejemplo.

Se generan 50,000 datos para la mezcla gaussiana bivariada con pardmetros:

o] = 0.42 Qg = 0.28 a3 = 0.30

p1 = (=3,0) p2 =(3,3) ps = (0,—3)

En la Figura 5.l se muestran los datos y la elipse de confinaza del 99.99 % para los

parametros dados.

Figura 5.1: Datos y elipses de confinza del 99.99 % para el primer ejemplo con d = 2
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Estimacion del Umbral de Creacion.

El paso a seguir es estimar el umbral de creacién Tc. Para ello se tomaron 6 muestras
alatorias de tamano n = 5000 y se obtuvo el valor Tc = 18.47151. En la Figura
se observan las 6 muestras tomadas, las elipses de confiazas y las esferas para cada
muestra del primer ejemplo. Los radios al cuadrado de cada esfera son los estimadores

del umbral de creacién Tc.

Muestra 1 Muestra 2 Muestra 3

—10 -5 o s 10 —10 —s o s 10 —10 10

Muestra 4 Muestra 5

il
1
il
1
-0
1

Figura 5.2: Datos, elipses de confianzas y esferas para cada muestra del primer ejemplo

En la Figura (5.3 se observan los valores de los diferentes estimadores de T'c para

cada muestra. Aunque son muy similares estas cantidades, se toma el promedio de este
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valor como el estimador final Tc.

Estimador Tc = 18.47151

Estimados del Umbral de Creacion Tc
18
1

muestrat muestra2 muesfra3 muestrad muestra5 muestra6

Figura 5.3: Estimadores del umbral de creacién Tec para cada muestra en el primer

ejemplo.

Proceso AMDE.

El proceso de estimacién de la densidad bivariada empieza con el algoritmo [4.1]
(AMDE), para las primeras 12, 500 observaciones. El arribo de cada observacién z! se
hace de forma secuencial y de uno en uno. Se realizan varias corridas al programa y se
encuentran situaciones como la presentada en la Figura[p.4l En la parte (a) de la figura
se observa una estimacion para los primeros 12,500 datos con una mezcla gaussiana
bivariada de 7 componentes. Si eliminamos de la mezcla aquellas componentes cuyo
peso sea menor que la tolerancia (tol) establecida anteriormente, se obtiene el modelo

de la parte (b) de la figura, el cual tiene 6 componentes.
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(a) (b)

Figura 5.4: Estimacion AMDE para ¢ = 12,500 en el primer ejemplo. En (a) todas las
componentes estimadas en el proceso. En (b) se eliminé la componente con peso poco

significativo.

Las mezclas adaptativas tienden a producir modelos mds complejos de lo necesa-
rio. El nivel de complejidad estd marcado por el estimador del umbral T'c escogido.
En nuestro caso las componentes en exceso tienden a estar cerca de las componentes
objetivo, tal y como se muestran en la Figura (.4l Luego se hace natural pensar en
agrupar componentes. Aca se ordenan las componentes halladas en el proceso AMDE

por su peso, en forma decreciente, tal como se muestra en la Figura 5.5

Para cada par de componentes encontradas en el proceso AMDE, se calcula la

distancia de Mahalanobis orientada obteniendo asi la matriz

1 2 3 4 5 i}

1 0.00000 61.355227 39.847396 38.385741 49.763140 28.879525

& 61.35523 0.000000 35.133312 49. 284309 1.0858063 69. 440155
I i

3 39.84740 35.133312 0.000000 3.105704| £Z05.572201 _Eé£23284

4 33.38574 49.254309 3.105704 0.000000 1510.604587 {2.297595

5 49.76314 1.083063 Z205.572E01 1510. 604537 0.000000 1067.289535

&

28.87952 £69.440155 [4.6232Z54 | [2.297595|1067.2589535 0. 000000
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Estimaciéon AMDE (t=12500)

w o Componente 1

Figura 5.5: Etiquetado de las componentes de la mezcla en el proceso AMDE en el

primer ejemplo.

Ahora se construye la matriz de adyacencia definida en la seccién 3.3, donde
X%_ggggz = 18.42068, y el respectivo grafo que nos indicara los grupos a formar. Estos

se pueden ver en la Figura

aon s L R
0
0
o
L)
L)
(R

Figura 5.6: Matriz de Adyacencia y grafo para la estimacién AMDE en el primer

ejemplo.

Luego, las componentes agrupadas en submezclas se comprimen segun lo visto en
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la seccion .33 obteniendo una estimacion de 3 componentes tal y como se muestra

en la Figura .7

Figura 5.7: Ajuste de Componentes en AMDE para el primer ejemplo.

Proceso oAMDE

A continuacion se presenta el proceso de estimacion en linea oAMDE | donde luego
de haber ajustado la densidad estimada en el proceso AMDE, se toma el modelo
ajustado y se continda la actulizacién con la llegada de cada nuevo dato. Aqui se
presenta el proceso )oAMDE para el 50 %, 75 % y 100 % de los datos. Al finalizar cada
una de estas etapas, de ser necesario, se ajustan las mezclas estimadas con el proceso

visto en la seccion 4.3.3]

oAMDE para t = 25, 000.

En esta parte de la tesis se implementaron los algoritmos oAM DEyo y oAM DEy/5.
Pasados los primeros 25,000 datos, es decir el 50 % del total generado, se eliminaron

las componentes que no tenfan un peso significativo en el mezcla estimada. No se hizo
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necesario aplicar el proceso de ajuste con grafos, por lo que la mezcla ajustada es la
misma que la mezcla estimada de componentes pesos son significativos. Los resultados

se aprecian en la Figura 5.8

Figura 5.8: Estimacién oAMDE para ¢t = 25,000 en el primer ejemplo. La Figura (a) muestra
el proceso con el algoritmo 0AM DE[V 2] y la Figura(b) muestra el proceso con el algoritmo

0oAM DE[V3].Las Figuras (c) y (d) muestran los procesos ajustados para las Figuras (a) y

(b).
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oAMDE para t = 37, 500.

Ahora se muestra el proceso transcurrido con el 75 % de los datos. Se eliminan las
componentes que no tienen un peso significativo en el mezcla estimada y obtiene el
0oAMDE en las versiones de Cappé. No se hizo necesario aplicar el proceso de ajuste
con grafos, por lo que la mezcla ajustada es la misma mezcla estimada de componentes

cuyos pesos son significativos. Los resultados se aprecian en la Figura 5.9

Figura 5.9: Estimacién oAMDE para ¢t = 37,500 en el primer ejemplo. La Figura (a) muestra
el proceso con el algoritmo 0 AM DE[V2] y la Figura (b) muestra el proceso con el algoritmo

oAMDE[V3]. Las Figuras (c) y (d) muestran estos mismos procesos ajustados.
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oAMDE para t = 50, 000.

Se finaliza el ejemplo para el 100 % de los datos. Igual que antes, se eliminan las
componentes que no tengan un peso significativo en el mezcla estimada y obtiene el
0oAMDE en las versiones V2 y V3. No se hizo necesario aplicar el proceso de ajuste
con grafos, por lo que la mezcla ajustada es la misma que la mezcla estimada de
componentes cuyos pesos son significativos. Los resultados se aprecian en la Figura

0. 10l

Figura 5.10: Estimacion oAMDE para ¢t = 50,000 en el primer ejemplo. La Figura (a)
muestra el proceso con el algoritmo 0AM DE[V?2] y la Figura (b) muestra el proceso con el

algoritmo 0oAM DE[V3]. Las Figuras (c¢) y (d) muestran estos mismos procesos ajustados.
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Errores de Estimacion para el Primer Ejemplo.

A continuacién se presentan los errores de estimacion del modelo de mezclas gaus-
sianas. Se midio la similaridad entre el modelo estimado y el modelo original que
generd los datos. Puesto que la medida divergencia KL-UT definida en la ecuacion

3.49 no es simétrica, se promedian las medidas resultantes en las dos direcciones. Los

resultados se muestran la tabla .11

Cant. Datos | Estimacion Cant. Comp | Div.KL-UT Dist.H-UT
12,500 AMDE 6 4.092423 x 1072 | 4.351481 x 10~*
AMDE-Ajustada 3 2.798531 x 1072 | 2.236741 x 1073
25,000 oAMDE[V2]-Ajustada 3 9.864958 x 1072 | 2.236741 x 1073
oAMDE[V3]-Ajustada 3 1.891993 x 1072 | 1.307277 x 10~*
37,500 oAMDE[V2]-Ajustada 3 8.791329 x 1072 | 1.909656 x 1073
oAMDE[V3]-Ajustada 3 1.138928 x 1072 | 3.374412 x 107
50,000 oAMDE[V2]-Ajustada 3 8.549594 x 1072 | 1.808629 x 103
oAMDE[V3]-Ajustada 3 1.436978 x 1072 | 4.489006 x 107°

Tabla 5.1: Errores de Estimacion para el primer ejemplo.

En la tabla se puede apreciar que el ajuste hecho al finalizar el proceso AMDE,
disminuye la cantidad de componentes y el valor del error. También que durante todo
el ejemplo las estimaciones 0AMDE[V3]-Ajustadas producen errores mas pequenos
que las estimaciones realizadas con oAMDE[V2]-Ajustadas. El proceso de estimacién
oAMDE[V2]-Ajustada muestra que al aumentar la cantidad de datos que arriban al

modelo, el valor calculado del error disminuye levemente.
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5.1.2. Segundo Ejemplo.

Se generan 100,000 datos para la mezcla gaussiana bivariada con parametros:

a; = 0.12 az =0.16 a3z = 0.20
H1 = (_157 18) H2 = (07 10) H3 = (_107 1)
1 07 0.5 0 1 05
2 = = = 25 =
0.7 1 0 0.5 0.5 1
ag =0.24 as = 0.15 ag = 0.13
M4 = (31 _3) M5 = (27 _18) M6 = (1872)

1 -0.7 0.7 0 1 -0.5
4= 35 = 36 =
—-0.7 1 0 0.7 —0.5 1

En la Figura 5.1l se muestran los datos y la elipse de confinaza del 99.99 % para

los parametros dados.

o

Figura 5.11: Datos y elipses de confinza del 99.99 % para el segundo ejemplo con d = 2
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Estimacion del Umbral de Creacion.

De la misma forma que en el primer ejemplo, se tomaron 6 muestras aleatorias de
tamano n = 10000 y se obtuvo el valor T =15.6036. En la Figura se observan las
6 muestras tomadas, las elipses de confianzas y las esferas promedio para cada muestra
del segundo ejemplo. Los radios al cuadrado de cada esfera son los estimadores del
umbral de creacién Te.

Muestra 1 Muestra 2 Muestra 3

?
| BNS | By Y  # S

Figura 5.12: Datos, elipses de confianzas y esferas para cada muestra del segundo

ejemplo
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En la Figura [(£.13] se observan los valores de los diferentes estimadores de T'c para
cada muestra. Aunque son muy similares estas cantidades, se toma el promedio de este

valor como el estimador final 7c.

Estimador Tc = 15.6036

17

16

Estimados del Umbral de Creacién Tc
14 15
| |

13

muestra1 muestra2 muestra3 muestra4 muestras muestraé

Figura 5.13: Estimadores del umbral de creacién Tec para cada muestra en el primer

ejemplo.

Proceso AMDE.

El arribo de cada observacién zl!! se hace de forma secuencial uno a uno. Aqui se
presenta el modelo de mezcla estimado después de 25,000 datos. Los resultados se
muestran en la Figura (5.4l En la parte izquierda de la Figura se observa la estima-
cién para los 25,000 datos con una mezcla gaussiana bivariada de 16 componentes. Si
eliminamos de la mezcla aquellas componentes cuyo peso sea menor que la tolerancia
(tol) establecida anteriormente, se obtiene el modelo de la parte derecha de la Figura,

el cual tiene 13 componentes.

Igual que en el ejemplo anterior, las componentes en exceso tienden a estar cerca
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Figura 5.14: Estimacion AMDE para ¢ = 25,000 en el segundo ejemplo. La Figura (a)
muestra todas las componentes estimadas en el proceso AMDE. La figura (b) muestra

las componentes significativas para el modelo estimado.

de las componentes objetivo, tal y como se muestran en la Figura [5.14l Luego se hace
natural pensar en agrupar componentes. Acé se ordenan las componentes halladas en

el proceso AMDE por su peso, en forma decreciente, tal como se muestra en la Figura

B.15

Estimacion AMDE (t=25000)

20

10

Figura 5.15: Etiquetado de las componentes de la mezcla en el proceso AMDE en el

segundo ejemplo.
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Para cada par de componentes encontradas en el proceso AMDE, se calcula la

distancia de Mahalanobis orientada obteniendo asi la matriz

1 Z 3 4 5 g 7 B g 10 i1 12 13
1 0.00 225.83 237.30 480.75 456.40 710.86 736.23 7T25.85 583.76 4,48 | 714.86 714.53 753.47
2 225.83 0.00 119.49 1011.00 545.01 1049.18 1189.35 995.83 918.83  448.43 871.31 922.23 1291.60
3 237.30 119.49 0.00 1580.26 ©556.45 747.68 B872.54 700.B1 632.07 436.37 590.94 635.67 963.90
4 480.75 1011.00 1580.28 0.00 2313.73 949.52 945.77 973.54 £76.20 300.65 997.42 982.57 946.19
5 456.40 ©545.01 ©556.45 2313.73 0.00 4110.55 4502.86 3940.21 3804.96 2934.43 3564.56 3723.49 4782.59
€ 710.86 1049.18 747.68 949.52 4110.55 0.00 1.89 0.51 4.10] 391.8e [2.31] [2.12 5.37
7 736.23 1189.35 872.54 945.77 4502.86 1.839 0.00 B89.35 156.75 1546.35 262.00 177.22 20.39
g 725.85 995.83 700.B1 973.54 3940.21 0.51] &39.35 0.00 71.48 ©5791.74 203.42 67.91 £70.05
9 589.76 918.83 632.07 B876.20 3804.96 4.10| 156.75  71.48 0.00 48045.08 509.92 534.30 1006.88
i0 [4.48| 442.43 436.37 300.65 2934.43 391.88 1546.35 5791.74 48045.08 0.00 699.07 705.31 783.12
11 714.86 871.31 £590.94 997.42 3564.56 J62.00 203.42 509.32  §99.07 0.00 26.50
12 714.59 923.23 635.67 982.57 3723.43 177.22  67.91 534.30 705.31 0.00 20.43
13 753.47 1291.60 963.90 946.13 4782.53 20.39 £&70.05 1006.88 783.12 26.50 20.43 0.00

Ahora se construye la matriz de adyacencia definida en la seccién 3.3, donde
X%.ggggyz = 18.42068, y el respectivo grafo nos indicara los grupos a formar. Estas se

pueden ver en la Figura [5.25]

19°3 ¢€5%6 7 5910111213 ©)
1 00000600006 1 0 0 O ® ©)
2 000000000 O O 0 O
3 0bO0O0OODO0CO0OO0G0C O O 0O O @
4 0000000006 © 0O 0 O .
5 000000000 0 0 0 O
¢ BeoEeEEL1IL @ 1 1 1 ® ®
7 8606618866 8 8 O © ®
3 Be6661066 0 8 0 @
9 ne6061068 B 8 8 °
10100000000 0 0 0 O ©) @)
1

T
T

L]
L=

10000040
12 00000
13 00000

[

[
=
R ]
(S
fa
[}
f
[

2
[}
[}
[}
[

Figura 5.16: Matriz de adyacencia y grafo para la estimacion AMDE en el segundo

ejemplo.

Luego, las componentes agrupadas en submezclas se comprimen segun lo visto en

la seccién M.3.3] obteniendo una estimacién de 6 componentes tal y como se muestra
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en la Figura 517

Figura 5.17: Ajuste de Componentes en AMDE para el segundo ejemplo.

Proceso oAMDE

Aqui se presenta el proceso oAMDE para el 50 %, 75% vy 100 % de los datos. Al
finalizar cada una de estas etapas, de ser necesario, se ajustan las mezclas estimadas

con el proceso visto en la seccion. [4.3.3

oAMDE para t = 50, 000.

En esta parte de la tesis se implementaron los algoritmos oAMDE[V2] y
oAMDE[V3]. Pasado los primeros 25,000 datos, es decir el 50% del total genera-
do, se eliminaron las componentes que no tenian un peso significativo en el mezcla
estimada. No se hizo necesario aplicar el proceso de ajuste con grafos, por lo que la
mezcla ajustada es la misma que la mezcla esimada sin las componentes con pesos

significativos. Los resultados se aprecian en la Figura B.18|
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(c) (d)

Figura 5.18: Estimaciéon oAMDE para ¢ = 50,000 en el segundo ejemplo. La Figura (a)
muestra el proceso con el algoritmo 0AM DE[V?2] y la Figura (b) muestra el proceso con el

algoritmo 0oAM DE[V3]. Las Figuras (c) y (d) muestran estos mismos procesos ajustados.

oAMDE para t = 75, 000.

Ahora se muestra el proceso transcurrido con el 75 % de los datos. Se eliminan las
componentes que no tienen un peso significativo en la mezcla estimada y obtiene el
oAMDE en las versiones de Cappé. No se hizo necesario aplicar el proceso de ajuste
con grafos, por lo que la mezcla ajustada es la misma que la mezcla esimada sin las

componentes con pesos significativos. Los resultados se aprecian en la Figura [5.19
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Figura 5.19: Estimaciéon oAMDE para ¢t = 75,000 en el segundo ejemplo. La Figura (a)
muestra el proceso con el algoritmo 0AM DE[V?2] y la Figura (b) muestra el proceso con el

algoritmo 0oAM DE[V3]. Las Figuras (c) y (d) muestran estos mismos procesos ajustados.

oAMDE para t = 100, 000.

Se finaliza el ejemplo para el 100 % de los datos. Igual que antes se eliminan las
componentes que no tengan un peso significativo en el mezcla estimada y obtiene el
oAMDE en las versiones V2 y V3. No se hizo necesario aplicar el proceso de ajuste
con grafos, por lo que la mezcla ajustada es la misma que la mezcla estimada de

componentes cuyos pesos son significativos. Los resultados se aprecian en la Figura
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Figura 5.20: Estimacién oAMDE para ¢t = 100,000 en el segundo ejemplo. La Figura (a)
muestra el proceso con el algoritmo 0AM DE[V2] y la Figura (b) muestra el proceso con el

algoritmo 0AM DE[V3]. Las Figuras (c) y (d) muestran estos mismos procesos ajustados.

Errores de Estimacion para el Segundo Ejemplo.

A continuacién se presentan los errores de estimacion del modelo de mezclas gaus-
sianas. Se midio la similaridad entre el modelo estimado y el modelo original que
gener6 los datos. Puesto que la medida divergencia KL-UT definida en la ecuacion

3.49 no es simétrica, se promedia las medidas resultantes entre el modelo estimado y
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el modelo original. Los resultados se muestran la tabla
Cant. Datos | Estimacion Cant. Comp | Div.KL-UT Dist.H-UT
25,000 AMDE 17 4.129972 x 1072 | 3.584033 x 10~4
AMDE-Ajustada 6 1.117705 x 102 | 1.615287 x 1073
50,000 oAMDE[V2]-Ajustada 6 1.117705 x 1071 | 3.012714 x 1073
oAMDE[V3]-Ajustada 6 1.889491 x 1072 | 1.228301 x 1074
75,000 oAMDE[V2]-Ajustada 6 9.829458 x 1072 | 3.161018 x 1073
oAMDE[V3]-Ajustada 6 2.097185 x 1072 | 9.565701 x 10~°
100, 000 oAMDE|V2]-Ajustada 6 9.808798 x 1072 | 2.292152 x 1073
oAMDE[V3]-Ajustada 6 1.408252 x 1072 | 4.364152 x 107°

Tabla 5.2: Errores de Estimacién para el segundo ejemplo.

En la tabla se puede apreciar que el ajuste hecho al finalizar el proceso AMDE,

disminuye la cantidad de componentes y el valor del error. También que durante todo

el ejemplo las estimaciones oAMDE[V3]-Ajustadas producen errores més pequenos

que las estimaciones realizadas con )AMDE[V2]-Ajustadas. El proceso de estimacién

oAMDE[V2]-Ajustada muestra que al aumentar la cantidad de datos que arriban al

modelo, el valor calculado del error disminuye levemente.

Con estos dos ejemplos simulados en dimensién d = 2, se pudo observar que aunque

los resultados obtenidos con el proceso oAMDE[V3] son ligemente mejores, en cuanto a

que producen en general errores menores que los obtenidos en el proceso o AMDE[V2],

este tltimo es mas deseable en un flujo de datos ya que no depende de estimaciones

anteriores, como si lo hace el proceso oAMDE[V3]. Ademés, bajo la propuesta hecha
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acd con los ajustes de la cantidad de componentes realizada con grafos, es mas facil
de adecuar ésta a el proceso oAMDE[V2] que al proceso o AMDE[V3] . Los ejemplos a

continuacién trabajan sélo para el proceso o AMDE[V2] con sus respectivos ajustes.

5.2. Ejemplos para d = 3.

5.2.1. Tercer Ejemplo.

Se generan 50,000 datos para la mezcla gaussiana con d = 3 con parametros:

a1 = 0.42 as =0.28 as = 0.30
1= (3,3,3) p2 = (3,0,-3) ps = (=3,0,0)
1 07 05 1 —-07 05 1 —-05 -0.7
Zi1=1 07 1 0.7 o= —0.7 1 —0.7 3= -05 1 0.7
0.5 0.7 1 0.5 —0.7 1 -0.7 0.7 1

En la Figura [£.21] se muestran los datos y los elipsoides de confianza del 99.99 %

para los parametros dados.

Estimacion del Umbral de Creacion.

En la Figura [£.23] se observan las 6 muestras de tamano n = 5000, los elipsoides de
confianza y las esferas. Los radios al cuadrado de cada esfera son los estimadores del

umbral de creacién Tc, el cual tuvo el valor de 18.32522.
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Figura 5.22: Datos, elipsoides de confianzas y esferas promedio para cada muestra del

tercer ejemplo
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En la Figura [(£.23] se observan los valores de los diferentes estimadores de T'c para
cada muestra. Aunque son muy similares estas cantidades, se toma el promedio de este

valor como el estimador final 7'c.

Estimador Tc = 18.48697

Estimados del Umbral de Creacion Te
1

16

muestral muestra2 muestra3 muestra4 muestras muestra8

Figura 5.23: Estimadores del umbral de creacion Te para cada muestra en el tercer

ejemplo.

Proceso AMDE.

Aqui se presenta el modelo de mezcla estimado después de 10,000 datos. Los re-
sultados se muestran en la Figura [5.24] Alli se observa la estimacion para los primeros
10,000 datos con una mezcla gaussiana de 11 componentes, donde se eliminaron aque-
llas componentes cuyo peso son menor que la tolerancia (tol) establecida anteriormente.
Igual que en el ejemplo anterior, las componentes en ezxceso tienden a estar cerca de las
componentes objetivo. Luego se hace natural pensar en agrupar componentes. Aca se or-
denan las componentes halladas en el proceso AMDE por su peso, en forma decreciente,

tal y como se realizé en los ejemplos anteriores.
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Figura 5.24: Estimacién AMDE para ¢t = 10,000 en el tercer ejemplo.

Para cada par de componentes encontradas en el proceso AMDE, se calcula la

distancia de Mahalanobis orientada obteniendo asi la matriz

1 2 3 4 5 & 7 g ] 10 L 5
1 0.0000000 39.79911 51.098455 B82.892061 €3.861117 0.8788414] [4.900576] 219.04175 17588 | 79.92967
2 39.7991125 0.00000 47.250696 65.342025 78.212516 50.604682 178.8696629 251.286943  185.70587 265.03239  42.30845
3 51.0984546 47.25070 0.000000 [3.767984 | 70.501823 [4.329025| 213.5207022  321.087606 25.78074 318.36795 [21.01287
4 82.8920605 €5.34203 [3.767984] 0.000000 142.023674 5.961869 341.3672066  495.135309 20.37268 | 437.56547 23.98043
5 78.21222 70.501823 142.023674 0.000000 271.614376 57.6678915 148.736559 762.02389 52.53023 481.61366
6 63.8611166 G50.60468 [4.329025 5.961869 271.614376 0.000000 211.9671506 321.714240 25.95179  291.83629 33.16826
o 178.86966 213.520702 341.367297 57.667891 211,967151 0.0000000 267.764722 8215.47512 605.97968 7381.45060
] 251.28694 321.087606 495.135509 148.736550 321.714240 267.7647216 0.000000 10617.53875 223.18576 B993.52119
9 219.0417524 185.70587 25.780737 120.372679/762.023894 25.951791 8215.4751228 10617.53874€ 0.00000 20075.66677 2333.94609
10 [8.1758798]265.03299 318.367950 437.565470 S52.590232 291,836294 605.9796781  223.185765 20075.66677 0.00000 70.70449
11 79.9206662 42.30845 21.012867 23.989435 481.613665 33.168262 7381.4505063 8993.521186 2333.94609 70.70449 0.00000

Ahora se construye la matriz de adyacencia definida en la seccién 3.3l donde
X%gggg’g = 21.10751 y el respectivo grafo que nos indicara los grupos a formar. Estas

se pueden ver en la Figura [5.25
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Figura 5.25: Matriz de adyacencia y grafo para la estimacién AMDE en el tercer ejem-

plo.

Luego, las componentes agrupadas en submezclas se comprimen segun lo visto en
la seccién M.3.3] obteniendo una estimacién de 3 componentes tal y como se muestra

en la Figura [(£.26

Figura 5.26: Ajuste de componentes en AMDE para el tercer ejemplo.
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Proceso oAMDE

Aqui se presenta el proceso oAMDE para el 40 %, 60 %, 80 % y 100 % de los datos.
Al finalizar cada una de estas etapas, de ser necesario, se ajustan las mezclas estimadas

con el proceso visto en la seccion (4.3.3]

oAMDE para t = 20, 000.

En esta parte de la tesis se implementé el algoritmos 0AM DE[V2]. Pasados los
primeros 20,000 datos, es decir el 40 % del total generado, se eliminaron las compo-
nentes que no tenian un peso significativo en la mezcla estimada. No se hizo necesario
aplicar el proceso de ajuste con grafos, por lo que la mezcla ajustada es la misma que
la mezcla estimada de componentes cuyos pesos son significativos. Los resultados se

aprecian en la Figura B.27

Figura 5.27: Estimacién oAMDE para ¢t = 20,000 en el tercer ejemplo. La Figura (a) muestra
el proceso con el algoritmo 0 AM DE[V2] y la Figura (b) el modelo ajustado, que para el caso

es el mismo.
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oAMDE para ¢ = 30, 000.

Ahora se muestra el proceso transcurrido con el 60 % de los datos. Se eliminan las
componentes que no tienen un peso significativo en la mezcla estimada y obtiene el
0oAMDE en las versiones de Cappé. No se hizo necesario aplicar el proceso de ajuste
con grafos, por lo que la mezcla ajustada es la misma que la mezcla estimada de
componentes cuyos pesos son significativos. Los resultados se aprecian en la Figura

0.28

Figura 5.28: Estimacién oAMDE para ¢t = 30, 000 en el tercer ejemplo. La Figura (a) muestra
el proceso con el algoritmo 0 AM DE[V2] y la Figura (b) el modelo ajustado, que para el caso

es el mismo.

oAMDE para t = 40, 000.

Ahora se analiza el modelo de mezcla estimado para el 80 % de los datos. Igual que
antes, se eliminan las componentes que no tengan un peso significativo en el mezcla
estimada y obtiene el )oAMDE en la version V5. No se hizo necesario aplicar el proceso
de ajuste con grafos, por lo que la mezcla ajustada es la misma que la mezcla estimada

de componentes cuyos pesos son significativos. Los resultados se aprecian en la Figura
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0.29

(b)

Figura 5.29: Estimacién oAMDE para t = 40,000 en el tercer ejemplo. La Figura (a) muestra
el proceso con el algoritmo 0 AM DE[V2] y la Figura (b) el modelo ajustado, que para el caso

es el mismo.

oAMDE para t = 50, 000.

Se finaliza el ejemplo para el 100% de los datos. Igual que antes se eliminan las
componentes que no tengan un peso significativo en el mezcla estimada y obtiene el
0oAMDE en las versién V5. No se hizo necesario aplicar el proceso de ajuste con grafos,
por lo que la mezcla ajustada es la misma que la mezcla estimada sin las componentes

con pesos significativos. Los resultados se aprecian en la Figura [5.30
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Figura 5.30: Estimacién oAMDE para ¢t = 50, 000 en el tercer ejemplo. La Figura (a) muestra
el proceso con el algoritmo 0 AM DE[V2] y la Figura (b) el modelo ajustado, que para el caso

es el mismo.

Errores de Estimacion para el Tercer ejemplo.

A continuacién se presentan los errores de estimacion del modelo de mezclas gaus-
sianas. Se midio la similaridad entre el modelo estimado y el modelo original que
genero los datos. Puesto que la medida divergencia KL-UT definida en la ecuacion
no es simétrica, se promedian las medidas resultantes entre el modelo estimado y el

modelo original. Los resultados se muestran el tabla
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Cant. Datos | Estimacion Cant. Comp | Div.KL-UT Dist.H-UT
10,000 AMDE 11 5.954973 x 1072 | 9.68047 x 10~*
AMDE-Ajustada 3 3.472086 x 1072 | 2.059552 x 1074
20, 000 oAMDE[V2]-Ajustada 3 1.05195 x 10~1 | 2.190078 x 103
30, 000 oAMDE[V2]-Ajustada 3 1.394823 x 10~ | 3.321876 x 1073
40, 000 oAMDE[V2]-Ajustada 3 1.170076 x 107! | 2.33802 x 1073
50,000 oAMDE[V2]-Ajustada 3 9.573998 x 1072 | 1.634479 x 103

Tabla 5.3: Errores de Estimacion para el Tercer Ejemplo.

En la tabla se puede apreciar que el ajuste hecho al finalizar el proceso AMDE,

disminuye la cantidad de componentes y el valor del error. El proceso de estimacion

oAMDE[V2]-Ajustada muestra que al aumentar la cantidad de datos que arriban al

modelo, el valor calculado del error disminuye levemente.
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CONCLUSIONES Y TRABAIJO
FUTURO

6.1. Conclusiones

= Las mezclas adaptativas apliacadas en flujos de datos presentan problemas en
la complejidad de los modelos estimados (crea componentes en exceso). En esta
tesis se presenté una forma no empirica de hallar un estimador del umbral de
creacion T'c, el cual mostré ser bueno para el control en el crecimiento del ntimero

componentes de la mezcla estimada.
= La eliminacién de componentes no significativas, junto con el ajuste hecho con

102
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agrupaciones de componentes usando grafos para el modelo estimado en algun
tiempo t, mostré ser un buen método para reducir la complejidad del modelo

estimado.

El proceso de estimacién en linea oAMDE[V3] mostré menor valor en el error
medido entre la mezcla objetivo y la mezcla estimada, sin embargo bajo el ajuste
propuesto aqui es un procedimiento poco aconsejable en aplicaciones reales, ya
que depende de varias estimaciones anteriores , lo que en un proceso a largo plazo

contradice el sentido de las mezclas adaptativas.

El proceso de estimacién en linea o AMDE[V2], junto con el ajuste propuesto,
presenta un buen rendimiento. Este procedimiento es mas recomendable para

trabajos con datos reales, ya que reduce la cantidad de procesos a ejecutar.

Las estimaciones de densidades para flujo de datos, que no usan todos los datos
que han llegado en pasos anteriores, son mas deseables que los métodos tradicio-
nales, ya que con buenos algoritmos y buenos programas, se mejora la calidad de

estimacion.

El lenguaje de programacion R es ain muy escaso en recursos para enfrentar
analisis de datos de este tipo. El problema de la dimensionalidad es un factor que

aun afecta la implementacion de algunos de los paquetes aqui usados.

6.2.

Trabajos Futuros

Adecuar las ecuaciones de compresion de componentes expuestas en esta tesis, e

implementadas en el ajuste con agrupaciones usando grafos, para ser usadas de
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forma eficiente en el proceso )oAMDE[V3].
= Mejorar los programas empleados para mejorar los tiempos de procesamiento.

= Usar diversos lenguajes de programacion para ejecutar los procesos aqui presen-

tados y comparar la eficiencia y ganancia de éstos en cada entorno.

» Comparar el proceso oAMDE[V2] bajo el ajuste propuesto aqui, con otros algo-
ritmos que usen la misma idea de actualizacién secuencial del modelo para flujos

de datos.

= Implementar estos ajustes a los procesos en datos reales y a densidades con pesos

cambiantes.
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