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RESUMEN

La fiebre del dengue es una enfermedad infecciosa causada por uno de cuatro
serotipos identificados como DEN-1, DEN-2, DEN-3 y DEN-4. El virus es transmi-
tido a los seres humanos por medio de la picadura de mosquitos infectados (hembras)
Aedes aegypti, principal vector de la enfermedad. En Puerto Rico el dengue es con-
siderado de caracter endémico con algunos anos catalogados como epidémicos. Por
consiguiente, resulta de importancia estudiar la dindmica del dengue en la isla. En
nuestro trabajo, construimos un modelo matematico epidemiologico con estacio-
nalidad de ecuaciones diferenciales ordinarias no-lineales para estimar parametros
epidemioldgicos de una funcion de transmision que depende del tiempo. Utilizamos
teoria de problemas inversos en conjunto con datos de incidencia mensual de casos
de dengue confirmados por laboratorio para el periodo de tiempo comprendido entre
abril 2011 hasta abril 2013, siendo el periodo 2012-2013 catalogado como epidémico.
Se determinan la condicién umbral del nimero reproductivo béasico Rg del sistema
propuesto (sin estacionalidad), asi como también la estabilidad de los puntos de equi-
librio. Entre los parametros estimados estan la tasa de contacto efectiva promedio
vector-humano (fy) y la amplitud de la estacionalidad de esa tasa (1) en la isla. Para
la estimacién se utiliza el método de minimos cuadrados y un modelo estadistico
para medir los errores en el resultado estimado; ademés, mediante graficos de resi-
duales son validados los supuestos del modelo estadistico. Se encontré que los datos
de dengue disponibles son una muestra aleatoria de una poblacién con varianza cons-
tante donde las estimaciones de los pardmetros de interés fueron Sy = 0.79397 /mes
y n = 0.54799, con intervalos del 95% de confianza dados por (0.78575, 0.80218) y

(0.50476, 0.59121), respectivamente.
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ABSTRACT

Dengue fever is an infectious disease caused by one of four serotypes identified
as DEN-1, DEN-2, DEN-3 and DEN-4. The virus is transmitted to humans through
the bites of infected Aedes aegypti (main vector of the disease) female mosquitoes.
In Puerto Rico dengue is considered endemic with some years classified as epidemic.
It is therefore important to study the dynamics of dengue fever on the island. In
our work, we construct a mathematical epidemiological model with seasonality of
non-linear ordinary differential equations to estimate epidemiological parameters
from a time dependent transmission function. We use inverse problems theory with
monthly incidence data of confirmed by laboratory dengue cases for the period of
time between April 2011 and April 2013, where the 2012-2013 was a period classified
as epidemic. The threshold condition known as the basic reproductive number R,
is computed for the proposed system (without seasonality) as well as the stability of
the equilibrium points. Among the estimated parameters are the average effective
vector-human contact rate (8y) and the amplitude of seasonality of that rate (n)
on the island. For the estimation we implemented the method of least squares
and a statistical model to measure the errors in the estimated values; furthermore,
statistical model assumptions are validated by residual plots. The available dengue
data was found to be a random sample from a population with constant variance
where the estimates of the parameters of interest were Sy = 0.79397/month and
n = 0.54799, with 95% confidence intervals given by (0.78575, 0.80218) and (0.50476,

0.59121), respectively.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 Justificacion

Fué durante el transcurso del siglo XX que la comunidad cientifica se interesé
por estudiar las enfermedades infecciosas transmitidas por antréopodos o vectores.
Tales estudios han sido fuertemente influenciados por los avances en las teorias
matematicas de los sistemas dindamicos, tanto deterministicos como estocésticos, y
en general del modelaje a través de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales,
ecuaciones integrales, modelos computacionales y modelos estadisticos, entre otros.
Estas herramientas han demostrado ser valiosas para entender el desarrollo de pro-
cesos epidemiolégicos complejos. De manera que, para el estudio de enfermedades
infecciosas transmitidas por vectores tales como la malaria, leishmaniasis, la fiebre
del dengue, entre otras; los modelos matematicos epidemiolégicos ayudan a tener
una comprensiéon de la dinamica de la enfermedad, en particular en poblaciones que
han sido afectadas por el vector (por ejemplo, el mosquito en el caso de dengue y
la malaria). Estos modelos permiten predecir el comportamiento de propagacién de
enfermedades infecciosas y finalmente contribuyen a la implementacién de medidas
tanto de control como de prevencién pertinentes.

El presente trabajo de tesis tiene como propdsito principal, construir un mo-
delo matematico epidemiolégico que incorpore estacionalidad, utilizando ecuaciones
diferenciales no-lineales para estimar la tasa de contacto efectiva promedio vector-
humano (fy) del virus del dengue en Puerto Rico y el grado de la estacionalidad de

esa tasa (1), usando datos que corresponden a los casos de dengue confirmados por



laboratorio (incidencia mensual) del periodo de tiempo comprendido entre abril de
2011 y abril de 2013. Los datos fueron suministrados por el Sistema de Vigilancia
Pasiva del Dengue mediante el Departamento de Salud de Puerto Rico y los Centros
para el Control y Prevencién de Enfermedades (CDC, siglas en inglés), Subdivisién
de Dengue.

En su pagina web (ver [35]), el CDC sostiene que en Puerto Rico son notificados
en promedio de tres mil a nueve mil casos sospechosos por fiebre de dengue a las
instituciones competentes en anos no epidémicos. Por tal motivo, Puerto Rico es
declarado territorio endémico de la enfermedad del dengue. De manera que, debido
a la endemicidad de la enfermedad en la isla y el acceso a los datos de casos de
dengue confirmados por laboratorio (incidencia mensual) entre abril de 2011 y abril
de 2013, resulta valioso hacer estudios longitudinales que midan el impacto causado
por el virus del dengue en la isla, en particular, en ese periodo de tiempo.

Para capturar la curva de incidencia obtenida de los datos, proponemos un
modelo matematico que incorpora funciones de transmision dependientes del tiempo,
es decir, en términos epidemiologicos proponemos un modelo con estacionalidad.

Por otro lado, para estimar los parametros de transmision de la enfermedad,
hacemos uso de la teoria de problemas inversos para el caso de sistemas de ecuaciones
diferenciales no-lineales (descrita en detalle en las referencias [5, 6]). Asi mismo, se
establecen intervalos de confianza de las estimaciones encontradas y se interpretan
epidemioldgicamente los resultados.

Anotamos que a pesar de que existen otros estudios epidemiolégicos (ver Capitulo
3) utilizando modelos matemadticos de dengue y vectores, a nuestro conocimiento no
existen trabajos cientificos que estimen parametros epidemioldgicos de enfermedades
transmitidas por vectores, en particular, utilizando la teoria de problemas inversos
y un modelo matemaético epidemioldgico con estacionalidad. Cabe senalar que tam-

poco se encontraron estudios que utilicen los datos de incidencia mensual de dengue



confirmados por laboratorio entre abril de 2011 y abril de 2013 en Puerto Rico. De
manera que, las estimaciones numéricas de los pardmetros epidemioldgicos de in-
terés en este trabajo (tasa de contacto efectiva promedio vector-humano (f5y) y el
grado de la estacionalidad de esa tasa (7)), pueden ser utilizados en otros modelos
matemadticos epidemiolégicos de dengue que involucren una dindmica ciclica (con
estacionalidad) de la transmision de la enfermedad. Esto permitira la construccién
de modelos matemaéticos epidemioldgicos para dengue més complejos, estimar otros
parametros y por ende responder otras preguntas asociadas a la enfermedad.

1.2 Objetivos
1.2.1 Objetivo general
Estimar los parametros epidemioldgicos tasa de contacto efectiva promedio vector-
humano (fy) y el grado de la estacionalidad de esa tasa (7), desconocidos en la
literatura para la fiebre del dengue en Puerto Rico, mediante un modelo estadistico,
un modelo matematico epidemiolégico con estacionalidad y datos de incidencia men-
sual del dengue en Puerto Rico durante el periodo de tiempo abril 2011 hasta abril
2013.
1.2.2 Objetivos especificos

1. Determinar la estabilidad de los equilibrios correspondientes al modelo matematico
de ecuaciones diferenciales no-lineales sin estacionalidad a través de la teoria matema-
tica de sistemas dinamicos.

2. Utilizar datos epidemiolégicos de dengue (incidencia mensual) para estimar los
parametros de transmisién de la enfermedad en Puerto Rico bajo el modelo de
ecuaciones diferenciales con estacionalidad propuesto en este trabajo.

3. Encontrar la solucion del modelo matematico que mejor se ajuste a los datos
disponibles utilizando los pardmetros estimados.

4. Establecer intervalos de confianza para las estimaciones encontradas de los parametros

Bo vy n del modelo propuesto.



CAPITULO 2
EPIDEMIOLOGIA DEL DENGUE Y DENGUE
EN PUERTO RICO

El dengue es una enfermedad causada por la infeccién con uno de cuatro seroti-
pos del virus identificados como DEN-1, DEN-2, DEN-3 y DEN-4, los cuales se
encuentran estrechamente relacionados antigénicamente [25]. Este virus pertenece
a la familia Flaviviridae y la identificaciéon de un serotipo en particular se lleva a
cabo mediante pruebas serolégicas ! [66]. La enfermedad se presenta en todas las
regiones tropicales y subtropicales del planeta y es transmitida a los humanos por
medio de la picadura de un mosquito hembra infectado con el virus en cualquiera de
sus cuatro serotipos. De acuerdo con la Organizacién Mundial de la Salud (OMS)
el dengue es un problema de salud publica mundial, pues en los tltimos anos su
transmisién ha aumentado de manera significativa en zonas urbanas y semi-urbanas
[68].

En la isla de Puerto Rico el dengue es una enfermedad de cardcter endémico.
Anualmente el gobierno gasta millones de délares a través del Departamento de
Salud del pais y otras instituciones, en medidas de control contra los vectores de
la enfermedad. Entre las medidas se encuentran la fumigacion al aire libre y la

aplicacion de larvicidas en los escenarios acuaticos donde el mosquito se desarrolla

! Examen de sangre para detectar la presencia de anticuerpos contra un microor-
ganismo.
http : /Jumm.edu/health/medical | spanishency/articles/ fiebre — del — dengue —
hemorragico. University of Maryland Medical Center.



[51]. En la actualidad, no existe una vacuna que proteja contra el dengue pero se
adelantan estudios para el desarrollo de una vacuna tetravalente (proteccién contra
cualquier serotipo del virus) y asi darle a la humanidad una medida de control y
prevencion al problema [17, 26, 69].

2.0.3 Ciclo de Transmision del dengue.

La enfermedad del dengue presenta un ciclo de transmisién como se ilustra en
la Figura 2-1, es decir, el virus (arbovirus) del dengue es transmitido a los seres
humanos a través de la picadura de antrépodos o mosquitos hembras infectados de
la especie Aedes aegypti (principal vector de la enfermedad?® )[66]. Ahora, cuando
el mosquito hembra Aedes aegypti pica a una persona que se encuentra en periodo
de viremia, el mosquito puede infectarse y posteriormente trasmitir la enfermedad
a otras personas susceptibles. Es decir, luego de que el mosquito adquiere el agente
infeccioso y que éste se incube de manera exitosa en el antrépodo en un periodo
de tiempo que oscila entre los 8 y 12 dias (conocido como periodo de incubacion
extrinseca del virus® ), el virus puede propagarse a otros individuos no infectados [25].
Una vez se infecta, el mosquito se convierte en portador infeccioso de la enfermedad
por el resto de su vida [49]. Por su parte, una persona que logra recuperarse de la
enfermedad causada por un serotipo en particular, adquiere inmunidad de por vida
contra ese serotipo e inmunidad temporera y parcial contra los serotipos restantes

[50, 66].

2 Un vector secundario del virus de dengue es el mosquito Aedes albopictus, el
cual se concentra en Asia pero que se ha extendido a América del Norte y Europa,
debido al comercio internacional de neumadticos usados (que se convierten en un
habitat para su proliferacién). El mosquito Aedes albopictus tiene un alto grado de
adaptabilidad y puede sobrevivir en las regiones mds frias de Europa [55, 68].

3 El periodo de tiempo para la incubacién extrinseca depende de las condiciones
ambientales, en especial de la temperatura [66].
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Figura 2-1: Ciclo de transmisién del virus del dengue.
2.0.4 Manifestaciones clinicas del dengue.

Tras la picadura de un mosquito hembra infectado por el virus del dengue y
un periodo de incubacién en el huésped que oscila de 3 a 14 dias (en promedio 4
a 6 dias), la persona puede presentar un periodo de fiebre agudo que dura entre
2 y 10 dias [25]. Las manifestaciones clinicas varian de acuerdo al paciente, ya
que dependen del serotipo con el que se encuentra infectado, el estado inmune del
individuo, su edad y del transfondo de su historia médica. En términos generales,
los sintomas caracteristicos de la enfermedad son: aparicion repentina de fiebre alta,
dolor de cabeza frontal, dolor retro-orbitario, dolor muscular, nduseas, debilidad y
erupciones cuténeas [25, 68].

El dengue hemorragico (DH) o fiebre de dengue hemorrdgico (FDH), es una
forma grave de la enfermedad del dengue que en muchos casos es mortal. Esta
forma de dengue se da, principalmente en los ninos y puede deberse a cualquiera de
los serotipos del virus. Se inicia con una fiebre comtn y, después de varios dias se
presentan alteraciones en los vasos sanguineos, insuficiencia circulatoria, hipotensién

y un sindrome de choque por dengue (SCD) [50].



2.1 Biologia y ecologia del mosquito Aedes aegypti.

El mosquito Aedes aegypti es un artrépodo cuyo habitat se encuentra en las
areas tropicales y subtropicales del planeta, generalmente entre las latitudes de
35°N y 35°S que corresponden a areas con aproximadamente un verano isotérmico
de 10°C'. El Aedes aegypti es considerado uno de los mosquitos mas eficientes por
arbovirus, ya que pica con frecuencia a los seres humanos, es decir, es altamente
antropofilico; prosperando muy cerca de los domicilios humanos inclusive dentro de
las viviendas [66]; por lo que sus criaderos son bastante variados. Esta especie de
mosquito tiene un gran poder de adaptabilidad; en general, se instala en lugares os-
curos, sombreados y en recipientes con aguas limpias o relativamente contaminadas,
carentes de sales y materia organica. Tales requerimentos pueden variar de acuerdo
con las condiciones que se necesiten para la oviposicién (postura de huevos) y para
la disponibilidad de alimento [17, 55]. Su ciclo biolégico se compone de cuatro fases:

huevo, larva, pupa y finalmente el mosquito adulto (ver Figura 2-2).

S—

Huevo Larva
Ciclo de vida del
mosquito Aedes
Aegypti
Meosquito Pupa
adulte

—

Figura 2-2: Ciclo de vida del mosquito Aedes aegypti.

El resultado de la oviposicién del Aedes aegypti son huevos de aproximadamente
1mm de longitud. En su fase inicial de postura tienen una apariencia de color blanco,
pero en poco tiempo adquieren un color negro brillante. Son fecundados durante la

postura de la hembra y el desarrollo del embrién se completa en un periodo de tiempo



de 48 horas (siempre que las condiciones ambientales sean himedas y célidas), pero
puede prolongarse hasta en 5 dias si se encuentran expuestos a temperaturas bajas.
Posterior a ello, los huevos pueden eclosionar dentro de los 2 o 3 dias siguientes;
aunque pueden ser capaces de resistir a procesos de desecacién y exposicion de
temperaturas extremas que permitan que sobrevivan de 7 meses a un ano [48, 55].
En el estado larval ocurre el proceso de crecimiento que va desde 1mm hasta
Tmm de longitud. En esta fase, estos organismos pasan la mayor parte del tiempo
alimentandose de materia orgdnica y microbiotica, completando asi su desarrollo
entre 5 y 7 dias bajo condiciones favorables de temperatura que oscilan de los 25°C'
a 29°C (T7°F — 84.2°F'). Con frecuencia, tal periodo se lleva cabo en un promedio
de 4-10 dias. Por otra parte, las larvas del Aedes aegypti suelen reconocerse por sus
movimientos en forma de S y por poca tolerancia a la luz solar, proceso conocido
como fototropismo negativo. Las larvas no sobreviven a temperaturas que estén por
debajo de los 10°C' (50°F') ni tampoco a temperaturas que superen en promedio los
44°C' — 46°C' (111.20°F — 114.80°F); ademés, se impide el proceso de fase larvaria
a pupa si se encuentra en un ambiente por debajo de los 13°C(55.4°F) [48, 55, 64].
El estado pupal demora de 1 a 3 dias a temperaturas que oscilan entre 27.8°C'
y 32.2°C' (82°F — 90°F'). A temperaturas menores esta fase puede extenderse a 5
o més dias [64]. Las pupas no se alimentan y permanecen estdticas la mayor parte
del tiempo. Es en esta fase de reposo es donde se desarrollan las transformaciones
anatémico-fisiolégicas hasta la aparicion del mosquito Aedes aegypti; siendo muy
sensibles a los estimulos externos tales como vibraciones y manteniéndose en la
superficie del agua gracias a su flotabilidad, propiedad que facilita la emergencia del

insecto adulto [48].
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El adulto que emerge del estado pupal® , es un mosquito de color negro con
disenios blanco-plateados formados por escamas claras que se disponen simulando la
forma de una lira en el dorso del tordax, mostrando un anillado caracteristico a nivel
de los tarsos, la tibia y fémures de las patas [55]. Dentro de las 24 horas posteriores
a la emergencia del insecto adulto, éste empieza a aparearese dando inicio asi a su
ciclo de reproduccion.

La hembra de Aedes aegypti es hematoéfaga, es decir, es un insecto que se ali-
menta de sangre y en especial de la sangre humana. Esta alimentacion sanguinea
es necesaria como fuente de proteinas para el desarrollo de los huevos y se lleva a
cabo mediante picaduras al huésped generalmente durante las horas de la manana o
al atardecer y en ciertas condiciones de iluminacién, pueden picar durante la noche.
Luego de estar completamente llena (2-3 mg de sangre) empieza la oviposicién, la
cual se completa en 2-3 dias y da como resultado un promedio de 200 huevos que
son dispersos en diferentes lugares [48].

La Organizacion Mundial de la Salud (OMS, ver [49]) sostiene que la transmisién
vertical (transmisién transovéarica o de madre a cria) del virus del dengue se ha
demostrado en el laboratorio, pero casi nunca en el campo y que la importancia de
la transmisién vertical para el mantenimiento del virus en periodos interepidémicos
atin no se entiende de forma clara.

2.2 El dengue en Puerto Rico

Los Centros para el Control y Prevencién de Enfermedades (CDC, siglas en

inglés) son institutos federales de salud ptblica adscritos al Departamento de Salud

y Servicios Humanos de los Estados Unidos de América [33]. Estas entidades junto

4 El ciclo completo del Aedes aegypti (huevo-adulto) varfa segin la temperatura
y la disponibilidad de alimento, pero en condiciones favorables se completa en 10
dias [48, 55, 64].
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con el Departamento de Salud de Puerto Rico (PRDH, siglas en inglés) a través
del Sistema de Vigilancia Pasiva del Dengue (PDSS, siglas en inglés), son las insti-
tuciones que tienen en Puerto Rico, ademas de disenar estrategias de prevencion y
control de las enfermedades que afectan a las poblacion en general, la competencia
de registrar todos los casos sospechosos y confirmados de dengue clasico y dengue
hemorragico en la isla. Dicha labor ha sido implementada durante mas de treinta
anos, pues en la isla la notificacion de los casos generados por ésta enfermedad deben
ser reportados por ley [35].

La era moderna del virus de dengue en el territorio puertoriqueno comenzé con
la gran epidemia bajo el serotipo DEN-3 en el ano 1963, y de alli en adelante, de
manera progresiva fueron circulando en la poblacion los serotipos restantes del virus
(DEN-2,DEN-1,DEN-4) [53].

Con respecto a las epidemias de dengue desde 1990 hasta el presente, se han
declarado en Puerto Rico cinco epidemias de dengue. La primera epidemia ocurri6 en
1994 donde el nimero de casos sospechosos por dengue alcanzé la cifra de 24700, la
segunda epidemia de dengue en 1998 en donde se reportaron 17000 casos sospechosos,
la tercera tuvo lugar en el ano 2007 en donde 10508 casos sospechosos hicieron
presencia en la isla y la cuarta epidemia al ano 2010 la cual tuvo la suma de 26766

casos presuntos por infecciones con el virus del dengue [35].

Ano | Numero de casos sospechosos
1994 24700
1998 17000
2007 10508
2010 26766

Tabla 2-1: Numero de casos sospechosos en anos epidémicos en Puerto Rico.

Por otra parte, a principios del mes de septiembre del 2012 se habian notificado
4816 casos sospechosos, de los cuales 1737 habian sido confirmados por laboratorio y

21 casos fueron clasificados como dengue hemorragico. Luego, la quinta epidemia de
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dengue en Puerto Rico fue declarada para ese ano cuando el informe correspondiente
a la semana 37 (del 9 al 15 de septiembre) mostréd 342 casos de dengue, cifra que so-
brepasaba el umbral epidémico. El umbral epidémico de dengue en Puerto Rico para
un ano en particular, representa el percentil 75 de la distribucién de los presuntos
casos notificados de dengue que van desde el ano 1986 hasta el afio inmediatamente
anterior (tomado del informe semanal de vigilancia del dengue - semana 28, datos
al 13 de agosto de 2013).

La epidemia declarada en el ano 2012 tuvo extensiéon hacia el ano 2013, en
donde, para la semana del 5 al 11 de marzo, se notificaron 282 presuntos casos;
mientras que en la semana inmediatamente anterior (del 26 de febrero al 4 de marzo)
se reportaron 300 casos. Los datos del CDC establecen que para los primeros meses
del 2013 se habian notificado 4129 presuntos casos, de los cuales 2034 (49.2%) fueron
confirmados por laboratorio y cuatro resultaron ser dengue hemorragico [67].

2.2.1 Estacionalidad del dengue en Puerto Rico

El sistema de precipitacion de lluvias en Puerto Rico es muy variable en relaciéon
a su caracter temporal y espacial. De forma eventual, el periodo de sequia comienza
en general en el mes de diciembre y culmina en el mes de marzo o abril; seguido
luego de un periodo de fuertes lluvias a finales de abril y a principios del mes de
mayo [36]. Estas lluvias tienden a disminuir de manera significativa en junio y julio,
y posterior a ello, comienza el periodo “tradicional” himedo de lluvias abundantes
que se prolonga del mes de agosto hasta el mes noviembre, dando como resultado un
aproximado del 50% de la lluvia anual que cae sobre la isla [36]. La endemicidad del
virus del dengue en Puerto Rico ha motivado durante anos el estudio longitudinal
de caracter descriptivo, estadistico, entomoldgico, entre otros; de la dinamica de la
enfermedad en la isla en un intento por precisar los patrones de comportamiento del
dengue en Puerto Rico a través de alguna relacion con el medio ambiente y poder

asi predecir epidemias y tomar las medidas de control a las que haya lugar. En este
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orden de ideas, Barrera [7] estudia, de forma descriptiva, la dindmica del dengue en la
isla a través de la incidencia mensual de los casos sospechosos que fueron reportados
al sistema de vigilancia epidemiolégica en el periodo comprendido entre enero de
1986 y julio de 2010. En sus andlisis, Barrera sostiene que los casos de dengue
generalmente alcanzan un maximo entre septiembre y noviembre, y un minimo entre
abril y mayo. Esto es, los casos sospechosos por dengue regularmente empiezan a
disminuir durante la epoca de invierno en el hemisferio norte, cuando en Puerto
Rico disminuyen la precipitacién y temperatura ambiental [7]. Sostiene ademas,
que aunque exista algin tipo de “regularidad” en el comportamiento anteriormente
expuesto, pueden ocurrir casos excepcionales en donde la incidencia de dengue no
disminuya como pudiese esperarse; citando los ejemplos ocurridos en los periodos
1997-1998 vy 2009-2010, ya que en el tiempo comprendido entre diciembre y mayo
no se observé tal cambio, sin embargo fueron afios epidémicos en Puerto Rico [7].
Por ultimo, Barrera resume que el ciclo anual del dengue puede interpretarse como la
divisién de tres épocas: una época de baja transmisiéon o post-epidémica (diciembre
a mayo), una época pre-epidémica o de incremento geométrico (junio a julio) y una
época epidémica que va de septiembre a noviembre.

Por otra parte, Scott et al. [58] llevaron a cabo un estudio entomolégico con el
objetivo de determinar si las tasas de multiple alimentacién (picaduras) del Aedes
aegypti variaban segin la temporada (estacionalidad) y la geografia de la isla. En
este estudio, los autores hacen uso de técnicas histoldgicas y de andlisis de regresién
lineal para asociar la frecuencia de picadura de los mosquitos con diferentes ca-
tegorias estacionales en la temperatura (caliente, moderado, frio). Consideran la
temperatura mensual durante un periodo de tiempo de 2 afos (enero de 1991 hasta
enero de 1993) en diferentes zonas urbanas de la municipalidad de San Juan. Asi

que, concluyen que la temperatura promedio en la isla solamente explica el 0.8% de
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la variabilidad de la frecuencia de picadura del mosquito, es decir, en estos estudios
la relacién lineal no fue estadisticamente significativa.

Por otro lado, Keating [40] estudia de forma longitudinal la relacién entre las
fluctuaciones de la temperatura y la incidencia ciclica del dengue en Puerto Rico a
través de andlisis de regresiéon multivariable. Keating apoyado en los trabajos de Jet-
ten y Focks (1997) [37] supone que el efecto de la lluvia en la densidad de mosquitos
hembra no es la misma para todos los vectores de dengue debido a la variabilidad
de sus sitios o areas de reproduccion y que encontrar relaciones estadisticamente
significativas entre la densidad de mosquitos, la incidencia del dengue y la precipi-
tacién es extremadamente dificil. Sin embargo, crea un modelo empirico utilizando
datos de casos de dengue confirmados por laboratorio del periodo comprendido en-
tre 1988 y 1992, junto con datos de la temperatura promedio mensuales del periodo
comprendido entre 1988 y 1992. En sus andlisis, Keating encontré que para cada
ano el pico de los casos de dengue oscilaba entre septiembre y noviembre, y que
se asociaban significativamente con los picos de la temperatura promedio ocurridos
aproximadamente 12 semanas antes. Sostiene ademas, que el retardo de 12 semanas
representa en conjunto, el tiempo que toma la larva en desarrollarse como adulta, la
disminucién del periodo de incubacién extrinseca del virus (causado segin Keating
por el aumento de la temperatura), la intensificacién de los mosquitos infectados,
el aumento de la tasa de picadura, el inicio de los sintomas en el paciente y final-
mente el diagnéstico e informe confirmado por laboratorio como positivo de dengue.
Afirma también, que aunque obtiene resultados importantes en su modelo, deben
incorporase factores como cambios demograficos, cambios socio-econémicos, las pre-
cipitaciones, ampliar el periodo de estudio, entre otros; de tal forma que permitan
tener conclusiones mas exactas y generales de la relacion entre la temperatura y la

incidencia de dengue en Puerto Rico.
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El efecto local y global del clima en la transmisiéon de dengue en Puerto Rico es
estudiado por Johansson et al. [38], los cuales sostienen que la incidencia del dengue
en la poblacion humana es potencialmente “confusa” por efectos de covariacién
estacional y heterogeneidad espacial, es decir, las variables climéticas y el virus del
dengue fluctian en funcién de las caracteristicas geograficas presentes en la isla [7].
Las ideas expuestas anteriormente y la endemicidad del dengue en Puerto Rico
nos motivan a incorporar en nuestro modelo la estacionalidad en la dindmica de
transmisién del dengue en la isla.

Algunos modelos epidemiolégicos propuestos para la fiebre del dengue, también
han incorporado el factor “estacionalidad ” con funciones dependientes del tiempo
(generalmente de tipo periddico) que simulan la tasa de reclutamiento del mosquito
Aedes aegypti o la tasa de infeccion por el virus del dengue. Entre estos trabajos
encontramos los publicados por Coutinho et al. [13], Katri [39] y Massad [47] que
consideran la transmision vertical del virus e introducen funciones trigonométricas
para explicar como la variacién estacional influencia en el proceso de maduracion
de los huevos que logran sobrevivir a las fases larvaria y pupal para finalmente
emerger como mosquitos adultos. Por otro lado, Andraud et al. [3] y Gonzales et al.
[23] construyen modelos para dengue e introducen la estacionalidad con funciones
trigonométricas dependientes del tiempo que representan tasas de reclutamiento
para la poblacién mosquitos.

También encontramos el trabajo de Aguiar et al. [1] en donde se estudia un
modelo para dengue multi-cepa con inmunidad temporera y posibles infecciones
secundarias. Aguiar et al. considera la dinamica de dos serotipos del dengue cir-
culando en la poblacién e incorpora como una funcién periddica dependiente del
tiempo para la tasa de transmision de la enfermedad en los humanos.

Asi que, para capturar la dindmica estacional del dengue en Puerto Rico usando

los datos disponibles, incorporamos estacionalidad al modelo propuesto en esta tesis
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considerando la funcion tasa de contacto efectiva vector-humano dada por

Br(t) = Bo - (1+n-sen(w(t +¢))), (2.1)

siendo fy la tasa de contacto efectiva promedio vector-humano con 7 el grado (am-
plitud) de la estacionalidad, w la frecuencia estacional y ¢ el desplazamiento de fase
de la tasa de contacto efectiva promedio vector-humano respectivamente. Por lo

tanto, dado que el parametro S, esta definido por

5 (m’amero de pz’cadums> < probabilidad de tmnsmisio’n)
O p—

unidad de ttempo numero de picaduras

y que es dificil encontrarlo en la literatura, nos resulta interesante estimarlo a través
de los datos de dengue confirmados por laboratorio disponibles y la teoria de proble-
mas inversos aplicada al modelo epidemioldgico propuesto este trabajo representado
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales no-lineales.

2.3 Los Datos

El Sistema de Vigilancia Pasiva del Dengue en Puerto Rico es una entidad
adscrita al CDC y al Departamento de Salud de la isla con la finalidad de propor-
cionar informacion temprana y precisa sobre la actividad del dengue en términos
del tiempo de aparicion, ubicacién del problema, serotipos del virus y gravedad de
la epidemia, de tal manera que se pueda predecir en detalle la transmision del virus
en la poblacién e implementar las medidas de control pertinentes [53].

Este sistema de vigilancia trabaja de forma anticipada y proactiva, es decir,
el trabajo se lleva a cabo de manera colectiva entre los médicos privados, centros
de salud, hospitales publicos y hospitales privados; ya que son ellos quienes envian
muestras de sangre a través del personal del Departamento de Salud o laboratorios
privados para que sean analizadas y diagnosticadas por la Secciéon de Dengue del

CDC. Posterior a ello, los resultados son provistos a la fuente que suministro la
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muestra y al personal del control del vector del Departamento de Salud, y final-
mente los analisis epidemioldgicos se publican por medio del informe de vigilancia
del dengue [52].

La metodologia de laboratorio implementada para el diagndstico del dengue en
la Seccion del Dengue del CDC, es generalemente el aislamiento del virus (ya sea por
inoculacién o por cultivo celular) para determinar el serotipo infectante, y las prue-
bas ELISA (Enzyme-Linked ImmunoSorbent Assay - Ensayo por inmunoabsorcién
ligado a enzimas) de diagndstico seroldgico para detencién de anticuerpos IgM e
IgG (Inmunoglobulina M e Inmunoglobulina G) contra dengue. De alli, se estima
que el 40% de los casos reportados dan una prueba positiva, aproximadamente un
15% dan una prueba negativa y cerca de un 45% de los casos notificados quedan
como indeterminados, debido a que no se recibe una muestra sanguinea de periodo
convaleciente para asi descartar un caso de dengue si el resultado fuese negativo.
Apesar de la proporcién significativa de los casos indeterminados, los laboratorios
no se preocupan por la necesidad clinica de diagnostico de casos individuales, sino
en la necesidad de datos confiables para la vigilancia de la salud publica [52].

En este orden de ideas, los datos utilizados en este trabajo fueron suministrados
por el Sistema de Vigilancia Pasiva del Dengue mediante el Departamento de Salud
de Puerto Rico y Centros para el Control y Prevencién de Enfermedades (CDC),
Subdivision de Dengue. Estos datos corresponden a los casos del virus del dengue
confirmados por laboratorio (incidencia mensual) comprendidos desde abril de 2011
hasta abril de 2013, (ver Figura 2-3).

Por otra parte, para estimar los parametros con el modelo propuesto en este
trabajo de tesis, se hace uso de valores numéricos para algunos parametros que han

sido encontrados en la literatura.
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Figura 2-3: Casos de dengue confirmados por laboratorio (incidencia mensual) del

periodo de tiempo abril 2011 hasta abril 2013.



CAPITULO 3
MODELOS MATEMATICOS
EPIDEMIOLOGICOS PREVIOS

Para ilustrar mejor las ideas del tipo de modelo matemaético discutido en esta
tesis, discutiremos algunos ejemplos y con ello los aspectos generales relacionados
al desarrollo matematico que se encuentran incluidos en la construccién y analisis
de modelos matemaéticos epidemioldgicos, es decir, la metodologia matematica para
describir la propagacion de enfermedades infecciosas en una poblacién de individuos.
Los modelos de ésta naturaleza son construidos teniendo en cuenta una estructura de
acuerdo a la epidemiologia de la enfermedad, la forma de incidencia, la distribucion
del tiempo de espera en cada estatus epidemioldgico, la estructura demografica, y las
interacciones demografica-epidemioldgicas [29]; de manera que tales consideraciones
permiten el desarrollo de un sin nimero de modelos haciéndolo aceptable a las
preguntas que el investigador desee estudiar.

En 1911, el médico Sir Ronald Ross publicé un modelo matematico describiendo
la dindmica de la transmisién y control de la malaria en su trabajo titulado “La
prevencion de la malaria” convirtiéndose en el pionero de la construccién de modelos
matematicos para describir las enfermedades transmitidas por vectores mediante un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales (ver [54] para mas detalles).
En su modelo, Ross describe de forma simple el proceso de infecciéon por malaria

mediante un sistema de dos ecuaciones diferenciales dadas por

dI (N, = 1)

— =bput
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i N v, (3.1)
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di I
k. No — §)— — 1. 9
; bpa (N Z)Nl i (3.2)

En este modelo, N; representa la poblacion total de humanos en un lugar de-
terminado, Ny es la poblacién total de mosquitos (asumida como constante), I(t) es
el nimero de humanos infectados con malaria en el tiempo t, i(¢) es el nimero de
mosquitos infectados con malaria, b es la frecuencia con la que pican los mosquitos,
po es la probabilidad de transmision de la malaria del humano a el vector, p; es
la probabilidad de transmisiéon de la malaria del mosquito a humanos, v es la tasa
a la cual los humanos se recuperan de la enfermedad y finalmente p es la tasa de
mortalidad natural del mosquito [4].

La Ecuacién (3.1) es interpretada de la siguiente manera: durante un intervalo
pequeno de tiempo dt, cada mosquito infectado de malaria pica bdt humanos, de una

fraccion de la poblaciéon igual a N}V—:I que no se encuentra infectada. Ahora, dado

(N1—-1)
Ny

que p; es una probabilidad de transmision, se tienen bpqt nuevos humanos
infectados y un nimero v/Idt de individuos recuperados en ese mismo intervalo de
tiempo [4].

De forma andloga, la Ecuacién (3.2) describe que cada mosquito no infectado
pica bdt humanos, de una fraccion de la poblacién N% que ya se encuentra infectada.
Luego, teniendo en cuenta la probabilidad de transmision ps, se tienen bpy(Ny — z)Nil
mosquitos infectados nuevos. Ademas, en este punto se asume que la infeccién por
malaria no conduce a la muerte del vector y que el nimero de mosquitos que muere
por causas naturales es pudt.

Para analizar su modelo, Ross considera los estados estacionarios (equilibrios)
de su sistema de ecuaciones dados cuando % =0y % = 0, es decir cuando la

solucién de la ecuacion diferencial es constante. Asi, Ross obtiene un primer equi-

librio dado por (I,i) = (ly,i0) = (0,0) llamado equilibrio libre de malaria; y un
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segundo equilibrio (I,4) = (Iy,4;) con

| _ eV LA
b2 N. ) b2 N.
I, = N, sz}ifl 2 y i, = N, p2£1 2’
14 ViV 14+ =
bp1 Ny bps

llamado equilibrio endémico. Obsérvese que I} > 0 e 7; > 0 siempre que el nimero

de mosquitos sobrepase el umbral critico

YN
b%papy

Ny > = N}, (3.3)

Es decir, siempre que la Ecuacién (3.3) se satisfaga, la malaria estard de forma
persistente en un espacio determinado. Ross concluye ademas que si el nimero de
mosquitos Ny se reduce por debajo del umbral critico NJ, s6lamente el equilibrio
(1o, 1) prevalecerd y por lo tanto la enfermedad desaparecerd; en particular, no es
necesario eliminar todos los mosquitos para erradicar la malaria (punto que Ross
queria enfatizar en su modelo) [4].

Por otro lado, el médico Anderson Gray McKendrick quien estuvo con Ronald
Ross en una misién en Sierra Leona para combatir la malaria, en el ano 1926 pu-
blicé un articulo sobre “Las aplicaciones de las matemadticas a problemas médicos”
en el cual introducia un modelo matemético de tiempo continuo (al igual que Ross)
para epidemias teniendo en cuenta aspectos estocasticos del proceso infeccioso y de
la recuperacién [4]. Por otra parte, William Ogilvy Kermack aunque hacia inves-
tigaciones en el campo de la quimica organica, también comenzé a colaborar con
McKendrick en la modelacion matematica de epidemias y a partir de 1927 publi-
caron juntos una serie de Contribuciones a la teoria matemdtica de epidemias (ver
[41-43]) donde estudiaron modelos epidémicos deterministicos [4]. En el modelo
epidemiolégico SIR de Kermack-McKendrick de 1927 [41], se divide a la poblacién

en tres clases o compartimentos epidemioldgicos descritos de la siguiente forma:
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S(t) representa el nimero de individuos que son propensos o susceptibles a la en-
fermedad y que en el tiempo ¢ todavia no han sido infectados. I(t) representa el
conjunto de individuos infectados en el tiempo ¢, en donde un individuo infeccioso
“puede” propagar la enfermedad al tener contactos efectivos con individuos suscep-
tibles. Finalmente, R(t) representa los individuos recuperados en el tiempo t y que
no vuelven a reinfectarse o que adquiren inmunidad. Por ende, la poblacién total
estard dada por N(t) = S(t) + I(t) + R(t).

Tal como se describe en Brauer y Castillo-Chévez [10], se asume que el proceso
epidémico es deterministico, esto es, el modelo propuesto describe la dinamica de la
poblacién mientras la enfermedad evoluciona en el tiempo, dependiendo de variables
determinadas por parametros del modelo, las condiciones iniciales y el nimero de
variables que pueden ser descritas como distribuciones de probabilidad (estocasti-
cidad). Ademas, la construccién del modelo en términos de las razones de cambio
de las clases o compartimentos epidemioldgicos en consideracion, estd basada en
suponer que los miembros en cada uno de ellos pueden describirse como funciones
diferenciables del tiempo; hipdtesis que parece ser razonable cuando el brote de la
enfermedad tiende a estabilizarse en el tiempo y no razonable al inicio de la misma
cuando se encuentran solamente unos pocos infectados. Es decir, cuando existen
pocos miembros al principio del brote infeccioso esto dependera de los contactos
aleatorios que puedan darse entre esos pocos individuos [10].

Por otro lado, en este modelo Kermack-McKendrick consideran los siguientes
supuestos: a) un individuo promedio de la poblacién hace contacto suficiente para

transmitir la infeccién a otros con SN por unidad de tiempo (aqui 5 es la tasa

d@ infeccio’n y esté dado por B _ (numero de contactos> % <p'robabzlzdad de trzznsmzsmn) )

unidad de tiempo numero de contactos
Esta hipdétesis, describe que como la probabilidad de que un contacto al azar de un

individuo infeccioso con un individuo susceptible es %, entonces el nimero de nuevos

infectados en la unidad de tiempo infecciosa es BN (£)I = 3ST (aqui el producto ST
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se le conoce como incidencia por accion de masa). Otro punto de vista, puede ser
afirmar que para un contacto con un susceptible la probabilidad de que ese contacto
sea con una individuo infeccioso es % y por lo tanto la tasa de las nuevas infecciones
por susceptible (3N)(4£), dando como tasa de nuevas infecciones (3N)(£)S = BSI.
El supuesto b) es que los infectados dejan la clase infecciosa a una tasa I por
unidad de tiempo; hipdtesis que requiere de un analisis matematico mas profundo
puesto que suponer una tasa de recuperacion proporcional al nimero de infectados
no tiene sentido epidemiolégico [9, 10]. Para ello, se considera la cohorte de todos
los individuos que fueron infectados una vez y se toma v(s) como el nimero de
estos individuos que siguen siendo infecciosos s unidades de tiempo. Luego, si una
fraccién v de estos individuos abandona la clase de infectados en unidad de tiempo,
se sigue que

v = —vv, v(0) = vy; (3.4)

ecuacion diferencial cuya solucién viene dada por
v(s) = voe 7%, (3.5)

Por lo tanto, la fracciéon de individuos que permanecen infectados s unidades de
tiempo después de haber sido infectados es e 7%, asi que el tamano del periodo
infeccioso es distribuido exponencialmente con media fooo e ds = %, que es lo que
en el supuesto de la tasa de recuperacién realmente se utiliza [9, 10]. El supuesto c)
es que no existe demografia en la poblacion, excepto posiblemente debido a muerte
por enfermedad. Y finalmente, el supuesto d) el cual dice que no existe muerte

por enfermedad y por consiguiente el tamano de la poblacién total serd constante

(2 =0) [9, 10].

BST vl

S| — | 1

R

Figura 3—1: Diagrama de flujo del modelo SIR de Kermack-McKendrick (1927).
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Asi las cosas, el modelo epidemioldgico SIR de Kermack-McKendrick (ver Figura

3-1) estd dado por el sistema de ecuaciones diferenciales

% = —pS1, (3.6a)
% _ BSI -1, (3.6b)
dR

con poblacién total dada por N(t) = S(t) + I(t) + R(t).

En el modelo de Kermack-McKendrick (1927) no se consideran nacimientos o
muertes en los respectivos compartimentos epidemiolégicos, ya que generalmente
la escala de tiempo de un brote epidémico es mucho més corto que una escala de
tiempo demografico, es decir, en el modelo anterior el nimero de nacimentos y
muertes por unidad de tiempo es despreciable. Sin embargo, si se estd interesado en
estudiar el modelaje de enfermedades de tipo endémico es necesario incorporar una
escala de tiempo mas grande e incluir la tasa de nacimientos y la tasa de muerte
[9]. Ejemplo de lo anterior fue estudiado por Kermack-McKendrick en el ano 1932
(ver [42]), en donde ellos incluyen al modelo nacimientos a la clase susceptible de
forma proporcional al tamano total de la poblacién y consideran también la tasa de
muerte en cada compartimento proporcional al nimero de miembros en cada clase.

Un ejemplo de un modelo epidemiolégico SIR con dindmica vital (nacimientos
y muertes), ilustrado en la Figura 3-2 (ver Capitulo 10 en [9]), esta dado por el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

BST ~I

I — R

alN

S

JuS JuI JuR

Figura 3-2: Diagrama de flujo del modelo SIR con dindmica vital.
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as

= = aN — ST — uS, (3.7a)
dl
= BT — (41 (3.7h)
dR
s ~I — uR, (3.7¢)

con N(t) = S(t) + I(t) + R().

En este modelo N, S, I, R, 5SI, ~I tienen la misma interpretacién que
la discutida para el Modelo (3.6). Por su parte, aN es la tasa de nacimien-
tos/reclutamiento/migracién por unidad de tiempo que ingresan la clase susceptible,
mientras que uS, ul y pR son la tasa de muerte natural (no muerte por enfermedad)

por unidad de tiempo en cada clase o compartimento epidemiolégico. Notese que
dN
dt
exponencial; si a < p el tamano de la poblacion decrece de forma exponencial y si

= (v — )N, de manera que si a > p el tamafio de la poblacién crece de forma

« = u entonces la poblacién se mantiene constante en todo tiempo. Ademas, para
este modelo se puede razonar de forma analoga a la que se describié para el Mode-
lo (3.6) y llegar a la Ecuacién (3.4) para finalmente concluir que ;ﬁv es el tiempo
promedio que permanece un individuo en la clase infecciosa I.

Las ideas de Ross y Kermack-McKendrick motivaron a una generaciéon de
médicos entomologos, vy a partir de 1950, se dieron grandes avances entorno al tema
gracias a los trabajos teéricos de George Macdonald. Todo esto dié una base més
solida de la teoria de las enfermedades infecciosas trasmitidas por mosquitos y sus
medidas de control; trabajos que a la fecha son considerados como clasicos dentro
de la comunidad cientifica pues su construccién se basa en un lenguaje simple que
interrelaciona un conjunto de fenémenos empiricos en la transmisién de patégenos a
través de los antrépodos [61]. Es decir, la teorfa planteada por Macdonald incluye 1)
dindmica de la transmisién de la malaria con un anélisis extensivo; 2) férmula para

el nidmero reproductivo bdsico Ry (ver detalles en Apéndice B) y la capacidad vecto-

rial; 3) un conjunto de indicadores para la medicién de la transmisién de patégenos
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por mosquitos, y predicciones bien definidas acerca de sus relaciones cuantitativas;
4) la nocién del efecto de control de crecimiento y de sensibilidad a los compo-
nentes especificos de la transmision, especialmente la longevidad de los mosquitos
adultos y 5) una amplia aplicacién de la teoria a otros escenarios epidemiolégicos
de enfermedades infecciosas [8, 61]. Ahora, dentro del contexto en que es aplicado
este trabajo, la fiebre del dengue como enfermedad transmitida por mosquitos de la
clase Aedes aegypti (principal vector del arbovirus), también ha sido ampliamente
estudiada durante las ultimas décadas, dando como resultado variedad de mode-
los matematicos que describen la dindmica de la transmisién de la enfermedad, asi
como también sus medidas de control. Ejemplos de estos estudios son los trabajos
de Esteva y Vargas (1999) [19], Feng y Velasco-Hernandez (1997) [20] y Sanchez et
al. (2006) [56]. En estos trabajos, el andlisis se encuentra fundamentado en la teoria
de sistemas dindmicos con ecuaciones diferenciales, las cuales se discuten en detalle

en la referencia [9].



CAPITULO 4
METODOLOGIA DEL TRABAJO DE
INVESTIGACION

4.1 Teoria de sistemas dinamicos no lineales.

En las definiciones y teoremas que siguen a continuacion, se asume que x € R”,
f:R" —R"y V:R" — R.
Definicién 4.1 ([60]). Un sistema no lineal escrito en la forma x = f(x) es llamado
sistema auténomo, es decir, un sistema que no depende explicitamente del tiempo.
En otro caso, el sistema es llamado sistema no auténomo.
Definicién 4.2 ([60]). Un estado x* es un estado de equilibrio (o punto de equilibrio)
del sistema si una vez que x(t) es igual a X*, esta permanece igual a X* para todo t.

Matematicamente, esto significa que el vector constante x* satisface

0=f(x*).!

! Nétese que si x* es un punto de equilibrio del sistema x = f(x), entonces
introducir la variable y = x — x* implica que x = y + x*, de donde se tiene el
sistema

¥ = £y +x"). (4.1)

Luego, existe una correspondencia 1-1 entre las soluciones del sistema x = f(x) y las
soluciones del Sistema (4.1), y en adicién y = 0 (x = x*) es un punto de equilibrio
del Sistema (4.1). Por tanto, estudiar el comportamiento del sistema x = f(x) en
una vecindad de x* es equivalente a estudiar el comportamiento del Sistema (4.1)
en una vecindad del origen [60].

26
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Definicién 4.3 ([60]). El estado de equilibrio x = 0 se dice que es estable si,
para cualquier R > 0, entonces existe un r > 0, tal que si || x(0) ||< 7, entonces
| x(t) [|[< R para todo t > 0. En otro caso, el punto de equilibrio es inestable.
Definicién 4.4 ([60]). Un punto de equilibrio O es asintéticamente estable si este es
estable, y si en adicion existe algun r > 0 tal que || x(0) ||< r implica que x(t) — 0
cuando t — 0.

Definicién 4.5 ([60]). Si la estabilidad asintdtica se satisface para cualquier estado
inicial, el punto de equilibrio es llamado asintéticamente estable globalmente.
Teorema 1 ([9]). Si todos los valores propios de la matriz jacobiana del sistema
x = f(x) evaluada en un punto de equilibrio X* tienen parte real negativa, entonces
el equilibrio es asintoticamente estable.

Definicién 4.6 ([60]). Una funcion escalar V(x) se dice que es definida positiva
localmente si V(0) = 0 y, en una bola Brn = {X| || x ||< r, para algin r > 0} se
tiene que x # 0 = V(x) > 0.

SiV(0) = 0 y la propiedad anterior se cumple en todo el espacio de estados, entonces
decimos que V (x) es definida positiva globalmente.

Definicién 4.7. Una funcion V(x) es definida negativa si =V (x) es definida posi-
tiva. V(x) es semi-definida positiva si V(0) =0 y V(x) > 0 para x # 0. V(x) es
semi-definida negativa si —V (x) es semi-definida positiva.

Definicién 4.8 ([60]). Si, en una bola Br» = {x| || x ||< r, para alginr > 0}, la
funcion V(x) es definida positiva y tiene derivadas parciales continuas, y si en todo
tiempo su derivada a lo largo de cualquier trayectoria de estado del sistema %X = f(x)
es semi-definida negativa, es decir, V(x) < 0 entonces V(x) es llamada una funcién
de Lyapunov para el sistema X = f(x).

Teorema 2 (Estabilidad local [60]). Si, en una bola Brn = {x| || x ||< r,
para algun v > 0}, eziste una funcién escalar V(x) con las primeras derivadas

parciales continuas tal que
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o V(x) es definida positiva (localmente en Bgn )

o V(x) es semi-definida negativa (localmente en Bgn ) entonces el punto de equilibrio
0 es estable. Si, de hecho, la derivada V(X) es definida negativa localmente en Brn,
entonces la estabilidad es asintotica.

Teorema 3 (Estabilidad global [60]). Asumir que eziste una funcion escalar

V(x), con derivadas de primer orden continuas tal que

V(x) es definida positiva
o V(x) es definida negativa
e V(x) — oo cuando || X ||— o0

entonces el equilibrio en el origen es asintoticamente estable globalmente.
Definicién 4.9 ([60]). Un conjunto G es un conjunto invariante para un sistema
dinamico si cada trayectoria que comienza a partir de un punto en G permanece en
G para todo tiempo futuro.

Teorema 4 (Teorema del conjunto invariante local [60]). Considere un sistema
auténomo de la forma x = f(x), con f continua, y sea V(x) una funcidn escalar con
las primeras derivadas parciales continuas. Suponga que

e para algin | > 0, la region ; = {x|V(x) < I} es acotada

e V(x) <0 para todo x en €.

Sea R = {x € Q|V(x) = 0}, y M el conjunto invariante en R mds grande. En-
tonces, cada solucion originada en ) tiende a M cuando t — oo.

Teorema 5 (Teorema del conjunto invariante global [60]). Considere un sis-
tema autonomo de la forma X = f(x), con f continua, y sea V(x) una funcion
escalar con las primeras derivadas parciales continuas. Suponga que

e V(x) — 0o cuando || x ||— o0

e V(x) < 0 sobre todo el espacio de estados.
Sea R = {X]V(x) = 0}, y M el conjunto invariante en R mds grande. Entonces,

toda solucion globalmente asintoticamente converge a M cuando t — oo.
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4.1.1 Critero de Routh-Hurwitz

Seann € N, a; € Rconi=1,2,3---n y un polinomio dado por
Plx)=a2"+a2" '+ + ap_17 + ay.

Se definen las n matrices de Hurwitz dadas por

=[]

ap 1 0 0 --- 0
aq 1 0 as as aq 1 0
aq 1
Hy = v H3=las ay a1| " Ho=|as ay a3 as --- 0],
as as
as a4 as
(0 0 0 0 - ap

donde a; = 0 si j > n. Entonces, todas las raices del polinomio P(z) son negativas

o tienen parte real negativa si y sélo si los determinantes de todas las matrices de

Hurwitz son positivos, es decir, det(H;) >0, j = 1,2,---n. Ver mas detalles en [2].

Algunos casos particulares se cumplen bajo las siguientes condiciones:

e Para n = 2, el criterio se cumple siempre que a; > 0y as > 0.

e Para n = 3, el criterio se cumple siempre que a; > 0,a3 > 0y ajas — az > 0.

e Para n = 4, el criterio se cumple siempre que a; > 0,a3 > 0,a4 > 0y ajasaz >
ai + alay.

4.2 Estimacién de parametros por Minimos Cuadrados Generalizados
(GLS)

En esta seccién se describe la metodologia general para resolver el problema
inverso o de estimacion de pardmetros de un sistema no-lineal de ecuaciones dife-
renciales ordinarias teniendo un conjunto de datos disponibles (ver [5, 6, 14] para
més detalles). El término “problema inverso” alude a que la solucién del modelo que

captura la dindmica de los datos disponibles no es obtenida a partir de pardametros
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conocidos (solving forward problem, en inglés) sino que la solucién surge de un
proceso de busqueda a través de los datos que se tienen.

En este trabajo, el vector de parametros de interés estd dado por 8 = (8o, n,w, )T
(ver Ecuacién (2.1)) y serd estimado usando datos de incidencia mensual de dengue
confirmada por laboratorio y el método de minimos cuadrados generalizados (GLS,
por sus siglas en inglés) descrito en la Seccién 4.2.2. Las condiciones iniciales y
algunos valores de los parametros del modelo han sido fijados con base en referencias
previas existentes sobre el tema, asumiendo que éstas son cantidades promediadas.
4.2.1 Descripcion de los datos.

Los datos usados en este trabajo corresponden a los casos de dengue confirmados
por laboratorio (incidencia mensual) del periodo de tiempo comprendido entre abril
de 2011 hasta abril de 2013. Los datos son de tipo observacional y fueron suminis-
trados por el Sistema de Vigilancia Pasiva del Dengue mediante el Departamento
de Salud de Puerto Rico y Centros para el Control y Prevencién de Enfermedades

(CDC, siglas en inglés), Subdivisién de Dengue (ver Figura 4-1).

1400 T T T T
o Incidencia mensual [Abril 2011-Abril 2013] ‘
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Figura 4-1: Incidencia mensual del dengue en Puerto Rico del periodo comprendido
entre abril de 2011 (t=0) hasta abril de 2013 (t=24).
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4.2.2 Teoria de estimacion de parametros por Minimos Cuadrados Ge-
neralizados (GLS)

La metodologia de estimacion por minimos cuadrados estd basada en un modelo
estadistico para el proceso de observacién (conocido como proceso de conteo) asi

como también del modelo matemdtico. El modelo matematico puede ser descrito

Ccomo
% (1) = Gt a(1).8) (4.2)
con proceso de observacion
Y (t) = Cz(t; B), (4.3)

siendo z € R™, B € RP, G : R*P+l 3 R™ y C es una matrix r x m llamado
operador de observacion.

En nuestro caso (Seccién 6.1), consideramos p = 4 porque estimaremos 4

pardmetros | 3 = (8o, n,w, ®)L |; ¥ = 1, m = 7 porque tenemos 7 ecuaciones diferen-

ciales no-lineales y C = [0000001] porque solamente disponemos de un tipo de datos
(incidencia mensual de casos de dengue confirmados por laboratorio en humanos)
para estimar los parametros de interés.

Se asume ademads, una forma discreta de las observaciones en las que se tienen

n observaciones dados por

Por otra parte, como es comin en muchas formulaciones estadisticas, se asume que
nuestro modelo conocido, junto con una particular eleccion de parametros describe
con precision el proceso epidémico, pero que las n observaciones {Y;} son afectadas
por desviaciones aleatorias, es decir, errores de medicion. Mas exactamente, el

modelo estadistico es asumido como

Y; = 2(ti; Bo) + 2(ti; Bo) e t=1,---,n (4.5)
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donde By denota el vector de pardmetros “verdadero”, p > 0y z(¢;; Bo) corresponde
a la parte observada de la solucién del Modelo (4.2) en el i-ésimo tiempo.

Por otro parte, £; denotan los errores (nétese que el error total es z(t;; Bo)”e; que
son dependientes del modelo) y son asumidos variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d) con media cero (E(g;) = 0). La caracteristica i.i.d
significa que los errores no estan correlacionados y que tienen varianza idéntica. Se
asume que la varianza de los errores es finita, es decir, Var(e;) = of < o0,

Cuando p = 0 en el Modelo Estadistico (4.5), la metodologia de estimacién de
pardmetros es conocida como minimos cuadrados ordinarios (OLS, por sus siglas en
inglés). En este trabajo usamos el término metodologia OLS para indicar estimacién
de pardmetros por minimos cuadrados ordinarios. De manera que cuando se usa la
metodologia OLS tenemos que E(Y;) = z(t;; Bo) vy Var(Y;) = 02, es decir, varianza
constante.

Cuando p # 0 en el Modelo Estadistico (4.5), la metodologia de estimacion
de pardmetros es conocida como minimos cuadrados generalizados (GLS, por sus
siglas en inglés). En este trabajo usamos el término metodologia GLS para indicar
estimacién de pardmetros por minimos cuadrados generalizados? . De manera que
en este caso, la observacién promedio es igual al modelo de predicciéon, es decir,
E(Y;) = z(t;; Bo); mientras que la varianza en las observaciones es una funcién
puntual del tiempo, estos es, Var(Y;) = z(t;; Bo)* 02. En particular, esta varianza

es longitudinalmente no constante y dependiente del modelo.

2 En este trabajo se implementa la metodologia GLS considerando p = 1 por ser
la mas usual.
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Ahora, dado un conjunto de observaciones Y = (Y3,---,Y,), el estimador®

Bears = Bars(Y) es definido como la solucién de las ecuaciones normales

sz i — 2(t; B) v 2(t; 8) = 0, (4.6)
0z
donde, /g = 8 3 y w; denotan un conjunto de pesos no negativos, definidos por
= L =1 4.7
wZ—W t=1,---,N. ()

Ahora, suponga que {y;}"; es una realizacién del proceso de conteo {Y;}™; y defi-

nimos la funcién L(8) como

sz yi — (L B (4.8)

Bearg es una variable aleatoria, y una realizacién de esto, denotada por B, g, se

obtiene resolviendo
Zwl yi — =t B)] v 2(t: B) = (4.9)

Luego, como (B¢ y o2 son desconocidos, el estimado B¢ es usado para calcular

aproximaciones de o2 y de la matriz de covarianza 37 dadas por

9 1

0f N s = n—_pL(ﬁeLs) (4.10)

-1

—1 ~ ~ P ~
DI 03 X(Bm n)TW(ﬂO)X(IBOu ”)] ~ YhLs = 8?;LS X(BGLS: n)TW(IBG’LS)X(ﬂGLS, n) ‘
(4.11)

3 La notacién usada en este trabajo para referirse al estimador B4, 5 = Bars(Y)
estd basada en las referencias [5, 6, 12].
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Aqui, X(BGLS, n) es una matriz n x p (llamada matriz de sensibilidad) donde

3 0z(t;; B . .
X(Bgrs:n)ij = % 53 1=1,---,n 7=1---,p (4.12)
J —MGLS

La matriz de sensibilidad (8¢, n) denota la variacién de la solucién del modelo
con respecto a los pardmetros. Las entradas de la i-ésima fila de X(BG s> ) denotan
el cambio de la incidencia mensual en el tiempo t; en respuesta a cambios en los
parametros.

Las entradas X(BGLS, n);; pueden ser aproximadas como

2(t;; B+ h;) — 2(ti; B)

|hj| B=BcLs

X(EGL& n)ij ~ (4.13)

donde h; es un p-vector con entrada no cero en la j-ésima componente. Otra alter-

nativa para efectuar los calculos es usar el hecho de nuestro sistema puede expresarse

en la forma 2(t) = G(t,z(t), 3), entonces se pueden usar la solucién de la matriz

m X p de ecuaciones de sensibilidad dadas por

d <aZ) _0G oz  0G (4.14)

=) = = 4+ —
dt \og Jz 08 03
para aproximar las cantidades de interés (ver implementacién en el Seccién 6.1).

Por otro lado, W(BGLS) es un matriz n x n diagonal, esto es,

W(Bars) = diag(wi(Bars): -+ »wa(Bars)). (4.15)

con

-~ 1
wi(Bars) = ——=—" t=1--,n (4.16)
2(ti; Bars)®

En el limite cuando n — oo, el estimador GLS tiene la siguiente propiedad

asintética (ver [14, 22, 59] para més detalles):

Bars ~ Bérs ~ Hp(Bo, Xp)- (4.17)
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4.3 Algoritmo para la estimacién de parametros por Minimos
Cuadrados Generalizados (GLS)

La implementacion de la metodologia de estimacion de parametros por minimos
cuadrados generalizados (GLS) involucra unos pesos (Ecuacion (4.7)) cuyos valores
dependen de los valores del modelo ajustado, es decir, estos valores no son conocidos
antes de llevar a cabo el proceso de estimacion y por consiguiente la estimacion
GLS se implementa a través de un proceso iterativo. Primero, implementamos la
metodologia OLS sobre el conjunto de datos disponibles y los valores resultantes son
tomados como un conjunto inicial de pesos. Luego, usando estos pesos iniciales ac-
tualizamos los valores del modelo y por lo tanto el conjunto de pesos. Esta estimacién
de minimos cuadrados ponderada se repite hasta que algin criterio de convergencia
se cumpla, es decir, los valores siguen siendo calculados hasta que se consideren
cercanos unos a otros. El proceso se resume mediante el siguiente algoritmo [12]:

. Estimar ,@GLS por B(O), donde B(O) es el vector inicial de pardmetros usando la

metodologia OLS. Témese k = 0;
1

NN
Z(tz’QB( ))2;)
. Definir L(B) = >_1", @;[y; — z(t;; B)]* y reestimar B¢ resolviendo la ecuacién

. Formar los pesos &; =

(k1) )
B = argmingeo L(B)

para obtener el k£ + 1 estimador ,@(kﬂ) para BGLS;
. Tomar k = k + 1 y retornar al paso 2. Terminar el proceso cuando estimaciones
sucesivas para BG g sean suficientemente cercanas unas de otras.
La convergencia de este proceso se discute en detalle en [14]. Este proceso fue im-
plementado usando el algoritmo Nelder-Mead Simplex discutido en [44] a través del
software MATLAB 7.7.0(R2008b) con la rutina fminsearch. En la rutina fminsearch
se us6 TolX=TolFun= 10>,
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4.4 FErrores estandar e intervalos de confianza
Los errores estdndar (SE por sus siglas en inglés) para establecer intervalos del
(1—a)100% de confianza para cada k-ésima componente del vector 3, son denotadas
por SEk(,@g Ls), ¥ son aproximados tomando la raiz cuadrada de los elementos de

la diagonal de la matriz de covarianza ¢ g, es decir,

SEk(BGLS) = <§8Ls>kk’ parak=1,---,p. (4.18)

Un intervalo del (1 — «)100% de confianza asociado a la k-ésima componente del

vector 3, (denotada por fy, ) viene dado por

<5?;Lsk - t(l—%,n—p)SEk<5GLs)a 58L5k + t(l—%,n—p)SEk(ﬁaLs)>- (4-19)

Aqui, B?;Lsk es la k-ésima componente del vector BZLS, a € [0,1] es el nivel de
significancia y t1-2,n-p) € R*. Para un « pequeno (por ejemplo, « = 0.05 para
intervalos del 95% de confianza), el valor critico t(1-2n—p) €8 calculado de la dis-
tribucién ¢ — student’s con n — p grados de libertad. El valor de t;_a, ) estd
determinado por P(T > t1-g ,p) = a/2 donde T' ~ t,,_,.
4.5 Esquema de estimacion de parametros aplicada a data sintética
En esta seccién exploramos la fiabilidad del algoritmo implementado para esti-
mar los parametros de interés del modelo propuesto. Esta exploracion se llevara a
cabo mediante la construccién de datos simulados, es decir, se genera un conjunto
de datos a partir de una soluciéon conocida de nuestro modelo usando un vector de
parametros B, y posteriormente estimamos el vector de pardmetros de interés B
con sus respectivos errores estandar e intervalos de confianza para cada una de sus
componentes.
Es posible construir dos tipos de datos: un conjunto de datos con varianza constante
(caso p = 0) y otro conjunto de datos con varianza no constante (caso p = 1) si-

guiendo la metodologia expuesta en cada caso como se describe a continuacién (ver
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mds detalles en [6]).
Considere un modelo estadistico con varianza constante (VC) y cierto porcentaje de
ruido en el error (denotado por k%) dado por

2
K 2

P = i ’:1’...7
Y = 2(t:; Bo) + T0000° i n

ar(Y;) =

K
100
y otro modelo estadistico con varianza no constante (VNC) y cierto porcentaje de

ruido dado por

2

K .

Yi=a(tiBo) (14 qoosi)  Var(¥i) =

Nota: recordemos que g; son variables aleatorias i.i.d con E(g;) =0y

Var(g;) = 02 < 0.

Para obtener el conjunto de datos considere una realizacién {y;}" ; del proceso
aleatorio {Y;}!, a través de una realizacion de {g;} ;. Entonces, se calcula el
vector de parametros ,@ a partir de 3, usando la metodologia OLS o la metodologia
GLS segtn sea el caso.

En el caso de la metodologia OLS, se usan los residuales r; = y; — z(ti;B) para
evaluar si el conjunto de datos es i.7.d. y posee la estructura de la varianza asumida.
Si los datos tienen error con wvarianza constante entonces €; = Y; — z(t;; Bo). Luego,
asumido que los errores €; son i.i.d., un grafico de residuales r; = y; — z(t;; B) VS.
tiempo (t;) debe ser aleatorio. Por otra parte, asumido que la varianza de los datos
es constante, un grafico de residuales r; = y; — z(t;; ,/8\) vs. incidencia del modelo
(z(tZ,B)) también debe ser aleatorio. Si las ideas anteriormente expuestas no se
satisfacen, entonces los supuestos del modelo estadistico no son razonables.

Ahora, si los datos generados tienen varianza no constante (el caso de la metodologia

Y — 2(t; : -
GLS) entonces ¢; = ﬁ. Luego, asumido que los errores €; son i.7.d., un
“\li; Po
[ . . Y=z (ti; B) . .
grafico de residuales modificados r; = W vs. tiempo (¢;) debe ser aleatorio
z(ts;

en la data generada con varianza no constante. Por otra parte, asumido que la
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~

i — Z(ti; B)
2(ti; B)

incidencia del modelo (z(t;; B)) también debe ser aleatorio. Silas ideas anteriormente

varianza de los datos es no constante, un grafico de residuales r; = VS.

expuestas no se satisfacen, entonces los supuestos del modelo estadistico no son

razonables.



CAPITULO 5
PLANTEAMIENTO Y ANALISIS
CUALITATIVO DEL MODELO

5.1 Dinamica del dengue en Puerto Rico con estacionalidad:
Planteamiento del modelo

El modelo presentado en este trabajo describe la dindamica de la transmision
del dengue en Puerto Rico y se compone de forma general de un sistema de seis
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, en donde las tres primeras representan
a la poblacién de humanos mientras que las otras tres ecuaciones corresponden a la
poblacién de los mosquitos Aedes aegypti (vectores).

En el Modelo (5.1), la poblacién de humanos esta dividida en tres clases o
compartimentos epidemiolégicos (modelo SIR), esto es; S, = Si(t) es el nimero
de individuos susceptibles a infeccién por el virus del dengue en el tiempo t, I, =
I;,(t) es el nimero de individuos infectados por dengue en el tiempo ¢ y finalmente
Ry, = Rp(t) es el nimero de individuos que se han recuperado de la enfermedad en
el tiempo t. Por ende, la poblacién total humanos representada por Ny, esta dada
por N, = S, + I, + Ry.

En este modelo, IV}, es la tasa de reclutamiento o de nacimientos de humanos
a la clase susceptible (ver Seccién 5.1.1 para més detalles); no se asume muerte
por infeccion de dengue pero si la tasa de muerte natural en la poblaciéon denotada
por py. De manera que upSh, punln v pun Ry representan el ntimero de individuos
susceptibles, infectados y recuperados por unidad de tiempo que salen de modelo por

causas asociadas a muerte natural en los compartimentos respectivos. Por otra parte,

39
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v es la tasa de recuperacion por dengue y v, es el nimero de individuos por unidad
de tiempo que abandonan la clase infecciosa. El flujo de la clase susceptible a la

clase infecciosa (conocido como incidencia horizontal [29]) se explica a continuacion.

I
B (t)Sh—
pnNp Ny VI
Sh [h - Rh
J hSh Juhfh J pn B
I
A 51}5th Oz(t)Ev
S’U E’U ]’U
J M’USU J/"LUE’U J M’U‘[’U

Figura 5-1: Diagrama de compartimentos del modelo para la poblaciones de hu-
manos y de mosquitos (vectores), respectivamente.

Por simplicidad, asumamos que la funcion tasa de contacto efectiva vector-
humano By(t) = Bo - (1 4+ 1 -sen(w(t + ¢))) es constante, esto es, B,(t) = B, > 0.
Entonces, B se representa por el producto 8, = pc, donde p es la probabilidad
de éxito con la que un mosquito infectado por el virus del dengue transmite la
enfermedad a un humano y ¢ es tasa promedio de picaduras del mosquito Aedes
aegypti por unidad de tiempo. Asi, (,S) denota el numero de contactos entre
susceptibles y mosquitos por unidad de tiempo t y por tanto, dado que solamente
una proporcion de mosquitos se encuentra infectada por dengue (j{f—i), el flujo final
de individuos que pasan de la clase susceptible a la clase de infectados viene dado
por 5hSh]<[—l;. Notese que como Ny, = Sp, + I, + Ry, se sigue que % =0y por lo
tanto tenemos que Ny (t) = Nj, = constante, es decir, en este modelo la poblacién
de humanos permanece constante para todo tiempo ¢.

Ahora, de forma analoga describimos las ecuaciones del Modelo (5.1) asociadas

a la poblacién de mosquitos. La poblacién de mosquitos estd dividida en tres clases

epidemiolégicas denotadas por S, = S,(t), E, = E,(t) e I, = I,(t). El nimero
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de mosquitos Aedes aegypti que son susceptibles a infeccién por el virus del dengue
en el tiempo t es denotado por S, = S,(t), mientras que E, = FE,(t) denota la
clase de mosquitos con la infeccién en estado latente! y finalmente I, = I,(¢) es
la clase de mosquitos que han desarrollado completamente el virus en su interior y
pueden propagar la enfermedad en la poblacién. Por ende, la poblacién total de
mosquitos representada por N,, esta dada por N, = S, + E, + I,,. En la poblaciéon
de mosquitos Aedes aegypti , la clase latente es incluida debido a que su promedio de
vida es aproximadamente 1 mes y el periodo de incubacién extrinseca del virus del
dengue oscila entre 8-12 dias , lo cual es significativo comparado con su promedio
de vida (ver més detalles en el Secciones 2.0.3 y 2.1).

En este modelo, A es la tasa de reclutamiento (asumida constante) de mosquitos
a la clase susceptible (ver Seccién 5.1.1 para més detalles). No se asume muerte
causada por la enfermedad de dengue en los mosquitos pero si una posible tasa
de muerte natural denotada por u,; de manera que p,S,, ty,Ep v 1, representan
el nimero de mosquitos susceptibles, en estado latente e infectados por unidad de
tiempo que salen de modelo por causas asociadas a muerte natural en los comparti-
mentos respectivos. Por otra parte, a(t) = ag- (14 n; -sen(wi(t+¢1))) es la funcion
tasa de infeccion del mosquito Aedes aegypti (ver Ecuacion (5.3)), es decir, la tasa
(dependiente del tiempo) a la cual el virus del dengue se desarrolla en el mosquito
y a(t)E, es el nimero de mosquitos por unidad de tiempo que abandonan la clase
en estado latente para entrar posteriormente a la clase infecciosa (progresion de
la enfermedad). La funcién «(t) representa la dindmica del periodo del incubacion

extrinseco del dengue en Puerto Rico. Esta funcién «(t) se propone basados en los

! La clase epidemiolégica de latencia explica el tiempo que permanece inactivo el
virus del dengue dentro del mosquito Aedes aegypti luego de haber sido contraido
por un agente infeccioso, es decir, en esta clase epidemioldgica ocurre el periodo de
incubaciéon extrinseco del virus.
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trabajos de Johansson et al. [38] y Watts et al. [65] en donde se estudian el efecto
del clima y de la temperatura respectivamente, en el aumento o disminucién del
periodo de incubacién del virus en el mosquito Aedes aeqypti .

De acuerdo a informacién climatoldgica para Puerto Rico (encontrada en las
bases de datos del The National Climatic Data Center), la funcién a(t) describe su
dindamica anual dividida en periodos semestrales, en donde, para el primer semestre
del afio asociamos el crecimiento de la funcién «(t) al crecimiento de la temperatura
en la isla. De forma andloga, asociamos el decrecimiento de la funcién «(t) con el

decrecimiento de la temperatura en la isla durante el semestre siguiente (ver Figura

5-2).
Dinamica de la temperatura vs Casos de dengue
abril 2011-abril 2013
mmCasos de dengue —Temp. Media
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Figura 5-2: Dinamica de la temperatura media en Puerto Rico vs. Casos de dengue
confirmados por laboratorio (incidencia mensual) del periodo de tiempo abril 2011
hasta abril 2013.

El flujo de mosquitos en la clase susceptible a la clase latente se explica a
continuacién. La tasa de contacto efectiva humano-vector (asumida constante),
estd dada por el producto §, = ¢c, donde ¢ es la probabilidad de éxito con la

que un humano infectado por el virus del dengue transmite la enfermedad a un
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mosquito susceptible y ¢ es tasa promedio de picaduras del mosquito Aedes aeqypti
por unidad de tiempo. Asi, 3,95, denota el nimero de contactos entre mosquitos
susceptibles y humanos por unidad de tiempo y por tanto, dado que sélamente una
proporcion de los humanos se encuentra infectada por dengue (]—(7_};)7 el flujo final
de mosquitos susceptibles que pasan a tener la enfermedad en estado latente viene
dado por BUSU;]—};. Notese que como N, = S, + I, + R, se sigue que % = A—pu,N,
y por lo tanto tenemos que
Nft) = 2 (Nf0) = ),

es decir, en este modelo tenemos que la poblacion de mosquitos

A
N,(t) — — cuando t — oo.
My

En resumen, el modelo esta dado por

dd—ih = pnNp, — ﬁh(t)Sh]{[_i) — HnSh; (5.1a)
= Bhl0)ShE — i+ (5.1b)
O Al B, (5.1c)
Do - ﬁvsva—’; S, (5.1d)
T = BuSiqle — (al) + ) B (5.1¢)
W a()B — . (5.11)

con Ny(t) = Su(t) + In(t) + Ra(t) v No(t) = So(t) + Eu(t) + L(t).

Aqui, B,(t) es la funcidn tasa de contacto efectiva vector-humano dada por

Br(t) =By (1+n-sen(w(t+¢))) >0 Vt>0, (5.2)
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mientras que, a(t) es la funcion tasa de infeccion del mosquito Aedes aegypti dada

por

alt) =ap- (1+mn;-sen(wi(t+¢1))) >0 Vi> 0.

(5.3)

La definicién de los pardmetros en las Ecuaciones (5.2) y (5.3) junto con los parametros

restantes del Modelo (5.1) se describen en la Tabla 5-1.

Tabla 5-1: Descripcién de parametros

Parametro Descripcion Unidad
! Promedio de vida del humano = (tasa de reclutamiento de individuos susceptibles) ! anos
Bo Tasa de contacto efectiva promedio vector-humano 1/dia
n Grado de estacionalidad de la tasa de contacto efectiva promedio vector-humano N/A
W Frecuencia de la tasa de contacto efectiva promedio vector-humano N/A
0 Desplazamiento de fase de la tasa de contacto efectiva promedio vector-humano N/A
vt Tiempo promedio de recuperacién del humano dias
A Tasa de reclutamiento del mosquito Aedes aegypti Mosquitos/dfa
By Tasa de contacto efectiva humano-vector 1/dia
ap Tasa de infeccion promedio del mosquito Aedes aegypti 1/dia
n Grado de estacionalidad de la tasa de infeccién promedio del mosquito Aedes aegypti N/A
Wy Frecuencia de la tasa de infeccién promedio del mosquito Aedes aegypti N/A
0 Desplazamiento de fase de la tasa de infeccién promedio del mosquito Aedes aegypti N/A
oyt Promedio de vida del mosquito Aedes aegypti dfas

N/A=No Aplica

5.1.1 Algunas presunciones del modelo.

1. Para la poblacion de mosquitos se asume una tasa de reclutamiento A=constante,

independientemente del nimero de mosquito actuales. Motivados por el trabajo

de Esteva et al. [18], esta suposicién parece razonable, ya que en un reservorio de

huevos del Aedes aegypti solamente una fracciéon de larvas logra madurar hasta la

edad adulta, y este proceso no tiene relacion directa con el tamano de la poblacién

existente de mosquitos adultos.

2. Debido a que para los humanos tenemos un modelo SIR, del trabajo de Kermack-

McKendrick (1932) [42] y la Seccién 10.2 de la referencia [9], consideramos la tasa

de reclutamiento de humanos por unidad de tiempo proporcional al tamano de
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poblacién total. Es decir, u, Ny, donde ,u,;l es el tiempo promedio de vida del
humano.

. En la Seccién 2.2 se argumenté que la enfermedad por el virus del dengue es de
caracter endémico en Puerto Rico y por consiguiente en la poblacion de mosquitos.
Por esa razon, la tasa de contacto efectiva humano-vector promedio, (3,, es asumida
una constante positiva.

5.1.2 Simulacién numérica del Modelo (5.1).

En la Figura 5-3 se muestran soluciones numéricas del Modelo (5.1) usando

las condiciones iniciales S;,(0) = 4999930, 1,(0) = 70, R,(0) = 0, S,(0) = 8994500,
T

E,(0) = 5000, I,(0) = 500 y pardmetros Sy = 0.8, n = 0.75, w = X ¢ = 0,
1 30
= — = —, A = 9000000, pu, = 1, B, = 9, = 3.125, = 0.2,
K (12 < 75)7 v 6 3 y M B Qo m
w; = — y ¢1 = 0. Anotamos que los valores numéricos en las condiciones iniciales

6

y el resto de parametros expuestos anteriormente, son una eleccién particular o
epidemioldgicamente adecuada para observar la dindmica de las soluciones numéricas
del modelo. En el Capitulo 6 justificamos la eleccion de los valores numéricos que

fueron usados para estimar los parametros de interés de este trabajo.
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Figura 5-3: Solucién de Modelo (5.1) usando las condiciones iniciales S;,(0) = 4999930, I,(0) = 70, R,(0) = 0, S,(0) = 8994500,
1
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5.2 Analisis cualitativo del modelo sin estacionalidad: Aplicacion de la
Teoria de Sistemas Dinamicos

El modelo general de la dindmica del dengue esta dado por el sistema acoplado

de ecuaciones diferenciales no-lineales:

dSh, I,
= Ny — — — 4
g FaVn 5h(t)ShNU pnSh, (5.4a)
diy, I,
— = Gn(t)Sh— — I 5.4b
o = Oult) "N (ke + ), (5.4b)
dR
d—h — 41, — pnRa, (5.4¢)
t
as, Iy,
=N\ — B,Sy— — 1Sy, 5.4d
o BoSuoye =1 (5.4d)
dE, I,
= US’U_ - t v Eq;, 5.4
= BuSuy — (@(t) + ) (5.4¢)
dr
= a()E, — tpl,. 5.4f
= a()B,— (5.41)
: dNp
Recordemos que, como N, = S, + I, + R, se sigue que el 0 y por lo tanto
tenemos que Ny(t) = N, = constante, es decir, en este modelo se asume que

la poblaciéon de humanos permanece constante para todo t. Por otro lado, como

dN,
N, = S, + E, + I, se sigue que Tl A — u,N, y por lo tanto tenemos que

A A
N,(t) = —+ <NU(O) — —)e"“‘”t, es decir, en este modelo tenemos que la poblacion
fho Ly

de mosquitos N,(t) — MA cuando t — oco. Ademds, las funciones [ (t) y a(t),
estan dadas por las Ecuacignes (5.2) y (5.3), respectivamente.

Ahora, del Modelo general (5.4) la Ecuacién (5.4c¢) puede ser eliminada ya que
R, = N, — Sy, — I, pues N, = constante. Por lo tanto, el Modelo (5.4) se reduce a

la siguiente forma:
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dSh I

P pn N — 5h(t)shﬁv — upSh = f1(Sh, I, Sv, £y, 1)) (5.5a)
dly, 1,

E = Bh(t)shﬁ - (Mh + ’V)[h = f2<Sha I, Sy, Emfu) (5-5b)
ds, 1, o

dt _A_BUSUE _,quv T f3(5h7[h7SU7EU7[v) (550)
dFE, 1

= BuSy~ — (a(t) + o) By = fa(Sh, In, Su, Eu, L) (5.5d)

dt Ny,

dl,

i a(t)E, — 1, = f5(Sh, In, Su, By, 1). (5.5¢)

En este punto, aclaramos que por razones de simplicidad para el andlisis se
asume en el modelo que la funcion de tasa de contacto efectiva vector-humano y la
funcion tasa de infeccion del mosquito Aedes aeqypti representadas en las Ecuaciones
(5.2) y (5.3) son constantes, es decir, B,(t) = B, > 0y a(t) = a > 0. Esto
se hace con la finalidad de tener un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
auténomo y desarrollar de forma mas simple el andlisis de los equilibrios del sistema,
la estabilidad de los mismos y la interpretacion epidemioldgica de los resultados
presentados en la siguientes secciones. Gradualmente se definen cada uno de estos
conceptos y se hacen los andlisis correspondientes al modelo presentado en este
trabajo bajo estas consideraciones.

En ese orden de ideas, los equilibrios del Sistema (5.5) son las soluciones de las

ecuaciones
J1(Shsy In; Sy, By, I,) = 0 (5.6)
f2(Sh, In, S, B, 1) = 0 (5.7)
f3(Sh, In, S, B, I,) = 0 (5.8)
fa(Shy Iny Sy, By, I,) =0 (5.9)
f5(Sh, In, Sy, By, 1) = 0. (5.10)

Estas soluciones son discutidas en el Apéndice A y son:
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El equilibrio libre de infeccion por dengue y denotado por

A
Zo = (She, Ihys Svos Evgy Lvy) = (Np, 0, —,0,0). (5.11)

v

El equilibrio libre de infeccion corresponde a la solucién de nuestro sistema cuando
no hay presencia de la enfermedad en la poblacién y que solamente se da cuando
el nimero de individuos infectados por dengue y el nimero de mosquitos con la
enfermedad en estado latente es cero (I, = 0y E, = 0). Obsérvese que el hecho de
que no hayan mosquitos con dengue en forma latente, introduce de forma natural
que el niimero de mosquitos infectados por la enfermedad también sea cero (1, = 0).

El equilibrio endémico es denotado por T = (Sh,, In,, Sv,, Ev,, L, ), donde

j AR — 1]
V1 - 9
(142 [R2+—5h }
el DR )
N,
Sh1 = 3 i )
Ho
( Mhhlvl + 1)
oIV
I, = 5’1“5 h I, (5.12)
Hv
(1t +7)[ Mhh[m + A]
8
g - A (1+&>] —A[ 2 1
v1 o u o v T RQ + Bh )
Y 0T (1R
B, = Mg
o

Notemos que en ésta solucién del Sistema (5.5) todos los valores de las variables
son positivos (es decir, S, > 0, I, >0, S, >0, £, > 0y I, > 0), lo cual indica que
la enfermedad no desaparece a largo plazo, sino que permanece indefinidamente
dentro de un espacio determinado. Ademas, ésta solucién se encuentra en funcién
de Ry, por lo tanto el equilibrio endémico Z; existe siempre que R2 > 1, es decir,

Ro > 1.
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5.2.1 Interpretacién matematica y epidemiolégica de R.

El nimero reproductivo bdsico Ry esta definido como el niimero promedio de in-
fecciones secundarias producidas por un individuo tipico infectado introducido en
una poblacién que es completamente susceptible [15, 28, 30, 62]. También es consi-
derado como una medida (adecuadamente promediada) del éxito (o riesgo) en que
un agente infeccioso pueda propagarse dentro de una poblacién susceptible, esto
es, el nimero reproductivo basico Ry es un indicador de la cantidad de control
necesaria para erradicar o dejar prosperar una enfermedad infecciosa en un area
o espacio determinado [27]. Es una herramienta bastante ttil puesto que tiene la
ventaja de estimarse en situaciones en las que todavia el agente patogeno no se
encuentra presente dentro de la poblacién, midiendo ademas los cambios climéticos

u otros factores que se relacionen con el mismo [27]. Para nuestro Modelo (5.5) Rg

Roz\/o‘ b 2 (5.13)

esta dado por

o (@ + po) (n +7)

La metodologia para calcular Ry (que discutiremos en la siguiente seccién para el
modelo presentado en este trabajo) fue introducida por Diekmann et al. [15] en
1990 y finalmente desarrollada por Diekmann y Heesterbeek en el afio 2000 [16]. Se
le conoce como el método de la matriz de la siguiente generacion, en donde Ry se
define como el radio espectral del operador de la matriz de la siguiente generacion
(para mas detalles ver Apéndice B).
5.3 Calculo de R,

Para calcular el nimero reproductivo basico R, debemos escribir nuestro Modelo
(5.5) en la forma descrita por la Ecuacién (B.1) del Apéndice B. En este caso, el
nimero de compartimentos del modelo es n = 5 con lo cual 7 = (I, E,, I,,, Sp, S,)".
Tenemos tres compartimentos infecciosos (I, F, y 1,), es decir, es nuestro caso

m = 3. A continuacion escribimos nuestro modelo bajo la orientacién expuesta en



el Apéndice B:

I
Il
&

5h5hﬁz
Iy,
Bvsvﬁh

0
0
0

La matriz jacobiana de F viene dada por

DF(z)

— [/U
0 _ﬁhshm
S, °

v 0
5 N,

0 0

0 0

0 0

BrSh
N7

I,
[Sv + Ev] Bhﬁv

0

0
0
0

0

(pen + )1
(a + p) By

_aE’U + ,u'UI'U

I,
—pn Ny, + BrSh— + 1rSh

N,

I
A+ BoSe—2 + 11,5,

Ny,

I, T
—ﬁhShm

v

I
ﬁvﬁh
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(5.14)

Luego, evaluando el equilibrio libre de infeccién zy en la Matriz (5.14) tenemos

DF (%)

0o 0
/BUSUQ
Ny, 0
- 0o 0
0 0
| 0 0

donde tomamos

BrSh

Swo
0

0
0

0

o

BuA
Nh,uv

0

o

o B N, 0
A
0 0
0 0
0 0
0 0

(5.15)
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Por otro lado, consideremos la matriz jacobiana de V), esto es,

[ (1, + ) 0 0 0 0 |
0 (+ p) 0 0 0
V@) =| O —a e 0 0
0 —/6h5h]<;3 %éh (Sy + Ey) 5h]{[_1; + pn _ﬁhSh]{/%
I Bv]f;-_; 0 0 0 Bv]{[_}; + Ho |

(5.16)

Luego, evaluando el equilibrio libre de infeccién Zy en la Matriz (5.16) tenemos que

(b +7) 0 0 0 0
0 (a+m) 0 0 0
DV(7o) = 0 —a fo 00
0 0 mzzuho
Sy
| B Nz 0 0 0 hw
_(,Uh +7) 0 0 0 0

= 0 - s 0 0]. (5.17)
oOn N,
0 0 fooBn N w0
Bh A
° 0 0 0 "
L Nh,uv s _

Tomamos entonces

(1 + ) 0 0
pn 0
V=| 0 (atm) 0 y o Ja= . (5.18)

0y
0 - Mo

De manera que de las Ecuaciones (5.15) y (5.18) la matriz de la siguiente gene-

racton esta dada por
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_ 1 7
fooOn N 0
0 0 A (pn +1v)
-1 /B'UA 1
FV = 0 0 0
Nh,uﬂu (O{ + ﬂv) 1
0 0 0 0 a -
- L ,Uv(a + Nv) Mo
0 aBn Ny, BNk
Ala+pw) A
_ By A
| Namo(un+) 0 0 (5.19)
0 0 0

El polinomio caracteristico de la matriz FV~! y sus valores propios son calcu-

lados, esto es,

P(A) =det(FV™' = )I3) =0 — X’ — <M (1en fuf)h(of;ﬂLM )>/\ -

ﬁvﬁha
fo (pn +7) (@ + 1)

— A=0 y A= 2 P D

fho (@ 4 p1p) (pn + )

= A=0 y A2 =

Por lo tanto, el nimero reproductivo basico de nuestro modelo es

g ﬁv 5h
fho (4 p) (ptn + )’

Ro=p(FV ) = (5.20)

donde p denota el radio espectral de la matriz FV !,

Nota: Obsérvese que los valores propios de la matriz J4 son pp > 0y p, > 0.
5.3.1 Interpretacién de R, en el Modelo (5.5)

Obsérvese que el modelo presentado en este trabajo corresponde a un proceso
infeccioso de la enfermedad del dengue y que Ry estda definido como el nimero
promedio de infecciones secundarias producidas por un individuo infectado intro-

ducido en una poblacion que es completamente susceptible. Luego, de acuerdo a los
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calculos mostrados en la seccién anterior, R estda dado por

Ro— | LD B (5.21)

to (@ + o) (pn + )’
N — N—— —
th R’vh

donde la raiz cuadrada indica un promedio geométrico ? | pues el proceso de infeccién
ocurre en dos etapas (para méas detalles consultar [16, 24, 46, 57]).

1
X —. Aqui, 3, es la

(+ o) o
es la fraccién de progresion

La expresion Ry, puede reescribirse como Ry, = (3, X

tasa de transmisiéon de dengue humano-vector, —
(o + p)
a la cual los mosquitos pasan de la clase latente a la clase infecciosa y finalmente

1
— es el tiempo promedio que permanece un mosquito infectado por dengue.
oy
1
Por otro lado, la expresion R, puede reescribirse como R, = B X ﬁ
Hn T

es el tiempo

. Aqui,

On es la tasa de transmision de dengue vector-humano y

(kn =+ )

promedio que un individuo permance como infeccioso de dengue.
5.4 Estabilidad del equilibrio libre de infeccion z.

Teorema 6. Sea T el equilibrio libre de infeccion del Modelo (5.5) con Bn(t) =

fr = constante > 0 y a(t) = a = constante > 0. Si Ry < 1, entonces el equilibrio

libre de infeccion es asintoticamente estable localmente.

Demostracién.

2 Sean 71,79, ---,7, € R, entonces la media geométrica estd dada por

/Ty - Xy T,. Note ademds que /@y - a3 - - - @, < BTt
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La matriz Jacobiana J(Sy, I, Sy, E,, I,) de nuestro sistema de ecuaciones esté

dado por
_—5h]§—1; — [ 0 BhSh]{% ﬁhSh]{/% 5&—?(&) + Ev)-
thi/'_z —(pn +7) _Bhsh]{% —5h5h]{% 5;{,—?(5@ + E,)
0 —ﬁv% —51)]{[—}; = o 0 0 ,
0 &;—Z @,JIV—’; —(a+ ) 0
i 0 0 0 o — [y |

asi, evaluando el equilibrio libre de infecciéon en la matriz anterior tenemos

J(Shm Ihoa Svoa EUO7 Uo) -

__,Uh 0 0 0 iy
0 —(un+7) O 0 @
J(Ny, 0, A,O,O) = 0 _ DA — Iy 0 0
Ho é\f}{m
0 N 0 —(a+ ) 0
0 0 0 o} — [y
e 0 0 0 b]
0 —c O 0 b
= 0 —d —e 0 O
0 d 0 —f 0
00 0 g —e]

Ahora, para encontrar los valores propios de la matriz anterior, hacemos uso
del programa Wolfram Mathematica §; de donde tenemos lo siguiente:
A= —a <0,

A2
A3, Ag, As = raices(cfe — bdg + (cf + ce + fe)A+ (c+ [+ e)A? + \3].

—e < 0,
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Lo anterior indica que debemos establecer condiciones sobre el polinomio de
grado 3 a fin de que todas sus raices tengan parte real negativa y por lo tanto
determinar la estabilidad del equilibrio libre de infeccién. Para ello, utilizaremos
el criterio de Routh-Hurwitz (ver Seccién 4.1.1 y referencia [9]) donde denotamos
az = cfe—bdg, ay=cf+ce+ feya; =c+ f+ e dedonde por simple inspeccién

podemos notar que as > 0y a; > 0. Para az tenemos lo siguiente

L) (A,

= (pn + )+ o)y — BBy

az = (uh+7)(a+uv)uu—(

o o _g /81} ﬂh
= (mn+7)( +uv)uv[1 Mu(a+ﬂv)(ﬂh+7)}

= (pn+7) (@ + po) o[l — R,

de manera que az > 0 siempre que RZ < 1, esto es, Ry < 1. Ademds,

ay-ay = (c+ f+e)(cf+ce+ fe)
= Af+Pe+cf?+ fPetce® + fe* + 3cfe

> 3cfe > 3cfe—bdg > cfe—bdg = as

Asi, el criterio de Routh- Hurwitz garantiza que todos los valores propios de la matriz
J(Ny, 0, /f—v, 0,0) tienen parte real negativa y por lo tanto del Teorema 1, se concluye
que el equilibrio libre de infeccion es asintoticamente estable localmente. [
5.5 Estabilidad del equilibrio endémico z;.
Teorema 7. Sea Ty el equilibrio endémico del Modelo (5.5) con Bi(t) = prn =
constante > 0 y a(t) = o = constante > 0. Si Rg > 1, entonces el equilibrio
endémico es asintoticamente estable globalmente.
Demostracion.

Sabemos que N, = S, + I, + Ry, con Ny(t) = N, = constante y que N, =

A
S, + E, + I, con N,(t) — — cuando t — co. Entonces de Castillo-Chavez y
Ho
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Thieme [11], se sigue que el Modelo (5.5) tiene la misma dindmica cualitativa que

el sistema dado por

dSh

1,
—_— = ,uhNh - ﬂh(t)ShT - [LhSh (522&)
dt (2)
dr I,
=t B () S~ — (i + 7)1 (5.22b)
dt ()
das, I,
—A— Zh _ _
dt /B'US’L) Nh NvSv (5 220)
dE, Iy
= ~ = E .22
dt /B'USU Nh (Oé(t) + Mv) v (5 d)
dr
v — E, — u,l .22
dt O‘@) v Moy Ly, (5 e)

siendo, B, (t) = B, = constante > 0y a(t) = a = constante > 0.

Obsérvese que bajo estas consideraciones Ty = (Sh,, In,, Sv,s Fu,, Is,) también es un

equilibrio del Modelo (5.22). Por lo tanto, demostrar la estabilidad de z; bajo el

Modelo (5.22) sera equivalente a demostrar la estabilidad bajo el Modelo (5.5).

Ahora, motivados en los trabajos Vargas y Castro-Hernéndez [63], sean

A
I'= {(Sh7-[h7 S’U?-E’LHIU) € Ri—|‘sha Ihu Sva EIMIU > 075h+lh < Nh Yy SU+EU+]’U < _})
,u

v

y la funcion de Lyapunov L : {(Sh, In, Sy, Ev, I,) € U|Sh, In, Sy, Ey, I, > 0} — R

dada por

donde el equilibrio endémico T, se ha reescrito como

L(Sh, In, Suy B, L) = [Sh . S;;zog(g—g)] te [Ih . I;;zog(%ﬁﬂ
+c3 [SU e SS”Q(%)] +Cq [Ev - B, - EﬂOQ(?ﬁ)]
+es [Iv i I;log(%)], (5.23)
(Shys Inyy Suys Buys Loy) = (Sh, 1, S5, B 1), (5.24)

.f'lz
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y ¢1,Co,C3,C4 Y C5 sON constantes positivas denotadas por

A
cp=c=—-S1I, 5.25
! ? Bh,u'u vih ( )
N,
3=y = =8I, (5.26)
Bo
1 X Tk *
Ho

Nétese que la funcién L € C'(continuamente diferenciable® ) en el interior de T, 7,

es un minimo global de L, y L(S;, I}, Sk E* 1) = 0. Asi,

v U

R e (3 P R () B (R
I\ dI,
+c5(1—[—z> —~. (5.28)

3 Observaciones:
1. Sean z,a € R* (a fijo) y definamos la funcién f(z) = z — a — alog(%). Entonces
la funcién f es siempre positiva. En efecto:
%:0:>1—%:0:>x:a>0. Por otro lado,
Z% =5 = ZQTJ; = é > (. Por lo tanto, la funcién f en x = a tiene un minimo
r=a
relativo y por consiguiente es siempre positiva para x,a € R™.
2. L(Sh, In, Sy, Ey, I,) — oo cuando || (S, In, Sy, By, 1) ||— 00. En efecto:

Siempre que (Sh, In, Sy, Ev, I,) € Ry
Sp>Sp I, >1;,5,>S,,E, > E, I, > I

tenemos que

|| (Shv[havaEva[v) ||>|| (SZaIZ’SiaE* ]*) ||

vV

L(Sh, In, Su, Bv, L) > L(S;, I, Sy, By, 1) = 0.

v v

Por lo tanto, L(Sy, Iy, Sy, Ey, I,) — oo cuando || (Sy, In, Sy, Ey, I,) ||[— o0.
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Por lo tanto procedemos como sigue:

C1< - i-i)dd—? = Cl( - %) :,UhNh - Bhshé - Mhsh]

= a1- i—h) 5’;5 SiI; + Sy — %shfv - S|

= 01< g:) :@XM Sply — ﬁlxbv Snly = pn(Sn — SZ)]

— —th(sh ;hSZ)Z (1 — S_h) WXLUShI* BKL”S;LI]

— _01Mh<Sh ;hS?Z)Z + ¢ B}f” SiI* (1 — %) (1 - g:g)

e T O s

cg<1 I*) ddfth _ 02(1 - %) [@hsh(% — (n + v)Ih}

o), e
- oA )3
_ 25’}\“” Sl (1+ EZ - % - 5:2:5) (5.30)

03(1 — ﬂ) 43, — 03<1 —

<) ) :A - ﬁvsﬁ - uvsv]

Lt Sy — BuSug — S|

I

&
/N

—_

|

B3R~ %

N—

T

C

|
()
oo
/N
|
2 A
——
T
e

— BuSusr uv(su—s;;)]
— —C3Mv—(8 ;US*> + 3&S*Ih< g)(1—§§h>

(S _S*) Bv * Sy SIh
S -5 - B By

= —C3lky



. (1 _ E;j> dFE, .
4 E,) da
g 04

(5% -

“ 1) dt

Por lo tanto, sustituyendo las
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N, (a+ uv)Ev]

In _ &%E]
N, N, Er 7
Sv]h Ev
)(S;;[;; B E;;)
E, E:S,I,
T B BS;

*
v

v

+1),

(5.32)

+1>.

Ecuaciones (5.29)-(5.33) en la Ecuacién (5.28)

5.33
I, B ( )

tenemos,
dL S\ dS), I\ d, S\ dS E*\ dE
Lo i) sl B oo B - B
it oo s.)at TV )a e T s ) w TV T ) a
n ( Ijj)d[v
C _— —
b 1,/ dt
(Sh - SZ)Q 6)1:“/1} S;; Sply I,
g ey T, TS T
B Sply I, I;Sil,
—S*[*(l _ )
R T FR TR A
(Sy — Sy)° By Sy Suln I
gty Pv) —S*I*(l——”— —)
g T TN TS TS T T
ﬁv Sv[h Ev E*Sv[h
TN\ T B T B
n I*(E” 1, I:EU+1)
esply | =— — — —
Bl \ B T T T 1B
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L _ (Sh — S)? (Sy — 57)?
i Ciltn S, C3 by S,
Sy I:SyI, St  E:S,I, I'E,
—S;;Ihs*z*< Ph | Awonle 2y | Byduln _5)'

Sy LSS, ES: LE:

Asi, usando la desigualdad de la media geométrica-aritmética * | se tiene que L <,

ya que
I Sul, B1S,1
(S*) (I*Shl ><S;j> (E,jS,,Ih) (I;;EU> - SZ + zhsfz* + + B, s*z}i +7 IvE*
S/ \15: 1 )\s, )\E,5: )\ 1, B:) = B
ISyl EiSoD, | I:E.
SZ + IhSiLI* + 3 + Bl T IL
1 < 5

S, 1.5 S, TEST  LE

Ademas, % =0sélosi S, =955, In=1;,5,=S;, E,=E;y I, =1 De manera
que, el conjunto compacto invariante més grande en el conjunto {(Sy, I, Sy, Ey, I,) €
|92 = 0} es el singulete {Z1}. Por lo tanto, del principio de invarianza de LaSalle
[45] v los Teoremas 3 y 5, se sigue que el equilibrio endémico es asintéticamente

estable globalmente en el interior de I'. [

4 Sean x,%9,---,T, € R, entonces la media geométrica estd dada por

/Ty - Ty T,. Note ademds que /Ty - Ty - - @, < TRt



CAPITULO 6
ESTIMACION DE PARAMETROS AL
MODELO PROPUESTO

6.1 Implementacion de la Teoria de Estimacion de Parametros por
Minimos Cuadrados Generalizados (GLS) al modelo propuesto.

En el Modelo (5.1), la clase clase epidemiolégica I, (t) describe el nimero de indi-
viduos infectados por dengue en el tiempo ¢, lo cual es conocido epidemioldgicamente
como prevalencia de la enfermedad. Sin embargo, los datos que se disponen en este
trabajo corresponden a la de incidencia mensual confirmada por laboratorio, es de-
cir, el nimero de nuevas infecciones en el tiempo t.

En términos del modelo matematico propuesto, la incidencia mensual del dengue

bajo el vector de parametros verdadero By, esta definida por la integral

1,(t; Bo)

N, (t: Bo) dt. (6.1)

2(ti; Bo) = / Br(t)Sh(t; ,30)

Aqui ty denota el tiempo en que el proceso de observacion epidémico empieza y el
tiempo mensual del resto de las observaciones se escriben como t; < --- < t,,.

Por lo tanto, incorporamos al Modelo (5.1) una ecuacién diferencial no-lineal con la
variable C' por lo que el vector z de los estados de las variables del modelo viene dado
por z = [Sk, Iy, Ru, Sy, By, I,,C]T.  C(t) no representa una clase epidemioldgica,
solamente nos permite hacer un seguimiento (conteo) del nimero acumulado de
nuevas infecciones por el virus del dengue en el tiempo ¢. De manera que, ahora el

modelo propuesto se transforma en el siguiente:

62
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dSh I

i pr N — ﬁh(t)shﬁi; — [hSh, (6.2a)
= Bk = i+ ) (6.2b)
O Al P, (6.2¢)
Do - ﬁvsva—’; S, (6.2d)
T = BuSuqte — (alt) + ) B (6.2¢)
W a()B — . (6.26)
% _ 5,1(15)5,1]{[—’1, (6.2g)

donde, (3,(t) es la funcidn tasa de contacto efectiva vector-humano dada por
Br(t) = Po- (1 +n-sen(w(t+¢))) >0 Vt>O0. (6.3)

Por otro lado, «(t) es la funcion tasa de infeccion del mosquito Aedes aegypti dada

por

a(t) =ap- (L +m -sen(wi(t+ ¢1))) >0 Vt > 0. (6.4)

La definicién de los pardmetros en las Ecuaciones (6.3) y (6.4) junto con los parametros
restantes del Modelo (6.2) se describen en la Tabla 5-1. Luego, el vector de pardmetros
de interés es denotado por B = (8o, n,w,d)T y 2(t;; B) en el modelo estadistico co-

rresponde a la soluciéon del modelo dada por

z(ti; B) =
O(tl) — O(ti_l) si2 S 1 S n

\
p

000000 1z(t:B) sii=1

000000 1(a(t; B) —2(ti;8) si2<i<n

\
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Cz(t1; B) sii=1
C(z(ti; B) —z(tie1;8)) si2<i<n.

Entonces para j =1,--- ,p

0z(t1; B) =

(B~ 058 a5 o

=55 T outes) oultniB)
: ( o8, 9B, ) s2sise

Recordemos que el Modelo (6.2) puede reescribirse mateméaticamente como

dz
% = G(ta Z<t)7 ﬁ)a

entonces las ecuaciones de sensibilidad para este caso se deducen de la siguiente

forma:

%(%) _ %(G(t,z(t),ﬂ))
i(az> 9G 9z OG

it\og) = 208" o8

W oG, 0G

dt Oz 19J6]
donde la matriz jacobiana W 0z
Z = —.
J 0

Ahora, resolviendo numéricamente el sistema

% = G(t,2z(t),8)  conz(0) = [Sh(0), I5(0), By (0), S,(0), E,(0), I,(0), C(0)]”

aw oG oG
o= EW + B con W(0) = Onrxp,

donde M = 7 (ntmero de variables en el modelo) y p = 4 (nimero de parametros
0z(ts;
a estimar), calculamos la matriz de sensibilidad con entradas x(8,n);; = (i )

9P,

para j=1,--- ;pei=1--- n (n =25 es el nimero total de observaciones) de la

siguiente manera:
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a .
X(B,n) = Z(a%ﬁ)
[02(t;8)  92(t1;8)]
e Ib,
0z(ty; B) 0z(t2; B)
_ e dB,y

0z(ty; B) 0z(ty; B)

|~ 5. o
i Cazgg B) - c_ézgf;; B) |
C(E)z(tg;ﬁ) _lﬁz(t1;6)> C<3Z(t2;ﬂ) _pﬁz(tl;ﬂ)>

_ dpB; R By 9By

C(&z(tn;ﬂ) :az(tnl;ﬁ)> C<8z(tn;5)_:3z(tn1;ﬁ)>

i b P 9By 9By §
CW(:, 1)(t) CWC(,p)(t1)
_ | GOV D) =WED®)) e COVEp)(E) = W p) (1))
COVG D)) =W D (Ener)) oo COVE,p)(En) = W p)(En-1))

6.2 Prueba del algoritmo de estimacion de parametros: Uso de data
sintética

Para ilustrar la implementacién de las ideas expuestas en la Seccién 4.5 aplicada
a data sintética (ver mas detalles en [6]), generamos dos tipos de datos (con varianza
constante y con varianza no-constante respectivamente). Para ello, se considera que
gi ~ A(0,1) y luego, se generan (simulan) n = 1001 datos (observaciones o rea-
lizaciones) asumiendo como vector “verdadero” de pardmetros Bo = (S, n,w, P) =
(0.75,0.87,%,2) y un porciento de ruido x% = 10% en el error. De manera que,
resolviendo el Modelo (6.2) junto con las condiciones iniciales dadas en las Tablas

6-1 y 62, tenemos los resultados correspondientes a los errores estandar e intervalos

de confianza expuestos en las Tablas 6-3, 64, 6-5 y 6-6 a continuacién.



N/A = No Aplica.

Parametros fijos
Parametro | Valor numérico | Unidad

1 1 Condiciones iniciales en t =0

Hh (12x79) mes

~ 30 1 Variable | Valor numérico | Unidad
6 mes

A 9000000 mosquitos Sh 3725767 personas
30 1 I, 30 persona

Ho 30 mes

Bu 10 L Ry, 0 personas

o 3.125 mles Sy 8994500 mosquitos

m 0.2 N/A E, 5000 mosquitos

w1 % NA 1, 500 mosquitos

$1 0 NA Tabla 6—2: Condiciones iniciales usadas en

el modelo para generar data sintética.

Tabla 6-1: Parametros fijos en el modelo
para generar data sintética.

Nota: Los valores numéricos mostrados en la Tabla 6-1 son justificados en la Seccion

6.3.1.
6.2.1 Data sintética con varianza constante (VC): Usando la metodologia
OLS.
Data simulada con k% = 10%

B | Biniciat | Bo Bo LS SE (,@O Ls) | Intervalo del 95% de confianza

Bo 0.8 0.75 | 0.75001 | 6.7 x 1076 (0.74999, 0.75002)

n | 0.625 | 0.87 | 0.87002 | 3.18 x 107° (0.86995, 0.87008)

w [095%xZ | Z | 05236 | 59x107° (0.52359, 0.52361)

o) 3 2 2.0001 | 1.661 x 10~* (1.9997, 2.0004)

L(Bo.s) = 10.1076 Media del error=2.217 x 103

Tabla 6-3: Estimacién de parametros usando OLS para data con VC y k% = 10%.
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Data simulada con k% = 10%
B | Biniciaa | Bo BG LS SE (BG Ls) | Intervalo del 95% de confianza
Bo 0.8 0.75 | 0.75004 | 3.12 x 107° (0.74997, 0.7501)
n | 0.625 |0.87|0.87019 | 7.79 x 107° (0.87003, 0.87034)
w0955 | % 0.5236 | 2.07 x 107° (0.52356, 0.52364)
6| 3 2 | 2.0000 | 6.132 x 10~ (1.998, 2.0012)
L(Beyg) = 0.0367 Media del error=—8.2108 x 107°

Tabla 6-4: Estimacién de pardmetros usando GLS para data con VC y k% = 10%.

El ajuste a los datos simulados y las graficas de residuales de acuerdo a los
resultados de la Tabla 6-3 son mostrados en las Figuras 6-1 y 6-2. La Figura
6-1 (grafico a)) muestra la curva de incidencia inicial producida por el modelo de
ecuaciones diferenciales y la curva de incidencia de los datos, mientras que el gréafico
b) presenta el ajuste de los datos junto con el solucién modelo al realizar el problema
inverso.

Por otro lado, la Figura 6-2 muestran los graficos Residuales vs. Tiempo (t) y Resi-
duales vs. Incidecia del modelo respectivamente, las cuales presentan una dinamica
aleatoria que valida para la metodologia OLS los supuestos del modelo estadistico
propuesto.

Ahora, si hace (en este caso) el ejercicio de estimar los pardmetros de interés usando
la metodologia GLS (ver resultados de la Tabla 6-4), los supuestos del modelo
estadistico no son validados por las graficas de residuales ya que tienden a seguir un

patrén (ver Figuras 6-3 y 6-4).
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Figura 6-1: a) Curva de incidencia inicial del Modelo (5.1) usando las condiciones iniciales dadas en las Tablas 6-1 y 6-2 vs.
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el vector de parametros estimado 3 y la metodologia OLS descrita en la Tabla 6-3.
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6.2.2 Data sintética con varianza no constante (VINC): Usando la metodologia

GLS.
Data simulada con k% = 10%

B | Biniciae | Bo BG s | SE (EGLS) Intervalo del 95% de confianza
Bo 0.8 0.75 | 0.75129 | 5 x 10~* (0.75032, 0.75227)

i 0.625 | 0.87 | 0.87182 | 1.2 x 1073 (0.8694, 0.87425)
w095 | & |052367 | 3x 104 (0.52302, 0.52431)

) 3 2 1.9984 | 9.8 x 1073 (1.9792, 2.0175)

L(BgLs) = 9.3505 Media del error=—7.992 x 1073
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Tabla 6-5: Estimacion de pardmetros usando GLS para data con VNC y % = 10%.

Data simulada con k% = 10%
B | B | Bo | Bors | SE(BoLs) | Intervalo del 95% de confianza
Bo 0.8 0.75 | 0.75009 | 6 x 10~* (0.74889, 0.75128)
i 0.625 | 0.87 | 0.87035 | 2.8 x 1073 (0.86467, 0.87604)
w0955 | F 052332 5X 10~ (0.52227, 0.52437)
) 3 2 2.0138 | 1.48 x 102 (1.9842, 2.0434)
L(Boys) = 8.2566 x 10 Media del error=1.376 x 10!

Tabla 6-6: Estimacion de pardmetros usando OLS para data con VNC y k% = 10%.

En este caso, la curva de incidencia del modelo propuesto usando al metodologia

GLS y los graficas de residuales son mostrados en las Figuras 6-5 y 6-6 respectiva-

mente, con vector de parametros estimados que se describe en la Tabla 6-5. Estas

graficas de residuales presentan una dindmica aleatoria la cual valida (en este caso)

los supuestos del modelo estadistico propuesto. Ahora, si en este caso se estiman los

pardmetros de interés usando la metodologia OLS (ver resultados de la Tabla 6-6),

los supuestos del modelo estadistico no son validados por los gréficos de residuales

ya que tienden a seguir un patrén (ver Figuras 6-7 y 6-8).
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6.2.3 Analisis de sensibilidad de los parametros 3, y 7.

En esta seccion se hace un anélisis de sensibilidad de los parametros 5y y 7, para
observar cuan variables son los estimaciones de los parametros de interés cuando se
toman diferentes valores iniciales. Las estimaciones son efectuadas considerando que
Bo € {0.6,0.8,1} y que n € {0.425,0.625,0.825}, junto con los valores numéricos de
las Tablas 6-1 y 6-2 para el modelo matematico propuesto.

La Tabla 6-7 muestra el analisis sensibilidad de los pardmetros [y y n para datos
simulados con varianza constante (metodologia de estimaciéon OLS), mientras que,
la Tabla 6-8 muestra el analisis de sensibilidad de los parametros 3y y n para datos

simulados con varianza no-constante (metodologia de estimacién GLS).

Metodologia OLS

ﬂoinicial ninicial BO 7/7\
0.6 | 0.425 | 0.74999 | 0.87

0.6 | 0.625 | 0.74999 | 0.87

0.6 | 0.825|0.74999 | 0.87

0.8 10.425|0.74999 | 0.87

0.8 |0.625 | 0.74999 | 0.87

0.8 |0.825 | 0.74999 | 0.87

1 0.425 | 0.74999 | 0.87

1 0.625 | 0.74999 | 0.87

1 0.825 | 0.74999 | 0.87

Tabla 6-7: Analisis de sensibilidad de los parametros 3y y 1, usando la metodologia

OLS.
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Metodologia GLS

/Boinicial ninicial /B[) ’r’

0.6 | 0.425 | 0.74891 | 0.87075

0.6 |0.625| 0.74891 | 0.87075

0.6 | 0.825| 0.74891 | 0.87075

0.8 |0.425 | 0.74891 | 0.87075

0.8 | 0.625 | 0.74891 | 0.87075

0.8 |0.825 | 0.74891 | 0.87075

1 0.425 | 0.74891 | 0.87075

1 0.625 | 0.74891 | 0.87075

1 0.825 | 0.74891 | 0.87075

Tabla 6-8: Analisis de sensibilidad de los parametros 3y y n, usando la metodologia
GLS.

En resumen, el andlisis de sensibilidad expuesto anteriormente, muestra fiabilidad
de la metodologia de estimacion implementada en este trabajo, pues en ambos casos
(OLS y GLS) los resultados numéricos covergen a los valores de los pardmetros [,
y 1 conocidos con antelacién.

6.3 Estimacién de parametros al modelo propuesto: Datos de
incidencia abril 2011-abril 2013

6.3.1 Parametros calculados de la literatura y condiciones iniciales del
modelo

Segun el censo de 2010 [34], la poblacién total de Puerto Rico se estima alrededor
de 3725789 habitantes (es decir, Sy (t)+ I5(t) + Rp(t) = Nj, = 3725789) mientras que

para el afio 2000 se estimaban en la isla 3808610 habitantes ! [32]. La esperanza

L Obsérvese que el hecho de que el crecimiento de la poblacién no sea significativo
durante la ultima década, apoya la presunciéon de poblacién constante en el modelo
propuesto.
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1
de vida en Puerto Rico es de 79 anos [31], asi en el modelo p;, = mmes‘1
El periodo febril en los humanos causado por el virus del dengue oscila entre 2 — 10

30
dfas [25]; asi, asumimos en el modelo que v = Fmes_l.

Ademas, tenemos que el tiempo promedio de vida del mosquito es de 30 dias,
por lo tanto, consideramos en el modelo pu, = %mes’l.

Por otro lado, para Puerto Rico Focks et al. [21] estiman que a 26.6°C' (Mayagtiez)
y 27.8°C' (San Juan) de temperatura, el nimero de pupas de Aedes aegypti por per-
sona es 1.73 y 2.75 respectivamente. Asumimos en el modelo un valor de 2.41
pupas por persona, y por lo tanto una poblacion total de mosquitos de N, =
2.41 x 3725789 = 8979151.49 ~ 9000000 (asumimos que la probabilidad de que
estas pupas se conviertan en mosquitos adultos es 1), luego usando el hecho de que
N,(t) — A cuando t — 00, se sigue que A = 9000000.

Ahora, gcott [58] estima que la tasa de picadura (comidas/ciclo gonotréfico) de
la hembra Aedes aegypti es 0.63 por dia, esto es, £, = 0.63 x p, donde p (0 < p < 1)
denota la probabilidad de transmision del dengue humano-vector. De manera que,
para el pardmetro 3, tenemos que 3, € [0,0.63](x dia=')=[0,18.9](xmes™!). En
este trabajo tomamos un valor fijo de 3, = 10/mes.

Recordemos que el periodo de incubacién extrinseca del dengue oscila entre 8-12

dias, es decir, si la funcién a(t) = a = constante, tenemos que « € [ L 1] (1/dias).

1278
De manera que, a € [%, %} (1/mes). Por ende, para este trabajo la funcién «(t)
viene dada por
a(t) = 3.125(1 102 sen(%t)), (6.5)

donde ap = 3.125 se tomd como la media aritmética de los valores extremos usados

para el parametro a, m; = 0.2, wy = % y ¢1 = 0 (ver Figura 6-9).
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Figura 6-9: Gréfica de la funcién «(t) = 3.125 + 0.625 - sen(5t). Aqui ¢t = 0
corresponde al mes de abril.

El parametro w; es tomado proporcional a %, ya que estamos interesados en
estudiar la dindmica de la enfermedad para periodos anuales (periodo de 12 meses en
la funcién sinusoidal). Por su parte, en las condiciones iniciales se tomé I (0) = 22
ya que 22 corresponde al nimero inicial de personas infectadas por dengue en los
datos disponibles, mientras que se tomé R,(0) = 0 puesto que asumimos que al
inicio de un brote epidémico no existen personas recuperadas por la enfermedad.

Para la poblacién total de mosquitos se consideré que N, ~ = =

Hv

9000000 y se tomaron F,(0) =100y 1,(0) = 10 como condiciones iniciales.

A 9000000 __
=

Resumimos las ideas expuestas anteriormente y la eleccién de las condiciones

iniciales del modelo en las Tablas 6-9 y 6-10:
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Parametros fijos del modelo propuesto

Parametro | Valor numérico | Unidad
Fh ﬁ L Condiciones iniciales en t = 0

30 mles Variable | Valor numérico | Unidad

A 9003000 % Sh, 3725767 personas
o 1 mles I 22 personas
By 10 L Ry, 0 personas
%) 3.125 mles Sy 8999890 mosquitos
M 0.2 N /'A E, 100 mosquitos
wi % N/A I, 10 mosquitos
h 0 N/A Tabla 6-10: Condiciones iniciales del mo-

N/A = No Aplica. delo propuesto en t=0.

Tabla 6-9: Parametros fijos usados en el
modelo propuesto.

6.4 Simulaciones usando los datos de incidencia abril de 2011 - abril de
2013

En esta seccién se exponen las estimaciones encontradas del vector 3 = (S, 1, w,
$)T usando dos métodos de estimacién (OLS y GLS respectivamente) y el mode-
lo estadistico descrito en la Ecuacién (4.5). Nuestro interés es calcular un vector
de pardametros B = (BO, n,w, a)T y analizar la solucién del modelo matematico epi-
demioldgico con estacionalidad que mejor ajuste los datos de dengue confirmados
por laboratorio disponibles. Consecuentemente, los calculos y los errores estandar
para cada parametro estimado son evaluados teniendo en cuenta las implicaciones
epidemioldgicas. Por tanto, las ideas anteriores expuestas se efectuaran bajo el

supuesto de dos casos:
1. Que los datos son una muestra aleatoria de un conjunto de datos (poblacién)

con varianza constante. Es decir, estimaremos el vector de parametros de interés

usando la metodologia OLS cuando en el modelo estadistico p = 0.
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2. Que los datos son una muestra aleatoria de un conjunto de datos (poblacién) con
varianza no constante. Es decir, estimaremos el vector de pardametros de interés
usando la metodologia GLS cuando en el modelo estadistico p = 1.

Estos supuestos, nos permitaran implementar la metodologia de Estimacion de
Pardmetros por Minimos Cuadrados Generalizados (GLS) descrita en la Seccién
4.2.2 y en las referencias [5, 6, 14].

Una primera solucién (incidencia inicial) de modelo propuesto es dada usando

las condiciones iniciales y parametros descritos en las Tablas 6-9 y 6-10 (ver Figura

6-10).
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Figura 6-10: Datos e incidencia inicial del Modelo (5.1) con estacionalidad usando
los valores mostrados en las Tablas 6-9 y 6-10 con B iei4] = (0.75,0.5,0.92 x %, 3).

6.4.1 Caso 1: p =0 (Datos con varianza constante)

En este caso, el modelo estadistico esta dado por
Y; = 2(ti; Bo) + & t=1,-,n. (6.6)

Luego, resolviendo numéricamente las ecuaciones normales de la Ecuacién (4.9) en-

contramos el vector estimado BOLS = (0.79397,0.54799, 0.45357,2.142)". Entonces
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la incidencia del modelo propuesto usando el vector B,; ¢ v las condiciones iniciales

descritas en las Tablas 6-9 y 6-10 estd dada en la Figura 6-11.
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Figura 6-11: Incidencia del modelo con estacionalidad usando Bo s (metodologia
OLS, caso p = 0).

Exploramos los graficos de residuales en este caso, esto es, r; = y; — z(ti; BoLsg) Vs

tiy i =y — 2(t; BOLS) vs. z(t;; BOLS), los cuales se muestran en las Figuras 6-12

y 6-13.
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Figura 6-12: Grafica r; = y;
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Figura 6-13: Gréfica r; = y; — 2(t;: Bops) vs. 2(ti: Bops) (Caso p = 0).

6.4.2 Caso 2: p=1 (Datos con varianza no constante)

En este caso, el modelo estadistico estda dado por

Luego, resolviendo numéricamente las ecuaciones normales de la Ecuacién (4.9)
encontramos el vector BGLS = (0.79957,0.52614,0.46263, 2.0967)". Entonces la
solucion del modelo propuesto usando el vector BGLS y las condiciones iniciales

descritas en las Tablas 6-9 y 6-10 estd dada en la Figura 6-14.
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Por otro lado, exploramos los graficos de residuales en este caso, esto es, r; =

vS. Ly i =

6-15 y 6-16.
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6.4.3 Calculo del error estandar

El error estdndar de las

componentes de los vectores estimados B,.q V Bars s€

definen en la Ecuacién (4.18). En las Tablas 6-11 y 6-12 se muestran los calculos

respectivos.
Pardmetros | B;icia Bors SE(Bors)
B 0.75 | 0.79397 0.0039
1 0.50 | 0.54799 0.0208
w 0.92 x g 0.45357 0.0059
¢ 3 2.142 0.2723
L(Boys) = 3.5156 x 10% Media del error=0.6107

Tabla 6-11: Célculo

del error estandar usando la metodologia OLS.
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Pardmetros | Bica | Bovs SE(BgLs)
Bo 0.75 | 0.79957 0.0067
n 0.50 | 0.52614 0.0331
w 0.92 x % 0.46263 0.0083
¢ 3 2.0967 0.2763
L(BgyLs) = 1.2829 Media del error=-0.0655

Tabla 6-12: Célculo de error estandar usando la metodologia GLS.

6.4.4 Funciones tasa de contacto efectiva vector-humano estimadas
Las funciones tasa de contacto efectiva vector-humano estimadas con la metodologia
OLS y la metodologia GLS son mostradas en las Figuras 6-17 y 6-18 respectiva-

mente.
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Figura 6-17: Gréfica de la funcién S,(t) = 0.79397(1 + 0.54799sen[0.45357(t +
2.142)]) usando la metodologia OLS.
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Figura 6-18: Gréfica de la funcién S,(t) = 0.79957(1 + 0.52614sen[0.46263(¢ +
2.0967)]) usando la metodologia GLS.

6.4.5 Comentarios

El conjunto de datos utilizado en este trabajo de tesis corresponden a inciden-
cia mensual de casos de dengue confirmados por laboratorio, es decir, en el modelo
matematico epidemiolégico propuesto, la progresion de la clase Sy, a la clase Ij,. Por
ende, entre los parametros que pueden ser directamente medibles para nuestro tra-
bajo con la metodologia de problemas inversos estan los asociados a esa progresion.
En nuestro modelo, los parametros de interés estan en la funcién tasa de contacto

efectiva vector-humano

Pu(t) = Bo - (1 +n-sen(w(t + ¢))),

donde el vector de parametros estimado es ,@ = (30, n,w, (Z)T

Para resumir, los resultados encontrados son usando los datos de dengue (incidencia
mensual) confirmados por laboratorio del periodo abril 2011 hasta abril 2013 y
hemos implementado dos metodologias de estimacion para el vector de parametros de

interés, es decir, la metodologia OLS y la metodologia GLS. Por lo tanto, el analisis
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de los resultados con las metodologias de estimacién OLS y GLS nos ayudaran a
inferir el tipo de varianza que caracterizan a los datos disponibles de la enfermedad
del dengue en Puerto Rico para periodo de tiempo anteriormente expuesto.

La Figura 6-11 muestra el ajuste que tiene incidencia del modelo epidemiolégico
propuesto sobre los datos disponibles usando el vector estimado Bo s = (0.79397,
0.54799, 0.45357, 2.142)T a través de la metodologia OLS, mientras que la Figura 6—
14 muestra el ajuste de la incidencia del modelo usando el vector EGLS = (0.79957,
0.52614, 0.46263, 2.0967)7 estimado con la metodologia GLS. Notamos que la medicién
en cada componente de los vectores Bo sy ,CAiG g son comparables ya que se encuen-
tran cercanas una de la otra. Sin embargo, la curva de incidencia del modelo usando
la metodologia OLS captura mejor la dindmica de los datos disponibles, comparado
con la curva de incidencia del modelo usando la metodologia GLS, especialmente
del tiempo t = 17 hasta el tiempo t = 21 de acuerdo con el nimero de infectados
por la enfermedad.

El error estandar (usando la metodologia OLS o la metodologia GLS) mide cuan
fiables son las estimaciones del vector de parametros de interés. Pero, de acuerdo con
lo expuesto en la Seccién 4.5, no es una medida suficiente para validar los supuestos
que se asumen en el Modelo Estadistico (4.5) segun sea el caso p =00 p=1. En
nuestro caso, el error estandar de las estimaciones usando las metodologias OLS y
GLS se muestran en las Tablas 6-11 y 6-12, respectivamente. Observamos que los
resultados indican fiabilidad de las estimaciones encontradas puesto que en ambos
casos el error estandar es pequeno en cada componente del vector de parametros
estimado. Por lo tanto, el siguiente paso es analizar los graficos de residuales para
verificar la validez de los supuestos que han sido asumidos con antelacién en el
modelo estadistico de acuerdo a la implementacién de una u otra metodologia de

estimacion.
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Los graficos de residuales usando la metodologia OLS son mostrados en las
Figuras 6-12 y 6-13 para los Residuales vs. Tiempo y Residuales vs. Incidencia del
modelo respectivamente. Observamos que tanto la Figura 6-12 como la Figura 6-13
muestran una dindmica aleatoria o ningiin patron discernible, indicando que el uso
de la metodologia OLS aplicada a los datos de dengue confirmados por laboratorio
responde apropiadamente a la hipdtesis de que los datos disponibles provienen de
una poblacion con varianza constante.

Por otro lado, los graficos de residuales usando GLS dados en la Figuras 6-15
y 6-16 tienen una dinamica menos aleatoria, especialemente la Figura 6-16 la cual
muestra una tendencia (un patrén) a medida que aumenta la incidencia del modelo.
De manera que, bajo estos resultados graficos la metodologia GLS no responde con
fiabilidad a la hipotesis de que los datos de dengue confirmados por laboratorio
provienen de la una poblacén con varianza no constante.

De acuerdo a las ideas expuestas anteriormente, asumimos que los datos de
dengue (incidencia mensual) confirmados por laboratorio desde abril 2011 hasta abril
2013 provienen de una poblaciéon con varianza constante y por tanto solo hacemos
inferencias estadisticas del vector de parametros estimado [ASO s = (0.79397,0.54799,
0.45357,2.142)". Para ello, usamos la Ecuacién (4.19) que calcula intervalos del 95%
de confianza para cada una de las componentes del vector de parametros estimado.

Los resultados se muestran en la Tabla 6-13 a continuacién.

Parametro | B,,;cial Bo s | SE (BO rs) | Intervalo del 95% de confianza
Bo 0.75 0.79397 |  0.0039 (0.78575, 0.80218)
n 0.50 0.54799 0.0208 (0.50476, 0.59121)
w 0.92 x % 0.45357 0.0059 (0.44124, 0.46590)
& 3 2.142 | 0.2723 (1.5757, 2.7083)

Tabla 6-13: Intervalos del 95% de confianza para los pardmetros estimados del
modelo usando la metodologia OLS.
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Recordamos que, el interés de este trabajo es estimar los pardmetros epidemiolégicos
tasa de contacto efectiva promedio vector-humano (fy) y el grado de la estacionalidad
de esa tasa (1) capturada en el modelo propuesto en la progresion hacia el compar-
timiento de humanos infectados a través de la funciéon tasa de contacto efectiva
vector-humano dada por 3 (t) = o+ (1 +n-sen(w(t+ ¢))). A nuestro conocimiento,
no existen trabajos cientificos que estimen los parametros epidemiologicos de este
trabajo bajo dindmica estacionalidad (asociada a funciones de transmisién) para
enfermedades de vectores utilizando un problema inverso. En particular, no se en-
contraron estudios que utilicen los datos de dengue (incidencia mensual) confirmados
por laboratorio para la isla de Puerto Rico y en el periodo de tiempo comprendido
en este trabajo de investigacion.

Por lo tanto, del vector estimado EOLS tenemos que Bo =0.79397 y n = 0.54799,
los cuales tienen la siguiente interpretacion epidemioldgica:
La tasa de contacto efectiva promedio vector-humano del virus del dengue en Puerto
Rico para el periodo abril 2011 hasta abril 2013 fue de 0.79397/mes con un cambio
estacional (amplitud) de 0.54799. Ademds, tenemos un 95% de confianza de que
la tasa de contacto efectiva promedio (5y) para el virus del dengue en Puerto Rico
estuvo entre 0.78575/mes y 0.80218/mes en el periodo de tiempo abril 2011 hasta
abril 2013 y un 95% de confianza de que el cambio estacional (amplitud) de esa tasa
(n) oscilaba entre 0.50476 y 0.59121 en ese periodo de tiempo.
Por tltimo, mostramos la solucién del Modelo (5.1) usando el vector de parametros

estimado Bo s junto con las condiciones iniciales de la Tabla 6-10 y los pardmetros

de la Tabla 6-9.
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CAPITULO 7
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En el estudio de modelos matematicos para enfermedades infecciosas es de vital
importancia tener valores numéricos de los parametros propuestos en el modelo para
determinar por ejemplo, medidas de control efectivas. Sin embargo, en la practica
existen parametros epidemiolégicos que no son directamente medibles. Entre estos,
se encuentran la tasa de transmision de la enfermedad.

En este trabajo de investigacién se formulé un modelo matematico con estacionali-
dad para estimar pardmetros epidemioldgicos asociados a la enfermedad infecciosa
del dengue utilizando datos de incidencia en Puerto Rico para el periodo compren-
dido entre abril 2011 hasta abril 2013. En el esquema de estimacién se empled la
teoria de problemas inversos, en particular el método de minimos cuadrados para
obtener la estimacién de los pardmetros de interés (tasa de contacto efectiva prome-
dio vector-humano (fp) y la amplitud de la estacionalidad (n) de esa tasa) y se
analizaron los supuestos estadisticos (varianza constante vs. varianza no-constante
de los datos) mediante los graficos de residuales.

En el anélisis del modelo sin estacionalidad calculamos el niimero reproductivo basico
(Ryo) v establecimos los equilibrios libre de infeccién y endémico. Se encontrd que el
equilibrio libre de infeccion sera asintoticamente estable localmente siempre que Ry
sea menor que uno, mientras que el equilibrio endémico sera asintéticamente estable

globalmente para valores de Ry mayores que la unidad.
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La curva (ver Figura 6-11) que captura la dindmica de los datos de dengue disponibles
fue encontrada a través de la metodologia de estimacion de minimos cuadrados ordi-
narios (OLS). Por lo tanto, los datos de dengue (incidencia mensual) confirmados por
laboratorio estudiados en este trabajo (abril 2011 hasta abril 2013), son una muestra
aleatoria que proviene de una poblaciéon con varianza constante. Por otro lado, la
tasa de contacto efectiva promedio vector-humano 3, estimada para el periodo de
tiempo abril 2011 hasta abril 2013 fue de 0.79397/mes con un 95% de confianza
de que se encontraba entre 0.78575/mes y 0.80218/mes, mientras que el cambio
estacional (amplitud) n de esa tasa fue de 0.54799, con un 95% de confianza de que
oscilaba entre 0.50476 y 0.59121 en ese periodo de tiempo. Es decir, de acuerdo a
lo expuesto en nuestro trabajo la funcién tasa de contacto efectiva vector-humano

para la enfermedad infecciosa de dengue es
Br(t) = 0.79397(1 + 0.54799sen[0.45357(t + 2.142)]).

Como trabajo futuro se podrian extender los datos de dengue (incidencia men-
sual) disponibles para Puerto Rico en donde se expongan consecutivamente tres o
mas brotes epidémicos e implementar las metodologias de estimacion de pardmetros
para inferir los valores de By y 1. Por otro lado, se podria anadir otras clases
epidemioldgicas en el modelo propuesto en este trabajo, por ejemplo, incluir en la
poblacién de humanos la clase epidemiolégica de latentes por el virus o la clase epi-
demiolégica de dengue hemorragico para estudiar el impacto de esa forma de dengue

en la isla.
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APENDICE A

CALCULO DEL EQUILIBRIO ENDEMICO

Calculo del equilibrio endémico

Para calcular las componentes del equilibrio endémico, usaremos las ecuaciones

del Modelo (5.5) descrito en la Seccién 5.2. Entonces, de la Ecuacién (5.10) tenemos

B,="r
0]

Reemplazando (A.1) en la Ecuacién (5.9) se sigue

[h Ho
vSv_ - v _[v = Oa
By (a0 + po)—
Ih oy
’US’U_ == v _I’LM
By (4 p)

y reemplazando (A.2) en la Ecuacién (5.8) tenemos

A — (a + /flv)%lu - ,U/USU = 07
A
A latm), o
Foo ¢!
A v
= _(+Eyr, =5,
Ho o

Ahora, de la Ecuacién (5.6) se tiene que
(1tn N — pnSk) Ny = BrSnly,

(nNp — i Sn)(Sy + Ey + 1,) = BrSply,

A‘ v v
(N = 10 S0) | o= = UL+ 201, + BUp 1] = s,

v
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A
(unNp — pnSp)— = BrSnly,

(2

pn NpA pnSp\

= BnSnl, + )

v /’L'L)
pnNp A ,UhAS <5hﬂu
- h
[o [o fin A
N,

(i1.+)

779\

I+1),
= Sh. (A4)
Por otro lado, de la Ecuacién (5.7) se tiene que

BrSuly = (pn + ) In Ny,

BhSth = (,uh + ’Y)Ih(sv + Ev + Iv)a

A
BrSuly = (n + ) In—,

v

5h:uvsh[v — I,
A(pn +7) ’
ﬂh,uv Nh I = ]h
A + Bt v )
(1 + ) ( St [, 1)
N,
Onty I, =1, (A.5)

(1 + ) (ﬂ_ZhLI + A)
En este punto es dificil hacer los calculos debido al gran ntimero de parametros que
se deben manipular; por ello se hace uso de software Mathematica 8 para resolver
nuestro sistema ecuaciones completamente. Ahora, debido a que todas las variables
las hemos expresado en funcién de la solucién de I, a continuacién solo mostramos
la salida de Mathematica 8 para I,. En efecto:
Sea Q0 = p,(pn +7)(a + ). Entonces,

alpy, [Oéﬁhﬂv - Q]
po (0 4 pio) [ By Brttn + Bppio (fin + ¥) + cpinpin(pin + ) + pnpi(pn +v) — 2]’

al ) [aﬁéﬁv — 1}

I, =

« v 07 ) + (0 ) + ?) —|—
Mv(a+uv)uh9[ Brbotin, | Bnitolptn +7) | tnpto(n ) | pintty (i +7)

—1
pnS2 [UsY; AN fnS2
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A aﬁhﬁv 1
_ “ [Mv(ﬂth’V)(aJrﬂv)
a BB af, o} [y y
v v B 1
polact g )[Nv(ﬂh (0t ) | mmat ) | (ot m) (ot ) ]
B aA[RE — 1]
o 2 aﬁh '
fo(Q + i) [RO + Lo+ Mv)}
Por tanto,
2 h
fo (0 + i) |:RO + n(1 + l;_v)

Nota: Recordemos que aqui Ry representa el niumero reproductivo bdsico.
De manera que, reemplazando la Ecuacién (A.6) en las Ecuaciones (A.1),(A.3),(A.4)

y (A.5) tenemos las componentes del equilibrio endémico, es decir:

B, =t = ARG — 1] : (A7)
« (o + 1) [Rg + #_ﬁ%)
A v
Sv = — - (1 + H_)]va
o a
Ho G oo+ puy) [R(%-FM (fit;v)
= p :
: (Ré+ ety )
esto es,
B
gt .
T IR+ ‘

Los céalculos para hallar las componentes I, y S;, son analogos a los anteriormente

expuestos, recordando que el equilibrio endémico existe siempre que Ry > 1.



APENDICE B
OPERADOR DE LA MATRIZ DE LA
SIGUIENTE GENERACION

Operador de la matriz de la siguiente generacion

Orientados en las gufas [28, 62|, resumimos las hipdtesis y los resultados que
soportan la construccién el operador de la matriz de la siguiente generacién para un
modelo epidemioldgico en general.
En primer lugar, se asume un modelo de ecuaciones diferenciales con n comparti-
mentos de los cuales m se encuentran en la categoria de infecciosos. A continua-
cién, definimos un vector & = (1,22, -+ ,2,)" € R™ en donde cada componente
x; con 1 = 1,2,--- ,n denota el nimero o la proporcion de individuos en el com-
partimento ¢; ademads estas componentes son ordenadas de tal manera que las m
primeras correspondan a los compartimentos con individuos infectados y las n — m
restantes correspondan a los compartimentos con individuos no infectados. Sea JF;(%)
la tasa de aparicion de los nuevos casos de infeccion en el compartimento ¢ y sea
Vi(z) = V; (Z) — V; (Z), donde V' (T) es la tasa de transferencia de individuos que
entran al compartimento i por cualquier medio y V; (Z) es la tasa de transferencia

de los individuos que salen del compartimento . Por lo tanto, cada componente en

el Modelo (5.5) puede escribirse como
;i =Fi(z) =Vi(x) con i=1,2,---,n (B.1)

lo cual denota la razén de cambio en la componente x;. Obsérvese que F; incluye

solamente la nuevas infecciones dentro del modelo y no la transferencia de individuos
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infecciosos de un compartimento infectados a otro. Ahora, las funciones anterior-

mente expuestas deben satisfacer las siguientes hipdtesis [62]:

(A1) Cada funcién representa la transferencia de individuos, por lo tanto son no nega-

tivas. Es decir, si Z > 0, entonces F;, V"', V; > 0 parai=1,2,--- ,n.

(A2) Si el compartimento estd vacio, no hay transferencia de individuos fuera del com-

partimento. Es decir, si z; = 0, entonces V; = 0.

(A3) La incidencia de infeccién para los compartimentos no infectados es cero. Es decir,

F;=0si1>m.

(A4) Sila poblacién estd libre de enfermedad permanecerd libre de enfermedad, esto es,

no hay inmigracién de infectados. Por lo tanto, si 7 € X,, ! entonces F;(Z) =0y

Vif(z) =0, parai=1,2,--- ,m.

(A5) Si F(Z) es el conjunto cero, entonces todos los valores propios de D f(xg) tienen

parte real negativa. Aqui Df(zg) es la matriz de derivadas [0f;/0x;] evaluada
en el equilibrio libre de infeccién. Luego, estos supuestos conducen al siguiente
resultado [62],
Lema B.1. Sixy es un equilibrio libre de infeccion de Sistema (B.1) y f;(Z) satisface
las hipdtesis (A1)-(A5), entonces las matrices de derivadas DF (xo) y DV(zo) son

partictonadas como

donde F' y V' son matrices m x m definidas por

aZL'j

avi(x‘))] (B.3)

F:[ Ox;

-]

1 Aqui X, denota el conjunto de todos los compartimentos libres de enfermedad,
es decir, Xy, ={z > 0lz; =0,i =1,2,--- ,m}.
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con 1 < i,7 < m. Ademds, F es no negativa, V es una M-matriz no singular y
todos los valores propios de Jy tienen parte real positiva.

Asi, FV =1 es llamada la matriz de la siquiente generacion para el modelo. Luego,
para interpretar las entradas de la matriz FV ™! y desarrollar una definicién signi-
ficativa Ry considere que un individuo infectado se introduce en el compartimento
k de una poblacién susceptible. Entonces, la entrada (j, k) de V! es el tiempo
promedio que un individuo permanece en el compartimento j durante su tiempo de
vida, asumiendo que la poblacion permanece cerca del equilibrio libre de infeccién.
La entrada (i,7) de F es la tasa en que individuos infectados en el compartimento
j producen nuevas infecciones en el compartimento ¢ y por tltimo, la entrada (i, k)
de FV~! es el nimero promedio de nuevas infecciones en el compartimento 4 pro-
ducidas por un individuo originalmente introducido en el compartimento k. Por lo

tanto, de [15, 16, 62] se sigue que
Ro = p(FV ), (B.4)

donde p(F'V~') denota el valor espectral (valor propio dominante) de la matriz

Fv—1.
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