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Abstract

In Algebra, specifically within the category of abelian groups, there exist the concepts of

torsion theory and radical. These concepts are closely related through a proposition which

shows a one to one correspondence between them.

In this study, the concepts of torsion theory and radical are defined in the categories of topo-

logical spaces and pointed topological spaces. Some propositions that relates these concepts

in a similar way to the algebraic case are presented.
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Resumen

En Álgebra, especificamente, dentro de la categoŕıa de grupos abelianos, existen los conceptos

de teoŕıa de torsión y radical. Estos conceptos están estrechamente relacionados mediante

una proposición que muestra una correspondencia uno a uno entre ellos.

En esta investigación se definen los conceptos de teoŕıa de torsión y radical, en Topoloǵıa.

Más precisamente, dentro de las categorias de espacios topológicos y espacios topológicos

puntados, y se presentan tres proposiciones que relacionan estos conceptos de una manera

similar a como sucede en el caso algebráico.
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Introducción

Las teoŕıas de torsión se han estudiado mucho, pero con diferentes nombres y por diferentes

autores y de manera independiente. Fueron estudiadas con este nombre y ocasionalmente

con el de teoŕıas de torsión hereditarias por Lambek [1] y Dickson [2]. Sin embargo, algunos

conceptos equivalentes que se han estudiado son: filtros idempotentes de ideales a derecha

por Bourbaki [3] y Gabriel [4], radicales de torsión o funciones de núcleo idempotente por

Maranda [5] y Goldman [6], operaciones de clausura modular sobre el ret́ıculo de ideales

a derecha por Chew [7], entre otros. Además, algunas teoŕıas de torsión especiales, que

contienen las bases de la teoŕıa general, fueron desarrolladas en la construcción de anillos

cociente generalizados por Findlay y Lambek [8]. Lambek en [9] presenta los conceptos de

radical y teoŕıa de torsión en la categoŕıa de R módulos a derecha ModR, donde R es un

anillo asociativo con identidad; y enuncia una proposición que relaciona estos conceptos.

Proposición en la cual se establece una correspondencia uno a uno entre teoŕıas de torsión y

radicales.

En el caṕıtulo 1 se presenta la terminoloǵıa en [9] adaptada en la categoŕıa de grupos

abelianos. Se enuncia la Proposición 19 y se presenta la demostración en detalle.
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En el caṕıtulo 2 se precisa dentro de la categoŕıa de espacios topológicos, los conceptos

necesarios para introducir las nociones de teoŕıa de torsión y radical. Se definen y establecen

relaciones entre estos conceptos y se presentan algunos ejemplos.

Finalmente en el caṕıtulo 3, se presentan las conclusiones de la investigación y se proponen

futuros trabajos afines.
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Caṕıtulo 1

Teoŕıas de Torsión y Radicales en la

Categoŕıa de Grupos Abelianos

Este caṕıtulo está dividido en tres secciones. En la primera sección se incluye una parte de

la terminoloǵıa que se necesita para enunciar la Proposición 19. En la segunda sección se

incluyen lemas que son importantes en el desarrollo de la demostración de la Proposición 19.

En la tercera sección se incluyen, las definiciones de teoŕıa de torsión y radical, y el enunciado

y demostración de la Proposición 19.
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1.1. Conceptos Básicos

En esta sección se incluye una parte de la terminoloǵıa que se necesita para enunciar la

Proposición 19.

Sea Ab la categoŕıa de grupos abelianos y homomorfismos, y [B,C] la clase de todos los

homomorfismos de grupos f : B −→ C.

Definición 1 (Subgrupo).

Sea M ∈ Ab y sea K ⊆M . K se llama un subgrupo del grupo M , y denotamos K ≤M si

satisface:

1. 0 ∈ K

2. {a, b} ⊆ K =⇒ (a+ b) ∈ K, para todo {a, b} ⊆ K

3. a ∈ K =⇒ (−a) ∈ K, para todo a ∈ K

en donde 0 es el elemento neutro de M , “+” es la operación en M y (−a) es el elemento

inverso de a en M .

Todo subgrupo de un grupo abeliano es un subgrupo normal, aśı que se pueden definir co-

cientes.
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Definición 2 (Cociente).

Sea M ∈ Ab y sea K ≤ M , el conjunto M/K = {m + K | m ∈ M} con la operación

(a+K) + (b+K) = (a+ b) +K, es el grupo factor de M módulo K y se llama grupo

cociente.

(a+K) = (b+K) si y sólo si (a− b) ∈ K.

Definición 3 (Suma de Subgrupos).

Sea M ∈ Ab y sea {Ki}i∈I una familia de subgrupos de M .

Se define la suma de subgrupos +
i∈I

Ki, como el conjunto

+
i∈I

Ki =

{∑
i∈I

ki | ki ∈ Ki para cada i ∈ I ∧ ki 6= 0 sólo para un número finito de i ∈ I

}
.

Observación 4.

Sea M ∈ Ab y sea {Ki}i∈I una familia de subgrupos de M . Entonces

+
i∈I

Ki es un subgrupo de M .

Demostración:

Sea a ∈ +
i∈I

Ki, luego a =
∑
i∈I

ai en donde ai ∈ Ki para cada i ∈ I y ai 6= 0 sólo para un

número finito de i ∈ I. Como Ki ⊆ M para cada i ∈ I, entonces ai ∈ M para cada i ∈ I,

aśı
∑
i∈I

ai ∈M , es decir, a ∈M . Por tanto +
i∈I

Ki ⊆M .

3



1. 0 ∈ +
i∈I

Ki, pues 0 ∈ Ki para cada i ∈ I y 0 =
∑
i∈I

0.

2. Sean a ∈ +
i∈I

Ki y b ∈ +
i∈I

Ki, se verá que (a+ b) ∈ +
i∈I

Ki.

a =
∑
i∈I

ai y b =
∑
i∈I

bi en donde {ai, bi} ⊆ Ki para cada i ∈ I y, ai 6= 0 ∧ bi 6= 0 sólo

para un número finito de i ∈ I.

Como M ∈ Ab y {ai, bi} ⊆M , entonces a+ b se puede escribir como

a+ b =
∑
i∈I

ai +
∑
i∈I

bi =
∑
i∈I

(ai + bi).

Como (ai + bi) ∈ Ki para cada i ∈ I y (ai + bi) 6= 0 sólo para un número finito de i ∈ I,

entonces (a+ b) ∈ +
i∈I

Ki.

3. Sea a ∈ +
i∈I

Ki, se verá que su inverso también está en +
i∈I

Ki.

a =
∑
i∈I

ai donde ai ∈ Ki para cada i ∈ I y ai 6= 0 sólo para un número finito de i ∈ I.

Considérese b =
∑
i∈I

(−ai), aśı −ai ∈ Ki para cada i ∈ I y −ai 6= 0 sólo para un número

finito de i ∈ I.

Luego b ∈ +
i∈I

Ki, y como a+ b = 0, entonces b = −a, de aqúı −a ∈ +
i∈I

Ki.

Por tanto +
i∈I

Ki ≤M .

�
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Sea {Gi}i∈I una familia de conjuntos.

El conjunto
∏
i∈I

Gi = {f : I −→
⋃
i∈I

Gi | f(k) ∈ Gk para cada k ∈ I}, se llama el producto

cartesiano de la familia {Gi}i∈I .

Definición 5 (Producto Directo de Grupos).

Sea {Gi}i∈I una familia de grupos.

Si para f, g ∈
∏
i∈I

Gi, es decir, para f : I −→
⋃
i∈I

Gi y g : I −→
⋃
i∈I

Gi se define la operación

binaria (producto) fg : I −→
⋃
i∈I

Gi de manera que i 7−→ f(i)g(i), entonces
∏
i∈I

Gi junto con

esa operación se llama el producto directo de la familia de grupos {Gi}i∈I .

Si se identifica f ∈
∏
i∈I

Gi con su imagen {ai}i∈I (ai = f(i) para cada i ∈ I) entonces la

operación binaria en
∏
i∈I

Gi es la familiar multiplicación componente a componente

({ai}i∈I)({bi}i∈I) = {(ai)(bi)}i∈I .

Propiedad 6 (Propiedad Fundamental del Producto Directo).

Sea {fk : B −→ Ck} una familia de homomorfismos. Sea {Pk :
∏
i∈I

Ci −→ Ck} la familia de

homomorfismos Proyección Canónica de
∏
i∈I

Ci en Ck.

Pk({ci}i∈I) = ck.

Entonces existe un único homomorfismo f : B −→
∏
i∈I

Ci tal que fk = Pk ◦ f .

De hecho, f(b) = {fi(b)}i∈I .

5



Definición 7 (Suma Directa de Grupos).

La suma directa de la familia de grupos {Gi}i∈I es un subgrupo de
∏
i∈I

Gi definido como⊕
i∈I

Gi = {f ∈
∏
i∈I

Gi | f(i) 6= e sólo para un número finito de i ∈ I}.

En donde e es el elemento neutro de Gi para cada i ∈ I.

Propiedad 8 (Propiedad Fundamental de la Suma Directa).

Sea {fk : Bk −→ C} una familia de homomorfismos. Sea {Jk : Bk −→
⊕
i∈I

Bi} la familia de

homomorfismos Inmersión Canónica de Bk en
⊕
i∈I

Bi.

Jk(bi) = {bk}k∈I donde bk = 0 si k 6= i ó bk = bi si k = i.

Entonces existe un único homomorfismo f :
⊕
i∈I

Bi −→ C tal que fk = f ◦ Jk.

De hecho, f({bk}k∈I) =
∑
k∈I

fk(bk).

6



Ahora, se precisa lo que significa que una subclase de grupos abelianos es cerrada bajo

imágenes isomórficas, subespacios, cocientes, extensiones, sumas directas y productos direc-

tos.

Definición 9. Sea D una subclase de Ab, se dice que:

1. D es cerrada bajo imágenes isomórficas si satisface:

( φ : D −→ E isomorfismo en Ab ∧ D ∈ D ) =⇒ E ∈ D

2. D es cerrada bajo subgrupos si satisface:

( D ∈ D ∧ A subgrupo de D ) =⇒ A ∈ D

3. D es cerrada bajo cocientes si satisface:

( D ∈ D ∧ A subgrupo de D ) =⇒ D/A ∈ D

4. D es cerrada bajo sumas directas si satisface:

{Di}i∈I familia en Ab tal que Di ∈ D para cada i ∈ I =⇒
⊕
i∈I

Di ∈ D

5. D es cerrada bajo productos directos si satisface:

{Di}i∈I familia en Ab tal que Di ∈ D para cada i ∈ I =⇒
∏
i∈I

Di ∈ D

6. D es cerrada bajo extensiones si satisface:

( D ∈ D ∧ E ∈ Ab tal que E/D ∈ D ) =⇒ E ∈ D

7



1.2. Lemas Importantes

En esta sección se enuncian y demuestran varios lemas que son importantes en el desarrollo

de la demostración de la proposición central del cápitulo. La Proposición 19.

Lema 10. Sean f : M −→ C un homomorfismo en Ab, B un subgrupo de M y

q : M −→M/B el homomorfismo cociente (definido por m 7−→ m+B).

Si B ⊆ Kerf , entonces existe un homomorfismo φ : M/B −→ C tal que f = φ ◦ q.

Demostración:

Sea m ∈M . Def́ınase φ : M/B −→ C de manera que m+B 7−→ f(m).

Se verá que φ aśı definido es un homomorfismo tal que f = φ ◦ q.

φ esta bien definido:

Si m+B ∈M/B y n+B ∈M/B son tales que m+B = n+B, entonces (m−n) +B = B,

de modo que (m − n) ∈ B, y como B ⊆ Kerf , 0 = f(m − n) = f(m) − f(n), y por tanto

φ(m+B) = f(m) = f(n) = φ(n+B).

φ es un homomorfismo:

Si m + B ∈ M/B y n + B ∈ M/B, entonces φ((m + B) + (n + B)) = φ((m + n) + B)) =

f(m+ n) = f(m) + f(n) = φ(m+B) + φ(n+B).

Por último, f = φ ◦ q:

Si m ∈M , entonces (φ ◦ q)(m) = φ(q(m)) = φ(m+B) = f(m), y por tanto f = φ ◦ q.

�
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Lema 11. Sean B una subclase de Ab que es cerrada bajo imágenes isomórficas, cocientes,

extensiones y sumas directas, M en Ab y T (M) = +{K | K ≤M ∧K ∈ B}. Entonces:

1. T (M) ∈ B.

2. Si H ≤M/T (M) es tal que H ∈ B, entonces H = 0.

Demostración:

Sea {Ki}i∈I una familia de grupos abelianos tal que Ki ∈ B para cada i ∈ I.

Considérese el homomorfismo ψ :
⊕
i∈I

Ki −→ +
i∈I

Ki tal que ψ({ki}i∈I) =
∑
i∈I

ki.

ψ es un epimorfismo y por tanto (
⊕
i∈I

Ki)/Ker(ψ) ' +
i∈I

Ki.

Como B es cerrada bajo sumas directas, cocientes e imágenes isomórficas, entonces se puede

afirmar que +
i∈I

Ki ∈ B. En particular T (M) ∈ B.

Sea H ≤M/T (M) tal que H ∈ B.

Considérese el homomorfismo cociente q : M −→M/T (M).

Sea q = q|q−1(H) la restricción de q a q−1(H), es decir q : q−1(H) −→ H.

Como T (M) = Ker(q) = Ker(q), entonces:

9



q−1(H)/T (M) = q−1(H)/Ker(q)

= q−1(H)/Ker(q)

' q(q−1(H))

= H

Como B es cerrada bajo imágenes isomórficas y H ∈ B, entonces q−1(H)/T (M) ∈ B. Ahora,

T (M)∈ B y B es cerrada bajo extensiones, entonces q−1(H) ∈ B.

Se tiene que q−1(H) es tal que q−1(H) ≤M y q−1(H) ∈ B, entonces q−1(H) ⊆ T (M) y por

tanto H = q(q−1(H)) ⊆ q(T (M)) = 0.

�

Lema 12. Sean C una subclase de Ab que es cerrada bajo imágenes isomórficas y subgrupos

y f : M −→ N un homomorfismo en Ab. Si H es un subgrupo de N tal que N/H ∈ C,

entonces M/f−1(H) ∈ C.

Demostración:

Sea m ∈ M . Def́ınase ψ : M/f−1(H) −→ N/H de manera que m + f−1(H) 7−→ f(m) + H.

Se verá que ψ aśı definido es un homomorfismo injectivo.

ψ esta bien definido:

Si m+ f−1(H) ∈M/f−1(H) y n+ f−1(H) ∈M/f−1(H) son tales que

m+f−1(H) = n+f−1(H), entonces (m−n)+f−1(H) = f−1(H). De aqúı (m−n) ∈ f−1(H),

es decir f(m− n) ∈ H.

10



Como f es un homomorfismo, entonces f(m − n) = f(m) − f(n), se obtiene entonces que

(f(m)−f(n)) ∈ H, es decir f(m)+H = f(n)+H. Por tanto ψ(m+f−1(H)) = ψ(n+f−1(H)).

ψ es un homomorfismo:

Si m+ f−1(H) ∈M/f−1(H) y n+ f−1(H) ∈M/f−1(H), entonces

ψ((m + f−1(H)) + (n + f−1(H))) = ψ((m + n) + f−1(H))) = f(m + n) + H = (f(m) +

f(n)) +H = (f(m) +H) + (f(n) +H) = ψ(m+ f−1(H)) + ψ(n+ f−1(H)).

ψ es injectivo:

Si m+ f−1(H) ∈M/f−1(H) y n+ f−1(H) ∈M/f−1(H) son tales que

ψ(m+f−1(H)) = ψ(n+f−1(H)), es decir, f(m)+H = f(n)+H, entonces (f(m)−f(n)) ∈ H.

Como f(m− n) = f(m)− f(n), entonces f(m− n) ∈ H, de modo que (m− n) ∈ f−1(H) y

por tanto m+ f−1(H) = n+ f−1(H).

Luego, M/f−1(H) ' ψ(M/f−1(H)) ≤ N/H. Ahora, como N/H ∈ C y C es cerrada bajo

imágenes isomórficas y subgrupos, entonces M/f−1(H) ∈ C.

�

Lema 13. Sean C una subclase de Ab que es cerrada bajo imágenes isomórficas, subgrupos,

extensiones y productos directos, M en Ab y T (M) =
⋂
{K | K ≤ M ∧ M/K ∈ C}.

Entonces:

1. M/T (M) ∈ C.

2. Si H ≤ T (M) es tal que T (M)/H ∈ C, entonces M/H ∈ C.

11



Demostración:

Sean M ∈ Ab y {Ki}i∈I una familia de subgrupos de M tal que M/Ki ∈ C para cada i ∈ I.

Def́ınase Ci = M/Ki y considérese {qi : M −→ Ci} la familia de homomorfismos cocientes.

Considérese {Pk :
∏
i∈I

Ci −→ Ck} la familia de homomorfismos Proyección Canónica de
∏
i∈I

Ci

en Ck.

Por la Propiedad 6, existe un único homomorfismo f : M −→
∏
i∈I

Ci tal que qk = Pk ◦ f ,

f(m) = {qi(m)}i∈I .

Entonces f(M) ⊆
∏
i∈I

qi(M) =
∏
i∈I

Ci.

Como Ci ∈ C para cada i ∈ I, y C es cerrado bajo productos directos y subgrupos, entonces

f(M) ∈ C.

Como f(M) 'M/Ker(f), Ker(f) =
⋂
{Ki | Ki ≤M ∧M/Ki ∈ C} = T (M) y C es cerrado

bajo imágenes isomórficas, entonces M/T (M) ∈ C.

Sea H ≤ T (M) tal que T (M)/H ∈ C.

Como T (M) ≤M , entonces H ≤M , y (M/H)/(T (M)/H) 'M/T (M).

Como M/T (M) ∈ C y C es cerrado bajo extensiones, entonces M/H ∈ C.

�
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1.3. Relación entre Teoŕıas de Torsión y Radicales

En esta sección se incluyen la definición de teoria de torsión y radical, y el enunciado y

demostración de la Proposición 19.

Definición 14. Sean B y C subclases de Ab. Se definen:

Br = {C ∈ Ab | ∀B ∈ B, [B,C] = 0}

C l = {B ∈ Ab | ∀C ∈ C, [B,C] = 0}

en donde [B,C] = 0 significa que la clase [B,C] consta sólo del homomorfismo cero.

Algunas consecuencias de la Definición 14 se presentan en la siguiente observación.

Observación 15.

1. C ⊆ Br ⇐⇒ B ⊆ C l.

Demostración:

Sea C ⊆ Br y sea B ∈ B, se verá que B ∈ C l.

Sea C ∈ C y como C ⊆ Br, entonces C ∈ Br y aśı [B,C] = 0. Por tanto B ∈ C l.

El rećıproco se demuestra de manera similar.

2. a) B ⊆ Brl.

Demostración: Sea B ∈ B, se verá que B ∈ Brl.

Sea C ∈ Br y como B ∈ B, entonces [B,C] = 0. Por tanto B ∈ Brl.

13



b) B1 ⊆ B2 =⇒ B2
r ⊆ B1

r.

Demostración: Sea B1 ⊆ B2 y sea B ∈ B2
r, se verá que B ∈ B1

r.

Sea C ∈ B1, luego C ∈ B2 y como B ∈ B2
r, entonces [B,C] = 0. Por tanto

B ∈ B1
r.

c) Brlr ⊆ Br.

Demostración: Se usan los dos literales anteriores. Dado que B ⊆ Brl, entonces

Brlr ⊆ Br.

Las afirmaciones duales también son ciertas, y la demostración de cada una de ellas se

hace siguiendo un argumento similar. Es decir:

3. a) C ⊆ C lr.

b) C1 ⊆ C2 =⇒ C2
l ⊆ C1

l.

c) C lrl ⊆ C l.

Definición 16. Sean B y C subclases de Ab. Se dice que el par (B,C) es una teoŕıa de

torsión si satisface que B = C l y C = Br.

Una observación inmediata de la Definición 16 es la siguiente.

Observación 17.

Para cualquier subclase A de Ab, dos teoŕıas de torsión (B,C) que se pueden obtener de

manera inmediata son (Al, Alr) y (Arl, Ar).
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Demostración:

Para (Al, Alr):

Sean B = Al y C = Alr. Obviamente C = Br.

Se verá que B = C l.

Como C = Br, entonces Brl = C l, pero por la Observación 15 B ⊆ Brl, aśı que B ⊆ C l, y

como por la Observación 15 Alrl ⊆ Al, es decir, C l ⊆ B, entonces B = C l.

Para (Arl, Ar):

Sean B = Arl y C = Ar. Obviamente B = C l.

Se verá que C = Br.

Como B = C l, entonces C lr = Br, pero por la Observación 15 C ⊆ C lr, aśı que C ⊆ Br, y

como por la Observación 15 Arlr ⊆ Ar, es decir, Br ⊆ C, entonces C = Br.

�

Definición 18. Una función T : Ab −→ Ab se llama un radical si:

1. T (M) ⊆M ,

2. f : M −→ N =⇒ f(T (M)) ⊆ T (N),

3. T (M/T (M)) = 0,

para todos M,N ∈ Ab y para todo homomorfismo f ∈ [M,N ].

La proposición 19 es un resultado clásico cuyo enunciado aparece en [9]. Se desarrolla la

demostración con la finalidad de familiarizarse con el problema, y por tanto se incluye aqúı.
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Proposición 19. Sean B y C subclases de Ab. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. B = C l y C = Br.

2. B es cerrada bajo imágenes isomórficas, cocientes, extensiones y sumas directas. Además

C = Br.

3. C es cerrada bajo imágenes isomórficas, subgrupos, extensiones de grupo y productos

directos. Además B = C l.

4. Existe un radical T sobre Ab tal que T (T (M)) = T (M) para todo grupo M . Además

B = {M | T (M) = M} y C = {M | T (M) = 0}.

Demostración:

La demostración de la Proposición 19 se hará siguiendo el siguiente plan:

Se demuestra primero que: (4) =⇒ (1) =⇒ (2) ∧ (3).

Después, se demuestra (2) =⇒ (4) definiendo T (M) como la suma de todos los subgrupos

de M que están en B.

Por último, se demuestra (3) =⇒ (4) definiendo T (M) como la intersección de todos los

subgrupos K de M para los cuales M/K está en C.
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(4) =⇒ (1):

Sea T : Ab −→ Ab un radical tal que T (T (M)) = M para todo M ∈ Ab.

Sean B = {M | T (M) = M} y C = {M | T (M) = 0}. Se verá que B = C l y C = Br.

Para B = C l:

Sea B ∈ B, se verá que B ∈ C l.

Sea C ∈ C y sea φ : B −→ C un homomorfismo, se verá que φ(B) = 0.

Como B ∈ B, entonces T (B) = B y aśı dado que T es un radical y que C ∈ C, se tiene que

φ(B) = φ(T (B)) ⊆ T (C) = 0. Por tanto B ⊆ C l.

Rećıprocamente, sea B ∈ C l, se verá que B ∈ B. Para esto se mostrará que T (B) = B.

Como T (B) ⊆ B, basta mostrar que B ⊆ T (B).

Considérese entonces el homomorfismo sobreyectivo φ : B −→ B/T (B).

Como T (B/T (B)) = 0, entonces B/T (B) ∈ C y como B ∈ C l, entonces φ(B) = 0, es decir,

B/T (B) = 0. De aqúı T (B) = B y aśı B ∈ B. Por tanto C l ⊆ B.

Para C = Br:

Como B = C l, en particular B ⊆ C l, y de la Observación 15, se puede afirmar que C ⊆ Br.

Luego, basta mostrar que Br ⊆ C.

Sea C ∈ Br, se verá que C ∈ C y para esto se verá que T (C) = 0.

Como T es un radical tal que T (T (C)) = T (C), entonces T (C) ∈ B. Considérese el homo-

morfismo inclusión φ : T (C) −→ C. Como C ∈ Br, entonces T (C) = φ(T (C)) = 0.
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(1) =⇒ (2):

Sean B y C subclases de Ab tales que B = C l y C = Br. Se verá que B es cerrada bajo

imágenes isomórficas, cocientes, extensiones de grupos y sumas directas.

Para imágenes isomórficas y cocientes:

Sea B ∈ B y sea φ : B −→M un epimorfismo, donde M ∈ Ab. Se verá que φ(B) = M ∈ B,

es decir, se verá que M ∈ C l.

Sea C ∈ C y sea f : M −→ C un homomorfismo. Se verá que f(M) = 0.

Como f ◦ φ : B −→ C es un homomorfismo, φ es un epimorfismo y B ∈ C l, entonces

0 = (f ◦ φ)(B) = f(φ(B)) = f(M). Por lo tanto M ∈ C l.

En particular, como los isomorfismos y los cocientes son epimorfismos, se puede concluir que

B es cerrada bajo imágenes isomórficas y cocientes.

Para extensiones:

Sea M ∈ Ab y sea B un subgrupo de M tal que B ∈ B y M/B ∈ B. Se verá que M ∈ B,

es decir, se verá que M ∈ C l.

Sea C ∈ C y sea f : M −→ C un homomorfismo. Se verá que f(M) = 0.

Considérese el homomorfismo cociente q : M −→M/B.

Como C = Br, entonces C ∈ Br, y como B ∈ B y B un subgrupo de M , entonces f(B) = 0,

de modo que B ⊆ Kerf . Ahora, por el Lema 10, existe un homomorfismo φ : M/B −→ C

tal que f = φ ◦ q.

Como M/B ∈ B y B = C l, entonces M/B ∈ C l y como φ : M/B −→ C, entonces

f(M) = (φ ◦ q)(M) = φ(q(M)) = φ(M/B) = 0. Por lo tanto M ∈ C l.
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Para sumas directas:

Sea {Bk}k∈I una familia de grupos abelianos tal que Bk ∈ B para cada k ∈ I. Se verá que⊕
i∈I

Bi ∈ B, es decir, se verá que
⊕
i∈I

Bi ∈ C l.

Sea C ∈ C y sea φ :
⊕
i∈I

Bi −→ C un homomorfismo. Se verá que φ(
⊕
i∈I

Bi) = 0.

Considérese los homomorfismos Inmersión Canónica Jk : Bk −→
⊕
i∈I

Bi, y def́ınase

fk = φ ◦ Jk. Luego {fk : Bk −→ C} es una familia de homomorfismos.

Por la Propiedad 8, existe un único homomorfismo f :
⊕
i∈I

Bi −→ C tal que fk = f ◦ Jk

y f({bk}k∈I) =
∑
k∈I

fk(bk). Por lo tanto φ = f .

Como Bi ∈ B para cada i ∈ I, entonces fi(Bi) = 0 para cada i ∈ I, de modo que:

φ(
⊕
i∈I

Bi) = f(
⊕
i∈I

Bi) ⊆ +
i∈I

fi(Bi) = 0. Por lo tanto
⊕
i∈I

Bi ∈ B.
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(1) =⇒ (3):

Sean B y C subclases de Ab tales que B = C l y C = Br. Se verá que C es cerrada bajo

imágenes isomórficas, subgrupos, extensiones de grupos y productos directos.

Para imágenes isomórficas y subgrupos:

Sea C ∈ C y sea φ : M −→ C un monomorfismo. Se verá que M ∈ C, es decir, se verá que

M ∈ Br.

Sea B ∈ B y sea f : B −→M un homomorfismo. Se verá que f(B) = 0.

Luego φ ◦ f : B −→ C es un homomorfismo y como C ∈ Br, entonces se obtiene que

0 = (φ ◦ f)(B) = φ(f(B)). De aqúı f(B) ⊆ Ker(φ) = 0. Por tanto M ∈ Br.

En particular, como los isomorfismos y las inclusiones de subgrupos son monomorfismos, se

puede concluir que C es cerrada bajo imágenes isomórficas y subgrupos.

Para extensiones:

Sea M ∈ Ab y sea C un subgrupo de M tal que C ∈ C y M/C ∈ C. Se verá que M ∈ C, es

decir, se verá que M ∈ Br.

Sea B ∈ B y sea f : B −→M un homomorfismo. Se verá que f(B) = 0.

Considérese q : M −→M/C el homomorfismo cociente.

Luego q ◦ f : B −→M/C es un homomorfismo, y como M/C ∈ Br, entonces se obtiene que

0 = (q ◦ f)(B) = q(f(B)). De aqúı f(B) ⊆ Ker(q) = C y como C ∈ Br, entonces f(B) = 0.

Por lo tanto M ∈ Br.
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Para productos directos:

Sea {Ck}k∈I una familia de grupos abelianos tal que Ck ∈ C para cada k ∈ I. Se verá que∏
i∈I

Ci ∈ C, es decir, se verá que
∏
i∈I

Ci ∈ Br.

Sea B ∈ B y sea φ : B −→
∏
i∈I

Ci un homomorfismo. se verá que φ(B) = 0.

Considérese los homomorfismos Proyección Canónica Pk :
∏
i∈I

Ci −→ Ck, y def́ınase

fk = Pk ◦ φ. Luego {fk : B −→ Ck} es una familia de homomorfismos.

Por la Propiedad 6, existe un único homomorfismo

f : B −→
∏
i∈I

Ci tal que fk = Pk ◦ f y f(b) = {fi(b)}i∈I . Por lo tanto φ = f .

Como Ci ∈ Br para cada i ∈ I, entonces fi(B) = 0 para cada i ∈ I, de modo que:

φ(B) = f(B) ⊆
∏
i∈I

fi(B) = 0. Por lo tanto
∏
i∈I

Ci ∈ Br.
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(2) =⇒ (4):

Sea B cerrado bajo imágenes isomórficas, cocientes, extensiones y sumas directas. Sea,

además C = Br. Se verá que existe un radical T sobre Ab tal que T (T (M)) = T (M)

para cada M ∈ Ab y que además B = {M | T (M) = M} y C = {M | T (M) = 0}.

Sea T (M) la suma de todos los subgrupos de M que están en B, es decir:

T (M) = +{K | K ≤M ∧K ∈ B}.

Por la definición de T (M), T : Ab −→ Ab. Se verá que T es un radical.

1. T (M) ⊆M pues, por la Observación 4, se tiene que T (M) es subgrupo de M .

2. Sea f : M −→ N un homomorfismo. Se verá que f(T (M)) ⊆ T (N).

f(T (M)) = f(+{K | K ≤M ∧K ∈ B})

⊆ +{f(K) | f(K) ≤ N ∧K ∈ B}

⊆ +{f(K) | f(K) ≤ N ∧ f(K) ∈ B}

⊆ +{H | H ≤ N ∧H ∈ B}

= T (N)

La contención +{f(K) | f(K) ≤ N ∧K ∈ B} ⊆ +{f(K) | f(K) ≤ N ∧ f(K) ∈ B}

es cierta. La razón es que K ≤ M y aśı f(K) ≤ N , la restricción f : K −→ N es un

homomorfismo, de modo que K/Ker(f) ' f(K), y como B es cerrada bajo imágenes

isomórficas y cocientes, entonces K ∈ B implica que f(K) ∈ B.
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3. T (M/T (M)) = 0 pues, por el Lema 11,

T (M/T (M)) = +{H | H ≤M/T (M) ∧H ∈ B}

⊆ 0

Ahora, T cumple que T (T (M)) = T (M) pues, se sabe que T (T (M)) ⊆ T (M) y, por la

definición de T (T (M)), dado que T (M) ≤ T (M) y por el Lema 11, T (M) ∈ B, entonces

T (M) ⊆ T (T (M)).

Por último, sea C = Br.

Se verá que B = {M | T (M) = M} y C = {M | T (M) = 0}.

Para B = {M | T (M) = M}:

Sea M ∈ B.

Como T (M) ≤M y B es cerrado bajo cocientes, entonces M/T (M) ∈ B.

Como M/T (M) ≤ M/T (M), entonces, por el Lema 11, M/T (M) = 0. De aqúı T (M) = M

y aśı B ⊆ {M | T (M) = M}.

Rećıprocamente, sea M ∈ Ab tal que T (M) = M .

Como T (M) ∈ B, entonces M ∈ B, y aśı {M | T (M) = M} ⊆ B.

Por tanto B = {M | T (M) = M}.

23



Para C = {M | T (M) = 0}:

Sea M ∈ C.

Considérese el homomorfismo inclusión φ : T (M) −→M .

Como C = Br, entonces M ∈ Br y como T (M) ∈ B, entonces 0 = φ(T (M)) = T (M), de

modo que C ⊆ {M | T (M) = 0}.

Rećıprocamente, sea M ∈ Ab tal que T (M) = 0. Se verá que M ∈ C, es decir que M ∈ Br.

Sean B ∈ B y φ : B −→M un homomorfismo. Se verá que φ(B) = 0.

Como T (B) = B y T es un radical, entonces φ(B) = φ(T (B)) ⊆ T (M) = 0.

Luego M ∈ Br, y aśı {M | T (M) = 0} ⊆ C.

Por tanto C = {M | T (M) = 0}.
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(3) =⇒ (4):

Sea C cerrado bajo imágenes isomórficas, subgrupos, extensiones y productos directos. Sea,

además B = C l. Se verá que existe un radical T sobre Ab tal que T (T (M)) = T (M) para

cada M ∈ Ab y que además B = {M | T (M) = M} y C = {M | T (M) = 0}.

Sea T (M) la intersección de todos los subgrupos K de M para los cuales M/K esta en C,

es decir:

T (M) =
⋂
{K | K ≤M ∧M/K ∈ C}.

Por la definición de T (M), T : Ab −→ Ab. Se verá que T es un radical.

1. T (M) ⊆ M pues, T (M) ≤ M en virtud de que la intersección de subgrupos es sub-

grupo.

2. Sea f : M −→ N un homomorfismo. Se verá que f(T (M)) ⊆ T (N). Para esto se

verá que T (M) ⊆ f−1(T (N)).

f−1(T (N)) = f−1(
⋂
{H | H ≤ N ∧N/H ∈ C})

=
⋂
{f−1(H) | H ≤ N ∧N/H ∈ C}

Por el Lema 12, se tiene que

{f−1(H) | H ≤ N ∧ N/H ∈ C} ⊆ {f−1(H) | f−1(H) ≤ M ∧ M/f−1(H) ∈ C}.
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Entonces:

f−1(T (N)) =
⋂
{f−1(H) | H ≤ N ∧N/H ∈ C}

⊇
⋂
{f−1(H) | f−1(H) ≤M ∧M/f−1(H) ∈ C}

⊇
⋂
{K | K ≤M ∧M/K ∈ C}

= T (M)

3. T (M/T (M)) = 0 pues, 0 ≤M/T (M) y (M/T (M))/0 'M/T (M).

Por el Lema 13, M/T (M) ∈ C y como C es cerrado bajo imágenes isomórficas, entonces

(M/T (M))/0 ∈ C. Por tanto:

T (M/T (M)) =
⋂
{K | K ≤M/T (M) ∧ (M/T (M))/K ∈ C}

= 0

Ahora, se verá que T cumple que T (T (M)) = T (M).

Se sabe que T (T (M)) ⊆ T (M), basta mostrar que T (M) ⊆ T (T (M)).

Por el Lema 13, se tiene que {H | H ≤ T (M)∧T (M)/H ∈ C} ⊆ {H | H ≤M ∧M/H ∈ C}.

Entonces:

T (M) =
⋂
{H | H ≤M ∧M/H ∈ C}

⊆
⋂
{H | H ≤ T (M) ∧ T (M)/H ∈ C}

= T (T (M))

Por último, sea B = C l.

Se verá que C = {M | T (M) = 0} y B = {M | T (M) = M} .
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Para C = {M | T (M) = 0}:

Sea M ∈ C.

Como M ' M/0 y C es cerrado bajo imágenes isomórficas, entonces M/0 ∈ C, de modo

que:

T (M) =
⋂
{K | K ≤M ∧M/K ∈ C} = 0.

Aśı C ⊆ {M | T (M) = 0}.

Rećıprocamente, sea M ∈ Ab tal que T (M) = 0. Se verá que M ∈ C.

Como M/T (M) ∈ C, M/T (M) = M/0 ' M y C es cerrado bajo imágenes isomórficas,

entonces M ∈ C, y aśı {M | T (M) = 0} ⊆ C.

Por tanto C = {M | T (M) = 0}.

Para B = {M | T (M) = M}:

Sea M ∈ B.

Considérese el homomorfismo cociente φ : M −→M/T (M).

Como por el Lema 13, M/T (M) ∈ C y como M ∈ C l, entonces 0 = φ(M) = M/T (M), de

modo que T (M) = M , y aśı B ⊆ {M | T (M) = M}.

Rećıprocamente, sea M ∈ Ab tal que T (M) = M .

Sean C ∈ C y φ : M −→ C un homomorfismo.

Como T es un radical y T (C) = 0, entonces φ(M) = φ(T (M)) ⊆ T (C) = 0, de modo que

M ∈ C l, y aśı {M | T (M) = M} ⊆ B.

Por tanto B = {M | T (M) = M}.

�
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Caṕıtulo 2

Teoŕıas de Torsión y Radicales en la

Categoŕıa de Espacios Topológicos

Este caṕıtulo está dividido en cuatro secciones. En la primera sección se incluye una parte

de la terminoloǵıa que se necesita para enunciar la Proposición 38. En la segunda sección se

incluyen lemas que son importantes en el desarrollo de la demostración de la Proposición 38.

En la tercera sección se incluyen, las definiciones de teoŕıa de torsión y radical en Topoloǵıa,

y se establecen relaciones entre estos conceptos en las Proposiciones 38, 39 y 40. En la

cuarta sección se incluyen algunos ejemplos de teoŕıas de torsión y radicales en Top y Top?.
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2.1. Conceptos Básicos

Sea Top la categoŕıa de espacios topológicos y funciones continuas, y [B,C] la clase de todas

las funciones continuas f : B −→ C en Top.

Un espacio topológico puntuado es un espacio topológico X con un punto distinguido x0 ∈ X.

Esto se denota (X, x0). Las funciones continuas en los espacios topológicos puntuados son

funciones continuas en Top que preservan el punto distinguido, es decir, funciones continuas

f : X −→ Y tales que f(x0) = y0. Esto se denota f : (X, x0) −→ (Y, y0).

Sea Top? la categoŕıa de espacios topológicos puntuados y funciones continuas. Se usa la

misma notación que en Top para referirse a funciones continuas en Top?.

[(B, b0), (C, c0)] es la clase de todas las funciones continuas f : (B, b0) −→ (C, c0) en Top?.

Definición 20 (Subespacio Topológico).

Sea X un espacio topológico y M un subconjunto de X.

La topoloǵıa relativa para M es la topoloǵıa en la cual un conjunto es abierto en M si es

un conjunto de la forma A ∩M donde A es un abierto en X.

El conjunto M dotado con la topoloǵıa relativa se llama subespacio del espacio topológico

X. Esto se denota por M � X.
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Un subespacio de un espacio topológico puntuado (X, x0), es un subespacio M de X, el cual

comparte su punto distinguido con X. Es decir, los subespacios de (X, x0) son los subespacios

de X que contienen x0.

Si M es un subespacio de X que contiene al punto x0, entonces (M,x0) es un subespacio de

(X, x0). Esto se denota por (M,x0) � (X, x0).

Observación 21.

Sea f : (X, x0) −→ (Y, y0) una función continua en Top?.

Sean (M,x0) � (X, x0) y (N, y0) � (Y, y0). Entonces:

1. f((M,x0)) = (f(M), y0).

2. f−1((N, y0)) = (f−1(N), x0).

3. Si f : (X, x0) −→ (Y, y0) es constante, entonces f((X, x0)) = ({y0}, y0).

Demostración:

1. y 2. son obvios.

3. Como f : (X, x0) −→ (Y, y0) es constante, entonces existe c ∈ Y tal que para cada x ∈ X

se tiene que f(x) = c. Luego f((X, x0)) = (f(X), f(x0)) = ({c}, y0), pero x0 ∈ X, aśı que

y0 = f(x0) = c. Por tanto f((X, x0)) = ({y0}, y0).

�
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Definición 22 (Cociente Topológico).

Sean X un espacio topológico y f : X −→ Y una función sobreyectiva.

La topoloǵıa cociente para Y (relativa a la función f) es la topoloǵıa más fina para Y que

hace que f sea continua. En este caso f se llama mapa cociente.

Un subconjunto N de Y es un abierto relativo a la topoloǵıa cociente si y sólo si f−1(N) es

abierto en X.

Dada una relación de equivalencia ∼ sobre un espacio topológico X, el cociente Y = X/∼

dotado con la topologia cociente relativa a la proyección φ : X −→ Y , se llama el espacio

cociente.

Se puede formar el cociente de un espacio topológico puntuado (X, x0) bajo cualquier relación

de equivalencia. El punto distinguido del cociente es la imagen de x0 bajo la proyección.

Definición 23. Sea M en Top y sea B un subespacio de M . Se define:

1. La relación
B∼ como:

x
B∼ y ⇐⇒ ( x = y o {x, y} ⊆ B).

2. El espacio cociente M/B como:

M/B = M/B∼
= {[x] | x ∈M} con la topoloǵıa cociente,

en donde [x] representa la clase de equivalencia de x.

En el espacio cociente M/B, por cada punto de M que no está en B se tiene una clase de

equivalencia y B (todos los puntos de B) es otra clase de equivalencia.
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Definición 24. Sea (M,m) en Top? y sea (B,m) un subespacio de (M,m). Se define:

1. La relación
(B,m)∼ como:

x
(B,m)∼ y ⇐⇒ x

B∼ y.

2. El espacio cociente cociente (M,m)/(B,m) como:

(M,m)/(B,m) = (M,m)/(B,m)∼
= ( {[x] | x ∈M} , [m] ) con la topoloǵıa cociente,

en donde [x] representa la clase de equivalencia de x respecto a la relación
B∼.

Con la notación de la Definición 23, si (M,m) ∈ Top? y (B,m) es un subespacio de (M,m),

entonces (M,m)/(B,m) = (M/B, [m]).

Definición 25 (Producto Topológico).

Sea {Xi}i∈I una familia de espacios topológicos. Sea
∏
i∈I

Xi el producto cartesiano de la

familia {Xi}i∈I .

Sea πk :
∏
i∈I

Xi −→ Xk la función que asigna a cada elemento del espacio producto, su

k-ésima coordenada, esto es, πk({xi}i∈I) = xk.

πk se llama la proyección canónica asociada al ı́ndice k.

Sea Sk la colección Sk = {π−1
k (Uk) | Uk es abierto en Xk} y sea S la unión de esas colecciones,

esto es, S =
⋃
k∈I

Sk.

La topoloǵıa generada por la subbase S se llama la topoloǵıa producto.
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En esta topoloǵıa
∏
i∈I

Xi se llama el espacio producto de la familia {Xi}i∈I .

La base β generada por la subbase S consta de todas las intersecciones finitas de elementos

de S, aśı un elemento t́ıpico de B de β puede escribirse como B =
∏
i∈I

Ui donde Ui 6= Xi sólo

para un número finito de i ∈ I.

Propiedad 26 (Propiedad Universal del Producto Topológico).

Sea {fk : B −→ Ck} una familia de funciones continuas. Sea {πk :
∏
i∈I

Ci −→ Ck} la familia

de proyecciones de
∏
i∈I

Ci en Ck, πk({ci}i∈I) = ck.

Entonces existe una única función continua f : B −→
∏
i∈I

Ci tal que fk = πk ◦ f .

De hecho, f(b) = {fi(b)}i∈I .

Definición 27. Sea D una subclase de Top (respectivamente de Top?), decimos que:

1. D es cerrada bajo imágenes homeomórficas si satisface:

( φ : D −→ E homeomorfismo en Top ∧ D ∈ D ) =⇒ E ∈ D

(respectivamente si satisface:

( φ : (D, d) −→ (E, e) homeomorfismo en Top? ∧ (D, d) ∈ D ) =⇒ (E, e) ∈ D )

2. D es cerrada bajo subespacios si satisface:

( D ∈ D ∧ A subespacio de D ) =⇒ A ∈ D

(respectivamente si satisface:

( (D, d) ∈ D ∧ (A, d) subespacio de (D, d) ) =⇒ (A, d) ∈ D )
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3. D es cerrada bajo imágenes de funciones continuas si satisface:

( φ : D −→ E función continua en Top ∧ D ∈ D ) =⇒ φ(D) ∈ D

(respectivamente si satisface:

( φ : (D, d) −→ (E, e) función continua en Top? ∧ (D, d) ∈ D ) =⇒ φ((D, d)) ∈ D)

4. D es cerrada bajo la unión de subespacios con un punto en común si satisface:

D ∈ Top ∧ {Di}i∈I familia de subespacios de D tal que {Di}i∈I ⊆ D

∧ (∃d)( d ∈ D tal que d ∈
⋂
i∈I

Di ) =⇒
⋃
i∈I

Di ∈ D

(respectivamente cerrada bajo la unión de subespacios si satisface:

(D, d) ∈ Top? ∧ {(Di, d)}i∈I familia de subespacios de (D, d) tal que {(Di, d)}i∈I ⊆ D

=⇒ (
⋃
i∈I

Di, d) ∈ D )

5. D es cerrada bajo productos si satisface:

{Di}i∈I familia en Top tal que Di ∈ D para cada i ∈ I

=⇒
∏
i∈I

Di ∈ D

(respectivamente si satisface:

{(Di, di)}i∈I familia en Top? tal que (Di, di) ∈ D para cada i ∈ I

=⇒ (
∏
i∈I

Di, {di}i∈I) ∈ D )

6. D es cerrada bajo extensiones si satisface:

( D ∈ D ∧ D � E tal que E/D ∈ D ) =⇒ E ∈ D

(respectivamente si satisface:

( (D, e) ∈ D ∧ (D, e) � (E, e) tal que (E, e)/(D, e) ∈ D ) =⇒ (E, e) ∈ D )
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2.2. Lemas Importantes

Lema 28. Sean f : M −→ C una función continua en Top, B un subespacio de M y

q : M −→M/B el cociente. Si B ⊆ f−1({c}) para algún c ∈ C, entonces existe una función

continua φ : M/B −→ C tal que f = φ ◦ q.

Demostración:

Sea m ∈M . Def́ınase φ : M/B −→ C de manera que [m] 7−→ f(m).

Se verá que φ aśı definida es una función continua tal que f = φ ◦ q.

φ está bien definida:

Si [m] ∈M/B y [n] ∈M/B son tales que [m] = [n], entonces m = n o {m,n} ⊆ B.

Si m = n, entonces dado que f es función, f(m) = f(n).

Si {m,n} ⊆ B. Considérese la restricción f |B : M −→ B que es continua.

Como B ⊆ f−1({c}) para algún c ∈ C, entonces (f |B)(M) = {c} para algún c ∈ C, y por

tanto f(m) = c = f(n).

En cualquier caso f(m) = f(n) de modo que φ([m]) = φ([n]).

φ es tal que f = φ ◦ q:

Si m ∈M , entonces (φ ◦ q)(m) = φ(q(m)) = φ([m]) = f(m), y por tanto f = φ ◦ q.

φ es una función continua:

Si D es un abierto en C entonces f−1(D) = (φ ◦ q)−1(D) = q−1(φ−1(D)).

Como f es una función continua entonces f−1(D) es un abierto en M , es decir, q−1(φ−1(D))

es un abierto en M y como q es el cociente entonces φ−1(D) es un abierto en M/B.

�

35



Lema 29. Sean B una subclase de Top? tal que B es cerrada bajo imagenes de funciones

continuas, f : (M,m) −→ (N, n) una función continua y (K,m) un subespacio de (M,m) tal

que (K,m) ∈ B. Entonces (f(K), n) ∈ B.

Demostración:

Sea f = f |(K,m), es decir, la restricción de f a (K,m), entonces f : (K,m) −→ (f(K), n) es

una función continua. Como (K,m) ∈ B yB es cerrada bajo imágenes de funciones continuas,

entonces f((K,m)) ∈ B, pero f((K,m)) = f((K,m)) = (f(K), n), aśı que (f(K), n) ∈ B.

�

Lema 30. Sean B una subclase de Top? que es cerrada bajo imágenes homeomórficas, ex-

tensiones y uniones de subespacios, (M,m) en Top? y T ((M,m)) = (T (M),m), en donde

T (M) =
⋃
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (K,m) ∈ B}. Entonces:

1. T ((M,m)) ∈ B.

2. Si (H, [m]) es un subespacio de (M/T (M), [m]) tal que (H, [m]) ∈ B, entonces

(H, [m]) = ({[m]}, [m]).

Demostración:

Como B es cerrada bajo uniones de subespacios, entonces se puede afirmar que⋃
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (K,m) ∈ B} ∈ B. Por tanto T ((M,m)) ∈ B.

Sea (H, [m]) un subespacio de (M,m)/T ((M,m)) tal que (H, [m]) ∈ B.

Considérese el cociente q : (M,m) −→ (M,m)/T ((M,m)).

Sea q = q|q−1((H,[m]) la restricción de q a q−1((H, [m])) = (q−1(H),m), es decir
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q : (q−1(H),m) −→ (H, [m]).

Se tiene que T ((M,m)) = q−1({[m]}, [m]) = q −1({[m]}, [m]) ⊆ q −1(H, [m]) = (q−1(H),m),

luego:

(q−1(H),m)/T ((M,m)) = q((q−1(H),m))

= q((q−1(H),m))

= q(q−1((H, [m]))

= (H, [m])

ComoB es cerrada bajo imágenes homeomórficas y extensiones y, (H, [m]) ∈ B y T ((M,m)) ∈

B, entonces (q−1(H),m) ∈ B.

Se tiene que (q−1(H),m) es un subespacio de (M,m) tal que (q−1(H),m) ∈ B, entonces

q−1((H, [m])) = (q−1(H),m) ⊆ T ((M,m)), luego:

(H, [m]) = q((q−1(H),m))

= q(q−1(H, [m]))

⊆ q(T ((M,m)))

= ({[m]}, [m])

�
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Lema 31. Sean C una subclase de Top? cerrada bajo subespacios, f : (M,m) −→ (N, n)

una función continua en Top?, (H,n) � (N, n) y g : (N, n) −→ (Z, z) una función continua

y sobreyectiva, con (Z, z) ∈ C tal que (H,n) = g−1(({z}, z)).

Entonces existen (K,m) � (M,m) y una función h : (M,m) −→ (W,w), con (W,w) ∈ C

continua y sobreyectiva tales que (K,m) = h−1(({z}, z)) y f((K,m)) ⊆ (H,n).

Demostración:

Def́ınase h como la restricción de (g ◦ f) : (M,m) −→ (Z, z) a su imagen, y K = f−1(H), es

decir, h : (M,m) −→ (g ◦ f)((M,m)), y (K,m) = (f−1(H),m) = f−1((H,n)).

Sea (W,w) = (g ◦ f)((M,m)).

Como (g ◦ f)((M,m)) � (Z, z), (Z, z) ∈ C y C es cerrada bajo subespacios, entonces

h : (M,m) −→ (W,w) es una función continua y sobreyectiva, con (W,w) ∈ C.

Ahora, h−1(({z}, z)) = (g ◦ f)−1(({z}, z)) = f−1(g−1(({z}, z))) = f−1((H,n)) = (K,m), y

f((K,m)) = f(f−1((H,n))) ⊆ (H,n).

�
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2.3. Teoŕıas de Torsión y Radicales en Top y Top?

Definición 32. Una función T : Top −→ Top se llama un radical si:

1. T (M) ⊆M ,

2. f : M −→ N =⇒ f(T (M)) ⊆ T (N),

3. T (M/T (M)) = {[m]}, para algún m ∈M ,

para todos M,N ∈ Top y para toda función continua f ∈ [M,N ].

El concepto de radical en Top? se puede definir de manera similar como en la Definición 32

para radical en Top. La terminoloǵıa es la siguiente.

Definición 33. Una función T : Top? −→ Top? se llama un radical si:

1. T ((M,m)) ⊆ (M,m),

2. f : (M,m) −→ (N, n) =⇒ f(T ((M,m))) ⊆ T ((N, n)),

3. T ((M,m)/T ((M,m))) = ({[m]}, [m])

para todos (M,m), (N, n) ∈ Top? y para toda función continua f ∈ [(M,m), (N, n)].
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Definición 34. Sean B y C subclases de Top. Se definen:

Br = {C ∈ Top | ∀B ∈ B, [B,C] = const }

C l = {B ∈ Top | ∀C ∈ C, [B,C] = const }

en donde [B,C] = const significa que la clase [B,C] consta sólo de las funciones continuas

constantes f : B −→ C, es decir, de las funciones continuas de B a C cuya imagen contiene

un solo punto.

Se usa la misma notación para las clases B y C en Top?, y se pueden definir las clases Br y C l

para Top? de manera similar que en la Definición 34 para Top. La terminoloǵıa es la siguiente.

Definición 35. Sean B y C subclases de Top?. Se definen:

Br = {(C, c) ∈ Top | ∀(B, b) ∈ B, [(B, b), (C, c)] = const }

C l = {(B, b) ∈ Top | ∀(C, c) ∈ C, [(B, b), (C, c)] = const }

en donde [(B, b), (C, c)] = const significa que la clase [(B, b), (C, c)] consta sólo de las

funciones continuas constantes f : (B, b) −→ (C, c), es decir, de las funciones continuas de

(B, b) a (C, c) tales que f((B, b)) = ({c}, c).

De la misma manera que en el caso algebráico, se presentan unas primeras consecuencias de

la Definición 34 en la siguiente observación.
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Observación 36.

1. C ⊆ Br ⇐⇒ B ⊆ C l.

2. a) B ⊆ Brl.

b) B1 ⊆ B2 =⇒ B2
r ⊆ B1

r.

c) Brlr ⊆ Br.

3. a) C ⊆ C lr.

b) C1 ⊆ C2 =⇒ C2
l ⊆ C1

l.

c) C lrl ⊆ C l.

La demostración de cada una de ellas se hace siguiendo un argumento similar al usado en la

demostración de la Observación 15.

La Observación 36 también es cierta si las clases Br y C l se consideran en Top? como en la

Definición 35.

Definición 37. Sean B y C subclases de Top (respectivamente de Top?).

Se dice que el par (B,C) es una teoŕıa de torsión en Top (respectivamente en Top?)

si satisface que B = C l y C = Br.

En la siguiente Proposición, se establecen en Top, relaciones entre los conceptos de radical

y teoŕıa de torsión. Pero también se establecen otras relaciones que no necesariamente son

ciertas en Top, pero si en Top?.
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Proposición 38. Sean B y C subclases de Top. Se consideran los siguientes enunciados:

1. B = C l y C = Br.

2. B es cerrada bajo imágenes de funciones continuas, extensiones y uniones de subespa-

cios con un punto en común. Además C = Br.

3. C es cerrada bajo imágenes homeomórficas, subespacios, extensiones y productos. Además

B = C l.

4. Existe un radical T sobre Top tal que T (T (M)) = T (M) para todo espacio topológico

M . Además B = {M | T (M) = M} y C = {M | T (M) = {m}} para algún m ∈M .

Entonces: (4) =⇒ (1), (1) =⇒ (3) y (1) =⇒ (2) son ciertos en Top, y por tanto en Top?,

además (2) =⇒ (4) es cierto en Top?. Aśı que (1)⇐⇒ (2)⇐⇒ (3) es cierto en Top?.

Demostración:

(4) =⇒ (1):

Sea T : Top −→ Top un radical tal que T (T (M)) = M para todo M ∈ Top.

Sean B = {M | T (M) = M} y C = {M | T (M) = {m} para algún m ∈M}.

Se verá que B = C l y C = Br.

Para B = C l:

Sea B ∈ B, se verá que B ∈ C l.

Sea C ∈ C y sea φ : B −→ C una función continua, se verá que φ(B) = {c} para algún

c ∈ C.

Como B ∈ B, entonces T (B) = B y aśı dado que T es un radical y que C ∈ C, se tiene que
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φ(B) = φ(T (B)) ⊆ T (C) = {c} para algún c ∈ C. Por tanto B ⊆ C l.

Rećıprocamente, sea B ∈ C l, se verá que B ∈ B. Para esto se mostrará que T (B) = B.

Como T (B) ⊆ B, basta mostrar que B ⊆ T (B). Considérese la función continua sobreyecti-

va φ : B −→ B/T (B).

Como T (B/T (B)) = {[b]} para algún [b] ∈ B/T (B), entonces B/T (B) ∈ C y como B ∈ C l,

entonces φ(B) = {[t]} para algún [t] ∈ B/T (B), es decir, B/T (B) = {[t]}. De aqúı,

T (B) = B y aśı B ∈ B. Por tanto C l ⊆ B.

Para C = Br:

Como B = C l, en particular B ⊆ C l, y de la Observación 36, se puede afirmar que C ⊆ Br.

Luego, basta mostrar que Br ⊆ C.

Sea C ∈ Br, se verá que C ∈ C y para esto se verá que T (C) = {c} para algún c ∈ C.

Como T es un radical tal que T (T (C)) = T (C), entonces T (C) ∈ B. Considérese la función

continua inclusión φ : T (C) −→ C. Como C ∈ Br, entonces T (C) = φ(T (C)) = {c} para

algún c ∈ C.

(4) =⇒ (1) tambien es cierto en Top? y la prueba se hace de manera similar.
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(1) =⇒ (3):

Sean B y C subclases de Top tales que B = C l y C = Br. Se verá que C es cerrada bajo

imágenes homeomórficas, subespacios, extensiones y productos.

Para imágenes homeomórficas y subespacios:

Sea C ∈ C y sea φ : M −→ C una función continua injectiva. Se verá que M ∈ C, es decir,

se verá que M ∈ Br.

Sea B ∈ B y sea f : B −→ M una función continua. Se verá que f(B) = {m} para algún

{m ∈M}.

Luego φ ◦ f : B −→ C es una función continua y como C ∈ Br, entonces

{c} = (φ ◦ f)(B) = φ(f(B)) para algún c ∈ C.

De aqúı f(B) ⊆ φ−1({c}) para algún c ∈ C, y dado que φ es injectiva φ−1({c}) = {m} para

un solo punto m ∈M tal que φ(m) = c, luego f(B) = {m} para algún m ∈M .

Por tanto M ∈ Br.

En particular, como los homeomorfismos y las inclusiones de subespacios son funciones con-

tinuas injectivas, se puede concluir que C es cerrada bajo imágenes homeomórficas y sube-

spacios.

Para extensiones:

Sea M ∈ Top y sea C un subespacio de M tal que C ∈ C y M/C ∈ C. Se verá que M ∈ C,

es decir, se verá que M ∈ Br.

Sea B ∈ B y sea f : B −→ M una función continua. Se verá que f(B) = {m} para algún

m ∈M .

Considérese el cociente q : M −→M/C.
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Luego q ◦ f : B −→M/C es una función continua, y como M/C ∈ Br, entonces

{[m]} = (q ◦ f)(B) = q(f(B)) para algún m ∈M , y aśı f(B) ⊆ q−1({[m]}).

Si m ∈ C entonces f(B) ⊆ q−1({[m]}) = C y como C ∈ Br, entonces la restricción de f

a su imagen f : B −→ f(B) cumple que f(B) = f(B) = {n} para algún n ∈ M tal que

[n] = [m].

Si m 6∈ C entonces f(B) ⊆ q−1({[m]}) = {m}.

En cualquier caso f(B) = {m} para algún m ∈M .

Por lo tanto M ∈ Br.

Para productos:

Sea {Ci}i∈I una familia de funciones continuas tal que Ci ∈ C para cada i ∈ I. Se verá que∏
i∈I Ci ∈ C, es decir, se verá que

∏
i∈I

Ci ∈ Br.

Sea B ∈ B y sea φ : B −→
∏
i∈I

Ci una función continua. Se verá que φ(B) = {ci}i∈I para

alguna familia {ci}i∈I ∈
∏
i∈I

Ci.

Considérese las proyecciones canónicas πk :
∏
i∈I

Ci −→ Ck, y def́ınase fk = πk ◦ φ.

fk : B −→ Ck es una familia de funciones continuas, de modo que por la Propiedad 26, existe

una única función continua f : B −→
∏
i∈I

Ci tal que fk = πk ◦ f y f(b) = {fi(b)}i∈I .

Por lo tanto φ = f .

Como Ci ∈ Br para cada i ∈ I, entonces para cada i ∈ I, se tiene que fi(B) = {ci} para

algún ci ∈ Ci, luego φ(B) = f(B) ⊆
∏
i∈I

fi(B) = {ci}i∈I , donde ci ∈ Ci para cada i ∈ I.

Por lo tanto
∏
i∈I

Ci ∈ Br.

(1) =⇒ (3) también es cierto en Top? y la prueba se hace de manera similar.
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(1) =⇒ (2):

Sean B y C subclases de Top tales que B = C l y C = Br. Se verá que B es cerrada bajo

imágenes de funciones continuas, extensiones y uniones de subespacios con un punto en

común.

Para imágenes de funciones continuas:

Sea B ∈ B y sea φ : B −→ M una función continua, que se puede asumir sobreyectiva,

donde M ∈ Top. Se verá que φ(B) = M ∈ B, es decir, se verá que M ∈ C l.

Sea C ∈ C y sea f : M −→ C una función continua. Se verá que f(M) = {c} para algún

c ∈ C.

Como f ◦ φ : B −→ C es una función continua, φ es sobreyectivo y B ∈ C l, entonces para

algún c ∈ C, {c} = (f ◦ φ)(B) = f(φ(B)) = f(M). Por lo tanto M ∈ C l.

En particular, como los homeomorfismos y los cocientes son funciones continuas sobreyecti-

vas, se puede concluir que B es cerrada tambien bajo imágenes homeomórficas y cocientes.

Para extensiones:

Sea M ∈ Top y sea B un subespacio de M tal que B ∈ B y M/B ∈ B. Se verá que M ∈ B,

es decir, se verá que M ∈ C l.

Sea C ∈ C y sea f : M −→ C una función continua. Se verá que f(M) = {c} para algún

c ∈ C.

Considérese el cociente q : M −→M/B.

Como C = Br, entonces C ∈ Br, y como B ∈ B y B es un subespacio de M , entonces

f(B) = {c} para algún c ∈ C, de modo que B ⊆ f−1({c}) para algún c ∈ C. Ahora, por el

Lema 28, existe una función continua φ : M/B −→ C tal que f = φ ◦ q.
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Como M/B ∈ B y B = C l, entonces M/B ∈ C l y como φ : M/B −→ C, entonces

f(M) = (φ ◦ q)(M) = φ(q(M)) = φ(M/B) = {d} para algún d ∈ C (De hecho d = c).

Para uniones de subespacios con un punto común:

Sea B en Top y sea {Bi}i∈I una familia de subespacios topológicos de B tal que {Bi}i∈I ⊆ B.

Sea b ∈ B tal que b ∈
⋂
i∈I

Bi. Se verá que
⋃
i∈I

Bi ∈ B, es decir, se verá que
⋃
i∈I

Bi ∈ C l.

Sea C ∈ C y sea φ :
⋃
i∈I

Bi −→ C una función continua, se verá que φ(
⋃
i∈I

Bi) = {c} para

algún c ∈ C.

Considérese fi = φ|Bi
, es decir, fi : Bi −→ C es la restricción de φ a Bi.

La familia {fi}i∈I es una familia de funciones continuas y como Bi ∈ B para cada i ∈ I,

entonces para cada i ∈ I se tiene que fi(Bi) = {ci} para algún ci ∈ C.

Como b ∈
⋂
i∈I

Bi, entonces para cada i ∈ I, se tiene que ci = fi(b) = φ(b) = c para algún

c ∈ C. Como para cada i ∈ I se tiene que Bi ∈ B, B = C l y C ∈ C, entonces fi(Bi) = c

para cada i ∈ I. Luego:

φ(
⋃
i∈I

Bi) =
⋃
i∈I

fi(Bi)

=
⋃
i∈I

{c}

= {c}

Por tanto
⋃
i∈I

Bi ∈ B.

(1) =⇒ (2) también es cierto en Top? y la prueba se hace de manera similar.
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(2) =⇒ (4):

Sea B una subclase de Top? cerrada bajo imágenes de funciones continuas, extensiones

y uniones de subespacios. Sea, además C = Br. Se verá que existe un radical T sobre

Top? tal que T (T ((M,m))) = T ((M,m)) para cada (M,m) ∈ Top? y que además B =

{(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)} y C = {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)}.

Sea T ((M,m)) la unión de todos los subespacios de (M,m) que están en B, es decir

T ((M,m)) = (T (M),m), en donde T (M) =
⋃
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (K,m) ∈ B}.

Por la definición de T ((M,m)), se obtiene una función de objetos T : Top? −→ Top?.

Se verá que T es un radical.

1. T ((M,m)) ⊆ (M,m) pues T ((M,m)) es un subespacio de (M,m).

2. Sea f : (M,m) −→ (N, n) una función continua. Se verá que f(T ((M,m))) ⊆ T ((N, n)).

f(T ((M,m))) = f((T (M),m))

= (f(T (M)), n)

= (f(
⋃
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (K,m) ∈ B}), n)

= (
⋃
{f(K) | (K,m) � (M,m) ∧ (K,m) ∈ B}, n)

⊆ (
⋃
{f(K) | (f(K), n)) � (N, n) ∧ (f(K), n) ∈ B}, n)

⊆ (
⋃
{H | (H,n) � (N, n) ∧ (H,n) ∈ B}, n)

= (T (N), n)

= T ((N, n))
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La contención⋃
{f(K) | (K,m) � (M,m) ∧ (K,m) ∈ B}

⊆
⋃
{f(K) | (f(K), n)) � (N, n) ∧ (f(K), n) ∈ B} está justificada por el Lema 29.

3. T ((M,m)/T ((M,m))) = ({[m]}, [m]) pues, por el Lema 30,

T ((M,m)/T ((M,m))) = T ((M/T (M)), [m])

= (
⋃
{H | (H, [m]) � (M/T (M), [m]) ∧ (H, [m]) ∈ B}, [m] )

= ({[m]}, [m])

Ahora, se verá que T cumple que T (T ((M,m))) = T ((M,m)).

Se sabe que T (T ((M,m))) ⊆ T ((M,m)). Ahora, por la definición de T (T ((M,m))), dado

que T ((M,m)) es un subespacio de T ((M,m)) y por el Lema 30, T ((M,m)) ∈ B, entonces

T ((M,m)) ⊆ T (T ((M,m))).

Por último, sea C = Br.

Se verá que B = {(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)} y C = {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)}.

Para B = {(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)}:

Sea (M,m) ∈ B.

Como (M,m) es un subespacio de (M,m) tal que (M,m) ∈ B, entonces, por la definición de

T ((M,m)), se tiene que (M,m) ⊆ T ((M,m)), y se sabe que T ((M,m)) ⊆ (M,m), entonces

T ((M,m)) = (M,m). Aśı B ⊆ {(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)}.

Rećıprocamente, sea (M,m) ∈ Top? tal que T ((M,m)) = (M,m). Por el Lema 30 se tiene
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que T ((M,m)) ∈ B, entonces (M,m) ∈ B. Aśı {(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)} ⊆ B.

Por tanto B = {(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)}.

Para C = {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)}:

Sea (M,m) ∈ C.

T ((M,m)) =
⋃
{(K,m) | (K,m) es subespacio de (M,m) ∧ (K,m) ∈ B}.

Sea (K,m) un subespacio de (M,m) tal que (K,m) ∈ B.

Considérese el homomorfismo inclusión φ : (K,m) −→ (M,m).

Como (K,m) ∈ B, (M,m) ∈ C y C = Br, entonces (K,m) = φ((K,m)) = ({m},m),

de aqúı (K,m) = ({m},m).

Luego T ((M,m)) = ({m},m), y aśı C ⊆ {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)}.

Rećıprocamente, sea (M,m) ∈ Top? tal que T ((M,m)) = ({m},m), se verá que (M,m) ∈ C,

es decir, se verá que (M,m) ∈ Br.

Sean (N, n) ∈ B y φ : (N, n) −→ (M,m) una función continua.

Como (N, n) ∈ B y T es un radical, φ((N, n)) = φ(T ((N, n))) ⊆ T ((M,m)) = ({m},m).

De aqúı (M,m) ∈ Br, es decir, (M,m) ∈ C. Aśı {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)} ⊆ C.

Por tanto C = {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)}.

�
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Proposición 39. Sean C una subclase de Top? cerrada bajo subespacios. Entonces existe

una función de objetos T : Top? −→ Top? tal que:

1. T ((M,m)) ⊆ (M,m), y

2. f : (M,m) −→ (N, n) =⇒ f(T ((M,m))) ⊆ T ((N, n))

para todos (M,m), (N, n) ∈ Top? y para toda función continua f ∈ [(M,m), (N, n)]. Además,

si B = C l, entonces:

C ⊆ {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)} y {(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)} ⊆ B.

Demostración:

Sea T ((M,m)) la intersección de todos los subespacios (K,m) de (M,m) para los cuales

existe una función continua y sobreyectiva g : (M,m) −→ (C, c) con (C, c) ∈ C tal que

(K,m) = g−1(({c}, c)), es decir T ((M,m)) = (T (M),m), en donde

T (M) =
⋂
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (∃g)(g : (M,m) −→ (C, c) continua y

sobreyectiva tal que(C, c) ∈ C) ∧ (K,m) = g−1(({c}, c))}.

Por la definición de T ((M,m)), se obtiene una función de objetos T : Top? −→ Top?.

1. T ((M,m)) ⊆ (M,m) pues la intersección de subespacios es un subespacio.

2. Sea f : (M,m) −→ (N, n) una función continua. Se verá que f(T ((M,m))) ⊆ T ((N, n)).

Sea S = {(H,n) | (H,n) � (N, n) ∧ (∃g)(g : (N, n) −→ (Z, z) continua y

sobreyectiva tal que (Z, z) ∈ C) ∧ (H,n) = g−1(({z}, z))}
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T ((N, n)) = (T (N), n)

= (
⋂
{H | (H,n) ∈ S}, n)

⊇ (
⋂
{f(K) | (K,m) � (M,m) ∧ (∃h)(h : (M,m) −→ (W,w) continua y

sobreyectiva tal que (W,w) ∈ C) ∧ (K,m) = h−1(({w}, w))

∧ (f(K), n) � (H,n) para algún (H,n) ∈ S}, n)

⊇ (f(
⋂
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (∃h)(h : (M,m) −→ (W,w) continua y

sobreyectiva tal que (W,w) ∈ C) ∧ (K,m) = h−1(({w}, w))

∧ (f(K), n) � (H,n) para algún (H,n) ∈ S}), n)

⊇ (f(
⋂
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (∃h)(h : (M,m) −→ (W,w) continua y

sobreyectiva tal que (W,w) ∈ C) ∧ (K,m) = h−1(({w}, w))}), n)

= (f(T (M)), n)

= f((T (M),m))

= f(T (M,m))

El Lema 31 justifica la inclusión:

(
⋂
{H | (H,n) ∈ S}, n)

⊇ (
⋂
{f(K) | (K,m) � (M,m) ∧ (∃h)(h : (M,m) −→ (W,w) continua y

sobreyectiva tal que (W,w) ∈ C) ∧ (K,m) = h−1(({w}, w))

∧ (f(K), n) � (H,n) para algún (H,n) ∈ S}, n)
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Por último, sea B = C l.

Se verá que C ⊆ {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)} y {(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)} ⊆ B.

Para C ⊆ {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)}:

Sea (M,m) ∈ C.

Sea q : (M,m) −→ (M,m)/({m},m) el cociente. En este caso q es un homeomorfismo.

Luego (M,m) ' (M,m)/({m},m) = (M/{m}, [m]) y como (M,m) ∈ C y C es cerrada bajo

homeomorfismos entonces (M/{m},m) ∈ C.

Se tiene que q : (M,m) −→ (M/{m}, [m]) es una función continua sobreyectiva tal que

(M/{m}, [m]) ∈ C y ({m},m) = q−1(({[m]}, [m])), entonces

T ((M,m)) = (T (M),m)

= (
⋂
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (∃h)(h : (M,m) −→ (Z, z) continua y

sobreyectiva tal que (Z, z) ∈ C) ∧ (K,m) = h−1(({z}, z))},m)

= ({m},m)

Aśı C ⊆ {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)}.

Para {(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)} ⊆ B:

Sea (M,m) ∈ Top? tal que T ((M,m)) = (M,m). Veamos que (M,m) ∈ B.

Sean (C, c) ∈ C y φ : (M,m) −→ (C, c) una función continua.

Como C ⊆ {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)}, entonces T ((C, c)) = ({c}, c), aśı

φ((M,m)) = φ(T ((M,m))) ⊆ T ((C, c)) = ({c}, c), de modo que (M,m) ∈ C l.

Aśı {(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)} ⊆ B.

�
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Proposición 40. Sean B y C subclases de Top? tales que B = C l y C = Br. Entonces

TB((M,m)) = TC((M,m)) para cada (M,m) ∈ Top?.

En donde TB((M,m)) = (TB(M),m), y TC((M,m)) = (TC(M),m), con

TB(M) =
⋃
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (K,m) ∈ B}, y

TC(M) =
⋂
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (∃g)(g : (M,m) −→ (C, c) continua y

sobreyectiva tal que(C, c) ∈ C) ∧ (K,m) = g−1(({c}, c))}

Demostración:

Se verá que para cada (M,m) ∈ Top? se cumple que TB((M,m)) = TC((M,m)).

Para TB((M,m)) ⊆ TC((M,m)):

Sea (K,m) � (M,m) tal que (K,m) ∈ B.

Sea f : (M,m) −→ (Z, z) una función continua sobreyectiva con (Z, z) ∈ C.

Considérese i : (K,m) −→ (M,m) la función inclusión, que es continua, y def́ınase h = f ◦ i,

aśı h : (K,m) −→ (Z, z) es una función continua. Como (K,m) ∈ B, (Z, z) ∈ C y B = C l,

entonces ({z}, z) = h((K,m)) = (f ◦ i)((K,m)) = f(i((K,m))) = f((K,m)).

Luego, (K,m) ⊆ f−1(({z}, z)).

De lo anterior, se tiene que (K,m) ⊆ (H,m) para cada función continua sobreyectiva f :

(M,m) −→ (Z, z) con (Z, z) ∈ C tal que (H,n) = f−1(({z}, z)). Entonces:

(K,m) ⊆ (
⋂
{H | (H,m) � (M,m) ∧ (∃f)(f : (M,m) −→ (Z, z) continua y

sobreyectiva tal que (Z, z) ∈ C) ∧ (H,m) = f−1(({z}, z))},m)

= (TC(M),m)

= TC((M,m))
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Luego, se tiene que (K,m) ⊆ TC((M,m)) para cada (K,m) � (M,m) tal que (K,m) ∈ B,

entonces:

TC((M,m)) ⊇ (
⋃
{K | (K,m) � (M,m) ∧ (K,m) ∈ B},m)

= (TB(M),m)

= TB((M,m))

Aśı que TB((M,m)) ⊆ TC((M,m)) para cada (M,m) ∈ Top?.

Para TC((M,m)) ⊆ TB((M,m)):

Por la Proposición 38, TB es un radical, entonces TB satisface que

TB((M,m)/TB((M,m))) = ({[m]}, [m]) para cada (M,m) ∈ Top?, de modo que

(M,m)/TB((M,m)) ∈ C.

Considérese el cociente q : (M,m) −→ (M,m)/TB((M,m)).

q es una función continua y sobreyectiva tal que q−1(({[m]}, [m])) = TB((M,m)), luego, por

la definición de TC((M,m)), se obtiene que TC((M,m)) ⊆ q−1(({[m]}, [m])) = TB((M,m)).

Aśı TC((M,m)) ⊆ TB((M,m)) para cada (M,m) ∈ Top?.

Por tanto TB((M,m)) = TC((M,m)).

�
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2.4. Ejemplos

En esta sección se presentan algunos ejemplos de teoŕıas de torsión y radicales en topoloǵıa.

Ejemplo 41.

Sea M ∈ Top y T (M) =
⋃
{K | K � M ∧ K numerable}, entonces T es una función de

objetos tal que:

1. T (M) ⊆M , y

2. f : M −→ N =⇒ f(T (M)) ⊆ T (N),

para todos M,N ∈ Top y para toda función continua f ∈ [M,N ].

Verificación:

1. T (M) ⊆M , es obvio.

2. Sea f : M −→ N una función continua en Top. Se verá que f(T (M)) ⊆ T (N).

f(T (M)) = f(
⋃
{K | K �M ∧ K numerable})

=
⋃
{f(K) | K �M ∧ K numerable}

⊆
⋃
{f(K) | f(K) � N ∧ f(K) numerable}

⊆
⋃
{H | H � N ∧ H numerable}

= T (N)

La contención
⋃
{f(K) |K �M ∧K numerable} ⊆

⋃
{f(K) | f(K) � N ∧ f(K) numerable}

es cierta. La razón es que si K � M y K es numerable, como f : M −→ N es una función
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continua, entonces la restricción f = f |K , f : K −→ f(K) es una función continua sobreyec-

tiva, y aśı f(K) � N y f(K) es numerable.

Algunos conceptos clásicos utilizados por Castellini en [10] se presentan en la siguiente

definición.

Definición 42. Sea X un espacio topológico. Se dice que:

1. X es Conexo si no existe un par U, V de abiertos de X, no vacios y disjuntos, tales

que X = U ∪ V .

2. X es Totalmente Desconectado si sus únicos subconjuntos conexos son los conjuntos

que constan de un solo punto.

3. X es Absolutamente Conectado si no puede ser descompuesto en una familia dis-

junta L de subconjuntos cerrados no vacios, con |L| > 1.

4. X es Discreto si cada subconjunto de X es abierto.

5. X es Indiscreto si sus únicos subconjuntos abiertos son Φ y X.

6. X es T0 si para cada {x, y} ⊆ X, existe un abierto Ux que contiene a x pero no contiene

a y ó existe un abierto Uy que contiene a y pero no contiene a x.

7. X es T1 si para cada {x, y} ⊆ X, existe un abierto Ux que contiene a x pero no contiene

a y y existe un abierto Uy que contiene a y pero no contiene a x.
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Se consideran las siguientes subclases de Top:

Con = {X ∈ Top | X es Conexo},

TD = {X ∈ Top | X es Totalmente Desconectado},

Ind = {X ∈ Top | X es Indiscreto},

AC = {X ∈ Top | X es Absolutamente Conectado},

Top0 = {X ∈ Top | X es T0},

Top1 = {X ∈ Top | X es T1}

Ejemplo 43.

El par (Con, TD) es una teoŕıa de torsión en Top, también en Top? y el radical asociado es

T ((M,m0)) = Componente conexo que contiene a m0.

Verificación:

Veamos que se satisfacen las igualdades Con = (TD)l y TD = (Con)r.

Veamos que Con ⊆ (TD)l y TD ⊆ (Con)r:

Sea f : X −→ Y una función continua en Top con X ∈ Con y Y ∈ TD.

Como X es conexo y f es continua, entonces f(X) es conexo. Como f(x) � Y y Y es

totalmente desconectado, entonces f(X) = {y0} para algún y0 ∈ Y . Luego Con ⊆ (TD)l y

TD ⊆ (Con)r.

Veamos que (TD)l ⊆ Con:

Sea X ∈ (TD)l, veamos que X ∈ Con.

Si X no es conexo, entonces existen abiertos disjuntos A y B no vacios, tales que A∩B = X.
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Es claro que A y B son cerrados.

Considérese la función g : X −→ {0, 1} definida por g(A) = {0} y g(B) = {1}, y en donde

a {0, 1} se le dota con la topoloǵıa discreta, aśı {0, 1} ∈ TD.

De esta manera, g es una función continua que no es constante, y esto es una contradicción

pues X ∈ (TD)l. Por lo tanto X ∈ Con.

Veamos que (Con)r ⊆ TD:

Sea Y ∈ (Con)r, veamos que Y ∈ TD.

Sea C � Y tal que C es conexo. Considérese la inclusión i : C −→ Y . i es una función

continua, y como Y ∈ (Con)r, entonces i es una función constante. Aśı, i(C) = C = {y0}

para algún y0 ∈ Y .

Luego, cada subconjunto conexo de Y necesariamente es un conjunto con un solo punto. Por

lo tanto Y ∈ TD.

Se concluye que el par (Con, TD) es una teoŕıa de torsión en Top.

De la misma manera se puede verificar que es una teoŕıa de torsión en Top?.

Si de define T (M,m0) = (
⋃
{K | (K,m0) � (M,m0) ∧ K ∈ Con},m0), entonces por la

Proposición 38, T es un radical en Top? y es el radical asociado al par (Con, TD).

Se sabe que la unión de conexos con un punto común es conexo, aśı que podemos describir

a T como T ((M,m0)) = Componente conexo que contiene a m0.

Los siguientes dos ejemplos se pueden verificar siguiendo un razonamiento similar.
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Ejemplo 44.

El par (Ind, Top0) es una teoŕıa de torsión Top, también en Top? y el radical asociado es

T ((M,m0)) = Subespacio indiscreto más grande que contiene a m0.

Ejemplo 45.

El par (AC, Top1) es una teoŕıa de torsión Top y también en Top?.
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Caṕıtulo 3

Conclusiones y Problemas Abiertos

En el desarrollo de esta investigación se lograron los siguientes objetivos.

1. Se definieron los conceptos de teoŕıa de torsión y radical en Topoloǵıa.

2. Se establecieron tres proposiciones que relacionan los conceptos de teoŕıa de torsión y

radical, en Topoloǵıa. Las Proposiciones 38, 39 y 40.

En Top la Proposición 38 quiere decir que:

a) Si (B,C) es una teoŕıa de torsión, entonces necesariamente las clases B y C

cumplen que B es cerrada bajo imágenes de funciones continuas, extensiones y

uniones de subespacios con un punto en común; y C es cerrada bajo imágenes

homeomórficas, subespacios, extensiones y productos.

b) Si T es un radical idempotente, entonces las clases B y C obtenidas por

B = {M | T (M) = M} y C = {M | T (M) = {m} para algún m ∈M} definen la

teoŕıa de torsión (B,C).
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Sin embargo, no se pudo definir de manera expĺıcita un radical a partir de las

subclases B y C. Esto constituye uno de los problemas abiertos.

En Top? la Proposición 38 quiere decir que:

c) Los literales a) y b) también son ciertos en Top?.

d) Si B es una clase cerrada bajo imágenes continuas, extensiones y uniones de sube-

spacios, entonces existe un radical TB idempotente asociado a la clase B tal que si

se define C = Br, el par (B,C) es una teoŕıa de torsión y TB es el radical asociado.

En Top? la Proposición 39 quiere decir que:

e) Si C es una clase cerrada bajo subespacios, entonces existe una función de objetos

TC asociada a la clase C tal que si se define B = C l, entonces se cumple que:

{(M,m) | T ((M,m)) = (M,m)} ⊆ B y C ⊆ {(M,m) | T ((M,m)) = ({m},m)}.

Aún añadiendo a C todas las propiedades como en la Proposición 38 (3.) no se

sabe si (B,C) es una teoŕıa de torsión, ni que TC es un radical. Esto constituye

el otro de los problemas abiertos.

En Top? la Proposición 40 quiere decir que:

f ) Si (B,C) es una teoŕıa de torsión, entonces la función de objetos TC resulta ser

igual al radical TB, es decir, TC es un radical idempotente.
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