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Abstract

In Algebra, specifically within the category of abelian groups, there exist the concepts of
torsion theory and radical. These concepts are closely related through a proposition which
shows a one to one correspondence between them.

In this study, the concepts of torsion theory and radical are defined in the categories of topo-
logical spaces and pointed topological spaces. Some propositions that relates these concepts

in a similar way to the algebraic case are presented.
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Resumen

En Algebra, especificamente, dentro de la categoria de grupos abelianos, existen los conceptos
de teoria de torsion y radical. Estos conceptos estan estrechamente relacionados mediante
una proposicién que muestra una correspondencia uno a uno entre ellos.

En esta investigacion se definen los conceptos de teoria de torsion y radical, en Topologia.
Mas precisamente, dentro de las categorias de espacios topoldgicos y espacios topoldgicos
puntados, y se presentan tres proposiciones que relacionan estos conceptos de una manera

similar a como sucede en el caso algebraico.
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Introduccion

Las teorias de torsién se han estudiado mucho, pero con diferentes nombres y por diferentes
autores y de manera independiente. Fueron estudiadas con este nombre y ocasionalmente
con el de teorfas de torsién hereditarias por Lambek [1] y Dickson [2]. Sin embargo, algunos
conceptos equivalentes que se han estudiado son: filtros idempotentes de ideales a derecha
por Bourbaki [3] y Gabriel [4], radicales de torsién o funciones de niucleo idempotente por
Maranda [5] y Goldman [6], operaciones de clausura modular sobre el reticulo de ideales
a derecha por Chew [7], entre otros. Ademds, algunas teorfas de torsién especiales, que
contienen las bases de la teoria general, fueron desarrolladas en la construccion de anillos
cociente generalizados por Findlay y Lambek [8]. Lambek en [9] presenta los conceptos de
radical y teoria de torsion en la categoria de R moddulos a derecha ModR, donde R es un
anillo asociativo con identidad; y enuncia una proposiciéon que relaciona estos conceptos.
Proposicién en la cual se establece una correspondencia uno a uno entre teorias de torsién y

radicales.

En el capitulo 1 se presenta la terminologia en [9] adaptada en la categoria de grupos

abelianos. Se enuncia la Proposicion 19 y se presenta la demostracion en detalle.
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En el capitulo 2 se precisa dentro de la categoria de espacios topoldgicos, los conceptos
necesarios para introducir las nociones de teoria de torsion y radical. Se definen y establecen

relaciones entre estos conceptos y se presentan algunos ejemplos.

Finalmente en el capitulo 3, se presentan las conclusiones de la investigacion y se proponen

futuros trabajos afines.
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Capitulo 1

Teorias de Torsion y Radicales en la

Categoria de Grupos Abelianos

Este capitulo esta dividido en tres secciones. En la primera seccion se incluye una parte de
la terminologia que se necesita para enunciar la Proposicién 19. En la segunda seccion se
incluyen lemas que son importantes en el desarrollo de la demostracion de la Proposicién 19.
En la tercera seccion se incluyen, las definiciones de teoria de torsion y radical, y el enunciado

y demostracion de la Proposicion 19.



1.1. Conceptos Basicos

En esta seccién se incluye una parte de la terminologia que se necesita para enunciar la

Proposicién 19.

Sea Ab la categorfa de grupos abelianos y homomorfismos, y [B,C] la clase de todos los

homomorfismos de grupos f: B — C.

Definicién 1 (Subgrupo).

Sea M € Ab ysea K C M. K se llama un subgrupo del grupo M, y denotamos K < M si

satisface:
1.0e K
2. {a,b} C K = (a+b) € K, para todo {a,b} C K

3. a € K= (—a) € K, paratodoa € K

en donde 0 es el elemento neutro de M, “+” es la operacién en M y (—a) es el elemento

inverso de a en M.

Todo subgrupo de un grupo abeliano es un subgrupo normal, asi que se pueden definir co-

cientes.



Definicién 2 (Cociente).

Sea M € Ab y sea K < M, el conjunto M/K = {m + K | m € M} con la operacién
(a+ K)+ (b+ K) = (a+b) + K, es el grupo factor de M mdédulo K y se llama grupo
cociente.

(a+ K)=(b+ K)siysélosi (a—b) € K.

Definicién 3 (Suma de Subgrupos).

Sea M € Ab y sea {K;};c; una familia de subgrupos de M.

Se define la suma de subgrupos —|— K;, como el conjunto
el

—|— K; = {Z ki | k; € K; paracadai € I A k; # 0 s6lo para un nimero finito de i € I}.

i€l i€l

Observacién 4.

Sea M € Ab y sea {K;};c; una familia de subgrupos de M. Entonces

—|— K; es un subgrupo de M.
el

Demostracién:

Sea a € —|— K;, luego a = Zai en donde a; € K; para cada i € I y a; # 0 sélo para un
iel iel
numero finito de i € I. Como K; C M para cada i € I, entonces a; € M para cada 7 € I,

asiZai € M, es decir, a € M. Por tanto —|— K; C M.

i€l el

3



1. 0e —I—Ki,puesOGKiparacadaiGIyO:ZO.

el el

2. Sean a € —I—K y be —|—Kz,severaque a+b) € —|—K
el 1€l i€l
a = Zai y b= Zbi en donde {a;,b;} C K; para cada i € Iy, a; # 0 A b; # 0 s6lo
i€l iel
para un ndmero finito de i € I.

Como M € Ab y {a;,b;} C M, entonces a + b se puede escribir como

iel i€l i€l
Como (a; +b;) € K; para cadai € I'y (a;+b;) # 0 s6lo para un nimero finito de i € I,

entonces (a + b) —|— K;.

el

3. Seaa € —|— K, se vera que su inverso también esta en —|— K;.

el i€l
a= Z a; donde a; € K; para cada i € I y a; # 0 sélo para un niimero finito de 7 € I.
iel
Considérese b = Z(—ai), asi —a; € K; paracadai € I y —a; # 0 sélo para un nimero
i€l

finito de 7 € I.

Luego b € —|— K;, y como a4+ b =0, entonces b = —a, de aqui —a € —|— K;.

i€l iel

Por tanto —|— K, <M.

el



Sea {G,;}ic; una familia de conjuntos.

El conjunto HG" ={f:1— U Gi | f(k) € G para cada k € I}, se llama el producto
i€l icl
cartesiano de la familia {G,};c;.

Definicién 5 (Producto Directo de Grupos).

Sea {G,;}icr una familia de grupos.

Si para f,g € HGi’ es decir, para f : [ — UGi yg:l — UGZ- se define la operacion
iel iel iel
binaria (producto) fg: I — U G; de manera que i — f(i)g(i), entonces H G; junto con
iel il
esa operacion se llama el producto directo de la familia de grupos {G;};c;.

Si se identifica f € HGi con su imagen {a;}ic; (a; = f(i) para cada i € I) entonces la
iel

operacion binaria en H G, es la familiar multiplicacién componente a componente
iel

({aitier) ({bi}ier) = {(a:)(bi) bier-

Propiedad 6 (Propiedad Fundamental del Producto Directo).

Sea {fx : B — C}} una familia de homomorfismos. Sea { P : HCZ' — Cy} la familia de
iel
homomorfismos Proyeccién Candnica de H C; en CY.
icl

Py({ci}ier) = cx.

Entonces existe un inico homomorfismo f : B — H C; tal que fr = Py o f.
iel

De hecho, f(b) = {fi(b) }ier-



Definicién 7 (Suma Directa de Grupos).

La suma directa de la familia de grupos {G;}ic; es un subgrupo de H G; definido como
i€l

@Gi ={f e HGZ' | f(i) # e s6lo para un ntmero finito de i € I}.

iel icl

En donde ¢ es el elemento neutro de G; para cada i € I.

Propiedad 8 (Propiedad Fundamental de la Suma Directa).

Sea {fx : By — C} una familia de homomorfismos. Sea {J; : By — @ B;} la familia de
i€l
homomorfismos Inmersion Candnica de Bj, en @ B;.
iel

Entonces existe un inico homomorfismo f : @ B, — C tal que fr = f o Jg.
i€l
De hecho, f({bx}rer) = ka (br)-

kel



Ahora, se precisa lo que significa que una subclase de grupos abelianos es cerrada bajo
imédgenes isomorficas, subespacios, cocientes, extensiones, sumas directas y productos direc-

tos.

Definicién 9. Sea D una subclase de Ab, se dice que:

1. D es cerrada bajo imagenes isomoérficas si satisface:

(¢: D — Eisomorfismoen Ab AN DeD) = EeD

2. D es cerrada bajo subgrupos si satisface:

(DeD AN Asubgrupode D) = A€ D

3. D es cerrada bajo cocientes si satisface:

(DeD AN Asubgrupode D) = D/Ae€ D

4. D es cerrada bajo sumas directas si satisface:

{D,}ier familia en Ab tal que D; € D para cadai € I = @ D, e D

el
5. D es cerrada bajo productos directos si satisface:

{D;}icr familia en Ab tal que D; € D para cadai € [ — H D; e D
i€l

6. D es cerrada bajo extensiones si satisface:

(DeD N E€Abtalque E/De D) = E€D



1.2. Lemas Importantes

En esta seccion se enuncian y demuestran varios lemas que son importantes en el desarrollo

de la demostracion de la proposicién central del capitulo. La Proposicién 19.

Lema 10. Sean f: M — C un homomorfismo en Ab, B un subgrupo de M y
q: M — M/B el homomorfismo cociente (definido por m —— m + B).

Si B C Kerf, entonces existe un homomorfismo ¢ : M/B — C tal que f = ¢ oq.

Demostracién:

Sea m € M. Definase ¢ : M /B — C de manera que m + B — f(m).

Se vera que ¢ asi definido es un homomorfismo tal que f = ¢ o q.

¢ esta bien definido:

Sim+B € M/Byn+ B € M/B son tales que m+ B = n+ B, entonces (m —n)+ B = B,
de modo que (m —n) € B,y como B C Kerf, 0 = f(m —n) = f(m) — f(n), y por tanto
¢(m+ B) = f(m) = f(n) = ¢(n+ B).

¢ es un homomorfismo:

Sim+ B e M/Byn+ B e M/B, entonces ¢((m+ B) + (n+ B)) = ¢((m+n) + B)) =

fm+n) = f(m)+ f(n) = ¢(m+ B) + ¢(n+ B).
Por dltimo, f =¢oq:

Sim € M, entonces (¢ o q)(m) = ¢(qg(m)) = ¢(m + B) = f(m), y por tanto f = ¢poq.



Lema 11. Sean B una subclase de Ab que es cerrada bajo imdgenes isomorficas, cocientes,

extensiones y sumas directas, M en Ab y T(M) = +{K | K < M N K € B}. Entonces:

1. T(M) € B.

2. 8i H< M/T(M) es tal que H € B, entonces H = 0.

Demostracion:
Sea {K;}ic; una familia de grupos abelianos tal que K; € B para cada i € I.

Considérese el homomorfismo 9 : @ K, — + K; tal que ¥({k;}ier) Z k;.

i€l el i€l

¥ es un epimorfismo y por tanto (@ K;)/Ker(y) ~ —|— K;.

iel iel
Como B es cerrada bajo sumas directas, cocientes e imagenes isomorficas, entonces se puede
afirmar que —"— K; € B. En particular T(M) € B.
iel
Sea H < M/T(M) tal que H € B.
Considérese el homomorfismo cociente g : M — M /T (M).
Sea § = |41 la restriccién de ¢ a ¢ (H), es decir g : ¢ ' (H) — H.

Como T'(M) = Ker(q) = Ker(q), entonces:



¢ (H)/T(M) = ¢ '(H)/Ker(q)

= ¢ (H)/Ker(q)

12

(g™ (H))

= H

Como B es cerrada bajo imégenes isomérficas y H € B, entonces ¢~ *(H) /T (M) € B. Ahora,

T(M)e B y B es cerrada bajo extensiones, entonces ¢ *(H) € B.

Se tiene que ¢~ !(H) es tal que ¢7'(H) < M y ¢~'(H) € B, entonces ¢~ '(H) C T(M) y por

tanto I = g(q~'(H)) € q(T(M)) = 0.

Lema 12. Sean C' una subclase de Ab que es cerrada bajo imdgenes isomorficas y subgrupos
y f: M — N un homomorfismo en Ab. Si H es un subgrupo de N tal que N/H € C,

entonces M/f~Y(H) € C.

Demostracién:

Sea m € M. Definase ¢ : M/f~'(H) — N/H de manera que m + f~*(H) — f(m)+ H.
Se vera que v asi definido es un homomorfismo injectivo.

1) esta bien definido:

Sim+ f~YH)e M/fY(H)yn+ fY(H)e M/f'(H) son tales que
m+f~YH)=n+f"'(H), entonces (m—n)+ f~(H) = f~'(H). De aqui (m—n) € f~'(H),

es decir f(m —n) € H.

10



Como f es un homomorfismo, entonces f(m —n) = f(m) — f(n), se obtiene entonces que
(f(m)—f(n)) € H, es decir f(m)+H = f(n)+H. Por tanto ¢(m~+f ' (H)) = ¢(n+f~'(H)).
¢ es un homomorfismo:

Sim+ fYH) e M/f(H)yn+ f'(H) € M/f '(H), entonces

d((m+ f7HH)) + (n+ f7H(H))) = ¢((m +n) + fTH(H))) = f(m+n) + H = (f(m) +
f(n))+H = (f(m)+ H) + (f(n) + H) = d(m+ f7H(H)) +(n+ [~ (H)).

W es injectivo:

Sim+ fUH) € M/f~(H)yn+ f'(H) € M/f'(H) son tales que

(m+fHH)) = (n+f7(H)), es decir, f(m)+H = f(n)+H, entonces (f(m)—f(n)) € H.
Como f(m —n) = f(m) — f(n), entonces f(m —n) € H, de modo que (m —n) € f~(H) y
por tanto m + f~YH) =n+ f~1(H).

Luego, M/f~Y(H) ~ ¢)(M/f~*(H)) < N/H. Ahora, como N/H € C y C es cerrada bajo

iméagenes isomérficas y subgrupos, entonces M/ f~1(H) € C.

Lema 13. Sean C una subclase de Ab que es cerrada bajo imdgenes isomorficas, subgrupos,
extensiones y productos directos, M en Ab y T(M) = ({K | K < M ANM/K € C}.

Entonces:

1. M/T(M) € C.

2. 81 H<T(M) es tal que T(M)/H € C, entonces M/H € C.

11



Demostracién:

Sean M € Ab y {K;}ics una familia de subgrupos de M tal que M/K; € C para cada i € I.

Definase C; = M/K; y considérese {q; : M — C;} la familia de homomorfismos cocientes.

Considérese { Py : H C; — (4} la familia de homomorfismos Proyeccién Canénica de H C;
iel il

en C}.

Por la Propiedad 6, existe un unico homomorfismo f : M — H C; tal que g, = Pyo f,

iel
f(m) =A{a(m)}ier.
Entonces f(M) C Hq,(M) = HC’i.

iel iel
Como C; € C paracadat € I,y C es cerrado bajo productos directos y subgrupos, entonces

f(M) e C.
Como f(M) ~ M/Ker(f), Ker(f) =(W{K: | K; < MAM/K; € C} =T(M) y C es cerrado

bajo imagenes isomoérficas, entonces M/T(M) € C.

Sea H < T(M) tal que T(M)/H € C.
Como T(M) < M, entonces H < M,y (M/H)/(T(M)/H) ~ M/T(M).

Como M/T(M) € C'y C es cerrado bajo extensiones, entonces M/H € C.

12



1.3. Relacion entre Teorias de Torsién y Radicales

En esta seccién se incluyen la definicion de teoria de torsién y radical, y el enunciado y

demostracion de la Proposicion 19.

Definicién 14. Sean B y C subclases de Ab. Se definen:

B"={CeAb |VBe B, [B,C]=0}

C'={BeAb |VCeC, [B,C]=0}

en donde [B,C] = 0 significa que la clase [B,C] consta sdélo del homomorfismo cero.

Algunas consecuencias de la Definicién 14 se presentan en la siguiente observacion.

Observacion 15.

1. CCB «<=BCC"
Demostracion:
Sea C C B" y sea B € B, se vera que B € C'.

Sea C'€ C'y como C C B", entonces C € B" y asi [B,C] = 0. Por tanto B € C".

El reciproco se demuestra de manera similar.

2. a) BCB".
Demostracién: Sea B € B, se verd que B € B™.
Sea C' € B" y como B € B, entonces [B,C] = 0. Por tanto B € B".

13



b) B C By = By C B
Demostracion: Sea B; C By y sea B € By", se verd que B € B;".
Sea C' € By, luego C' € By y como B € By", entonces [B,C] = 0. Por tanto
B e By".
¢) B C B
Demostracién: Se usan los dos literales anteriores. Dado que B C B™, entonces

Erlr g Br )

Las afirmaciones duales también son ciertas, y la demostracién de cada una de ellas se

hace siguiendo un argumento similar. Es decir:

3. a)CcCCr

I

Q

b) C1 C Cy = Co' C C1".

C) erl g Ql-

Definicién 16. Sean B y C subclases de Ab. Se dice que el par (B,C) es una teoria de

torsién si satisface que B=C'y C = B".

Una observacion inmediata de la Definiciéon 16 es la siguiente.

Observacion 17.

Para cualquier subclase A de Ab, dos teorias de torsion (B,C) que se pueden obtener de

manera inmediata son (A, A") y (A", A").

14



Demostracion:

Para (AZ,A”):

Sean B = A'y C = A". Obviamente C = B".

Se vera que B = C.

Como C = B", entonces B" = C', pero por la Observacién 15 B C B", asi que B C C', y

como por la Observacién 15 A" C A’ es decir, C' C B, entonces B = C".

Para (A", A"):

Sean B = A" y C = A". Obviamente B = C".

Se vera que C = B".

Como B = C', entonces C'" = B", pero por la Observacién 15 C' C C', ast que C C B",y

como por la Observacién 15 A™" C A", es decir, B" C C, entonces C = B".

Definicion 18. Una funcién 7' : Ab — Ab se llama un radical si:
1. T(M) C M,
2. [ M — N = f(T(M)) C T(N),
3. T(M/T(M)) =0,

para todos M, N € Ab y para todo homomorfismo f € [M, N].

La proposicién 19 es un resultado cldsico cuyo enunciado aparece en [9]. Se desarrolla la
demostracion con la finalidad de familiarizarse con el problema, y por tanto se incluye aqui.

15



Proposicién 19. Sean B y C subclases de Ab. Los siguientes enunciados son equivalentes:

2. B es cerrada bajo imdgenes isomorficas, cocientes, extensiones y sumas directas. Ademds

C=2D0"

3. C es cerrada bajo imdgenes isomorficas, subgrupos, extensiones de grupo y productos

directos. Ademds B = C".

4. Existe un radical T sobre Ab tal que T(T'(M)) = T(M) para todo grupo M. Ademds

B={M|T(M)=M}y C={M|T(M)=0}.

Demostracién:

La demostracion de la Proposicion 19 se haré siguiendo el siguiente plan:

Se demuestra primero que: (4) = (1) = (2) A (3).

Después, se demuestra (2) = (4) definiendo T'(M) como la suma de todos los subgrupos
de M que estan en B.

Por ultimo, se demuestra (3) == (4) definiendo T'(M) como la intersecciéon de todos los

subgrupos K de M para los cuales M/K estd en C.

16



(4) = (1):

Sea T': Ab — Ab un radical tal que T(T(M)) = M para todo M € Ab.

Sean B={M | T(M)= M}y C={M | T(M)=0}.Se verd que B=C'y C = B".

Para B = C":

Sea B € B, se verd que B € .

Sea C € C y sea ¢ : B — C' un homomorfismo, se verd que ¢(B) = 0.

Como B € B, entonces T'(B) = B y asi dado que T es un radical y que C' € C, se tiene que
$(B) = ¢(T(B)) C T(C) = 0. Por tanto B C C".

Reciprocamente, sea B € C', se verd que B € B. Para esto se mostrard que T(B) = B.
Como T'(B) C B, basta mostrar que B C T'(B).

Considérese entonces el homomorfismo sobreyectivo ¢ : B — B/T(B).

Como T(B/T(B)) = 0, entonces B/T(B) € C y como B € C', entonces ¢(B) = 0, es decir,

B/T(B) = 0. De aqui T(B) = B y asi B € B. Por tanto C' C B.

Para C' = B":

Como B = C', en particular B C ', y de la Observacién 15, se puede afirmar que C C B".
Luego, basta mostrar que B" C C.

Sea C' € B", se verd que C € C'y para esto se vera que T(C) = 0.

Como T es un radical tal que T(T(C)) = T(C), entonces T(C) € B. Considérese el homo-

morfismo inclusién ¢ : T(C) — C. Como C' € B", entonces T'(C) = ¢(T(C)) = 0.
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(1) = (2):

Sean B y C subclases de Ab tales que B = C! y C = B'". Se verd que B es cerrada bajo

imédgenes isomorficas, cocientes, extensiones de grupos y sumas directas.

Para imagenes isomérficas y cocientes:

Sea B € By sea ¢ : B— M un epimorfismo, donde M € Ab. Se verd que ¢(B) = M € B,
es decir, se verd que M € C'.

Sea C' € C'ysea f: M — C un homomorfismo. Se verd que f(M) = 0.

Como fo¢ : B — C es un homomorfismo, ¢ es un epimorfismo y B € C', entonces
0= (fo¢)(B)= f(#(B)) = f(M). Por lo tanto M € C".

En particular, como los isomorfismos y los cocientes son epimorfismos, se puede concluir que

B es cerrada bajo imagenes isomoérficas y cocientes.

Para extensiones:

Sea M € Ab y sea B un subgrupo de M tal que B € By M/B € B. Se vera que M € B,
es decir, se verd que M € C'.

Sea C' € C ysea f: M — C un homomorfismo. Se verd que f(M) = 0.

Considérese el homomorfismo cociente ¢ : M — M/B.

Como C = B", entonces C' € B", y como B € By B un subgrupo de M, entonces f(B) = 0,
de modo que B C Kerf. Ahora, por el Lema 10, existe un homomorfismo ¢ : M/B — C
tal que f =¢ogq.

Como M/B € By B = C', entonces M/B € C' vy como ¢ : M/B — (|, entonces

F(M) = (¢0q)(M) = ¢(q(M)) = ¢(M/B) = 0. Por lo tanto M € C".
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Para sumas directas:

Sea {Bj }rer una familia de grupos abelianos tal que By € B para cada k € I. Se vera que

@ B; € B, es decir, se vera que @ B; e C.

iel el

Sea C'e C' ysea ¢: @ B; — C un homomorfismo. Se vera que qb(@ B;) =0.
el iel
Considérese los homomorfismos Inmersiéon Canénica Jj, : By, — @ B;, y definase

i€l
fr = ¢ o Ji. Luego {fx : Bx — C} es una familia de homomorfismos.

Por la Propiedad 8, existe un tinico homomorfismo f : @ B, — C tal que f, = foJ
iel
v f({bk}rer) = ka(bk) Por lo tanto ¢ = f.

kel

Como B; € B para cada i € I, entonces f;(B;) = 0 para cada i € I, de modo que:

¢(@ B;) = f(EB B;)C -+ fi(B;) =0.Por lo tanto @Bi € B.

el il el el
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(1) = (3):

Sean B y C subclases de Ab tales que B = C" y C = B". Se vera que C es cerrada bajo

imédgenes isomorficas, subgrupos, extensiones de grupos y productos directos.

Para imagenes isomérficas y subgrupos:

Sea C' € C y sea ¢ : M — C un monomorfismo. Se vera que M € C', es decir, se vera que
M e B".

Sea B € By sea f: B— M un homomorfismo. Se verd que f(B) = 0.

Luego ¢ o f : B — (' es un homomorfismo y como C' € B", entonces se obtiene que
0= (¢po f)(B)=¢(f(B)). De aqui f(B) C Ker(¢) = 0. Por tanto M € B".

En particular, como los isomorfismos y las inclusiones de subgrupos son monomorfismos, se

puede concluir que C' es cerrada bajo imagenes isomorficas y subgrupos.

Para extensiones:

Sea M € Ab y sea C' un subgrupo de M tal que C € C'y M/C € C. Se vera que M € C, es
decir, se vera que M € B".

Sea B € By sea f: B — M un homomorfismo. Se vera que f(B) = 0.

Considérese q : M — M /C' el homomorfismo cociente.

Luego go f : B— M/C es un homomorfismo, y como M/C € B", entonces se obtiene que
0= {(qo f)(B)=q(f(B)). De aqui f(B) C Ker(q) = C'y como C € B", entonces f(B) = 0.

Por lo tanto M € B".
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Para productos directos:

Sea {Cj }rer una familia de grupos abelianos tal que Cy € C para cada k € I. Se verd que

HC’Z» € C, es decir, se vera que HCZ' € B".

icl iel
Sea B€ Bysea¢: B— HCi un homomorfismo. se vera que ¢(B) = 0.
el
Considérese los homomorfismos Proyecciéon Canodnica Py : H C; — C}, y definase

iel
fr = Py o ¢. Luego {fx : B — C}} es una familia de homomorfismos.

Por la Propiedad 6, existe un tinico homomorfismo

f:B— []Cital que fi =Pio fy f(b) = {fi(b)}ies. Por lo tanto ¢ = f.
iel
Como C; € B" para cada i € I, entonces f;(B) = 0 para cada i € I, de modo que:

¢(B) = f(B) € [ ] f:(B) = 0. Por lo tanto [ [ C; € B

il i€l
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(2) = (4):

Sea B cerrado bajo imégenes isomorficas, cocientes, extensiones y sumas directas. Sea,
ademas C = B". Se vera que existe un radical 7" sobre Ab tal que T(T(M)) = T(M)

para cada M € Aby que ademéds B={M | T(M)=M}y C={M | T(M) =0}.

Sea T'(M) la suma de todos los subgrupos de M que estan en B, es decir:

T(M)=+{K|K<MAK € B}

Por la definicién de T'(M), T : Ab — Ab. Se vera que 1" es un radical.

1. T(M) € M pues, por la Observacion 4, se tiene que T'(M) es subgrupo de M.

2. Sea f: M — N un homomorfismo. Se vera que f(T'(M)) C T'(N).

fT(M)) = J(H{K | K <MAK € B})

N

HS(E) | F(K) S NAK € B}

N

HSEK) [ f(K) < NAf(K) € B}

N

+{H | H<NAH € B}

= T(N)

La contencién +{f(K) | f(K) < NAK € B} C +{f(K) | f(K) < NA f(K) € B}
es cierta. La razén es que K < M y asi f(K) < N, la restriccién f : K — N es un

homomorfismo, de modo que K/Ker(f) ~ f(K), y como B es cerrada bajo imdgenes

isomorficas y cocientes, entonces K € B implica que f(K) € B.
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3. T(M/T(M)) = 0 pues, por el Lema 11,

T(M/T(M)) = +{H | H < M/T(M)AH ¢ B}

N
o

Ahora, T cumple que T(T(M)) = T(M) pues, se sabe que T(T(M)) C T(M) y, por la
definicién de T(T'(M)), dado que T(M) < T(M) y por el Lema 11, T(M) € B, entonces

T(M) C T(T(M)).

Por ultimo, sea C' = B".

Severa que B={M |T(M)=M}y C={M|T(M)=0}.

Para B = {M | T(M) = M}

Sea M € B.

Como T'(M) < M y B es cerrado bajo cocientes, entonces M/T(M) € B.

Como M/T(M) < M/T(M), entonces, por el Lema 11, M/T(M) = 0. De aqui T(M) = M
yasi BC{M |T(M)= M}.

Reciprocamente, sea M € Ab tal que T(M) = M.

Como T'(M) € B, entonces M € B,y asi {M | T(M)= M} C B.

Por tanto B = {M | T(M) = M}.
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Para C ={M | T(M) = 0}:

Sea M € C.

Considérese el homomorfismo inclusién ¢ : T (M) — M.

Como C = B", entonces M € B" y como T(M) € B, entonces 0 = ¢(T'(M)) = T(M), de
modo que C C {M | T(M) = 0}.

Reciprocamente, sea M € Ab tal que T'(M) = 0. Se vera que M € C, es decir que M € B".
Sean B € By ¢ : B — M un homomorfismo. Se verd que ¢(B) = 0.

Como T'(B) = B y T es un radical, entonces ¢(B) = ¢(T(B)) C T(M) = 0.

Luego M € B,y asi {M | T(M)=0} C C.

Por tanto C = {M | T'(M) = 0}.
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(3) = (4):

Sea C' cerrado bajo imagenes isomérficas, subgrupos, extensiones y productos directos. Sea,
ademds B = C'. Se verd que existe un radical 7' sobre Ab tal que T(T(M)) = T(M) para

cada M € Ab y que ademéds B={M |T(M)=M}y C={M | T(M)=0}.

Sea T'(M) la interseccién de todos los subgrupos K de M para los cuales M/K esta en C,

es decir:

T(M)={K|K<MAM/K e C}.

Por la definicién de T'(M), T : Ab — Ab. Se vera que T es un radical.
1. T(M) C M pues, T(M) < M en virtud de que la interseccién de subgrupos es sub-
grupo.

2. Sea f : M — N un homomorfismo. Se verd que f(T'(M)) C T(N). Para esto se

verd que T'(M) C f~Y(T(N)).

fUTWN) = fH(({H | H<NAN/HEeC})

= (/') | H <N AN/H €

Por el Lema 12, se tiene que

{f7'(H) | H< NAN/H € C} C {f7'(H) | f7'(H) < MAM/fT(H) € C}.
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Entonces:

FUT(NY) = (W '(H) | H< NAN/H € C}
o (W 'H (H) <M AM/f7(H) e C}
O (K| K<MAM/K€C}

= T(M)

T(M/T(M)) = 0 pues, 0 < M/T(M) y (M/T(M))/0 = M/T(M).
Por el Lema 13, M /T (M) € C'y como C es cerrado bajo imagenes isomérficas, entonces

(M/T(M))/0 € C. Por tanto:

T(M/T(M)) = (K| K <M/T(M)A(M/T(M))/K € C}

= 0

Ahora, se verd que T cumple que T(T(M)) = T(M).
Se sabe que T'(T'(M)) C T (M), basta mostrar que T'(M) C T(T(M)).
Por el Lema 13, se tiene que {H | H < T(M)ANT(M)/He C} C{H|H < MAM/H € C}.
Entonces:
T(M) = ([{H|H<MAM/H € C}
C (WH|H<T(M)AT(M)/H € C}

= T(T(M))

Por tltimo, sea B = C".

Severdque C ={M | T(M)=0yy B={M |T(M)=DM}.
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Para C = {M | T(M) = 0}:

Sea M € C.

Como M ~ M/0 y C es cerrado bajo imédgenes isomorficas, entonces M/0 € C, de modo
que:

T(IM)=({K|K<MAM/K e C}=0.

Asi C C{M | T(M) = 0}.

Reciprocamente, sea M € Ab tal que T'(M) = 0. Se verda que M € C.

Como M/T(M) € C, M/T(M) = M/0 ~ M y C es cerrado bajo imégenes isomérficas,
entonces M € C, y asi {M | T(M) =0} CC.

Por tanto C = {M | T'(M) = 0}.

Para B = {M | T(M) = M}:

Sea M € B.

Considérese el homomorfismo cociente ¢ : M — M /T(M).

Como por el Lema 13, M/T(M) € C y como M € C', entonces 0 = ¢(M) = M/T (M), de
modo que T'(M) =M, yasi BC{M | T (M) = M}.

Reciprocamente, sea M € Ab tal que T(M) = M.

Sean C' € C'y ¢ : M — C un homomorfismo.

Como T es un radical y T(C) = 0, entonces ¢(M) = ¢(T(M)) C T(C) = 0, de modo que
MeC yasi {M|T(M)= M} C B.

Por tanto B = {M | T(M) = M}.
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Capitulo 2

Teorias de Torsion y Radicales en la

Categoria de Espacios Topoldgicos

Este capitulo esta dividido en cuatro secciones. En la primera seccién se incluye una parte
de la terminologia que se necesita para enunciar la Proposicién 38. En la segunda seccion se
incluyen lemas que son importantes en el desarrollo de la demostracion de la Proposicién 38.
En la tercera seccion se incluyen, las definiciones de teoria de torsion y radical en Topologia,
y se establecen relaciones entre estos conceptos en las Proposiciones 38, 39 y 40. En la

cuarta seccion se incluyen algunos ejemplos de teorias de torsion y radicales en Top y Topx.
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2.1. Conceptos Basicos

Sea Top la categoria de espacios topoldgicos y funciones continuas, y [B, C] la clase de todas

las funciones continuas f : B — C' en Top.

Un espacio topolédgico puntuado es un espacio topoldgico X con un punto distinguido xg € X.
Esto se denota (X, z¢). Las funciones continuas en los espacios topoldgicos puntuados son
funciones continuas en Top que preservan el punto distinguido, es decir, funciones continuas

f: X — Y tales que f(zg) = yo. Esto se denota f: (X, z9) — (Y, yo).

Sea Topx la categoria de espacios topologicos puntuados y funciones continuas. Se usa la
misma notaciéon que en Top para referirse a funciones continuas en Topx.

[(B,by), (C,co)] es la clase de todas las funciones continuas f : (B,by) — (C, ¢y) en Topx.

Definicién 20 (Subespacio Topoldgico).

Sea X un espacio topoldégico y M un subconjunto de X.

La topologia relativa para M es la topologia en la cual un conjunto es abierto en M si es
un conjunto de la forma A N M donde A es un abierto en X.

El conjunto M dotado con la topologia relativa se llama subespacio del espacio topoldgico

X. Esto se denota por M < X.
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Un subespacio de un espacio topolégico puntuado (X, xy), es un subespacio M de X, el cual
comparte su punto distinguido con X. Es decir, los subespacios de (X, z) son los subespacios
de X que contienen .

Si M es un subespacio de X que contiene al punto g, entonces (M, xy) es un subespacio de

(X, x0). Esto se denota por (M, xy) < (X, o).

Observacién 21.

Sea f: (X, z9) — (Y, y) una funcién continua en Topx.

Sean (M, xzo) < (X,z0) v (N,90) = (Y, 4o). Entonces:

L f((M; o)) = (F(M), y0)-

2. f7H(N, o)) = (f7HN), o).

3. Sif:(X,x9) — (Y,y0) es constante, entonces f((X,z0)) = ({yo},v0)-

Demostracién:

1. y 2. son obvios.

3. Como f: (X,z9) — (Y, o) es constante, entonces existe ¢ € Y tal que para cada z € X
se tiene que f(z) = c¢. Luego f((X,z0)) = (f(X), f(z0)) = ({c},v0), pero xg € X, asi que

Yo = f(xo) = ¢. Por tanto f((X,z0)) = ({40}, %0)-
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Definicién 22 (Cociente Topolégico).

Sean X un espacio topoldgico y f: X — Y una funcién sobreyectiva.

La topologia cociente para Y (relativa a la funcién f) es la topologia mas fina para Y que
hace que f sea continua. En este caso f se llama mapa cociente.

Un subconjunto N de Y es un abierto relativo a la topologia cociente si y sélo si f~1(V) es
abierto en X.

Dada una relacién de equivalencia ~ sobre un espacio topoldgico X, el cociente Y = X/
dotado con la topologia cociente relativa a la proyeccion ¢ : X — Y, se llama el espacio

cociente.

Se puede formar el cociente de un espacio topoldgico puntuado (X, zg) bajo cualquier relacién

de equivalencia. El punto distinguido del cociente es la imagen de xq bajo la proyeccion.

Definicién 23. Sea M en Top y sea B un subespacio de M. Se define:

., B
1. La relacién ~ como:

e Ry (z=yo{z,y}CB).

2. El espacio cociente M /B como:
M/B = M/ = {[x] | x € M} con la topologfa cociente,

en donde [x] representa la clase de equivalencia de x.

En el espacio cociente M/B, por cada punto de M que no estd en B se tiene una clase de

equivalencia y B (todos los puntos de B) es otra clase de equivalencia.
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Definicién 24. Sea (M, m) en Top* y sea (B, m) un subespacio de (M, m). Se define:

., (Bm)
1. La relacién ~ <~ como:

(B,m) B
r o~y x~y.

2. El espacio cociente cociente (M, m)/(B, m) como:
(M,m)/(B,m) = (M,m)/sm = ({[z] | x € M} ,[m] ) con la topologia cociente,

. . ., B
en donde [x] representa la clase de equivalencia de x respecto a la relacién ~.

Con la notacion de la Definicién 23, si (M, m) € Topx y (B, m) es un subespacio de (M, m),

entonces (M, m)/(B,m) = (M/B,[m]).

Definicién 25 (Producto Topolégico).

Sea {X;}ier una familia de espacios topoldgicos. Sea HXZ- el producto cartesiano de la
i€l

familia { X }ier.

Sea Ty, H X; — X} la funcién que asigna a cada elemento del espacio producto, su
iel
k-ésima coordenada, esto es, m({z; }icr) = k-

7, se llama la proyeccién candnica asociada al indice k.

Sea S la coleccién Sy, = {7}, ' (Uy) | Uy es abierto en X;} y sea S la unién de esas colecciones,

esto es, S = U Sh.

kel

La topologia generada por la subbase S se llama la topologia producto.
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En esta topologia HX" se llama el espacio producto de la familia {X;};c;.
iel

La base ( generada por la subbase S consta de todas las intersecciones finitas de elementos

de S, asi un elemento tipico de B de [ puede escribirse como B = H U; donde U; # X; sélo
iel
para un nimero finito de i € I.

Propiedad 26 (Propiedad Universal del Producto Topolégico).

Sea {fr : B — C}} una familia de funciones continuas. Sea {my : H C; — C}} la familia

iel
de proyecciones de H Ci en Cy, m({ci}ier) = cx.
iel
Entonces existe una unica funcién continua f: B — H C; tal que fp =m0 f.

el

De hecho, f(5) = {fi(b) }ier.

Definicién 27. Sea D una subclase de Top (respectivamente de Topx), decimos que:

1. D es cerrada bajo imagenes homeomorficas si satisface:
(¢: D — E homeomorfismo en Top A De D) = Ee€D
(respectivamente si satisface:

(¢:(D,d) — (E,e) homeomorfismo en Topx A (D,d)€ D) = (E,e)€ D)

2. D es cerrada bajo subespacios si satisface:
(DeD AN Asubespaciode D) = A€ D
(respectivamente si satisface:

((D,d)e D A (A,d) subespacio de (D,d) ) = (A,d) € D)
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3. D es cerrada bajo imagenes de funciones continuas si satisface:
(¢: D — E funcién continua en Top A D e D) = ¢(D) € D
(respectivamente si satisface:

(¢:(D,d) — (E,e) funcién continua en Topx A (D,d) € D) = ¢((D,d)) € D)

4. D es cerrada bajo la union de subespacios con un punto en comun si satisface:
D € Top A {D;}cr familia de subespacios de D tal que {D;}ie; € D
A (@d)(deDtalquede(\D;) = | JD;eD

iel iel
(respectivamente cerrada bajo la unién de subespacios si satisface:

(D,d) € Topx A {(D;,d)}ics familia de subespacios de (D, d) tal que {(D;,d)};e; € D

— (UDind)eD)

iel
5. D es cerrada bajo productos si satisface:
{D;}ier familia en Top tal que D; € D para cada i € [
—= [[pieD

i€l
(respectivamente si satisface:

{(D;,d;)}icr familia en Topx tal que (D;,d;) € D para cada i € [

= (H D;,{d;}icr) € D)

iel
6. D es cerrada bajo extensiones si satisface:
(DeD N DXFEtalque E/DeD) = E€D
(respectivamente si satisface:

((D,e)e D A (D,e) =X (E,e) tal que (F,e)/(D,e)e D) = (E,e)e D)
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2.2. Lemas Importantes

Lema 28. Sean f : M — C wuna funcion continua en Top, B un subespacio de M y
q: M — M/B el cociente. Si B C f~Y({c}) para algiin c € C, entonces existe una funcion

continua ¢ : M/B — C' tal que f = ¢ oq.

Demostracién:

Sea m € M. Definase ¢ : M /B — C' de manera que [m] — f(m).

Se vera que ¢ asi definida es una funcién continua tal que f = ¢ o q.

¢ estd bien definida:

Si [m] € M/B y [n] € M/B son tales que [m| = [n], entonces m =n o {m,n} C B.

Si m = n, entonces dado que f es funcién, f(m) = f(n).

Si {m,n} C B. Considérese la restriccién f|p : M — B que es continua.

Como B C f~({c}) para algin ¢ € C, entonces (f|g)(M) = {c} para algin ¢ € C, y por
tanto f(m) =c = f(n).

En cualquier caso f(m) = f(n) de modo que o([m]) = o([n]).

¢ es tal que f = ¢ o g:

Sim € M, entonces (¢ o q)(m) = ¢(q(m)) = ¢([m]) = f(m), y por tanto f = poq.

¢ es una funcién continua:

Si D es un abierto en C entonces f~1(D) = (¢ o q) (D) = q (¢ (D).

Como f es una funcién continua entonces f~1(D) es un abierto en M, es decir, g2 (¢=1(D))

es un abierto en M y como ¢ es el cociente entonces ¢~ (D) es un abierto en M/B.
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Lema 29. Sean B una subclase de Topx tal que B es cerrada bajo imagenes de funciones
continuas, f: (M, m) — (N,n) una funcion continua y (K, m) un subespacio de (M,m) tal

que (K,m) € B. Entonces (f(K),n) € B.

Demostracion:
Sea f = f|(x.m), es decir, la restriccién de f a (K, m), entonces f : (K,m) — (f(K),n) es
una funcién continua. Como (K, m) € By B es cerrada bajo imagenes de funciones continuas,

entonces F((K,m)) € B, pero J((K,m)) = f((K.m)) = (f(K),n), asi que (f(K),n) € B.

O

Lema 30. Sean B una subclase de Topx que es cerrada bajo imdgenes homeomdrficas, ex-
tensiones y uniones de subespacios, (M, m) en Topx y T'((M,m)) = (T'(M),m), en donde

T(M)={K | (K,m) =X (M,m)A(K,m) € B}. Entonces:

1. T((M,m)) € B.

2. Si (H,[m]) es un subespacio de (M/T(M),[m]) tal que (H,[m]) € B, entonces

Demostracién:

Como B es cerrada bajo uniones de subespacios, entonces se puede afirmar que

U{K | (K,m) =< (M,m)A(K,m)e B} € B. Por tanto T'((M,m)) € B

Sea (H, [m]) un subespacio de (M, m)/T((M,m)) tal que (H,[m]) € B.

Considérese el cociente ¢ : (M, m) — (M, m)/T((M,m)).

Sea § = q|q-1((m,pm)) 12 restriccion de ¢ a ¢~ ((H,[m])) = (¢"'(H),m), es decir
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7: (¢ (H),m) — (H,[m]).
Se tiene que T'((M,m)) = ¢~ ({[m]}, [m]) =7 ~'({[m]},[m]) € g ~(H,[m]) = (¢~ (H), m),

luego:

(q_l(H>’ m)/T((M’ m)) - Q((q_l(H)7 m))

Como B es cerrada bajo imdgenes homeomdrficas y extensiones y, (H, [m]) € By T((M,m)) €

B, entonces (¢ '(H),m) € B.

Se tiene que (¢ '(H),m) es un subespacio de (M, m) tal que (¢-'(H),m) € B, entonces

¢ '((H,[m])) = (¢ "(H),m) € T((M,m)), luego:

(H,[m]) = a((¢”"(H),m))
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Lema 31. Sean C una subclase de Topx cerrada bajo subespacios, f : (M, m) — (N,n)
una funcion continua en Topx, (H,n) < (N,n) yg: (N,n) — (Z, z) una funcion continua
y sobreyectiva, con (Z,z) € C tal que (H,n) = g~ (({z}, 2)).

Entonces existen (K,m) = (M, m) y una funcion h : (M,m) — (W,w), con (W,w) € C

continua y sobreyectiva tales que (K,m) = h7'(({z},2)) vy f((K,m)) C (H,n).

Demostracién:

Definase h como la restriccién de (go f) : (M, m) — (Z, z) a su imagen, y K = f~1(H), es
decir, h: (M,m) — (g o f)(M,m)), y (K,m) = (f~'(H),m) = f~((H,n)).

Sea (W, w) = (g0 f)((M,m)).

Como (g o f)((M,m)) = (Z,2), (Z,z) € C y C es cerrada bajo subespacios, entonces

h:(M,m) — (W,w) es una funcién continua y sobreyectiva, con (W, w) € C.

Ahora, hil(({z}vz)) = (g © f)il(({z}vz)) = fﬁl<gil(({z}7z))> = fﬁl((H’ n)) = (Kv m)7 Yy
FI(E m)) = f(fH((H,n))) C (H,n).
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2.3. Teorias de Torsion y Radicales en Top y Topx

Definicién 32. Una funcién T : Top — Top se llama un radical si:

1. T(M)C M,
2. f: M — N = f(T(M)) C T(N),

3. T(M/T(M)) = {[m]}, para algin m € M,

para todos M, N € Top y para toda funcién continua f € [M, N]J.

El concepto de radical en Top* se puede definir de manera similar como en la Definicion 32

para radical en Top. La terminologia es la siguiente.

Definicién 33. Una funcién 1" : Topx — Topx se llama un radical si:

1. T((M,m)) C (M, m),
2. f:(M;m) — (N,n) = f(T((M,m))) C T((N,n)),

3. T((M,m)/T((M,m))) = ({[m]}, [m])

para todos (M, m), (N,n) € Topx y para toda funcién continua f € [(M,m), (N,n)].
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Definicién 34. Sean B y C subclases de Top. Se definen:

B"={Ce€Top | VB e B, [B,C| = const }

C'={Be€Top | VC e C, [B,C] = const }

en donde [B,C] = const significa que la clase [B,C] consta sélo de las funciones continuas
constantes f : B — C, es decir, de las funciones continuas de B a C' cuya imagen contiene

un solo punto.

Se usa la misma notacién para las clases B y C en Topx, y se pueden definir las clases B" y C"

para Topx de manera similar que en la Definicion 34 para Top. La terminologia es la siguiente.

Definicién 35. Sean B y C subclases de Topx. Se definen:

B"={(C,c) € Top | ¥(B,b) € B, [(B,b),(C,c)] = const }

C'={(B,b) € Top | V(C,c) € C, [(B,b),(C,c)] = const }

en donde [(B,b),(C,c)] = const significa que la clase [(B,b),(C,c)] consta sélo de las

funciones continuas constantes f : (B,b) — (C,¢), es decir, de las funciones continuas de

(B,b) a (C,c) tales que f((B,b)) = ({c},c).

De la misma manera que en el caso algebréico, se presentan unas primeras consecuencias de

la Definicién 34 en la siguiente observacion.
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Observacién 36.

1. CC B <= BC(C.

I

La demostracion de cada una de ellas se hace siguiendo un argumento similar al usado en la
demostracion de la Observacion 15.
La Observacién 36 también es cierta si las clases B” y C' se consideran en Top* como en la

Definicién 35.

Definicién 37. Sean By C subclases de Top (respectivamente de Topx).
Se dice que el par (B, () es una teoria de torsién en Top (respectivamente en Topx)

si satisface que B=C!'y C = B".

En la siguiente Proposicion, se establecen en Top, relaciones entre los conceptos de radical
y teoria de torsién. Pero también se establecen otras relaciones que no necesariamente son

ciertas en Top, pero si en Topx.
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Proposicién 38. Sean B y C' subclases de Top. Se consideran los siguientes enunciados:

2. B es cerrada bajo imdgenes de funciones continuas, extensiones y uniones de subespa-

cios con un punto en comun. Ademas C = B".

3. C es cerrada bajo imdgenes homeomdrficas, subespacios, extensiones y productos. Ademds

B=C"

4. Eziste un radical T' sobre Top tal que T(T(M)) = T(M) para todo espacio topoldgico

M. Ademds B={M | T(M)=M} yC={M | T(M) = {m}} para algin m € M.

Entonces: (4) = (1), (1) = (3) y (1) = (2) son ciertos en Top, y por tanto en Topx,

ademds (2) = (4) es cierto en Topx. Asi que (1) <= (2) <= (3) es cierto en Topx.

Demostracion:

(4) = (1):

Sea T : Top — Top un radical tal que T(T(M)) = M para todo M € Top.

Sean B={M | T(M)=M}y C={M | T(M)={m} para algin m € M }.

Se verd que B=C'y C = B".

Para B = C":

Sea B € B, se vera que B € C'.

Sea C' € C'y sea ¢ : B — (' una funcién continua, se verda que ¢(B) = {c} para algin

ceC.

Como B € B, entonces T(B) = B y asi dado que T es un radical y que C € C, se tiene que
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#(B) = ¢(T(B)) C T(C) = {c} para algin ¢ € C. Por tanto B C C".

Reciprocamente, sea B € C!, se verd que B € B. Para esto se mostrard que T(B) = B.
Como T'(B) C B, basta mostrar que B C T'(B). Considérese la funcién continua sobreyecti-
va ¢: B— B/T(B).

Como T(B/T(B)) = {[b]} para algtin [b] € B/T(B), entonces B/T(B) € C'y como B € C",
entonces ¢(B) = {[t]} para algun [t] € B/T(B), es decir, B/T(B) = {[t]}. De aqui,

T(B) = By asi B € B. Por tanto C' C B.

Para C' = B":

Como B = C', en particular B C (o y de la Observacién 36, se puede afirmar que C C B".
Luego, basta mostrar que B" C C.

Sea C' € B", se verd que C' € C'y para esto se verd que T(C') = {c} para algin c € C.
Como T es un radical tal que T(T'(C)) = T(C), entonces T(C') € B. Considérese la funcién

continua inclusién ¢ : T(C) — C. Como C' € B", entonces T(C) = ¢(T(C)) = {c} para

algin c € C.

(4) = (1) tambien es cierto en Topx y la prueba se hace de manera similar.
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(1) = (3):

Sean B y C subclases de Top tales que B = C! y C = B". Se vera que C es cerrada bajo

imédgenes homeomoérficas, subespacios, extensiones y productos.

Para imagenes homeomorficas y subespacios:

Sea C' € C y sea ¢ : M — (' una funcién continua injectiva. Se vera que M € C es decir,
se vera que M € B'.

Sea B € By sea f: B — M una funcién continua. Se verd que f(B) = {m} para algin
{m e M}.

Luego ¢ o f : B — (' es una funcién continua y como C' € B", entonces

{c} = (¢ 0 f)(B) = ¢(f(B)) para algin c € C.

De aqui f(B) C ¢~'({c}) para algiin ¢ € C, y dado que ¢ es injectiva ¢~ ({c}) = {m} para
un solo punto m € M tal que ¢(m) = ¢, luego f(B) = {m} para algin m € M.

Por tanto M € B".

En particular, como los homeomorfismos y las inclusiones de subespacios son funciones con-
tinuas injectivas, se puede concluir que C' es cerrada bajo imagenes homeomérficas y sube-

spacios.

Para extensiones:

Sea M € Top y sea C' un subespacio de M tal que C' € C'y M/C € C. Se verd que M € C,
es decir, se vera que M € B".

Sea B € By sea f: B — M una funcién continua. Se verda que f(B) = {m} para algin
m € M.

Considérese el cociente g : M — M/C.
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Luego go f: B — M/C es una funcién continua, y como M/C € B", entonces
{[m]} = (g0 £)(B) = q(f(B)) para algin m € M, y asi f(B) € ¢ ({[m]}).
Si m € C entonces f(B) C ¢ '({[m]}) = C y como C' € B", entonces la restriccién de f

a su imagen f : B — f(B) cumple que f(B) = f(B) = {n} para algiin n € M tal que

Sim & C entonces f(B) C ¢ '({[m]}) = {m}.
En cualquier caso f(B) = {m} para algin m € M.

Por lo tanto M € B".

Para productos:

Sea {C;}ic; una familia de funciones continuas tal que C; € C para cada i € I. Se verd que

[Lic; Ci € C, es decir, se vera que H C;eB".

iel
Sea B € Bysea¢:B — HOZ' una funcién continua. Se verd que ¢(B) = {c¢;}ier para
i€l
alguna familia {¢;};er € H C;.

iel
Considérese las proyecciones candnicas my, : H C; — Cy, y definase f = m 0 ¢.
il
fr : B — C}, es una familia de funciones continuas, de modo que por la Propiedad 26, existe

una tnica funcién continua f : B — HC’Z» tal que fr =mro fy f(b) = {/fi(b)}icr.
icl
Por lo tanto ¢ = f.

Como C; € B" para cada i € I, entonces para cada i € I, se tiene que f;(B) = {¢;} para
algin ¢; € C;, luego ¢(B) = f(B) C Hfl(B) = {c¢;}ier, donde ¢; € C; para cada i € 1.

icl
Por lo tanto H C; e B".

el

(1) = (3) también es cierto en Topx y la prueba se hace de manera similar.
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(1) = (2):

Sean B y C subclases de Top tales que B = C" y C = B". Se vera que B es cerrada bajo
imédgenes de funciones continuas, extensiones y uniones de subespacios con un punto en

comun.

Para imagenes de funciones continuas:

Sea B € By sea ¢ : B — M una funcién continua, que se puede asumir sobreyectiva,
donde M € Top. Se vera que ¢(B) = M € B, es decir, se vera que M € C'.

Sea C € C'ysea f: M — C una funcién continua. Se verd que f(M) = {c} para algin
ceC.

Como fo¢: B — C es una funcién continua, ¢ es sobreyectivo y B € C', entonces para
algtin ¢ € C, {c} = (f 0 ¢)(B) = f(¢(B)) = f(M). Por lo tanto M € C".

En particular, como los homeomorfismos y los cocientes son funciones continuas sobreyecti-

vas, se puede concluir que B es cerrada tambien bajo imagenes homeomorficas y cocientes.

Para extensiones:

Sea M € Top y sea B un subespacio de M tal que B € By M/B € B. Se vera que M € B,
es decir, se verd que M € C'.

Sea C' € C'ysea f: M — C una funcién continua. Se verd que f(M) = {c} para algin
ceC.

Considérese el cociente ¢ : M — M/B.

Como C' = B", entonces C' € B", y como B € B y B es un subespacio de M, entonces
f(B) = {c} para algtin ¢ € C, de modo que B C f~!({c}) para algtin ¢ € C. Ahora, por el

Lema 28, existe una funcién continua ¢ : M/B — C tal que f = ¢ oq.
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Como M/B € By B = C', entonces M/B € C' y como ¢ : M/B — C, entonces

f(M)=(poq)(M)=¢(q(M)) =¢(M/B) ={d} para algin d € C' (De hecho d = ¢).

Para uniones de subespacios con un punto comun:
Sea B en Top y sea {B; };c; una familia de subespacios topoldgicos de B tal que {B; }ie; C B.

Sea b € B tal que b € ﬂBi. Se vera que UBi € B, es decir, se vera que U B; e C.

iel i€l i€l
Sea C' € C y sea ¢ : UBZ- — C una funcién continua, se vera que (b(U B;) = {c} para
iel i€l

algin c € C.

Considérese f; = ¢|p,, es decir, f; : B; — C es la restriccién de ¢ a B;.

La familia {f;}ic; es una familia de funciones continuas y como B; € B para cada i € I,
entonces para cada i € I se tiene que f;(B;) = {¢;} para algun ¢; € C.

Como b € ﬂBi, entonces para cada ¢ € I, se tiene que ¢; = fi(b) = ¢(b) = ¢ para algin
ceC. Conlleol para cada i € I se tiene que B; € B, B = C'y C € C, entonces fi(B;) = ¢
para cada ¢ € I. Luego:

¢(U B) = U fi(Bi)

i€l i€l

= Uta

el

= {d

Por tanto UBZ' € B.

el

(1) = (2) también es cierto en Topx y la prueba se hace de manera similar.
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(2) = (4):

Sea B una subclase de Top* cerrada bajo imagenes de funciones continuas, extensiones
y uniones de subespacios. Sea, ademas C' = B". Se verd que existe un radical T sobre
Top* tal que T(T'((M,m))) = T((M,m)) para cada (M, m) € Topx y que ademds B =

{(M,m) | T((M,m)) = (M,m)}y C={(M,m) | T((M,m)) = ({m},m)}.

Sea T'((M,m)) la unién de todos los subespacios de (M, m) que estdn en B, es decir

T((M,m)) = (T(M),m), en donde T(M) = J{K | (K,m) = (M,m) A (K,m) € B}.

Por la definicién de T'((M,m)), se obtiene una funcién de objetos 1" : Topx — Topx.

Se vera que T es un radical.
1. T((M,m)) C (M, m) pues T((M,m)) es un subespacio de (M, m).
2. Sea f: (M,m) — (N, n) una funcién continua. Se vera que f(T'((M, m))) C T'((N,n)).

F((M,m))) = f((T(M),m))

= (F(UJE | (B,m) 2 (M,m) A (K,m) € B}),n)
= (JUr) | (K,m) < (M, m) A (K,m) € B}, n)
C (J{r@E) | (F(K),n) = (N,n) A (f(K),n) € B}, n)

C (UJtH | (H,n) = (N,n) A (H,n) € B}, n)
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La contencién
U{f(K) | (K,m) = (M,m) A (K,m) € B}

CU{fK) | (f(K),n)) 2 (N,n) A (f(K),n) € B} esta justificada por el Lema 29.
3. T(M,m)/T((M,m))) = ({[m]}, [m]) pues, por el Lema 30,

T((M;m)/T((M,m))) = T(M/T(M)),[m])
= (\JH | (&, [m)) < (M/T(M),[m]) A (H,[m]) € B}, [m] )

= ({[ml},[m])

Ahora, se vera que T' cumple que T(T'((M,m))) = T'((M,m)).
Se sabe que T(T'((M,m))) C T((M,m)). Ahora, por la definicién de T(T'((M,m))), dado
que T'((M,m)) es un subespacio de T'((M,m)) y por el Lema 30, T'((M,m)) € B, entonces

T((M,;m)) € T(T((M,m))).

Por 1ultimo, sea C' = B".

Se verd que B = {(M,m) [ T((M,m)) = (M,m)} y C = {(M,m) | T((M,m)) = ({m},m)}.

Para B = {(M,m) [ T((M,m)) = (M,m)}:
Sea (M, m) € B.
Como (M, m) es un subespacio de (M, m) tal que (M, m) € B, entonces, por la definicién de
T((M,m)), se tiene que (M, m) C T((M,m)), y se sabe que T'((M,m)) C (M, m), entonces
T((M,m)) = (M, m). Ast B C {(M,m) | T((M,m)) = (M, m)}.

Reciprocamente, sea (M, m) € Topx tal que T'((M,m)) = (M, m). Por el Lema 30 se tiene
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que T((M,m)) € B, entonces (M,m) € B. Asi {(M,m) | T((M,m)) = (M,m)} C B.

Por tanto B = {(M,m) | T((M,m)) = (M, m)}.

Para €' = {(M,m) | T((M,m)) = ({m}, m)}:

Sea (M, m) € C.

T((M;m)) = U{(K,m) | (K,m) es subespacio de (M, m) A (K, m) € B}.

Sea (K, m) un subespacio de (M, m) tal que (K, m) € B.

Considérese el homomorfismo inclusién ¢ : (K, m) — (M, m).

Como (K, m) € B, (M,m) € C'y C =B’, entonces (K,m) = ¢((K,m)) = ({m}, m),

de aqui (K,m) = ({m},m).

Luego T((M,m)) = ({m},m), y asf C C {(M,m) | T((M,m)) = ({m},m)}.
Reciprocamente, sea (M, m) € Topx tal que T((M,m)) = ({m},m), se veré que (M, m) € C,
es decir, se verd que (M, m) € B'.

Sean (N,n) € By ¢ : (N,n) — (M, m) una funcién continua.

Como (N,n) € B y T es un radical, (N, n)) = o(T((N.n))) € T((M, m)) = ({m},m).
De aqui (M, m) € B", es decir, (M,m) € C. Asi {(M,m) | T((M,m)) = ({m},m)} C C.

Por tanto C = {(M,m) | T((M,m)) = ({m},m)}.
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Proposicion 39. Sean C una subclase de Topx cerrada bajo subespacios. Entonces existe

una funcion de objetos T : Topx — Topx* tal que:

1. T((M,m)) C (M,m), y

2.+ (M;m) — (N,n) = f(T'(M,m))) € T((N,n))

para todos (M, m), (N,n) € Topx y para toda funcion continua f € [(M,m), (N, n)]. Ademds,

si B = C', entonces:

CCAM,m) | T((M,m)) = {m},m)} y {(M,m) | T((M,m)) = (M,m)} € B.

Demostracién:

Sea T'((M,m)) la interseccién de todos los subespacios (K, m) de (M, m) para los cuales
existe una funcién continua y sobreyectiva g : (M, m) — (C,¢) con (C,c) € C tal que

(K,m) =g *(({c},¢)), es decir T((M,m)) = (T(M),m), en donde

T(M)=({K | (K,m)=(M,m) A (3g)(g: (M,m) — (C,c) continua y

sobreyectiva tal que(C,c) € C) A (K, m) = g~ (({c}, )}

Por la definicién de T'((M,m)), se obtiene una funcién de objetos T": Topx — Topx.

1. T((M,m)) C (M,m) pues la interseccién de subespacios es un subespacio.

2. Sea f : (M,m) — (N, n) una funcién continua. Se vera que f(T'((M,m))) C T((N,n)).

Sea S ={(H,n) | (H,n) = (N,n)A (3g)(g: (N,n) — (Z, z) continua y

sobreyectiva tal que (Z,z) € C) A (H,n) = g (({z},2))}
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T(N,n)) = (T(N).n)
= ("){H | (H.n) € S}.n)
> ({FK) | (K.m) < (M.m) A (3h)(h : (M, m) — (W, w) continua y
sobreyectiva tal que (W, w) € C) A (K,m) = b~ ({w}, w))

A (f(K),n) = (H,n) para algin (H,n) € S},n)

V)

(f(ﬂ{K | (K,m) = (M,m) AN (3h)(h: (M,m) — (W,w) continua y
sobreyectiva tal que (W,w) € C) A (K, m) = ™' (({w}, w))

A (f(K),n) 2 (H,n) para algin (H,n) € 5}),n)

1)

(f(m{K | (K,m) < (M,m) A (3h)(h: (M,m) — (W,w) continua y

sobreyectiva tal que (W,w) € C) A (K, m) = h™ ' (({w},w))}),n)

= f(T(M,m))
El Lema 31 justifica la inclusién:

(V{H | (H.n) € S}n)
D ((WAE) | (K,m) = (M,m) A (3h)(h: (M,m) — (W,w) continua y
sobreyectiva tal que (W,w) € C) A (K,m) = h™ (({w},w))

A (f(K),n) < (H,n) para algin (H,n) € S}, n)
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Por tltimo, sea B = C'.

Se verd que C C {(M,m) | T((M,m)) = ({m},m)} y {(M,m) | T(M,m)) = (M, m)} C B.
Para € C {(M,m) [ T((M,m)) = ({m},m)}:
Sea (M,m) € C

Sea q : (M,m) — (M,m)/({m}, m) el cociente. En este caso ¢ es un homeomorfismo.
Luego (M, m) ~ (M,m)/({m},m) = (M/{m}, [m]) y como (M, m) € C'y C es cerrada bajo
homeomorfismos entonces (M/{m},m) € C.

Se tiene que q : (M,m) — (M/{m},[m]) es una funcién continua sobreyectiva tal que

(M/{m},[m]) € Cy ({m},m) = ¢~ (({[m]}, [m])), entonces

T((M,m)) = (T(M),m)
= (m{K | (K,m) < (M,m) A (3h)(h: (M,m) — (Z,z) continua y
sobreyectiva tal que (Z,2) € C) A (K,m) = h™'(({z},2))},m)

= ({m},m)

Ast € C {(M,m) | T((M,m)) = ({m}, m)}.

Para {(M,m) | T((M,m)) = (M,m)} C B:

Sea (M, m) € Topx tal que T((M,m)) = (M, m). Veamos que (M, m) € B.
Sean (C,c) € C'y ¢ (M, m) —> (C'c) una funcién continua.

Como C C {(M,m) | T((M,m)) = ({m},m)}, entonces T((C'¢)) = ({c}, ), asi
¢((M,m)) = (T((M,m))) € T((C,¢)) = ({c},¢), de modo que (M, m) € C".

Ast {(M, m) | T((M,m)) = (M, m)} € B.
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Proposiciéon 40. Sean B y C subclases de Topx tales que B = ! y C = B". Entonces
Tg((M,m)) =Tc((M,m)) para cada (M, m) € Top.

En donde Tp((M,m)) = (Tp(M),m), y Te((M,m)) = (Te(M), m), con

Tp(M) = U{K | (K,m) = (M,m) A (K,m) € B}, y

Te(M)=({K | (K,m) = (M,m) A (3g)(g: (M,m) — (C,c) continua y

sobreyectiva tal que(C,c) € C) A (K,m) =g ' (({c},))}

Demostracion:
Se verd que para cada (M, m) € Top* se cumple que T((M,m)) = Tc((M,m)).
Para TE((Ma m)) - TQ((Ma m))

Sea (K,m) < (M, m) tal que (K, m) € B.
Sea f : (M, m) — (Z, z) una funcién continua sobreyectiva con (Z, z) € C.

Considérese 7 : (K, m) — (M, m) la funcién inclusién, que es continua, y definase h = f o1,
asi h: (K,m) — (Z,z) es una funcién continua. Como (K, m) € B, (Z,2z) € Cy B = C",
entonces ({2}, 2) = h((K,m)) = (f 0 ) (I, m)) = (K, m))) = F((K, m)).

Luego, (K,m) C f~1(({z},2)).

De lo anterior, se tiene que (K,m) C (H,m) para cada funcién continua sobreyectiva f :

(M,m) — (Z,2) con (Z,z) € C tal que (H,n) = f~(({z}, 2)). Entonces:

(K,m) C ((WH | (H,m) = (M,m) A @f)(f:(M,m) — (Z,z) continua y
sobreyectiva tal que (Z,2) € C) A (H,m) = f~'(({z},2))},m)
= (To(M),m)

= TC((M7 m))
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Luego, se tiene que (K, m) C T¢((M,m)) para cada (K, m) =< (M, m) tal que (K, m) € B,

entonces:

To((M,m)) 2 (K | (K,m) = (M,m) A (K,m) € B}, m)
= (TE(M)?m)

= Tp((M,m))

Asi que Ts((M,m)) C Tc((M,m)) para cada (M, m) € Topx.

Para To((M,m)) C T((M,m)):

Por la Proposicién 38, T es un radical, entonces T satisface que

Te((M,m)/Ts((M,m))) = ({[m]}, [m]) para cada (M, m) € Top*, de modo que

(M, m)/Tp((M,m)) € C.

Considérese el cociente g : (M, m) — (M, m)/Tg((M,m)).

q es una funcién continua y sobreyectiva tal que ¢~ (({[m]},[m])) = Tg((M,m)), luego, por
la definicién de T ((M,m)), se obtiene que To((M,m)) C ¢~ (({[m]}, [m])) = Ts((M,m)).

Asi To((M,m)) C Tg((M, m)) para cada (M, m) € Topx.

Por tanto Ts((M,m)) = Tc((M,m)).
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2.4. Ejemplos

En esta seccién se presentan algunos ejemplos de teorias de torsién y radicales en topologia.

Ejemplo 41.

Sea M € Top y T'(M) = U{K | K < M A K numerable}, entonces T es una funcién de

objetos tal que:

1. TM)C M,y

2. f: M — N = f(T(M)) C T(N),

para todos M, N € Top y para toda funcién continua f € [M, N].

Verificacion:
1. T(M) C M, es obvio.

2. Sea f: M — N una funcién continua en Top. Se vera que f(T(M)) C T(N).

f@(M) = f(J{K|K =M A K numerable})
= | J{f(K) | K = M A K numerable}
C (JUE) | f(K) = N A f(K) numerable}
C | J{H | H =N A H numerable}

= T(N)

La contencién | J{f(K) | K <= M A K numerable} C | J{f(K) | f(K) < N A f(K) numerable}

es cierta. La razon es que si K < M y K es numerable, como f : M — N es una funcion
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continua, entonces la restriccién f = f|g, f: K — f(K) es una funcién continua sobreyec-

tiva, y asi f(K) < Ny f(K) es numerable.

Algunos conceptos clasicos utilizados por Castellini en [10] se presentan en la siguiente

definicién.

Definicién 42. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que:

1. X es Conexo si no existe un par U,V de abiertos de X, no vacios y disjuntos, tales

que X =UUV.

2. X es Totalmente Desconectado si sus tinicos subconjuntos conexos son los conjuntos

que constan de un solo punto.

3. X es Absolutamente Conectado si no puede ser descompuesto en una familia dis-

junta L de subconjuntos cerrados no vacios, con |L| > 1.
4. X es Discreto si cada subconjunto de X es abierto.
5. X es Indiscreto si sus unicos subconjuntos abiertos son ¢ y X.

6. X es Ty si para cada {z,y} C X, existe un abierto U, que contiene a x pero no contiene

a y 0 existe un abierto U, que contiene a y pero no contiene a x.

7. X es Ty si para cada {z,y} C X, existe un abierto U, que contiene a x pero no contiene

a y y existe un abierto U, que contiene a y pero no contiene a x.
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Se consideran las siguientes subclases de Top:

Con ={X € Top | X es Conexo},

TD ={X € Top | X es Totalmente Desconectado},
Ind = {X € Top | X es Indiscreto},

AC = {X € Top | X es Absolutamente Conectado},
Topy ={X € Top | X es Ty},

Topy ={X € Top | X es T1}

Ejemplo 43.

El par (Con,TD) es una teoria de torsién en Top, también en Topx y el radical asociado es

T((M,mg)) = Componente conexo que contiene a my.

Verificacion:

Veamos que se satisfacen las igualdades Con = (T'D)' y TD = (Con)".

Veamos que Con C (T'D)' y TD C (Con)":

Sea f : X — Y una funcién continua en Top con X € Cony Y € TD.

Como X es conexo y f es continua, entonces f(X) es conexo. Como f(z) X Y y Y es
totalmente desconectado, entonces f(X) = {yo} para algin yo € Y. Luego Con C (TD)' y

TD C (Con)".

Veamos que (T'D)! C Con:
Sea X € (TD)!, veamos que X € Con.

Si X no es conexo, entonces existen abiertos disjuntos A y B no vacios, tales que ANB = X.
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Es claro que A y B son cerrados.

Considérese la funcién g : X — {0, 1} definida por g(A) = {0} y g(B) = {1}, y en donde
a {0,1} se le dota con la topologia discreta, asf {0,1} € T'D.

De esta manera, g es una funcién continua que no es constante, y esto es una contradiccién

pues X € (T'D). Por lo tanto X € Con.

Veamos que (Con)" C T'D:

Sea Y € (Con)", veamos que Y € T'D.

Sea C' <Y tal que C es conexo. Considérese la inclusiéon ¢ : C' — Y. ¢ es una funcién
continua, y como Y € (Con)", entonces i es una funcién constante. Asi, i(C) = C = {yo}
para algin y, € Y.

Luego, cada subconjunto conexo de Y necesariamente es un conjunto con un solo punto. Por

lo tanto Y € T'D.

Se concluye que el par (Con,T'D) es una teoria de torsion en Top.

De la misma manera se puede verificar que es una teoria de torsiéon en Topx.

Si de define T(M,mg) = (U{K | (K,mg) = (M,mg) N K € Con},mg), entonces por la

Proposicién 38, T' es un radical en Top* y es el radical asociado al par (Con,TD).

Se sabe que la uniéon de conexos con un punto comun es conexo, asi que podemos describir

a T como T'((M,mp)) = Componente conexo que contiene a m.

Los siguientes dos ejemplos se pueden verificar siguiendo un razonamiento similar.
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Ejemplo 44.

El par (Ind, Topg) es una teoria de torsién Top, también en Top* y el radical asociado es

T((M,mg)) = Subespacio indiscreto més grande que contiene a my.

Ejemplo 45.

El par (AC,Top;) es una teoria de torsién Top y también en Topx.
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Capitulo 3

Conclusiones y Problemas Abiertos

En el desarrollo de esta investigacion se lograron los siguientes objetivos.

1. Se definieron los conceptos de teoria de torsion y radical en Topologia.

2. Se establecieron tres proposiciones que relacionan los conceptos de teoria de torsién y

radical, en Topologia. Las Proposiciones 38, 39y 40.

En Top la Proposicién 38 quiere decir que:

a) Si (B,C) es una teorfa de torsién, entonces necesariamente las clases B y C
cumplen que B es cerrada bajo imagenes de funciones continuas, extensiones y
uniones de subespacios con un punto en comun; y C es cerrada bajo imagenes

homeomérficas, subespacios, extensiones y productos.

b) Si T es un radical idempotente, entonces las clases B y C' obtenidas por
B={M|T(M)=M}y C={M | T(M)={m} para algin m € M} definen la
teorfa de torsién (B, C).
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Sin embargo, no se pudo definir de manera explicita un radical a partir de las

subclases B y C. Esto constituye uno de los problemas abiertos.

En Topx la Proposicion 38 quiere decir que:
Los literales a) y b) también son ciertos en Topx.

Si B es una clase cerrada bajo imégenes continuas, extensiones y uniones de sube-
spacios, entonces existe un radical 7z idempotente asociado a la clase B tal que si

se define C' = B", el par (B, C) es una teorfa de torsiéon y T es el radical asociado.

En Topx la Proposicion 39 quiere decir que:

Si C' es una clase cerrada bajo subespacios, entonces existe una funcién de objetos
T asociada a la clase C' tal que si se define B = C!, entonces se cumple que:

{(M,m) | T((M,m)) = (M,m)} € B y C C {(M,m) | T((M,m)) = ({m},m)}.
Aun anadiendo a C' todas las propiedades como en la Proposicién 38 (3.) no se
sabe si (B, () es una teoria de torsién, ni que T es un radical. Esto constituye

el otro de los problemas abiertos.

En Topx la Proposicion 40 quiere decir que:

Si (B, C) es una teorfa de torsién, entonces la funcién de objetos T resulta ser

igual al radical T, es decir, T es un radical idempotente.
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