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B S T R A C T
 
 

In this work we give a brief introduction to the algebra of Colombeau " "G , in which the product 

of distributions is defined, and we show some important relations in this algebra, such as the 

association " "≈ . We consider a problem of Riemann for a system of Partial Differential 

Equations (P.D.E’s) that describes a linear elastic body with a constant density. The unknown 

functions are the velocity and the stress. Next we use some numerical schemes to find a 

numerical solution for this system. Since the system is nonconservative, we rewrite it in 

conservative form, and for that system find the explicit form of the weak solutions. 

The numerical results suggest that the solutions can be considered as a superposition of two 

traveling waves that are represented by discontinous functions. Since the system of P.D.E’s has 

nonlinear terms which induce distribution products, we use the association in " "G  to give a 

meaning to the above mentioned terms. In this way, following the ideas of Colombeau, we find 

the explicit form of the solutions in" "G , which are not in the literature we have reviewed. 
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                                                           E S U M E N  

 

En este trabajo damos una breve introducción al álgebra de Colombeau " "G , en la cual tiene 

sentido el producto de distribuciones y mostramos algunas relaciones importantes de esta álgebra 

tal como la asociación " "≈ . Consideramos un problema de Riemann para un sistema de 

Ecuaciones Diferenciales Parciales (E.D.P) que describe un cuerpo lineal elástico, en el cual la 

densidad es tomada constante. Las funciones desconocidas son la velocidad y el esfuerzo. 

Después utilizamos algunos esquemas numéricos para encontrar una solución numérica a este 

sistema. Dado que el sistema es no-conservativo, lo escribimos en forma conservativa y para este 

sistema encontramos la forma explícita de las soluciones débiles. 

Los resultados numéricos sugieren que las soluciones pueden ser consideradas como una 

superposición de dos ondas viajeras que representamos por medio de funciones discontinuas. 

Dado que el sistema de E.D.P tiene términos no lineales, los cuales inducen productos de 

distribuciones, entonces usamos la asociación en " "G para dar un  significado a dichos términos. 

Así, siguiendo las ideas de Colombeau, hallamos la forma explícita de estas soluciones en  " "G , 

las cuales no se encuentran en la literatura revisada. 
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I S T A E I M B O L O S
( )Supp ϕ       Soporte de una función ϕ  sobre ℝ . 

C∞                Espacio de las funciones infinitamente diferenciables sobre ℝ . 

0C
∞                Espacio de las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto. 

0D C∞=         Espacio de las funciones de prueba sobre ℝ  . 

T                  Funcional lineal continua sobre D
'D                 Espacio de las distribuciones sobre ℝ  . 

∂ Operador diferenciación. 
,H Y Función ó distribución de Heaviside. 

δ Distribución delta de Dirac. 
'H Derivada de la Función de Heaviside. 

T ϕ∗            Convolución de T con ϕ . 

0ℕ El conjunto de los números enteros no negativos. 

ℤ El conjunto de los números enteros. 
ℝ El conjunto de los números reales. 

ME               Clase de todos los mapeos de crecimiento moderado. 

Ν                 Espacio nulo. 
≈                  Asociación. 
G                 Algebra de Colombeau. 

SG                Algebra de Colombeau Simplificada. 

" "⋅                Producto en G. 
( )S ℝ            Espacio de Schwartz. 
( , )u x t          Velocidad. 
( , )x tσ          Esfuerzo. 

0 ( )u x            Valor inicial para ( , )u x t . 

0 ( )xσ           Valor inicial para ( , )x tσ .  

tu                 Derivada parcial de ( , )u x t en la variable t . 

xu                 Derivada parcial de ( , )u x t en la variable x . 

( )BV ℝ El conjunto de funciones de variación acotada sobre ℝ . 
C.C.R          Esquema numérico de Colombeau, Cauret y Le Roux. 
C.C.R.M     Esquema numérico C.C.R modificado. 
C.N.P.R       Esquema numérico alternativo de Colombeau, Le Roux, A.Noussair y B.Perrot. 
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 N T R O D U C C I Ó N
 
 
En el año 1927 Dirac [13] colocó los fundamentos de la teoría cuántica, cuantificando el campo 

electromagnético clásico. Éxitos y fallas del quantum electromagnético fueron inmediatos. El 

éxito fue debido al hecho que la teoría condujo a resultados numéricos en acuerdo con los 

experimentos. Estos fueron obtenidos por el uso injustificado de aproximaciones e 

inmediatamente después de mejorar estas aproximaciones conducían a cantidades infinitas sin 

sentido. Puesto que la teoría fue hecha de cómputos sobre objetos matemáticos que no fueron 

rigurosamente definidos este hecho no nos puede sorprender; los objetos matemáticos que fueron 

tratados en estos cómputos fueron las funciones diferenciables sobre los reales y operadores real 

valuados, los cómputos utilizados fueron la diferenciación, la multiplicación e integración. 

Veinte años más tarde con algunos procedimientos se lograron descubrir resultados finitos de 

estas cantidades infinitas que dieron un resultado numérico en perfecto acuerdo con los 

experimentos realizados. 

Las bases de la teoría matemática de funciones generalizadas fueron puestas por el matemático 

ruso S.L. Sobolev en 1936 cuando aplicó sucesivamente funciones generalizadas al estudio del 

problema de Cauchy para sistemas hiperbólicos.  

Después del éxito de la teoría de distribuciones de Schwartz, fue descubierto en los años 50 que 

los objetos matemáticos más simples de la teoría, los operadores de campo libre, no eran 

funciones sino distribuciones. Puesto que los cómputos clásicos comienzan con el producto de 

operadores libres de campo, la carencia de un producto general de distribuciones está en el origen 

de la teoría cuántica. 
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Estos conceptos proporcionan un sentido matemático riguroso a los cómputos clásicos de la 

física que son nuestra motivación.  

En el análisis y la física matemática surgen frecuentemente dificultades relacionadas con la no 

diferenciabilidad de diversas funciones. Como es bien sabido los sistemas de ecuaciones 

diferenciales parciales han sido de gran importancia para modelar el comportamiento de 

materiales elásticos. 

Consideremos como en [2],[3] el siguiente sistema de E.D.P. 

                                                      ( ) t x x

t x x

u uu

u u

σ

σ σ

+ =
∗ 

+ =
 

Sujeto a condiciones iniciales     0

0

( ,0) ( )

( ,0) ( )

u x u x

x xσ σ

=

=
   

donde 0 0( ), ( )u x xσ son funciones discontinuas. 

En los estudios de las ondas de choque [6] hay la  necesidad  de considerar las soluciones no 

diferenciables, que típicamente tienen la forma ( ) LH x ctρ ρ∆ − + , donde ρ∆ , c  y lρ  son 

ciertas constantes y H  es la función  de Heaviside. Como es bien sabido, estos problemas no 

lineales en elasticidad, tienen naturalmente forma no conservativa. Si las ecuaciones diferenciales 

tienen la forma conservativa, entonces existe un procedimiento estándar de dar sentido a tales 

soluciones. Sin embargo, en caso no conservativo uno tiene que bregar con expresiones de la 

forma Hδ , donde δ  es la distribución Delta de Dirac. Tales expresiones no están definidas en la 

teoría de distribuciones de Schwartz, pero tienen un sentido en el álgebra de funciones 

generalizadas de Colombeau  " "G [1], [4]. 
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De hecho, J.F. Colombeau y A.Y.Le.Roux [3] son los primeros en plantear los problemas 

relacionados con el uso de dichas álgebras para los estudios de las ondas de choque. 

En el Capítulo II presentamos conceptos básicos sobre el Álgebra de Colombeau  " "G , dentro 

de la cual encontramos una nueva herramienta que nos permite dar sentido a términos no lineales 

que implican multiplicación de distribuciones, esto es la Asociación " "≈ . 

En el Capítulo III mostraremos los esquemas numéricos desarrollados por J.F. Colombeau y 

A.Y.Le.Roux [3], J.J. Cauret [2] y H.A. Biagioni [4], para resolver ( )∗ .  

También daremos una demostración del Teorema de Estabilidad más detallada que la mostrada 

en [4]  para este esquema, cuando el valor inicial para u es 0 ( ) 0u x ≥ . Luego modificaremos el 

esquema para 0 ( ) 0u x ≤ . Este esquema obtenido no se encuentra en la literatura revisada.  

Finalmente mostraremos algunos resultados numéricos para ,u σ  en ambos casos. 

En el Capítulo IV transformaremos el sistema de ecuaciones ( )∗ , el cual no es conservativo, a la 

forma conservativa; luego encontraremos las soluciones débiles de éste, la forma explícita de 

estas tampoco se encuentra en los trabajos que estudiamos; por último mostraremos algunas 

gráficas de estas soluciones en varios tiempos. Finalmente en el Capítulo V, resolvemos ( )∗ en 

G . Para esto usamos los hechos discutidos en [10]. Esto nos permite encontrar la forma explícita 

de estas soluciones; cabe resaltar que esta forma explícita no se encuentra en la literatura revisada. 

Luego las compararemos con las soluciones numéricas y observamos que ellas son aspectos 

macroscópicos de las soluciones en G , en una de las tres clases posibles. Al final de este 

capítulo daremos una breve discusión de los resultados obtenidos. 

Las soluciones numéricas en el capítulo III, se consiguen usando  Matlab. Para obtener las 

soluciones explícitas en IV y V nos ayudamos con el programa Mathematica. 
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1.2  Literatura Revisada 
 
Durante todo nuestro trabajo para álgebras de Colombeau, seguimos las definiciones básicas y la 

notación utilizada en M. Oberguggenberger, [1] y H.A. Biagioni, [4]. Para las definiciones mas 

simples, seguimos la notación usada en G. Shilov, [11], R. Kamwal, [12]  y F. Tréves, [14]. 

 

1.3 Definiciones Básicas 
  
Definición 1.3.1    
 
Sea ( )xϕ una función real definida sobre x−∞ < < ∞ . El soporte de una función continua ϕ  es 

definido como la clausura del conjunto que consiste de todos los puntos x  tal que ( ) 0xϕ ≠ , y es 

denotado por ( )Supp ϕ , [12]. 

Definición 1.3.2 
 
Una función ( )xϕ es llamada una función de prueba si: 

• ( )xϕ es infinitamente diferenciable; tales funciones son llamadas funciones C∞ . 

• ( )xϕ tiene soporte compacto, [12]. 

Definición 1.3.3 
 
El espacioD  es definido como el conjunto de todas las funciones infinitamente diferenciables 

con soporte compacto, dicho de otra forma es el espacio de las funciones de prueba, [12]. 
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Definición 1.3.4 
 
Un funcional lineal T  sobre el espacioD  es una operación por medio del cual asignamos a 

cualquier función de prueba ϕ  un número real, denotado por ,T ϕ〈 〉   y  que cumple  

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , ,   ,  ,T c c c T c T D c cϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 ∀ ∈ ∀ ∈ℝ , [12]. 

Definición 1.3.5 
 
Una sucesión de funciones de prueba 1,2,...{ ( )}m mxϕ = converge a cero en D , si todas las funciones 

mϕ  se desvanecen fuera de la misma reguión acotada y convergen uniformemente a cero junto 

con sus derivadas de cualquier orden. 

Una  sucesión de funciones de prueba 1,2,...{ ( )}m mxϕ = converge a 0ϕ , si 0( ) ( )m x xϕ ϕ−  converge a 

cero en D , [11]. 

Definición 1.3.6 
 
Un funcional lineal T  sobre D  es continuo si la sucesión , mT ϕ〈 〉 converge a ,T ϕ〈 〉 , cuando la 

sucesión de funciones { }mϕ converge a ϕ ,[12]. 

Definición 1.3.7 
 
Una función ( )f x es localmente integrable en ℝ , si

1

( )
R

f x dx∫  existe para cualquier región 

acotada 1R  de ℝ . [12] 

Definición 1.3.8 
 
Un funcional lineal continuo sobre el espacioD , es llamado una distribución. 
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Las distribuciones más sencillas son las generadas por funciones localmente integrables. Una 

función localmente integrable f  genera una distribución através   

                                               , : ( ) ( )f f x x dxϕ ϕ〈 〉 = ∫ . 

 
Estas reciben el nombre de distribuciones regulares y todas las otras se llaman distribuciones 

singulares. Dentro de las distribuciones singulares tenemos la distribución delta de Dirac " "δ , 

esto es:   

                          
                                               , (0)δ ϕ ϕ〈 〉 = . 
 
O sea que δ es el funcional que asigna a cada función de prueba ϕ  el número (0)ϕ ,[12]. 

 
Definición 1.3.9 
 
El espacio 'D se define como el espacio de todas las distribuciones,[12]. 
 

 
Definición 1.3.10 
 
Sea ∂ el operador diferenciación y sea T  una distribución. Definimos la derivada distribucional 

de T , T∂  por:    , ,T Tϕ ϕ〈∂ 〉 = −〈 ∂ 〉   donde 'ϕ ϕ∂ = . 

Las derivadas de orden superior las podemos definir, repitiendo este proceso. 

 De lo cual resulta:    , ( 1) ,k k kT Tϕ ϕ〈∂ 〉 = − 〈 ∂ 〉 , [12].    

 

Ejemplo 1.3.9.11 
 

Muestre que 'H δ= , donde 
1   0

( )
0   0 

x
H x

x

>
= 

<
 

 



 
 
 

 
 

 14 

Sea Dϕ∈ , Sabemos que 
 

' ', , ,H H Hϕ ϕ ϕ〈 〉 = 〈∂ 〉 = −〈 〉  

                            
0

' ' '

0

(0)H dx dx dxϕ ϕ ϕ ϕ
∞ ∞

−∞ ∞

= − = − = =∫ ∫ ∫    pues ϕ  es de soporte compacto 

                             (0) ,     Dϕ δ ϕ ϕ= = 〈 〉 ∀ ∈ , de donde concluimos que 'H δ= . 
 
Definición 1.3.12 
 
 
Sean Cϕ ∞∈  y  'T D∈ una distribución. Si al menos uno de los dos conjuntos ( )Supp ϕ ó 

( )Supp T es compacto, entonces la función  , ( )yx T x yϕ→ 〈 − 〉  es una función C∞ , llamada la 

convolución deϕ  con T ; y denotada por Tϕ ∗  o T ϕ∗ , es decir: x∀ ∈ℝ  

                                                    ( ) ( ) , ( )yT x T x yϕ ϕ∗ = 〈 − 〉 . 

La notación yT  significa que la distribución T actua sobre la función ( )x yϕ − que depende de la 

variable y . Cuando la distribución T es generada por una función localmente integrable f , [14] 

entonces:   

                                        , ( ) ( ) ( )yT x y f y x y dyϕ ϕ
∞

−∞

〈 − 〉 = −∫ .                                     . 
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2

 
 
 

2.1 Construcción del álgebra de Colombeau 
 
Consideremos el conjunto qA , definido para cada 0q∈ℕ de la siguiente manera: 

                      

                                         0 :  ( ) 1 A D x dx

∞

−∞

 
= Φ∈ Φ = 
 

∫   

y para 0q >  

                               :  ( ) 1  ( ) 0 , 1 j qj

qA D x dx x x dx

∞ ∞

−∞ −∞

 
= Φ∈ Φ = ∧ Φ = ≤ ≤ 
 

∫ ∫ . 

 

Lema 2.1.1 

Para cada  0q∈ℕ , qA ≠ ∅ . 

 
DemostraciDemostraciDemostraciDemostracióóóónnnn    
    

Tomemos Dψ ∈ , que es par y que cumple la condición ( ) 1x dxψ
∞

−∞

=∫ . De esta manera tenemos 

que 1Aψ ∈ , ya que ( ) 1x dxψ
∞

−∞

=∫  y ( ) 0x x dxψ
∞

−∞

=∫ . Entonces 1A ≠ ∅  .  

Luego, dado tal ψ , definamos  ''ϕ ψ λψ= +  donde λ es un parámetro a determinar, y veamos 

que 1Aϕ∈ . 

'' '' '( ) 1 1dx dx dx dxϕ ψ λψ ψ λ ψ λψ
∞ ∞ ∞ ∞

+∞
−∞

−∞ −∞ −∞ −∞

= + = + = + =∫ ∫ ∫ ∫  . 
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Luego '' ''( )x dx x x dx x dx x dxϕ ψ λ ψ ψ λ ψ
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

= + = +∫ ∫ ∫ ∫ que después de integrar por partes 

resulta en: 

' ' '[ ] 0x dx x dx x dx x dx dx x dxϕ ψ λ ψ ψ ψ λ ψ ψ
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+∞
−∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞

= + − = − = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , es decir  1Aϕ∈ . 

Ahora encontremos λ  para el cual 2Aϕ∈ , por lo cual basta probar que   2 0x dxϕ
∞

−∞

=∫ . Pero 

2 2 2 ''x dx x dx x dxϕ ψ λ ψ
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= +∫ ∫ ∫ . Luego, integrando por partes tenemos que: 

2 2 2 ' ' 2[ 2 ] 2 [ ]x dx x dx x x dx x dx x dxϕ ψ λ ψ ψ ψ λ ψ ψ
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞
−∞ −∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞

= + − = − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫          

Por tanto 2 2 2x dx x dx dxϕ ψ λ ψ
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= +∫ ∫ ∫ . Entonces para que 2 0x dxϕ
∞

−∞

=∫  necesitamos que 

2( 1/ 2) x dxλ ψ
∞

−∞

= − ∫ . Para este λ , 2Aϕ∈ , lo que demuestra que 2A ≠ ∅ . 

De hecho, porque para ψ  par, ''ψ  también es par, se obtiene que 3Aϕ∈ ; es decir 3A ≠ ∅ . 

Inclusive si redefinimos '' (4)
1 2ϕ ψ λψ λψ= + +  y si tomamos 4

2 ( 1/ 4!) x dxλ ψ
∞

−∞

= − ∫  entonces  

obtenemos que 4Aϕ∈ . De esta manera se forma una cadena infinita descendente de conjuntos 

no vacíos así: 

0 1 2 ... qA A A A⊇ ⊇ ⊇ ⊇ .□  

Uno puede demostrar que 
0

qA
∞

=∅∩ . 
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Ahora pasemos a construir el álgebra de Colombeau sobre ℝ , la cual denotaremos por G. Para 

ello definamos 0 ( )( ( ))AE C∞= ℝ
ℝ , que es la clase de todos los mapeos 0:u A C∞→  . 

Sobre E  introducimos la estructura de un álgebra diferencial. Sean ,u v E∈  y c∈ℝ . Entonces 

definimos operaciones pertinentes y la derivación ∂  así: 

( )( ) ( ) ( )u v u vϕ ϕ ϕ+ = +  

( )( ) ( )cu cuϕ ϕ=  

( )( ) ( ) ( )uv u vϕ ϕ ϕ=  

( )( ) ( ( ))u uϕ ϕ∂ = ∂ ,  para cada  0Aϕ∈ . 

E  es un álgebra diferencial sobre ℝ , en el sentido que:  

• La derivación ∂ es un operador lineal es decir ,u v E∀ ∈  y ,r s∀ ∈ℝ , 

( )ru sv r u s v∂ + = ∂ + ∂  

• Cumple la regla de Leibniz para el producto en E :  

                                                       ( ) ( ) ( )uv u v u v∂ = ∂ + ∂ .                                                   2.1.2 

Veamos solamente que en E se cumple la regla de Leibniz. 

( ( ))( ) (( )( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( ))( ) ( ( ) )( )uv uv u v u v u v u vϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∂ = ∂ = ∂ + ∂ = ∂ + ∂   de donde 

( ( ))( ) ( ( ))( ) ( ( ) )( ) ( ( ) ( ) )( )uv u v u v u v u vϕ ϕ ϕ ϕ∂ = ∂ + ∂ = ∂ + ∂ . Por tanto cumple (2.1.2). 

Además tenemos un mapeo lineal inyectivo ':D E→ℓ talque para cada 'w D∈  se tiene que   

                                                      0( ) :w A wϕ ϕ∋ ∗ℓ ֏  .                                                   2.1.3        

 Veamos que ℓ  es inyectivo. En efecto, sea '
1 2,w w D∈  con 1 2( ) ( )w w=ℓ ℓ . 
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Entonces por definición tenemos que 1 2w wϕ ϕ∗ = ∗ , y como para cada  0ε >  se tiene que 

0 0A Aεϕ ϕ∈ ⇔ ∈ , donde 
1 x

εϕ ϕ
ε ε

 =  
 

, por tanto 1 2w wε εϕ ϕ∗ = ∗ . 

 Ahora para cada Dψ ∈ , tenemos  1 2, ,w wε εϕ ψ ϕ ψ〈 ∗ 〉 = 〈 ∗ 〉 . Luego pasando al límite 

cuando 0ε +→  tenemos de [1] que 1 2, ,w wψ ψ〈 〉 = 〈 〉  para cualquier  Dψ ∈ . Entonces 

concluimos 1 2w w=  y así ℓ  es inyectiva.□  

Ahora introducimos el espacio nulo Ν , el cual consiste de todos los mapeos  u E∈  que tienen 

la siguiente propiedad: 

Para todo conjunto compacto K ⊂ ℝ , para todo 0α ∈ℕ , existe un N ∈ℕ  talque para  todo 

q N≥  y para todo qAϕ∈ , existen constantes positivas 0c > , 0η >  tal que (0, )ε η∀ ∈  

                                             sup ( , ) q N

x K

u x cα
εϕ ε −

∈
∂ ≤                                               2.1.4 

donde se utiliza la notación ( , ) ( )( )u x u xϕ ϕ= . También notemos que los elementos de Ν  

tienden a cero más rápido que cualquier potencia de ε , cuando q es lo suficientemente grande. 

Ν  es una subálgebra cerrada bajo diferenciación, pero no es un ideal en E , desde que  E  

contiene elementos de crecimiento arbitrario cuando ε  tiende a cero. Por ejemplo, si para cada 

0Aϕ∈ , ( )u eϕϕ =  y (0) 1ϕ =  entonces  

(0) (1/ ) (0) (1/ )( , )u o e e eεϕ ε ϕ ε
εϕ = = = →∞   cuando 0ε → . 

Por tal razón debemos excluir este tipo de crecimiento. Para ello definamos el conjunto ME ,  de 

todos los mapeos de crecimiento moderado, es decir de todos los mapeosu E∈ talque para todo 
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[ ]U u u= = +Ν

subconjunto compacto K ⊆ ℝ , para todo  0α ∈ℕ , existe un N ∈ℕ talque para todo NAϕ∈  se 

tiene que existen constantes positivas 0c >  y 0η >  talque (0, )ε η∀ ∈ , 

                                                            sup ( , ) N

x K

u x cα
εϕ ε −

∈
∂ ≤ .                                           2.1.5                                    

Estos elementos de E  son llamados moderados. Ellos constituyen un álgebra diferencial y Ν  es 

un ideal en ME . 

Finalmente, nosotros definimos MEG =
Ν

. En otras palabras G es el conjunto de todas las clases 

de equivalencia de todos los mapeos Mu E∈  módulo Ν . Por tanto si U G∈  entonces:              

 

donde Mu E∈ .                                                                                                                                            

Además las operaciones en G  tales como diferenciación, adición y multiplicación están 

definidas mediante los representantes en ME . En particular para ,U V G∈ : 

                                                      [ ] [ ] [ ]U V u v uv⋅ = ⋅ = . 

El espacio 'D  es considerado como un subespacio de G , pues cualquier distribución w sobre ℝ  

es considerada como la clase del mapeo moderado ( )( )w wϕ ϕ= ∗ℓ  y ℓ  es inyectiva. 

 De esta manera  escribimos que 'D G⊆ . 

Es de notar que el álgebra C∞  de todas las funciones infinitamente diferenciales sobre ℝ , es una 

subálgebra de G , pues cualquier f C∞∈ es considerada como la clase del mapeo constante, 

0:fu A ∞→ℂ  talque ( , ) ( )fu x f xϕ = . También podemos aplicar a f el mapeo ℓ ,  [1] 

pero ( )fu f− ∈Νℓ entonces [ ] [ ( )]fu f= ℓ . Recordemos que en teoría de distribuciones no se 
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define el producto de ellas. Ahora dado que 'D G⊆  entonces en G  si podemos multiplicar 

distribuciones arbitrarias. Luego como G  es un álgebra diferencial que contiene a las 

distribuciones, entonces  G  es también invariante bajo la superposición de funciones suaves 

polinomialmente acotadas, es decir si 1 2 3[ ],[ ],[ ],...,[ ]mu u u u son miembros de G  y ( )
m

MF O∈ ℝ , 

entonces se tiene 

                                        1 2 1 2([ ],[ ],...,[ ]) [ ( , ,..., )]m mF u u u F u u u= . 

Aquí ( )mMO ℝ  consiste de todas las funciones suaves C∞ , cuyas derivadas no crecen más rápido 

que polinomios de x . 

Finalmente indicamos que si 'w D∈  entonces [ ( )]wℓ , lo denotaremos por w  mismo.  

 
2.2  Relación de asociación 
 

Definición 2.2.1 

Un elemento U G∈  se dice que admite una distribución asociada 'w D∈ , si U  tiene un 

representante Mu E∈  tal que: 

para todo Dψ ∈  existe N ∈ℕ  tal que para todo NAϕ∈  

                                        
0

lim ( , ) ( ) ,u x x dx wεε
ϕ ψ ψ

+∞

→
−∞

= 〈 〉∫  .  

Decimos que  1U  y 2U  son asociadas y escribimos, 1 2U U≈ , si 1 2 0U U− ≈ . 

Sea T una distribución, decimos que una función generalizada U G∈ , tiene a T como aspecto 

macroscópico si U T≈ . 
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A continuación daremos algunos ejemplos de elementos de G  que admiten una distribución 

asociada. 

2.3  Ejemplos de distribuciones asociadas 

 Ejemplo 2.3.1 

Mostremos que ( ) 0x xδ⋅ ≈ , donde ( )xδ es la distribución Delta de Dirac con soporte {0} . 

Notemos que ( ) ( )x x x xδ δ⋅ ≠ . Según la teoría de distribuciones de Schwartz 

( ), ( ), 0 (0) 0x x x xδ ψ δ ψ ψ〈 〉 = 〈 〉 = = . Por tanto ( ) 0x xδ = . Pero en ( )x xδ⋅  el " "⋅ denota el 

producto en G . 

Ahora sea 0Aϕ∈ y sea Dψ ∈ . Es claro que ( )x x Gδ⋅ ∈  y un representante de él es de la 

forma ( , ) ( )u x x xϕ ϕ= .  

Luego ( , ) ( )
x x

u xεϕ ϕ
ε ε

=  y  
0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) 0
x x

x dx y y y dy
ε ε

ϕ ψ ε ϕ ψ ε
ε ε

+∞ +∞

→ →
−∞ −∞

 
= = 

 
∫ ∫ . 

Por tanto ( ) 0x xδ⋅ ≈ . 

Observación  

Si U y V  son elementos de G  tal que U V≈  entonces para todo 0α ∈ℕ  y para todo F C∞∈ , 

 tenemos que: 

                                                 U Vα α∂ ≈ ∂   

                                                 F U F V⋅ ≈ ⋅  

También la asociación " "≈ es preservada bajo la suma es decir si 1 2U U≈ y 1 2V V≈  entonces 

1 1 2 2U V U V+ ≈ + . 
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Estas son todas las operaciones que son compatibles con la asociación. La asociación no puede 

ser preservada bajo la multiplicación de miembros generales de G . 

 Note que en G , ( ) 0x xδ⋅ ≈  pero 2 ( )x xδ⋅ donde 2δ δ δ= ⋅  no esta asociado a cero. 

El concepto de asociación ofrece una generalización del concepto de igualdad de teoría de 

distribuciones. Desde la asociación damos la generalización del concepto de solución débil de 

ecuaciones diferenciales parciales. 

A continuación daremos algunas asociaciones importantes. 

 Sea H la función de Heaviside 
1     0

( )
0     0

x
H x

x

>
= 

<
 . 

Dado que G es invariante bajo la superposición de funciones suaves polinomialmente acotadas, 

entonces sin( )H es un elemento de G .  

Ejemplo 2.3.2 

Probemos que en G , sin( )H H≈ .    

El representante u de sin( )H en ME  es: 

( , ) sin[( )( )]u x H xϕ ϕ= ∗   y de esta manera ( , ) sin[( )( )]u x H xε εϕ ϕ= ∗ . 

Por otro lado 
0

1 1
( )( ) ( ) ( ) ( )

x y x y
H x H y dy dyεϕ ϕ ϕ

ε ε ε ε

∞ ∞

−∞

− −
∗ = =∫ ∫ . 

Haciendo el cambio de variable y  en  
x y

z
ε
−

=  tenemos ( )( ) ( )

x

H x z dz
ε

εϕ ϕ
−∞

∗ = ∫  y así  

                                                ( , ) sin( ( ) )

x

u x z dz
ε

εϕ ϕ
−∞

= ∫  .      
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Sea Dψ ∈ . Luego 
0 0

lim ( , ) ( ) lim sin( ( ) ) ( )

x

u x x dx z dz x dx
ε

εε ε
ϕ ψ ϕ ψ

+∞ +∞

→ →
−∞ −∞ −∞

=∫ ∫ ∫ . Ahora notemos que la 

función integrante está acotada por una función integrable, esto es así: 

 sin ( ) ( ) ( )

x

z dz x x
ε

ϕ ψ ψ
−∞

 
  ≤ 
 
 

∫  pues ψ  es integrable. Además la función integrante converge 

casi en toda parte a sin(1) ( ) ( )H x xψ . Veamos que esto es así. 

Como 
0

sin(1) ( )    0
limsin[ ( ) ] ( )

0                   0     

x

x x
z dz x

x

ε

ε

ψ
ϕ ψ

→
−∞

>
= 

<
∫     

entonces 
0

limsin[ ( ) ] ( ) sin(1) ( ) ( )

x

z dz x H x x
ε

ε
ϕ ψ ψ

→
−∞

=∫  casi  en toda parte. Ahora considerando el 

teorema de la convergencia dominada de Lebesgue tenemos: 

0 0
lim ( , ) ( ) lim sin( ( ) ) ( )

x

u x x dx z dz x dx
ε

εε ε
ϕ ψ ϕ ψ

+∞ +∞

→ →
−∞ −∞ −∞

=∫ ∫ ∫  

                                   
0

limsin[ ( ) ] ( )

x

z dz x dx
ε

ε
ϕ ψ

+∞

→
−∞ −∞

= ∫ ∫  

                                   sin(1) ( ) ( ) sin(1) ,H x x dx Hψ ψ
∞

−∞

= = 〈 〉∫     

 Por tanto  sin( ) sin(1)H H≈ .  

Similarmente se demuestra que sin ( ) sin (1)n nH H≈ , para cada n∈ℕ  . 
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Ejemplo 2.3.3  

Sea F una función suave y acotada, entonces ( ) (0)F Fδ ≈ .  

En efecto un representante de ( )F δ  es ( )( , ) ( )( ) ( ( ))u x F x F xϕ δ ϕ ϕ= ∗ = , sea Dψ ∈  luego 

0 0
lim ( , ) ( ) lim ( ( )) ( )u x x dx F x x dxε εε ε

ϕ ψ ϕ ψ
+∞ +∞

→ →
−∞ −∞

=∫ ∫   y dado que la función integrante converge casi 

en toda parte a (0) ( )F xψ , esto es: 

0

(0) ( )           01
lim ( ( )) ( )

(0) ( )          0 

F x xx
F x

F x xε

ψ
ϕ ψ

ψε ε→

>
= 

<
  ya que ( )xϕ es de soporte compacto.  

También notemos que la función integrante es mayorada por una función integrable, esto es: 

1
( ) ( )

x
F x C xϕ ψ ψ

ε ε
   ≤  

  
 pues F es acotada y ψ  es integrable, donde C es una constante 

que no depende de ε . Luego 

0 0
lim ( , ) ( ) lim ( ( )) ( )u x x dx F x x dxε εε ε

ϕ ψ ϕ ψ
+∞ +∞

→ →
−∞ −∞

=∫ ∫  

                                   
0

lim ( ( )) ( )F x x dxεε
ϕ ψ

+∞

→
−∞

= ∫    por el teorema de Lebesgue 

                                  
0

1
lim ( ( )) ( )

x
F x dx

ε
ϕ ψ

ε ε

+∞

→
−∞

= ∫  

                                  (0) ( ) (0),    F x dx Fψ ψ
+∞

−∞

= = 〈 〉∫ , y así ( ) (0)F Fδ ≈ . 

En particular como el sin x y el cos x  son funciones suaves y acotadas entonces  

sin( ) sin(0) 0δ ≈ =  y cos( ) cos(0) 1δ ≈ = . 
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Ejemplo 2.3.4 

n∀ ∈ℕ  y 2n ≥ , nH H≠ en G , sin embargo nH H≈ . 

Para demostrar la primera parte razonemos por el absurdo. 

Supongamos que 2n∃ ≥  tal que nH H= , derivando a ambos lados, obtenemos 

                                                          1 ' 'nnH H H− = .                                                         2.3.4.1           

Luego multiplicando por H  se tiene ' 'nnH H HH= . Pero, como nH H= entonces concluimos 

que ' 'nHH HH= de donde '( 1) 0n HH− = , por tanto 

                                                             ' 0HH = .                                                              2.3.4.2       

Ahora  (2.3.4.2) implica que 2 ' 0H H =   y 0   k 1kH H = ∀ ≥  .  

Así de  (2.3.4.1) concluimos que 

                                          ' 0H =  

lo cual es una contradicción, ya que   'H δ= .                                                                           

Ahora veamos que nH H≈ en G .  

Un representante de nH  es ( , ) ( ) ( )nu x H xϕ ϕ= ∗ de donde ( , ) ( ) ( )nu x H xε εϕ ϕ= ∗ . 

Sea Dψ ∈ . Luego encontremos 
0 0

lim ( , ) ( ) lim ( ) ( )nu x x dx H x dxε εε ε
ϕ ψ ϕ ψ

+∞ +∞

→ →
−∞ −∞

= ∗∫ ∫ . 

Notemos que la función integrante converge casi en toda parte a ( ) ( )H x xψ , esto es  

0 0

( )  0   
lim( ) ( ) lim( ( ) ) ( )

0        0    

x

n n
x x

H x z dz x
x

ε

εε ε

ψ
ϕ ψ ϕ ψ

→ →
−∞

>
∗ = = 

<
∫  
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de donde 
0

lim( ( ) ) ( ) ( ) ( )

x

nz dz x H x x
ε

ε
ϕ ψ ψ

→
−∞

=∫   casi en toda parte; y como la función integrante es 

mayorada por una función integrable, entonces considerando el teorema de la convergencia 

dominada de Lebesgue tenemos:  

 
0 0

lim ( , ) ( ) lim ( ) ( )nu x x dx H x dxε εε ε
ϕ ψ ϕ ψ

+∞ +∞

→ →
−∞ −∞

= ∗∫ ∫   

                                   
0

lim( ) ( )nH x dxεε
ϕ ψ

∞

→
−∞

= ∗∫  

                                   
0

lim( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ,

x

nz dz x dx H x x dx H
ε

ε
ϕ ψ ψ ψ

∞ ∞

→
−∞ −∞ −∞

= = = 〈 〉∫ ∫ ∫ . 

Así demostramos que nH H≈ en  G . 

Comentario 

Una característica importante del concepto de asociación es que abre más las posibilidades de modelar 

fenómenos físicos. Por ejemplo en la teoría de distribuciones hay un solo objeto en el cual se puede modelar la 

discontinuidad de una cantidad de un valor a otro, este se conoce como la función de Heaviside H .  

También existe solo una representación del punto de masa, esta es la medida de Dirac δ . Esto está muy bien 

para problemas lineales, pero cuando trabajamos con problemas no lineales, no es agradable encontrar un 

producto de distribuciones H δ⋅ , es aquí donde la asociación nos ofrece un remedio 
1

2
H δ δ⋅ ≈ , y en general 

existe una gran variedad de elementos de G   que son asociados con la función de Heaviside., pero no iguales a 

esta, ver [1][1][1][1] , por ejemplo  
nH H≈ . 
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Usaremos tales miembros para representar la discontinuidad de algunas cantidades físicas que permitan 

introducir propiedades no lineales deseadas. 

A continuación mostraremos algunos resultados sobre  la asociación, que serán de gran utilidad 

para desarrollar el trabajo. 

Ejemplo 2.3.5 

Sea H la función de Heaviside, entonces para cada ,  Gn K∈ ∃ ∈ℕ tal que K H≈ , 

' '( )
1

n
HK H

n
≈

+
  y ' '1

1
H K H

n
≈

+
. 

DemostraciónDemostraciónDemostraciónDemostración    
    
Sea n∈ℕ , sabemos que 1nH H+ ≈ , entonces derivando tenemos 1 ' ' '( ) ( 1)n nH n H H H+ = + ≈ , 

 lo cual podemos escribir así: 

                                       1 ' '1
( )( )nn

nH H H H
n

−+
≈   

                               1 ' '( ) ( )
1

n n
nH H H H

n

− ≈
+

  esto es  

                                        ' '( ) ( )
1

n n
H H H

n
≈

+
. 

Luego escojamos nK H=  y así   

                                        ' '( )
1

n
HK H

n
≈

+
 .   

Es claro que 0 1
1

n

n
< <

+
. 

Además como   ' '( 1) nn H H H+ ≈ entonces '1
'

1
nH H H

n
≈

+
 pero  nK H= y por tanto  
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                                              ' '1

1
H K H

n
≈

+
.□  

Proposición 2.3.6 

Sean H la función de Heaviside, Mf O∈   y ( )L f H= . Entonces (1) (1 ) (0)L f H H f≈ + − . 

DemostraciónDemostraciónDemostraciónDemostración 

Sabemos que un representante de ( )L f H= es de la forma: 

( , ) (( )( )) ( ( ) ( ) )u x f H x f H y x y dyϕ ϕ ϕ
∞

−∞

= ∗ = −∫ .  

Luego Dψ∀ ∈  

1
( , ) ( ) ( ( ) ( ) )) ( )

x y
u x x dx f H y dy x dxεϕ ψ ϕ ψ

ε ε

+∞ +∞ ∞

−∞ −∞ −∞

−
=∫ ∫ ∫  

                             ( ( ) ( ) )) ( )f H x z z dz x dxε ϕ ψ
+∞ ∞

−∞ −∞

= −∫ ∫ . 

Pero la función integrante es acotada por una función integrable y además converge casi en toda 

parte a ( )( ) ( )f H x xψ , ya que 

0
lim ( ( ) ( ) ) ( ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( ( )) ( )f H x z z dz x f H x z dz x f H x x
ε

ε ϕ ψ ϕ ψ ψ
∞ ∞

→
−∞ −∞

− = =∫ ∫  

pues como 0Aϕ∈ , ( ) 1z dzϕ
∞

−∞

=∫  .   

De otro lado
(1)   0 

( ( ))
(0)   0 

f x
f H x

f x

>
= 

<
 , por tanto ( )( ( )) (1) ( ) (0) 1 ( )f H x f H x f H x= + − . 

Ahora, 
0 0

lim ( , ) ( ) lim ( ( ) ( ) )) ( )u x x dx f H x z z dz x dxεε ε
ϕ ψ ε ϕ ψ

+∞ +∞ ∞

→ →
−∞ −∞ −∞

= −∫ ∫ ∫  
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0

lim ( ( ) ( ) ) ( )f H x z z dz x dx
ε

ε ϕ ψ
∞ ∞

→
−∞ −∞

= −∫ ∫    

                                               ( )( ( )) ( ) (1) (0) 1 ,f H x x dx f H f Hψ ψ
∞

−∞

= = 〈 + − 〉∫ .               

Luego de la definición de asociación se sigue que  (1) (1 ) (0)L f H H f≈ + − .□  

Proposición 2.3.7   

Para cualquier c∈ℝ , existen , Mf g O∈ con las siguientes propiedades: 

i. (1) 1 (1)f g= = y (0) 0 (0)f g= = . 

ii. 
1

'

0

( ) ( )c f w g w dw= ∫ . 

iii.   si  ( )L f H=  y ( )K g H= entonces ' 'LK cH≈  y ' '(1 )KL c H≈ −  . Más aun 

( )' 'LK H= . 

Demostración Demostración Demostración Demostración     
    
Supongamos que ( )L f H=  y ( )K g H= . 

 Primero mostremos que 
1

' ' '

0

( ) ( )LK f w g w H
 

≈  
 
∫ .Sabemos que un representante de 'LK  es  de 

la forma '( , ) (( )( )) (( )( )) ( )u x f H x g H x xϕ ϕ ϕ ϕ= ∗ ∗  y por tanto, 

 '
1 1 1 2 2 2

1
( , ) ( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ) ( )

x
u x f H x z z dz g H x z z dzε εϕ ε ϕ ε ϕ ϕ

ε ε

∞ ∞

−∞ −∞

= − −∫ ∫ . 

 Sea Dψ ∈ , luego haciendo un cambio de variable 
x

v
ε

= , resulta en 
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'
1 1 1 2 2 2( , ) ( ) ( ( ( )) ( ) ) ( ( ( )) ( ) ) ( ) ( )u x x dx f H v z z dz g H v z z dz v v dvεϕ ψ ε ϕ ε ϕ ϕ ψ ε

+∞ +∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

= − −∫ ∫ ∫ ∫  

Pero sabemos que 1 1( ( )) ( )H v z H v zε − = −  y 2 2( ( )) ( )H v z H v zε − = − . Así 

'
1 1 1 2 2 2( , ) ( ) ( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( )u x x dx f H v z z dz g H v z z dz v v dvεϕ ψ ϕ ϕ ϕ ψ ε

+∞ +∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

= − −∫ ∫ ∫ ∫  

 

Por tanto 

'
1 1 1 2 2 2

0

'
1 1 2 2

 lim ( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( )

                                       = ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) (0)
v v

f H v z z dz g H v z z dz v v dv

f z dz g z dz v dv

ε
ϕ ϕ ϕ ψ ε

ϕ ϕ ϕ ψ

+∞ ∞ ∞

→
−∞ −∞ −∞

+∞

−∞ −∞ −∞

− − =∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

                                      
1 1

' ' '

0 0

(0) ( ) ( ) ( ) ( ) ,f w g w dw f w g w dw Hψ ψ
 

= = 〈 〉 
 

∫ ∫  

donde ( )
v

w z dzϕ
−∞

= ∫ y ( )dw v dvϕ= , puesto que 'H δ= . 

Luego por la definición de asociación se sigue que 

                                                      
1

' ' '

0

( ) ( )LK f w g w H
 

≈  
 
∫ .                                            2.3.7.1 

De manera similar se demuestra que  

                                                      
1

' ' '

0

( ) ( )KL f w g w dw H
 

≈  
 
∫ .                                        2.3.7.2 

Tomemos 
sin( )

( )    0, ,...
sin( )

aw
f w a

a
π= ≠ ± ,  y ( )g w w= . 

Así (i) se cumple de inmediato.  
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También notemos que 

                             
1 1

' 1

0 0

sin( ) 1 cos( )
( ) ( ) tan( )

sin( ) sin( ) 2

aw a a
f w g w dw dw a

a a a

−−
= = =∫ ∫ .                     2.3.7.3      

Sea c∈ℝ , y asumamos que la función 1( ) tan( )
2

a
a aµ −=  es restringida a ( ) ( ), 2 2 ,3π π π π∪ , 

dado que lim ( )
a

a
π
µ

+→
= −∞  y 

3
lim ( )
a

a
π
µ

−→
= ∞ , y como ( )aµ es continua en ( ) ( ), 2 2 ,3π π π π∪ , 

entonces por una aplicación del teorema del valor intermedio, tenemos que para 0c ≠ , 

existe ( ) ( ), 2 2 ,3a π π π π∈ ∪ talque ( )a cµ = . Usando esto en (2.3.7.3) obtenemos que (ii) se 

cumple. 

Notemos también que        

                 [ ]
1 1 1

'' ' 1
0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1f w g w dw f w g w dw f w g w dw f w g w+ = = =∫ ∫ ∫  

y por (ii) se sigue que  

                                    
1 1

' '

0 0

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1f w g w dw f w g w dw c= − = −∫ ∫ .                                 2.3.7.4 

Ahora reemplazando (ii) en (2.3.7.1) y (2.3.7.4) en (2.3.7.2) obtenemos: 

' 'LK cH≈  y  ' '(1 )KL c H≈ −  respectivamente; así (iii) se cumple.  

Ahora dado que la asociación se conserva bajo la suma, entonces  

' ' ' ' '(1 )LK KL cH c H H+ ≈ + − =   y de aquí que ( )' 'KL H≈ . 

El caso 0c = debe tratarse separadamente, ver [10].□  
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Ejemplo 2.3.8 

Consideremos ( ) nf w w= , ( )g w w=  con ( ) nL f H H= =  y ( )K g H H= =  luego de (2.3.7.1) 

en la demostración para la Proposición 2.3.7, tenemos que  

 
1

' ' '

0

1

1
nLK w dw H H

n

 
≈ = 

+ 
∫  y 

1
' 1 ' '

0 1
n n

KL nw wdw H H
n

− 
≈ = 

+ 
∫  . 

Esto es consistente con el Ejemplo 2.3.5. 

 
2.4 Algebra de Colombeau simplificada 
 

Nosotros ahora definiremos un subespacio SG de G , en el cual el subíndice S  se entiende por 

simplificada. Consideremos el álgebra de todas las secuencias (0, )
0( ) ( )uε ε

∞ ∞
> ∈ ℂ  y su 

subálgebra ,M SE  formada por todas las secuencias que cumplen con la siguiente propiedad: 

Para todo subconjunto compacto K ⊆ ℝ , para todo 0α ∈ℕ , existe un N ∈ℕ tal que  

sup ( ) ( )N

x K

u xα
ε ϑ ε −

∈
∂ =  cuando 0ε +→ . 

Recordemos que la notación ( ) ( ( ))f z zϑ ϕ= cuando 0z z→  significa que existe una constante 

positiva 0A >  y una vecindad V de 0z  de modo que ( ) ( )f z A zϕ≤  para 0V \ { }z z∈ . 

El ideal SΝ  de ,M SE  consiste de todas las secuencias tal que: 

 Para todo subconjunto compacto K ⊆ ℝ , para todo 0α ∈ℕ y para todoq∈ℕ , se cumple que  

sup ( ) ( )q
x K

u xα
ε ϑ ε

∈
∂ =  cuando 0ε +→ . 
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Ahora definimos ,M S

S

S

E
G =

Ν
. Esta es un álgebra diferencial que tiene todas las propiedades 

esenciales deG , excepto que no hay un mapeo canónico de 'D en SG . 

La derivación en SG  es el operador lineal ∂ siguiente: si [ ]SG U R∋ = , entonces  

                                                         [ ]U R∂ = ∂ . 

 Sea 'E el espacio de todas las distribuciones con soportes compactos. Entonces podemos 

construir un mapeo de 'E en SG de la siguiente manera. Sea ( )S ℝ es el espacio de todas las 

funciones C∞ que junto con sus derivadas decrecen cuando x →∞ , más rápido que 
1
N

x
 para 

cada 1,2,3,...N = . Es obvio que las funciones de prueba están contenidas en ( )S ℝ . Pero es en 

( )S ℝ  y no en D , que existe ρ  tal que: 

( ) 1x dxρ
∞

−∞

=∫  y ( ) 0x x dxαρ
∞

−∞

=∫ para todo 0α ∈ℕ . 

Esto nos permite definir el mapeo ' : E SGι →  así: ( ) 0
( )w w ε ε
ι ρ

>
= ∗  para cada 'w E∈ . Este 

mapeo puede extenderse a 'D , a través del mapeo 0( ( ))w w ε εχρ >∗֏  donde χ es una función 

suave de soporte compacto idénticamente igual a uno en una vecindad de cero, [1]. 

También uno puede demostrar que SG  es una subálgebra deG . De hecho la inclusión de SG  en 

G  es dada por ( )[ ] [ ]u uι ϕϕ→ ֏  donde { }( ) sup : ( ) 0x xι ϕ ϕ= ≠   . 

A continuación daremos definiciones de algunas funciones generalizadas en SG . 
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Definición 2.4.1 

Decimos que 1 2, SU U G∈  son asociados, sí y solo sí, para cada Dψ ∈ , tenemos  

                          [ ]1 2( , ) ( , ) ( ) 0R x R x x dxε ε ψ
∞

−∞

− →∫  cuando 0ε +→ , 

donde 1 ,M SR E∈  es un representante de 1U  y  2 ,M SR E∈  es un representante de 2U . 

 

Definición 2.4.2 

Sea T una distribución. Decimos que SU G∈ , tiene a T como aspecto macroscópico [4], si existe 

un representante ,M SR E∈ de G  tal que para todo Dψ ∈  se tiene  

                                             
0

lim ( , ) ( ) ,R x x dx Tε
ε

ϕ ψ ψ
+

∞

→
−∞

= 〈 〉∫  

 

Definición 2.4.3 

Una función generalizada H en SG  es llamada función generalizada de Heaviside, siH tiene un 

representante ,H M SR E∈  para el cual existe ( ) 0A ε >  tal que ( ) 0A ε → cuando 0ε → y cumplen 

las siguientes condiciones: 

1. ( , ) 0    >0HR xε ε= ∀   y ( )x A ε∀ < − . 

2. ( , ) 1    >0HR xε ε= ∀   y  ( )x A ε∀ > . 

3. 
( )

( )

( , ) 0
A

H

A

R x dx

ε

ε

ε
−

→∫  cuando 0ε → . 
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Proposición 2.4.4 

Si H y K  son dos funciones generalizadas de Heaviside, entonces H K≈ . 

DemostraciónDemostraciónDemostraciónDemostración    
 

Sea Dψ ∈ . Luego, comoH y K  son  funciones generalizadas de Heaviside, entonces existen 

sus representantes ,,H K M SR R G∈ , que cumplen (1)-(3) de la  Definición 2.4.3.  

 Ahora probemos que [ ( , ) ( , )] ( ) 0H KR x R x x dxε ε ψ
∞

−∞

− →∫  cuando 0ε → . Note que  

             [ ( , ) ( , )] ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )H K H KR x R x x dx R x x dx R x x dxε ε ψ ε ψ ε ψ
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

− = −∫ ∫ ∫ .            2.4.4.1 

 De otro lado                            

  
( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
A A

H H H H

A A

R x x dx R x x dx R x x dx R x x dx

ε ε

ε ε

ε ψ ε ψ ε ψ ε ψ
−∞ ∞

−∞ −∞ −

= + +∫ ∫ ∫ ∫    2.4.4.2 

y 
( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
A A

K K K K

A A

R x x dx R x x dx R x x dx R x x dx

ε ε

ε ε

ε ψ ε ψ ε ψ ε ψ
−∞ ∞

−∞ −∞ −

= + +∫ ∫ ∫ ∫ .  2.4.4.3 

 

Entonces pasando al límite en (2.4.4.2) y (2.4.4.3) cuando 0ε → , tenemos que: 

0

( , ) ( ) ( ) ,HR x x dx x dx Hε ψ ψ ψ
∞ ∞

−∞

→ = 〈 〉∫ ∫   y  
0

( , ) ( ) ( ) ,KR x x dx x dx Hε ψ ψ ψ
∞ ∞

−∞

→ = 〈 〉∫ ∫ .    2.4.4.4 

 Ahora de (2.4.4.4) y (2.4.4.1) obtenemos que  

[ ( , ) ( , )] ( ) 0H KR x R x x dxε ε ψ
∞

−∞

− →∫  para toda Dψ ∈ , y de aquí que H K≈ . 
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Definición 2.4.5 

Una función generalizada δ en sG es llamada función generalizada de Dirac si δ tiene un 

representante ,M SR Eδ ∈  para el cual existe ( ) 0A ε > talque  ( ) 0A ε → cuando 0ε → y cumplen 

las siguientes condiciones: 

1. ( , ) 0    >0   ( )R x x Aδ ε ε ε= ∀ > .  

2. ( , ) 1    >0R x dxδ ε ε
∞

−∞

= ∀∫ . 

3. 
0

( , )sup R x dxδ
ε

ε
∞

> −∞

< ∞∫  cuando 0ε → . 
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Consideremos un medio elástico unidimensional ocupando el eje x , con densidad ( , )x tρ  y 

velocidad de flujo ( , )u x t . La conservación de la masa en forma diferencial dice que la tasa de 

cambio de la densidad es igual a menos el gradiente del flujo uρ , esto es  

( ) 0t xuρ ρ+ = . 

La conservacion del momentum dice que  

2( ) ( )t x xu uρ ρ σ+ = , 

donde σ  es el esfuerzo.  

Para modelar la velocidad de las colisiones de metales, se utiliza adicionalmente la ley de 

Hook, y esto resulta en la ecuación 

2
t x xu k uσ σ+ = , 

donde k es una constante de elasticidad que depende del medio. 

Este sistema de elásticidad en una dimensión es usado frecuentemente por los ingenieros para 

simulación numérica de choques. 

De las últimas dos ecuaciones, asumiendo que la densidad ρ es muy cerca de un valor 

constante 0ρ , obtenemos el sistema simplificado de ecuaciones diferenciales parciales para 

u yσ , [4], [6],   que discutimos a continuación.  
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3.1 El Sistema De Ecuaciones 
 
Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales: 

                                                        
0

1
t x xu uu σ

ρ
+ =                                                                  3.1.1 

                                                         2
t x xu k uσ σ+ =                                                                  3.1.2 

para un cuerpo elástico unidimensional en el cual las variaciones de la densidad son 

despreciables. 

 Las incógnitas son: la velocidad ( , )u x t y el esfuerzo ( , )x tσ , además 0ρ  denota la densidad; xu  

y tu denotan las derivadas parciales en las variables reales x  y t . 

Este sistema lo podemos escribir en la forma simplificada, esto es  

                                                        t x xu uu σ+ =                                                                       3.1.3         

                                                        t x xu uσ σ+ =                                                                      3.1.4 

Para ello definamos: X ,T ,U  y Σ  por las siguientes ecuaciones 

                                                     
x

X
γ

=   y 
t

T
δ

=                                                                    3.1.5 

                                                   ( )1
( , ) ,U X T u x t

α
=                                                               3.1.6 

                                                  ( ) ( )1
, ,X T x tσ

β
Σ =                                                               3.1.7 

 donde α , β ,γ  y δ son parámetros diferentes de cero a determinar.  
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Ahora notemos que ( ), ( , )
x t

u x t Uα
γ δ

= , de donde t Tu U
α
δ

=  y x Xu U
α
γ

= . 

 Similarmente como ( ), ( , )
x t

x tσ β
γ δ

= Σ  entonces t T

β
σ

δ
= Σ  y x X

β
σ

γ
= Σ .  

Ahora remplazando esto en (3.1.1)   tenemos: 

             

                                                         
0

T X XU UU
αδ δβ
γ αρ γ

+ = Σ  .                                             3.1.8 

Similarmente de (3.1.2) se obtiene: 

                                                     

                                                        
2

T X X

k
U U

αδ αδ
γ βγ

Σ + Σ = .                                               3.1.9 

  El sistema (3.1.8),(3.1.9) va a tener la forma del sistema   (3.1.3),(3.1.4) sí y solo sí 

   1
δα
γ

=  , 
0

1
δβ
αρ γ

=  y 
2

1
k αδ
βγ

= . Resolviendo estas tres condiciones para , ,α β γ  se obtiene  

                                                                 2kβ =                                                                     3.1.10 

                                                                 
2

0

k
α

ρ
= ±                                                               3.1.11 

                                                                 
2

0

k
γ δ

ρ
= ±                                                             3.1.12 

donde δ  es un parámetro. 

Bajo estas condiciones el sistema puede escribirse en la forma simplificada. 

                                                                T X XU UU+ = Σ                                                       3.1.13 
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                                                                 T X XU UΣ + Σ =                                                      3.1.14 

3.2 El Esquema Numérico 
 

Ahora consideremos el sistema (3.1.3)-(3.1.4) y supongamos que los valores iniciales para ,u σ  

que denotamos por 0 0,u σ  están en el espacio ( )BV ℝ , de todas las funciones de variación 

acotada sobre ℝ . Sea 0h > el paso en el espacio, y sea t rh∆ = , con 0r > fijo, el paso en el 

tiempo. Entonces denotamos por ( ),n n

i iu σ , con i∈ℤ , 0n∈ℕ , la aproximación a ( ),u σ en el 

punto ( ),i nx t , donde ix ih=  y nt nrh= . 

Asumimos que las cantidades 0
iu y 0

iσ  son obtenidas como los valores promedios de los datos 

iniciales 0u  y 0σ  sobre cada malla 
2i

h
x x− <  o lo que es lo mismo, sobre cada 1 1

2 2

( , )i
i i

I x x
− +

= . 

Esto es 0
0

1
( ,0)

i

i

I

u u x dx
h

= ∫  y 0
0

1
( ,0)

i

i

I

x dx
h

σ σ= ∫ . Por motivos de simplificar trabajo, 

tomaremos el campo de velocidades como no negativo, esto es 0 0u ≥ . 

Supongamos que las condiciones iniciales satisfacen la siguiente desigualdad: x∀ ∈ℝ  

                                                       0 0( ) ( )x u xσ ≤                                                                     3.2.1 

En práctica esta condición se cumple frecuentemente [2], y dado que 0 ( )u x es acotada, entonces 

tiene sentido definir ( )0 0( ) ( )sup
x

M u x xσ
∈

= +
ℝ

. 

Para construir ( ),n n

i iu σ procedemos de la siguiente manera. Si  ( ),n n

i iu σ es ya conocido entonces 

podemos encontrar ( )1 1,n n

i iu σ+ + por inducción así. 
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Definamos                                  1

2

n n
n i i
i

u u
w −+

=                                                                         3.2.2 

                                                    ( )1
n n n n n

i i i i iv u rw u u −= − −                                                         3.2.3 

                                                    ( )1
n n n n n

i i i i it rwσ σ σ −= − −                                                       3.2.4 

Entonces computamos  

                                        1 1 1 1 12

2 2

n n n n n
n n i i i i i
i i

t t v v v
u v r r+ + − + +   − − +

= + +   
   

                                 3.2.5 

                                       1 1 1 1 12

2 2

n n n n n
n n i i i i i
i i

v v t t t
t r rσ + + − + −   − − +

= + +   
   

                                   3.2.6 

Las funciones ( )hu x  y ( )h xσ las definimos iguales a n

iu  y n

iσ  respectivamente para 
2i

h
x x− <  

y 
2n

rh
t t− < . 

El esquema numérico (3.2.2)-(3.2.6) lo denotaremos por C.C.R en honor a sus autores 

Colombeau, Cauret y Roux. 
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3.3 Estabilidad Del Esquema Numérico 
 

Teorema 3.3.1 

Supongamos que las condiciones iniciales ( )0 0,u σ satisfacen que 0 0u ≥  y 0 0( ) ( )x u xσ ≤  para 

todo x∈ℝ . Sea ( )0 0( ) ( )sup
x

M u x xσ
∈

= +
ℝ

 y además sea 0r > tal que 

                                                     { ,1} 1rMax M ≤ .                                                                    3.3.2 

Entonces el esquema numérico (3.2.2)-(3.2.6) es estable para la norma L∞ , para la variación total 

en el espacio y para la variación total en el tiempo, en el sentido Tonnelli-Cesarís, lo cual 

significa que existen constantes 0A > , 0B >  y 0C >  independientes de i , n  y h  tales que: 

0 n

i

n

i

u A

Aσ

 ≤ ≤


≤
                   Estabilidad para la norma L∞ . 

1

1

n n

i i

i

n n

i i

i

u u B

Bσ σ

+

+

 − ≤



− ≤


∑

∑
        Estabilidad para la variación total en el espacio. 

                    

1

1

n n

i i

i

n n

i i

i

u u C

Cσ σ

+

+

 − ≤



− ≤


∑

∑
     Estabilidad para la variación total en el tiempo. 
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DemostraciónDemostraciónDemostraciónDemostración    

Para cada i , n definimos  

                                                                   n n n

i i iR uσ= +                                                           3.3.3 

                                                                   n n n

i i iQ uσ= −                                                           3.3.4 

                                                                  n n n

i i it vρ = +                                                              3.3.5 

                                                                  n n n

i i it vξ = −                                                               3.3.6 

Ahora de (3.3.6) tenemos n n n

i i it v ξ= +  y de (3.3.4)  n n n

i i iQ uσ = + . Reemplazando esto en (3.2.4) 

obtenemos: 

( ) 1 11 [ ( )]n n n n n n n n n n

i i i i i i i i i iv Q rw rw Q u rw u uξ − −+ = − + + − −   y de (3.2.3)  

                                      ( ) 11  n n n n n

i i i i iQ rw rw Qξ −= − + .                                                           3.3.7 

Luego (3.3.3) tenemos n n n

i i iu R σ= −  y de (3.3.5) n n n

i i iv tρ= − . Reemplazando  n

iu  y n

iν en   

(3.2.3) resulta en: 

( ) 1 11 [ ( )]n n n n n n n n n n

i i i i i i i i i i
t R rw rw R rwρ σ σ σ− −− = − + − − −   y de (3.2.4) obtenemos 

                                                 ( ) 11n n n n n

i i i i i
R rw rw Rρ −= − + .                                                  3.3.8 

Ahora remplazando (3.2.5) y (3.2.6) en (3.3.3) obtenemos  

( ) ( )( )1
1 1 1 1 1 1 1 12

2 2
n n n n n n n n n n n n n

i i i i i i i i i i i i i

r r
R t v t v t v t v t v t v+

+ + − − + + − −= + + + − − + + − + + + que después de 

utilizar (3.3.5) resulta en: 

                                                            ( )1
11n n n

i i iR r rρ ρ+
+= − +                                                 3.3.9 

Similarmente se prueba que  
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                                                            ( )1
11n n n

i i iQ r rξ ξ+
−= − + .                                              3.3.10 

Ahora por inducción sobre n , probemos que existe 0Κ > , tal que: 

I .      n n

i i
i uσ∀ ∈ ≤ℤ  

II .  { }n n

i i

i

u MMax σ
∈

+ ≤
ℤ

 

III . { }n n

i i

i

u MMax σ
∈

− ≤
ℤ

 

IV . 1
n n

i i

i

R R+ − ≤ Κ∑  

V . 1
n n

i i

i

Q Q+ − ≤ Κ∑  

Primero veamos que estas propiedades son ciertas para 0n = . 

Demostremos I , utilizando la definición de 0
iσ  y (3.2.1), de las cuales obtenemos que  

 0 0
0 0 0

1 1 1
( ,0) ( ,0) ( ,0)

i i i

i i

I I I

x dx u x dx u x dx u
h h h

σ σ≤ ≤ = =∫ ∫ ∫ . Entonces I es cierto para 0n = . 

Para II , notemos que  

( )0 0
0 0

1 1
( ) ( )

i i

i i

I I

u u x x dx Mdx M
h h

σ σ+ = + ≤ =∫ ∫ , por tanto 0 0
i iu Mσ+ ≤ y tomando el máximo 

sobre i  tenemos  { }0 0
i i

i

u MMax σ
∈

+ ≤
ℤ

. Así II se cumple para  0n = . 

Similarmente se demuestra III , para 0n = . 

Para IV , notemos que de (3.3.3) tenemos  

0 0 0 0 0 0
1 1 1i i i i i iR R u uσ σ+ + +− ≤ − + −  por tanto 0 0 0 0 0 0

1 1 1i i i i i i

i i i

R R u uσ σ+ + +− ≤ − + −∑ ∑ ∑ . 
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 Pero 0u y 0σ son de variación acotada. Entonces podemos asumir que 0 0
1i i

i

Bσ σ+ − ≤∑  y 

0 0
1i i

i

u u B+ − ≤∑  para cierta constante 0B > . De esta manera obtenemos que  

 0 0 0 0 0 0
1 1 1i i i i i i

i i i

R R u uσ σ+ + +− ≤ − + − ≤ Κ∑ ∑ ∑  donde 2BΚ = . 

Similarmente se obtiene que V  es cierto para 0n = . 

Ahora asumimos que estas propiedades se cumplen para 0n ≥  y veamos que se cumplen para 

1n + .   

De I se sigue que n n

i iuσ− ≤ , de II  y  (3.3.3) { }0 n n n n n

i i i i i

i

u R u MMaxσ σ
∈

≤ + = ≤ + ≤
ℤ

. 

De aquí concluimos que  

                                                            0 n

iR M≤ ≤  .                                                               3.3.11 

Además de (3.3.4) se sigue que n n n

i i iQ u σ− = −  y porque de I , n n

i iuσ ≤  entonces 0n

iQ ≤ . Ahora 

usando la  hipótesis de inducción tenemos de III , n n

i iu Mσ− ≤ , n

iQ M≥ − ; y finalmente   

                                                         0n

iM Q− ≤ ≤  .                                                               3.3.12  

Ahora de la expresión (3.3.3) y (3.3.4) obtenemos 
2

n n
n i i
i

R Q
u

−
= . Pero por hipótesis 

0n

iu ≥ entonces de (3.3.11) y (3.3.12) tenemos 

                                                             0 n

iu M≤ ≤  .                                                              3.3.13 

Luego usando (3.3.13) obtenemos  

                                                             0 n

iw M≤ ≤ .                                                               3.3.14 

Ahora utilizando   (3.3.14), (3.3.11), (3.3.12) y (3.3.2) en (3.3.8) podemos inferir  
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                                                            0 n

i Mρ≤ ≤ .                                                                3.3.15 

De igual manera usando (3.3.7), (3.3.14), (3.3.12) y (3.3.2)  tenemos:   

                                                           0 n

i Mξ≥ ≥ − .                                                               3.3.16 

Ahora de (3.3.9), (3.3.15) y (3.3.2)  se sigue  

                                                                   10 n

iR M+≤ ≤ .                                                       3.3.17 

Similarmente de (3.3.10), (3.3.16) y (3.3.2)  obtenemos  

                                                                  10 n

iQ M+≥ ≥ − .                                                     3.3.18 

 

 

Ahora ya estamos listos para demostrar que I se cumple para 1n + . 

Como 0n

iQ ≤  y  de (3.3.17) 10 n

iR M+≤ ≤ , entonces de la desigualdad triangular tenemos 

1 1 1 1 1 1n n n n n n

i i i i i iR Q R Q R Q+ + + + + ++ ≤ + = −  por tanto 
1 1 1 1

2 2

n n n n

i i i iR Q R Q
+ + + ++ −

≤ , que es 

equivalente por la definición de 1n

iR
+  y  1n

iQ
+  a: 

                                                               1 1n n

i iuσ + +≤ .                                                             3.3.19 

Entonces I  se cumple para 1n + , y por el principio de inducción matemática concluimos que  

0  n n

i ii n uσ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℤ ℕ . 

Ahora veamos que II se cumple para 1n + . Notemos que de (3.3.17) 
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1 1 1n n n

i i iu R Mσ+ + ++ = ≤ , es decir 1 1n n

i iu Mσ+ ++ ≤ , y tomando el máximo sobre todos los 

i∈ℤ tenemos que { }1 1n n

i i

i

u MMax σ+ +

∈

+ ≤
ℤ

. Así II se cumple para 1n + . Luego por inducción 

concluimos que { }0   
n n

i i

i

n u MMax σ
∈

∀ ∈ + ≤
ℤ

ℕ . 

Similarmente se demuestra  III . 

Ahora veamos que IV se cumple para 1n + . Usando (3.3.9) tenemos que  

( )1 1
1 1 11n n n n n n

i i i i i i

i i i

R R r rρ ρ ρ ρ+ +
+ + +− ≤ − − + −∑ ∑ ∑   y porque 1 0rk− >  concluimos  

                                              1 1
1 1

n n n n

i i i i

i i

R R ρ ρ+ +
+ +− ≤ −∑ ∑  .                                               3.3.20 

Similarmente de (3.3.8) obtenemos 

                                              1 1
n n n n

i i i i

i i

R Rρ ρ+ +− ≤ − ≤ Κ∑ ∑ .                                            3.3.21 

Luego por transitividad entre (3.3.20) y (3.3.21) se sigue 1 1
1

n n

i i

i

R R+ +
+ − ≤ Κ∑ , de donde IV se 

cumple para 1n + , y así por inducción concluimos que  0 1  n n

i i

i

n R R+∀ ∈ − ≤ Κ∑ℕ . 

Ahora veamos que V se cumple para 1n + . De  (3.3.10) se sigue  

                                              1 1
1 1

n n n n

i i i i

i i

Q Q ξ ξ+ +
+ +− ≤ −∑ ∑ .                                                 3.3.22       

De otro lado por  (3.3.7) tenemos   

                                             1 1
n n n n

i i i i

i i

Q Qξ ξ+ +− ≤ − ≤ Κ∑ ∑ .                                              3.3.23 

Luego por transitividad entre (3.3.22) y (3.3.23) concluimos que  

                                                   1
n n

i i

i

Q Q+ − ≤ Κ∑ .                                                                3.3.24 
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Ahora sumando y restando  (3.3.3) y (3.3.4) tenemos
2

n n
n i i
i

R Q
σ

+
= , entonces utilizando  (3.3.11) 

y (3.3.12) llegamos a la desigualdad   

                                                         
2

n

i

M
σ ≤ .                                                                       3.3.25 

Luego (3.3.13) y (3.3.25) garantizan la estabilidad para la norma L∞ , donde A M= .  

Ahora veamos la estabilidad para la variación total en el espacio. Recordando que 
2

n n
n i i
i

R Q
u

−
= , 

y usando  IV  y V tenemos 

                                                           1
n n

i i

i

u u+ − ≤ Κ∑ .                                                        3.3.26 

De manera similar, recordando que 
2

n n
n i i
i

R Q
σ

+
= , obtenemos  

                                                           1
n n

i i

i

σ σ+ − ≤ Κ∑ .                                                     3.3.27   

Luego (3.3.26) y (3.3.27) garantizan la estabilidad para la variación total en el espacio;B = Κ . 

Por último estudiemos la variación total en el tiempo. Pero primero notemos dos relaciones 

importantes. Estas son obtenidas de (3.3.9), (3.3.10) y (3.3.7): 

 

                                  ( ) ( )1
1 1

n n n n n n n

i i i i i i iR R r rw R Rρ ρ+
+ −− = − − −                                           3.3.28 

                                  ( ) ( )1
1 1

n n n n n n n

i i i i i i iQ Q r rw Q Qξ ξ+
− −− = − − − .                                          3.3.29 

Luego aplicando (2.33), (2.34) y 
2

n n
n i i
i

R Q
u

−
= , tenemos 
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            { }1
1 1 1 1

1

2
n n n n n n n n n n n n

i i i i i i i i i i i i

i i

u u r rw R R r rw Q Qρ ρ ξ ξ+
+ − − −− ≤ − + − + − + −∑ ∑  

Luego  (3.3.14), ( IV ), (V ), (3.3.21), (3.3.23) y (3.3.2)  nos conducen a  

                                                            1 2n n

i i

i

u u+ − ≤ Κ∑ .                                                     3.3.30 

De manera similar se prueba que  

                                                             1n n

i i

i

σ σ+ − ≤ Κ∑ .                                                     3.3.31 

Así de (3.3.30) y (3.3.31) se concluye que el esquema es estable para la variación total en el 

tiempo; 2C = Κ .□  

Observación  

Si 0mh
+→  cuando m→∞  y 

mm hu u= ,
mm hσ σ= , entonces de la condición de estabilidad para 

la norma L∞  las sucesiones ( )mu  y ( )mσ  son acotadas en ( )(0, )L∞ × ∞ℝ . 

Usando el siguiente resultado [7] sobre la topología débil: 

“Si E  es un espacio de Banach separable, entonces la bola unitaria en 'E es metrizable y 

compacta para la topología ( )' ,E Eσ ”, se obtiene para 1E L=  y 'E L∞= que las secuencias mu  y 

mσ en 1 '( )L L∞ =  admiten, subsecuencias convergentes respectivamente a u  y σ . Esto es  

sm
u f uf→∫ ∫  y 

sm
f fσ σ→∫ ∫  cuando s→∞  para toda ( )1 (0, )f L∈ × ∞ℝ .  

Ahora en [4] se explica como las funciones u yσ  son relacionadas a una solucion del sistema 

(3.1.3-3.1.4), mostrando como construir una solución ( , )U Σ de  (3.1.3-3.1.4), donde , SU GΣ∈  , 

la cual tiene a  u yσ  como los aspectos macroscópicos respectivos de U y Σ . 
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3.4  Soluciones Numéricas del problema de Riemann  
 

La implementación del algoritmo para 0 ( ) 0u x ≥  la podemos encontrar en el apéndice A. 

Las siguientes gráficas se obtienen para 0
0

0    0
( )

   0

x
u x

u x

>
= 

≤
  , donde 0u es una constante positiva 

y  0 ( ) 0  x xσ = ∀ ∈ℝ . 

 

Figura 3.4.1 Esquema C.C.R 
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Figura 3.4.2 Esquema C.C.R 
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Figura 3.4.3 Esquema C.C.R 
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Figura 3.4.4 Esquema C.C.R 
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Figura 3.4.5 Esquema C.C.R 
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Figura 3.4.6 Esquema C.C.R 
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Figura 3.4.7 Esquema C.C.R 
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Figura 3.4.8 Esquema C.C.R 
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Figura 3.4.9 Esquema C.C.R 
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Este esquema se comporta muy bien para 0 ( ) 0u x ≥ . Pero para 0 ( ) 0u x ≤ , notamos la ausencia de 

estabilidad, la siguiente gráfica muestra este comportamiento. Esta se realizó para  

0

-0.8  0
( )

0    0

x
u x

x

>
= 

≤
   y   0 ( ) 0  x xσ = ∀ ∈ℝ . 

 

Figura 3.4.10 Esquema C.C.R 
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3.5  Esquema Numérico Modificado  
 

De lo anterior tenemos que si 0 ( ) 0u x ≥  el esquema numérico es convergente y estable. Ahora 

surge la pregunta que ocurre en el caso de 0 ( ) 0u x ≤ ? 

Para obtener el esquema adecuado podemos utilizar las simetrías del sistema (3.1.3)-(3.1.4).  

Por supuesto, notificando que ( , ), ( , )u x t x tσ  con 0( ,0) ( ),u x u x= 0( ,0) ( )x xσ σ= cumplen 

(3.1.3)-(3.1.4) sí y sólo sí ( , ) ( , )U x t u x t= − −  y ( , ) ( , )x t x tσΣ = −  con 

0( ,0) ( ),U x U x= 0( ,0) ( ),x xΣ = Σ donde 0 0( ) ( )U x u x= − −  y 0 0( ) ( )x xσΣ = − , cumplen el 

sistema 

                                                 t x xU UU+ = Σ       

                                                 t x xU UΣ + Σ = . 

Notemos que si 0 0u <  entonces  0 0U > . Por tal razón podemos conseguir las soluciones 

numéricas U , Σ  por medio del esquema anterior, (3.2.2)-(3.2.6). 

Así ( , ) ( , ) ( , )n n n

i i i n i n iU U x t U x t u x t u−= = = − − = −  de donde  

                                                                  n n

i iU u−= − .                                                                3.5.1       

También tenemos que ( , ) ( , )n n

i i n i n ix t x tσ σ −Σ = Σ = − =  por tanto 

                                                                  n n

i iσ −Σ = .                                                                  3.5.2     

 De acuerdo al esquema numérico (3.2.2)-(3.2.6), definimos: 

                                                         1

2

n n
n i i
i

U U
W −+

=                                                                3.5.3 

                                                       ( )1
n n n n n

i i i i iV U rW U U −= − −                                                3.5.4 
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                                                      ( )1
n n n n n

i i i i iT rW −= Γ − Γ −Γ                                                   3.5.5 

                                         ( ) ( )1
1 1 1 12

2 2
n n n n n n n

i i i i i i i

r r
U V T T V V V+

+ − + += + − + − +                              3.5.6 

                                         ( ) ( )1
1 1 1 12

2 2
n n n n n n n

i i i i i i i

r r
T V V T T T+

+ − + −Γ = + − + − +                               3.5.7 

Ahora reemplazando (3.5.5),(3.5.6) en (3.5.7) obtenemos  

                                                              1
n n

i iW w− += −                                                                 3.5.8   

donde 1
1 2

n n
n i i
i

u u
w − + −

− +

+
=  y cambiando  i i− ֏ tenemos  

                                                         1
1 2

n n
n i i
i

u u
w +

+

+
=  .                                                               3.5.9 

De forma análoga usando (3.5.5),(3.5.6), (3.5.8) en (3.5.4) obtenemos  

                                                            n n

i iV ν −= −                                                                      3.5.10 

 donde ( )1 1
n n n n n

i i i i iu rw u uν − − − + − + −= − −  y luego cambiando  i i− ֏ obtenemos 

                                                     ( )1 1
n n n n n

i i i i iu rw u uν + += − − .                                                  3.5.11 

Ahora de  (3.5.6), (3.5.8) y (3.5.5)  obtenemos  

                                                        n n

i iT τ −=                                                                             3.5.12 

 donde ( )1 1
n n n n n

i i i i irwτ σ σ σ− − − + − + −= − − y si i i− ֏ , se tiene  

                                                      ( )1 1
n n n n n

i i i i irwτ σ σ σ+ += − − .                                               3.5.13  

Luego reemplazando de (3.5.10),(3.5.12) en (3.5.6) y luego cambiando i i− ֏ , obtenemos 

                                            ( ) ( )1
1 1 1 12

2 2
n n n n n n n

i i i i i i i

r r
u ν τ τ ν ν ν+

+ − + −= + − + − + .                          3.5.14 
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Finalmente de (3.5.6),(3.5.12) y (3.5.7), luego de cambiar i i− ֏ se tiene que 

                                        ( ) ( )1
1 1 1 12

2 2
n n n n n n n

i i i i i i i

r r
σ τ ν ν τ τ τ+

+ − + −= + − + − +  .                            3.5.15   

Así (3.5.9), (3.5.11), (3.5.13), (3.5.14) y (3.5.15)  constituyen el esquema numérico apropiado 

para 0 0u < .  

                                                          1
1 2

n n
n i i
i

u u
w +

+

+
=                                                                 3.5.9 

                                                 ( )1 1
n n n n n

i i i i iu rw u uν + += − −                                                        3.5.11 

                                                  ( )1 1
n n n n n

i i i i irwτ σ σ σ+ += − −                                                     3.5.13 

                                        ( ) ( )1
1 1 1 12

2 2
n n n n n n n

i i i i i i i

r r
u ν τ τ ν ν ν+

+ − + −= + − + − +                               3.5.14 

                               ( ) ( )1
1 1 1 12

2 2
n n n n n n n

i i i i i i i

r r
σ τ ν ν τ τ τ+

+ − + −= + − + − +                                        3.5.15   

Con este nuevo esquema numérico resolvemos el problema de inestabilidad presente en la 

Figura 3.4.10, este esquema lo denotaremos por C.C.R.M, la siguiente gráfica nos indica que 

hay una mejor estabilidad con el nuevo esquema que con el anterior. Esta se realizó con las 

mismas condiciones iniciales 0 ( )u x  y 0 ( )xσ  utilizadas en la Figura 3.4.10.  
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Figura 3.5.11 Esquema C.C.R.M 
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La demostración del siguiente teorema se sigue del Teorema 3.3.1 aplicada a U  y Σ . 

 

Teorema 3.5.17 

Supongamos que las condiciones iniciales ( )0 0,u σ  satisfacen que 0 ( ) 0u x ≤  y 0 0( ) ( )x u xσ ≤ − . 

Además si ( )0 0( ) ( )sup
x

M u x xσ
∈

= − +
ℝ

 y además sea 0r >  tal que { ,1} 1rMax M ≤ . 

Entonces de (3.5.9), (3.5.11), (3.5.13), (3.5.14) y (3.5.15) obtenemos un esquema numérico 

estable para la norma L∞ , para la variación total en el espacio y para la variación total en el 

tiempo.  
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La implementación del esquema numérico (3.5.9), (3.5.11), (3.5.13), (3.5.14) y (3.5.15), la 

podemos encontrar en el Apéndice B. Las siguientes gráficas se obtienen para  

0
0

 0
( )

 0  0

u x
u x

x

>
= 

≤
, donde 0u  es una constante negativa y 0 ( ) 0  x xσ = ∀ ∈ℝ . 

 

Figura 3.5.12 Esquema C.C.R.M 
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Figura 3.5.13 Esquema C.C.R.M 

-6 -4 -2 0 2 4 6
-1

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

Espacio

T
ie
m

p
o

u0=-1 y t=0.5

u(x,t)

Stress(x,t)

 



 
 
 

 
 

 61 

Figura 3.5.14 Esquema C.C.R.M 
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Figura 3.5.15 Esquema C.C.R.M 

-6 -4 -2 0 2 4 6
-1

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

Espacio

T
ie

m
p
o

u0=-1 y t=2

u(x,t)

Stress(x,t)

 



 
 
 

 
 

 62 

3.6  Esquema Numérico Alternativo 
 
También tenemos un esquema numérico que es estable [3],[4] para 0 ( ) 0u x ≥  y 0 ( ) 0u x ≤ .  

Definamos:                    ( ) ( )1
1 1 1 12 2

n
n n n n n ni
i i i i i i

rm r
u m u u σ σ+

+ − + −= + − + −  

                      ( ) ( ) ( )
2

1
1 1 1 1 1 1

1
2

4 2 2

n
n n n n n n n ni
i i i i i i i i

rm rk
u uσ σ σ σ σ σ+

+ − + − + −= + + − − + − , 

donde ( )1 1

1
2

4
n n n n

i i i im u u u+ −= + + . Pues luego uno puede ver que al cambiar n n

i iU u−= −  y n n

i iσ −Γ =  

el esquema no sufre ningún cambio. Al esquema lo denotaremos por C.R.N.P, la implementación 

de este esquema la podemos encontrar en el Apéndice C. Los resultados son los siguientes. 

Figura 3.6.16 Esquema C.R.N.P 
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Esta gráfica se realizó con 0

0   0
( )

1   0

x
u x

x

>
= 

≤
   y  0 ( ) 0  x xσ = ∀ ∈ℝ . 
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Figura 3.6.17 Esquema C.R.N.P 
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Esta gráfica se realizó con 0

  0   0
( )

1   0

x
u x

x

>
= 

− ≤
   y  0 ( ) 0  x xσ = ∀ ∈ℝ . 
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4.1 Transformación del sistema en la forma conservativa 
 
Un sistema de ecuaciones diferenciales parciales es llamado a ser conservativo, si cada ecuación 

en el sistema es una suma finita de derivadas parciales. De lo contrario el sistema es llamado a 

ser en forma no conservativa. 

Consideremos el  sistema  (3.1.3)-(3.1.4) el cual no es conservativo, sujeto a las condiciones 

iniciales                                                        

                                                       ( ) ( )0,0u x u x=                                                         

                                                      ( )0( ,0)x xσ σ=  

Este sistema (3.1.3)-(3.1.4) se puede escribir en forma conservativa. Note que remplazando (3.1.3) 

en (3.1.4) podemos llevar (3.1.4) a: 

                                                     
2 3

0
2 3

t x

u u
uσ

   
+ + − =   

   
.                                                  4.1.1 

Definamos 
2

2 2

u
u σ= +  y 1u u=  de donde 

2
1

2 2

u
uσ = − .  Ahora de (3.1.3) tenemos que   

                                                       ( ) ( )2
1 1 2 0
t x

u u u+ − = .                                                        4.1.2 

Luego de (4.1.1),(4.1.2) obtenemos el siguiente sistema, el cual es conservativo:                                             

                                                       ( ) ( )2
1 1 2 0
t x

u u u+ − =                                                          4.1.3 
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                                                       ( )
3
1

2 1 0
3t

x

u
u u

 
+ − = 
 

                                                       4.1.4 

 

4.2 Construcción de la solución débil del problema de Riemann  
 
Sabemos que las ondas de choque pueden ser representadas por funciones discontinuas, cuyas 

derivadas son distribuciones, pero el sistema (3.1.3)-(3.1.4) involucra multiplicación de 

distribuciones, la cual no está justificada en teoría de distribuciones. Por tanto uno reemplaza el 

sistema  (3.1.3)-(3.1.4) por el sistema (4.1.3)-(4.1.4). Ahora plantearemos un sistema de 

ecuaciones para soluciones débiles 1 2,u u  del sistema (4.1.3)-(4.1.4) en los cuales las derivadas 

de 1u  y 2u  son transferidas a las funciones de prueba. Esto se hace de la siguiente manera [11]. 

Sea 0 ( [0, ))ϕ ∞∈ × ∞ℂ ℝ . Luego multiplicando (3.1.3) por ϕ  e integrando sobre [0, )× ∞ℝ , en el 

plano xt , tenemos que: 

( ) ( )2
1 1 2

0

0
t x

u u u dxdtϕ
∞ ∞

−∞

 + − = ∫ ∫    

( ) ( )2
1 1 2

- 0 0

 0
t x

u dtdx u u dxdtϕ ϕ
∞ ∞ ∞ ∞

∞ −∞

+ − =∫ ∫ ∫ ∫    

Ahora integrando por partes y usando el hecho que ϕ  es de soporte compacto en  [0, )× ∞ℝ  

tenemos: 

                                  ( )2
1 1 2

0

( ) ( ,0) 0t xf x x dx u u u dtdxϕ ϕ ϕ
∞ ∞ ∞

−∞ −∞

 + + − = ∫ ∫ ∫                               4.2.1 

 donde   

                                                  1 0( ) ( ,0) ( )f x u x u x= = .                                                           4.22 
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Similarmente, sea  0 ( [0, ))ψ ∞∈ × ∞ℂ ℝ . Luego multiplicando (4.1.4) por ψ  e integrando por 

partes tenemos que: 

                                
3
1

2 2

0

( ) ( ,0) 0
3t x

u
g x x dx u u u dtdxψ ψ ψ

∞ ∞ ∞

−∞ −∞

  
+ + − =  

  
∫ ∫ ∫                         4.2.3    

 donde   

                                         
2
0

2 0

( )
( ) ( ,0) ( )

2

u x
g x u x xσ= = + .                                                     4.2.4 

Entonces 1 2,u u  son soluciones débiles del sistema (4.1.3)-(4.1.4) Con las condiciones iniciales 

(4.2.2) y (4.2.4) si cumplen (4.2.1) y (4.2.3), para todas las funciones 0, ( [0, ))ϕ ψ ∞∈ × ∞ℂ ℝ . 

 Usualmente se asume que ( )1 2, [0, )u u L∞∈ × ∞ℝ .  

Consistentemente con la Sección 3.4 asumimos que:  

                                      ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0,u x t a Y x c t a Y x c t u= − + − +                                            4.2.5 

                                      ( ) ( ) ( )1 1 2 2,x t bY x c t b Y x c tσ = − + − ,                                                 4.2.6 

donde 1c , 2c , 1b , 2b , 1a  y 2a  son constantes, 1 2c c>  y ( )Y x es la función de Heaviside. 

Entonces buscamos 1u  y 2u  en la forma 

                                             1 1 1 2 2 0u a Y a Y u= + +                                                                       4.2.7      

                   ( )2 2 2 2 2
2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 0 0/ 2 / 2 / 2u bY b Y a Y a Y a a YY aY a Y u u= + + + + + + + ,             4.2.8 

 donde ( )1 1Y Y x c t= −  y ( )2 2Y Y x c t= − . 

Ahora de (4.2.5) y (4.2.6) se sigue: 
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                                           ( ) ( ) 1 2 0
0

0

   0

                 0      

a a u x
f x u x

u x

+ + >
= = 

<
                                      4.2.9 

                                              ( ) ( ) 1 2
0

    0
,0

0            0

b b x
x x

x
σ σ

+ >
= = 

<
                                          4.2.10 

Luego usando las siguientes propiedades de funciones de Heaviside, esto es 2
i iY Y=  para 1,2i =   

y 1 2 1YY Y=  si 1 2c c>  obtenemos que:  

                     ( )
( ) ( ) ( )2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 0

2
0 0

1
2      0 

2
1

          0 
2

b b a a a a a a u x

g x

b u x

 + + + + + + >
= 
 + <


                        4.2.11 

Pero nosotros estamos interesados en resolver el sistema (4.1.3)-(4.1.4), bajo las siguientes 

condiciones iniciales: 

                                              ( ),0 0  x xσ = ∀ ∈ℝ  

                                             ( )
0

0     0 
,0

    0  

x
u x

u x

>
= 

<
.        

Reemplazando las condiciones iniciales en (4.2.9) y (4.2.10), tenemos las siguientes ecuaciones  

                                                            1 2 0a a u+ = −                                                                 4.2.12                

                                                             1 2 0b b+ = .                                                                  4.2.13 

 Ahora reemplazando (4.2.7) y (4.2.8) en (4.2.1) y (4.2.4), luego usando  2
i iY Y=  para 1,2i =   y  

1 2 1YY Y=  siempre que 1 2c c> , luego de hacer ciertos cálculos, en los cuales los términos con  

0

( ,0)x dxϕ
∞

∫ y
0

( ,0)x dxψ
∞

∫ se anulan en el proceso, y usando el hecho que 
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1 2 1 2( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , )c t t c t t c t t c t tϕ ϕ ψ ψ son independientes, obtenemos el siguiente sistema de 

ecuaciones: 

                                              1 1 12 2 0b a c α+ − =                                                                      4.2.14 

                                               2 2 22 2 0a c b β+ − =                                                                   4.2.15 

         ( )( ) 2 2
1 0 1 2 1 1 1 1 2 0 1 2 0 13 2 6 6 2 4 2 0c u a a b c a a a u a a u aα − + + + + − − − =                              4.2.16 

                                 2
2 2 0 2 2 2 2 0(3 2 2 ) 6 6 2 0c a u b c a a uβ − − + + − = ,                                       4.2.17 

donde 2
1 0 1 1 22 2a u a a aα = + +  y  2

2 0 22a u aβ = + . 

Estamos interesados en caracterizar las soluciones para 1 0a ≠  y 2 0a ≠ , 1 2c c>  y 0 0u > . 

Ahora resolviendo las primeras dos ecuaciones para 1b  y 2b , y sustituyendo el resultado en las 

próximas dos ecuaciones, obtenemos ecuaciones cuadráticas sobre 1c y 2c  respectivamente. Hay 

cuatro soluciones para ( )1 2,c c las cuales dependen de 0u , 1a  y 2a .  

Tres de estas ecuaciones nos llevan a una contradicción. Entonces hay  solamente un caso en el 

cual la solución está acorde con las restricciones del problema. En este caso encontramos: 

0
2 1 2

u
a a= = −  

20
1 0

3
48

4 12

u
c u= + −  

 20
2 0

3 3
48

4 12

u
c u= − −  

2
1 0

3
48

24
b u= −  
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 2
2 0

3
48

24
b u= − −            

Además  1 2c c>  equivale a 00 2 3u< < . Reemplazando las expresiones 1b , 2b , 1a  y 2a  en 

(4.2.5) y (4.2.6) tenemos que  

( ) ( ) ( )0 0
1 2 0,

2 2

u u
u x t Y x c t Y x c t u= − − − − +

( ) ( ) ( )2 2
0 1 0 2

3 3
, 48 48

24 24
x t u Y x c t u Y x c tσ = − − − − −  

A continuación mostraremos la gráfica de u y σ  para algunos tiempos.               

 

Figura 4.2.18 Solución Débil 
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Figura 4.2.19 Solución Débil 
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Figura 4.2.20 Solución Débil  

-6 -4 -2 0 2 4 6
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Espacio

T
ie

m
p
o

u0=4/3, t=1, c1=1.31,c2=0.018 y h=0.006

u(x,t)

Stress(x,t)

o

*

 



 
 
 

 
 

 71 

Figura 4.2.21 Solución Débil 
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Figura 4.2.22 Solución Débil 
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Figura 4.2.23 Solución Débil 
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5.1 Planteamiento del problema 
 
Consideremos el sistema (3.1.3)-(3.1.4). Para hacer frente a la debilidad de las soluciones 

(soluciones distribucionales) asumimos que 2, ( )u Gσ ∈ ℝ  y cambiamos el sistema original a  

                                                       t x xu uu σ+ ≈                                                                        5.1.1 

                                                      t x xu uσ σ+ ≈                                                                        5.1.2 

Los autores de [2], [6], [4], estudiaron las soluciones numéricas de un problema de Riemann para 

tal sistema, y encontraron que sus resultados son coherentes con la expectativa de que las 

soluciones representan los aspectos macroscópicos de las respectivas soluciones en el álgebra de  

Colombeau. 

La implementación del esquema numérico desarrollado en [4] para resolver (3.1.3)-(3.1.4) con 

las condiciones iniciales  

                                                             ( ) 0    0
,0

0     0

u x
u x

x

<
= 

>
                                                    5.1.3 

donde 0u  es una constante y 

                                                            ( ),0 0  x xσ = ∀ ∈ℝ                                                      5.1.4 

provee la evidencia que hay dos ondas de choque para u  y σ  moviéndose con velocidades 

constantes distintas en la misma dirección o en dirección opuesta, lo cual depende del valor de 

0u .( ver las gráficas en la sección 3.4 de las soluciones numéricas) 
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5.2 Construcción de soluciones 
 

Nosotros discutiremos las soluciones en 2( )G ℝ  de tal problema de Riemann, las cuales son una 

superposición de dos ondas de choque viajeras y cuyos aspectos macroscópicos son de la  forma 

                                               1 1 2 2 0( ) ( )u a Y x c t a Y x c t u≈ − + − +                                             5.2.1 

                                              1 1 2 2( ) ( )bY x c t b Y x c tσ ≈ − + − ,                                                   5.2.2 

donde Y es la función de Heaviside estándar y 1c , 2c , 1b , 2b , 1a  y 2a  son constantes. 

Ahora reemplazando (5.2.1), (5.2.2) en (5.1.3), (5.1.4) obtenemos las siguientes ecuaciones  

                                                               1 2 0a a u+ = −                                                               5.2.3     

                                                               1 2 0b b+ =                                                                   5.2.4 

Usamos la  notación ( )1 1Y Y x c t= −  y ( )2 2Y Y x c t= − . También los mismos símbolos 1Y  y 2Y  

son utilizados para denotar los correspondientes elementos de 2( )G ℝ , esto es 

2
0 1( )A Yϕ ϕ ∋ ∗ ℝ ֏   y  2

0 2( )A Yϕ ϕ ∋ ∗ ℝ ֏ respectivamente. 

Buscaremos soluciones de (3.1.3)-(3.1.4) de la forma 

                                                             1 1 2 2 0u a H a H u= + +                                                    5.2.5              

                                                            1 1 2 2b L b Lσ = + ,                                                            5.2.6  

y para 1,2i = , iH  y iL  son elementos escogidos apropiadamente de 2( )G ℝ asociados a iY . 

Asumimos que 1 2c c≠  que sin pérdida de generalidad podemos tomar 1 2c c> . 

El siguiente resultado se sigue de [10]. 
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Proposición 5.2.7 

Sean α  y β  números reales arbitrarios. Entonces para 1,2i =  existen iH  y 2( )iL G∈ ℝ   que 

cumplen las siguientes propiedades 

• i i iL H Y≈ ≈ . 

• 2
i iH Y≈   y  2

i iL Y≈ . 

• ' '
i i i iH L Yα≈ , donde 1 2( , ) ( , )α α α β=  

• ' '1

2i i iH H Y≈  , ' '1

2i i iL L Y≈  

donde “ '” denota la derivada parcial respecto a x . 

También tenemos las siguientes propiedades si 1 2c c>  y  0t >  

• ' '
2 1 1H H Y≈  y '

1 2 0H H ≈ . 

• ' '
2 1 1H L Y≈  y '

1 2 0H L ≈ . 

 

Ahora llevando (5.2.5)-(5.2.6) al sistema (3.1.3)-(3.1.4), luego haciendo uso de la Proposición 

5.2.7 y el hecho que '
1Y , '

2Y  son independientes obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones  

                                             2
2 1 1 1 1 0 1 12 2 2 2 0a a c a a u a b− + + − =                                           5.2.8 

                                              2
0 2 2 2 2 22 2 2 0u a c a a b− + − =                                                     5.2.9 

                                                2 1 1 1 1 1 1 0 1 0a b a b c a b u bα− − + + =                                            5.2.10 

                                                 0 2 2 2 2 2 2 0u b c b a b aβ− + − =                                                  5.2.11 

Nosotros estamos interesados en caracterizar las soluciones para 1 0a ≠ , 2 0a ≠  y  0 0u > . 
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Al resolver las primeras dos ecuaciones para 1b , 2b  y sustituyendo la expresión resultante en las 

otras dos ecuaciones, obtenemos ecuaciones cuadráticas sobre 1c  y 2c  respectivamente. Existen 

cuatro soluciones ( )1 2,c c las cuales dependen de 0u , 1a , 2a ,α  y β . Estas  son: 

 

(i)           ( )( )22
1 1 2 1 1 0

1
4 2 16 2 1 4

4
c a a a a uα α= + + + + − +  

               ( )( )22
2 2 2 2 0

1
2 16 2 1 4

4
c a a a uβ β= + + + − +  

 

(ii)         ( )( )22
1 1 2 1 1 0

1
4 2 16 2 1 4

4
c a a a a uα α= + + + + − +  

              ( )( )22
2 2 2 2 0

1
2 16 2 1 4

4
c a a a uβ β= + − + − +  

   

(iii)        ( )( )22
1 1 2 1 1 0

1
4 2 16 2 1 4

4
c a a a a uα α= + + − + − +  

          ( )( )22
2 2 2 2 0

1
2 16 2 1 4

4
c a a a uβ β= + − + − +  

(iv)        ( )( )22
1 1 2 1 1 0

1
4 2 16 2 1 4

4
c a a a a uα α= + + − + − +  

              ( )( )22
2 2 2 2 0

1
2 16 2 1 4

4
c a a a uβ β= + + + − +  

 

El caso (iv) no se puede dar ya que nos lleva a una contradicción con las restricciones del 

problema. 
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La estructura de las fórmulas (i)-(iv) puede ser simplificada, si uno emplea en vez de α  yβ , los 

nuevos parámetros ,µ ν  tales que 

                                                       
1

4sinh( )
2 1

a

µ
α − =                                                             5.2.12 

                                                    
2

4sinh( )
2 1

a

ν
β − =                                                              5.2.13 

Todavía  hay que cumplir las condiciones (5.2.5), (5.2.6),  0 0u >  y 1 2c c> .  

Esto nos permite obtener expresiones explícitas de 1c , 2c , 1b , 2b , 1a  y 2a  en términos de µ ,ν  y 

0u . 
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5.3 Forma explícita de las soluciones 
 
Ahora presentaremos las formas de u  y σ . Estas son agrupadas en tres clases. 

 
Table 5.3.1 Forma Explícita de las Soluciones en " "G   
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Clase 1  
 
Región de 
parámetros 
 

 
       ,µ ν ∈ℝ  

  
Dominio 
para  

0u  

 
 
         00 2( )u e eµ ν−< < +  

 

1c  

 

 

      0

2( )

u e
e

e e

ν
µ

µ ν

−

−
+

+
   

 

2c  

 

 

        0 0

2( ) 2

u e u
e

e e

ν
ν

µ ν

−
−

−
− +

+
 

 

1a  

 

 

       0u e

e e

ν

µ ν

−

−−
+

 

 

2a  

 

 

         0u e

e e

µ

µ ν−−
+

 

 

1b  
 

       0u e

e e

µ ν

µ ν

−

−+
     

          
 

2b  
 

       0u e

e e

µ ν

µ ν

−

−−
+
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Table 5.3.2 Forma Explícita de las Soluciones en " "G  
 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Clase 2  
 
Región de 
parámetros 
 

 
       µ ν>  

  
Dominio para  

0u  

 

 
 
         00 2( )u e eµ ν< < −  

 

1c  

 

 

      0

2( )

u e
e

e e

ν
µ

µ ν−
−

   

 

2c  

 

 

        0 0

2 2( )

u u e
e

e e

ν
ν

µ ν+ −
−

 

 

1a  

 

 

       0u e

e e

ν

µ ν−
 

 

2a  

 

 

         0u e

e e

µ

µ ν−−
+

 

 

1b  
 

       0u e

e e

µ ν

µ ν

−

−+
     

          
 

2b  
 

       0u e

e e

µ ν

µ ν

−

−−
+
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Table 5.3.3 Forma Explícita de las Soluciones en " "G  
 

 

 

 

               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Clase 3  
 
Región de 
parámetros 
 

 
       µ ν>  

  
Dominio para  

0u  

 

 
 
         00 2( )u e eµ ν− −< < −  

 

1c  

 

 

      0

2( )

u e
e

e e

ν
µ

ν µ

−
−

− −
−

−
   

 

2c  

 

 

        0
02( )

u e
e u

e e

µ
ν

ν µ
−

− −
− +

−
 

 

1a  

 

 

       0u e

e e

ν

ν µ

−

− −−
−

 

 

2a  

 

 

         0u e

e e

µ

ν µ

−

− −−
 

 

1b  
 

       0u e

e e

µ ν

ν µ

− −

− −−
−

     

          
 

2b  
 

       0u e

e e

µ ν

ν µ

− −

− −−
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5.4 Comparación de las soluciones en el álgebra de Colombeau                    
con las soluciones numéricas 

 
Ahora interpretaremos las soluciones numéricas discutidas en la Sección 2, como aspectos 

macroscópicos de las soluciones en el álgebra de Colombeau, con 0µ ν= = . 

Notemos que según de la Tabla 5.3.1, para 0µ ν= =                                             

                                            00 4u< <  

                                           0
1 1

4

u
c = +  

                                            0
2

3
1

4

u
c = − . 

Observamos también que  

i. Para 0

4
0

3
u< < , se tiene 1 0c >  y 2 0c < .  

ii. Para 0

4

3
u = , se tiene 1 0c >  y 2 0c = .  

iii. Para 0

4
4

3
u< < , se tiene 1 2 0c c> > . 

Para ilustrar (i)  tomamos 0 1u =  y obtenemos los aspectos macroscópicos de u y σ , esto es  

                                       ( )1 2

1
( ) ( ) 1

2
u Y x c t Y x c t≈ − − + − +                                          

                                        ( )1 2

1
( ) ( )

2
Y x c t Y x c tσ ≈ − − −              

donde   1

5

4
c =   y  2

1

4
c = − .    

Las siguientes gráficas ilustran la situación (i) en dos tiempos diferentes. 
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Figura 5.4.24 Aspecto Macroscópico 
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Figura 5.4.25 Aspecto Macroscópico 
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En estas dos gráficas vemos que las ondas se mueven en sentido opuesto, pero la onda a la 

derecha va con mayor velocidad que la izquierda. 
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Para ilustrar (ii), tomemos 0

4

3
u = , así los aspectos macroscópicos de u y σ  son  

                                       ( )1 2

4
( ) ( ) 1

3
u Y x c t Y x c t≈ − − + − −                                          

                                        ( )1 2

4
( ) ( )

3
Y x c t Y x c tσ ≈ − − −            

donde   1

4

3
c =   y  2 0c = .    

Las siguientes gráficas ilustran la situacion (ii) en dos tiempos diferentes 

 

 

Figura 5.4.26 Aspecto Macroscópico 
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Figura 5.4.27 Aspecto Macroscópico 
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Notamos en estas dos gráficas, dos choques, en las cuales uno queda fijo, mientras el otro avanza 

rápidamente. 

 
 
Para ilustrar (iii), escojamos 0 2u =  así los aspectos microscópicos de u y σ , son   

                                       ( )1 2( ) ( ) 2u Y x c t Y x c t≈ − − + − +                                          

                                        1 2( ) ( )Y x c t Y x c tσ ≈ − − −              

donde   1

3

2
c =   y  2

1

2
c = .    

Las siguientes gráficas ilustran las situaciones (iii) en dos tiempos diferentes 
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Figura 5.4.28 Aspecto Macroscópico 
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Figura 5.4.29 Aspecto Macroscópico 
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En estas gráficas observamos dos ondas viajeras moviéndose en la misma dirección, pero con 

velocidades diferentes. 
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 5.5  Discusión 
 

 

Comparando todas estas gráficas con las obtenidas por el esquema numérico (3.2.2)-(3.2.6), 

notamos que las soluciones numéricas son iguales a los aspectos macroscópicos de estas 

soluciones en el álgebra de Colombeau. 

También es de notar que las gráficas de los aspectos macroscópicos difieren de las gráficas 

obtenidas de la solución débil, esto se debe a varias razones. 

El sistema de ecuaciones (4.2.12)-(4.2.17) en la solución débil, no es equivalente al sistema  

(5.2.3), (5.2.4), (5.2.8)-(5.2.11) en el álgebra de Colombeau, en el caso que u  y σ  sean 

funciones discontinuas. Ya que para encontrar el sistema (4.2.12)-(4.2.17), fue necesario 

convertir el sistema (3.1.3)-(3.1.4) en el sistema conservativo (4.1.3)-(4.1.4), pero cuando 

reemplazamos (3.1.3) en (3.1.4) para obtener (4.1.4), en el caso que  u  y σ  son funciones 

discontinuas, estamos haciendo uso injustificado de  multiplicación de distribuciones, la cual no 

está definida en la teoría de distribuciones. También si analizamos este procedimiento desde el 

punto de vista en G , notamos que al llevar (3.1.3) en (3.1.4) para obtener (4.1.4), estamos 

haciendo un uso indebido de la asociacion " "≈ , pues ella no se preserva bajo producto de 

elementos en G . Esto es: 

Consideremos  

                                                       t x xu uu σ+ ≈                                                                       5.5.1 

                                                      t x xu uσ σ+ ≈                                                                       5.5.2 
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Este sistema en G , no es equivalente al sistema (4.1.3)-(4.1.4) ya que de (5.5.1) tenemos que 

t x xu uu σ+ = + ∆ , donde 0∆ ≈ ; y sustituyendo en (5.5.2) obtenemos 

                                               
2 3

2 3
t x

u u
u uσ

   
+ + − ≈ ∆ ⋅   

   
                                                   5.5.3 

La ecuación (5.5.3) es diferente a la ecuación (4.1.4), pues si 0∆ ≈  y u G∈ , entonces en general 

u∆ ⋅  no esta asociado a cero, pues la asociación no se preserva bajo elementos de G . De aquí 

estos sistemas no pueden ser equivalentes. Una condición suficiente para que estos sistemas sean 

equivalentes es que u C∞∈ , pues en este caso  0u∆ ⋅ ≈ . 
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. 

• En el álgebra de Colombeau " "G , podemos dar sentido al producto de distribuciones, y así 

usando la asociacion " "≈  podemos encontrar distribuciones asociadas a términos no 

lineales.  

• La asociación nos permite encontrar una gran variedad de elementos en " "G asociados a una 

distribución. 

• Las soluciones numéricas representan los aspectos macroscópicos de las soluciones en " "G , 

de la  Clase 1. 

• Las soluciones en " "G están de acuerdo con lo discutido en [1]-[4], para sistemas no 

conservativos. 

• De acuerdo con [3] el sistema (3.1.3)-(3.1.4) puede escribirse en forma conservativa. Ahora, 

dependiendo de la situación física a considerar, las soluciones débiles son aceptables sólo 

cuando los saltos de discontinuidad de ,u [ ] r lu u u= − , cumplem que [ ] 2 3u < , donde 

,r lu u  son los valores constantes de u  a la derecha e izquierda del choque  respectivamente. 
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 R A B A J O F U T U R O
 

Sería interesante poder encontrar otros esquemas numéricos estables que generen aspectos 
macroscópicos de otras soluciones en " "G . 
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 P E N D I C E
 
 
function u = ucero(x) 
if x<= 0 
    u = 1; 
else  
    u = 0; 
end 
 
 
function v = vcero(x) 
if x<= 0 
    v = 0; 
else  
    v = 0; 
end 
 
 
Esquema C.C.R 
 
%function [x,y,j,k] = C.C.R(a,b,lambda,T,alfa) 
%h = (b-a)/M; % s - st 
alfa=1; 
h=0.01; 
lambda=0.2; 
k = h*lambda; 
T=1; 
ns = ceil(T/k); 
a=-1; 
b=6; 
M = ((b+ns*h)-(a-2*ns*h))/h; 
x = (a-(2*ns)*h):h:(b+(ns)*h); % space variable discretized 
time = 0; 
t_now = 1; 
t_new = 2; 
for m=1:M+1 
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    u(1,m) = ucero(x(m));  %f(x(m));   % f = u0 
    v(1,m) = vcero(x(m)); 
end 
for n=1:ns + 1 
    time = time + k; 
    %u(t_new, 1) = ucerot(time);    %g(time); % g(time,x(1))= 
    for m=3:M 
        ww(t_now,m) = (1/2)*(u(t_now,m) + u(t_now,m-1)); 
        ww(t_now,m-1) = (1/2)*(u(t_now,m-1) + u(t_now,m-2)); 
        ww(t_now,m+1) = (1/2)*(u(t_now,m+1) + u(t_now,m)); 
        s(t_now,m) = u(t_now,m) - lambda*ww(t_now,m)*(u(t_now,m) - u(t_now,m-1)); 
        s(t_now,m+1) = u(t_now,m+1) - lambda*ww(t_now,m+1)*(u(t_now,m+1) - u(t_now,m)); 
        s(t_now,m-1) = u(t_now,m-1) - lambda*ww(t_now,m-1)*(u(t_now,m-1) - u(t_now,m-2)); 
        q(t_now,m) = v(t_now,m) - lambda*ww(t_now,m)*(v(t_now,m)-v(t_now,m-1)); 
        q(t_now,m+1) = v(t_now,m+1) - lambda*ww(t_now,m+1)*(v(t_now,m+1)-v(t_now,m)); 
        q(t_now,m-1) = v(t_now,m-1) - lambda*ww(t_now,m-1)*(v(t_now,m-1)-v(t_now,m-2)); 
        u(t_new,m) = s(t_now,m) + (1/2)*lambda*(q(t_now,m+1) - q(t_now,m-1)) + 
(1/2)*lambda*(s(t_now,m+1) - 2*s(t_now,m) + s(t_now,m-1)); 
        v(t_new,m) = q(t_now,m) + (1/2)*lambda*(s(t_now,m+1) - s(t_now,m-1)) + 
(1/2)*lambda*(q(t_now,m+1) - 2*q(t_now,m) + q(t_now,m-1)); 
    end 
    %u(t_new,M+1) = u(t_new,M); 
     
     
    y = u(t_new,:); 
    z = v(t_new,:); 
    t_now = t_new; 
    %t_new = t_new + 1; 
    t_new = mod(n+1,2) + 1; 
end 
w = a:h:b; 
plot(w,y(2*ns+1:2*ns+length(w)),'o') 
%RRRR=length(z) 
hold on 
plot(w,z(2*ns+1:2*ns+length(w)),'*') 
hold off 
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 P E N D I C E
 

function u = ucero(x) 
 
if x<= 0 
    u = -1; 
else  
    u = 0; 
end 
 
 
function v = vcero(x) 
if x<= 0 
    v = 0; 
else  
    v = 0; 
end 
 
 
Esquema C.C.R.M 
 
%function [x,y,j,k] = R.O(a,b,lambda,T,alfa) 
%h = (b-a)/M; % s - st 
alfa=1; 
h=0.01; 
lambda=0.2; 
k = h*lambda; 
T=0.5; 
ns = ceil(T/k); 
a=-6; 
b=6; 
M = ((b+2*ns*h)-(a-ns*h))/h; 
x = (a-ns*h):h:(b+2*ns*h); % space variable discretized 
time = 0; 
t_now = 1; 
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t_new = 2; 
for m=1:M+1 
    u(1,m) = ucero(x(m));  %f(x(m));   % f = u0 
    v(1,m) = vcero(x(m)); 
end 
for n=1:ns + 1 
    time = time + k; 
    %u(t_new, 1) = ucerot(time);    %g(time); % g(time,x(1))= 
    for m=2:M-1 
         
        ww(t_now,m) = (1/2)*(u(t_now,m) + u(t_now,m-1)); 
        
        ww(t_now,m+1) = (1/2)*(u(t_now,m+1) + u(t_now,m)); 
        ww(t_now,m+2) = (1/2)*(u(t_now,m+2) + u(t_now,m+1)); 
        s(t_now,m) = u(t_now,m) - lambda*ww(t_now,m+1)*(u(t_now,m+1) - u(t_now,m)); 
        s(t_now,m+1) = u(t_now,m+1) - lambda*ww(t_now,m+2)*(u(t_now,m+2) - 
u(t_now,m+1)); 
        s(t_now,m-1) = u(t_now,m-1) - lambda*ww(t_now,m)*(u(t_now,m) - u(t_now,m-1)); 
        q(t_now,m) = v(t_now,m) - lambda*ww(t_now,m+1)*(v(t_now,m+1)-v(t_now,m)); 
        q(t_now,m+1) = v(t_now,m+1) - lambda*ww(t_now,m+2)*(v(t_now,m+2)-v(t_now,m+1)); 
        q(t_now,m-1) = v(t_now,m-1) - lambda*ww(t_now,m)*(v(t_now,m)-v(t_now,m-1)); 
        u(t_new,m) = s(t_now,m) + (1/2)*lambda*(q(t_now,m+1) - q(t_now,m-1)) + 
(1/2)*lambda*(s(t_now,m+1) - 2*s(t_now,m) + s(t_now,m-1)); 
        v(t_new,m) = q(t_now,m) + (1/2)*lambda*(s(t_now,m+1) - s(t_now,m-1)) + 
(1/2)*lambda*(q(t_now,m+1) - 2*q(t_now,m) + q(t_now,m-1)); 
    end 
    %u(t_new,M+1) = u(t_new,M); 
     
     
    y = u(t_new,:); 
    z = v(t_new,:); 
    t_now = t_new; 
    %t_new = t_new + 1; 
    t_new = mod(n+1,2) + 1; 
end 
w = a:h:b; 
plot(w,y(ns+1:ns+length(w)),'o') 
hold on 
plot(w,z(ns+1:ns+length(w)),'*') 
hold off 
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 P E N D I C E
 
function u = ucero(x) 
 
if x<= 0 
    u = -1 %ó  u=1; 
else  
    u = 0; 
end 
 
 
function v = vcero(x) 
if x<= 0 
    v = 0; 
else  
    v = 0; 
end 
 
Esquema C.N.P.R 
 
%function [x,y,j,k] = C.N.P.R(a,b,lambda,T,alfa) 
%h = (b-a)/M; % s - st 
alfa=1; 
h=0.01; 
lambda=0.2; 
k = h*lambda; 
T=0.5; 
ns = ceil(T/k); 
a=-1; 
b=6; 
M = (b-(a-(2*ns*h)))/h; 
x = (a-2*ns*h:h:b); % space variable discretized 
time = 0; 
t_now = 1; 
t_new = 2; 
for m=1:M+1 
    u(1,m) = ucero(x(m));  %f(x(m));   % f = u0 
    v(1,m) = vcero(x(m)); 
end 
for n=1:ns + 1 
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    time = time + k; 
    %u(t_new, 1) = ucerot(time);    %g(time); % g(time,x(1))= 
    for m=3:M+1 
        u(t_new,m) = (1/4)*(u(t_now,m) + 2*u(t_now,m-1) + u(t_now,m-2)) - 
alfa*lambda*(1/2)*(1/4)*(u(t_now,m) + 2*u(t_now,m-1)+ u(t_now,m-2))*(u(t_now,m)- 
u(t_now,m-2))+ lambda*(1/2)*(v(t_now,m)-v(t_now,m-2)); 
        v(t_new,m) = (1/4)*(v(t_now,m) + 2*v(t_now,m-1) + v(t_now,m-2)) - 
alfa*lambda*(1/2)*(1/4)*(v(t_now,m) + 2*v(t_now,m-1)+ v(t_now,m-2))*(v(t_now,m)- 
v(t_now,m-2))+ lambda*(1/2)*(u(t_now,m)-u(t_now,m-2));              
    end 
    %u(t_new,M+1) = u(t_new,M); 
    y = u(t_new,:); 
    z = v(t_new,:); 
    t_now = t_new; 
    %t_new = t_new + 1; 
    t_new = mod(n+1,2) + 1; 
end 
w = a:h:b; 
plot(w,y(2*ns+1:2*ns+length(w)),'o') 
hold on 
plot(w,z(2*ns+1:2*ns+length(w)),'*') 
hold off 
 
 


