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Abstract

In this work we find an efficient method for stopping the pendulum’s oscillations,
which is moving on a plane, by variations in the pendulum’s length. This strate-
gy was found casting the problem as an optimal control problem. We deduce the
pendulum’s governing equations and using the Pontryagin’s Principle [3] we find
optimal solutions to this problem.

Using a similar analysis we find strategies to stop the pendulum’s oscillations which
is moving in the space. We show graphically the effectiveness of ours strategies and

make analytical and numerical comparisons.
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Resumen

En este trabajo encontramos un eficiente método para disminuir las oscilaciones de
un péndulo, que se mueve en un plano, variando la longitud de su cuerda. Esta
estrategia fue encontrada encarando el problema como un problema de control 6pti-
mo. Deducimos las ecuaciones que gobiernan dicho péndulo y usando el principio
de Pontryagin [3] encontramos soluciones éptimas a nuestro problema.

Usando un anélisis similar buscamos estrategias para disminuir las oscilaciones de
un péndulo en el espacio. Mostramos graficamente la efectividad de tales estrategias

y hacemos comparaciones analiticas y numéricas.
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Capitulo 1

Introduccion

Experimentos y simulaciones anteriores han demostrado que existen formas de parar
o reducir las oscilaciones de un péndulo variando la longitud de su cuerda. Estas
estrategias consisten en alargar rapidamente la longitud de la cuerda del péndulo
cuando éste alcanza su maxima rapidez y acortarla rapidamente cuando su rapidez
sea minima.

Esta estrategia heuristica se basa de la ecuacion:
10" +2U'0" + gsenf = 0

la cual es la ecuacién gobernante del péndulo con cuerda de longitud variable que se
mueve en un plano. Observe que la presencia del factor I’ en la ecuacién gobernante
actia como un coeficiente de amortiguamiento o friccién siempre que I’ > 0.

Aunque en la literatura no se ha encontrado mucho acerca de procedimientos para

controlar oscilaciones en péndulos, casi universalmente se procede moviendo el punto



de apoyo de dicha cuerda.

Nosotros empezaremos estudiando las ecuaciones que gobiernan el comportamiento
de un péndulo en el plano, luego usando la teoria de control éptimo y el princi-
pio de Pontryagin para controles acotados, buscaremos estrategias 6ptimas que nos
permitan a partir de estas ecuaciones minimizar la energia de oscilacion de dicho
péndulo variando la longitud de su cuerda. Posteriormente mostraremos numérica-
mente y graficamente que tales estrategias son eficientes. Veremos como la energia
del péndulo va disminuyendo mientras se aplica tal estrategia.

Posteriormente usando el mismo analisis haremos lo mismo para un péndulo que
oscila en el espacio.

Finalmente haremos comparaciones de la estrategia heuristica y la estrategia opti-
ma encontrada, tanto para el péndulo plano como para el péndulo en el espacio,
ademas veremos que sucede si las estrategias del péndulo en el plano son aplicadas

para el espacio.

1.1. Justificacion

Existen maquinas que usan el sistema de un péndulo para operar, como lo son por
ejemplo las gruas. Muchas veces es necesario parar o reducir las oscilaciones en una
grua al momento de operar.

Estudios anteriores de control de oscilaciones en péndulos sugieren ciertas formas
para controlar oscilaciones. Estas formas consisten en mover la grua o mover el
punto de apoyo de su cuerda. Mover la grua para controlar las oscilaciones puede

ser ineficiente y otras veces imposible de hacer; por lo tanto surge la inquietud de



buscar nuevas formas para controlar tales oscilaciones.

1.2. Objetivos

e Modelar una grua como un péndulo con cuerda de longitud variable y buscar
formas para reducir las oscilaciones del péndulo variando la longitud de su cuerda.
e Encarar el problema como un problema de control 6ptimo y buscar una estrategia
optima para reducir sus oscilaciones.

e Comparar la estrategia 6ptima con otras estrategias encontradas.

e Analizar tanto un péndulo que se mueve en el plano como también un péndulo en
el espacio, y comparar sus estrategias.

e [lustrar numéricamente y graficamente con el uso de Matlab, la efectividad de tales

estrategias.

1.3. Preliminares tedricos

1.3.1. Multiplicadores de Lagrange

Supongamos que tenemos el problema de minimizar la funcién F' = F(xy, 23), donde

21y 22 no son independientes, sino que estan restringidos por la ecuaciéon

Y(x1,22) =0 (1.1)



En caso de tener un minimo (1%, x9%), una condicién necesaria es:

oF oF
F=— = dry = 1.2
d (9.1'1 dQTl + a$2 dflfg 0 ( )

donde dF es la diferencial de F'y g—i, g—i son las derivadas parciales de F' evaluadas

en (1%, To%). Sin embargo, como las diferenciales dz; y dzxs no son valores arbitrarios,

sino que estan relacionados por la ecuacion:

O O
dip = —d —dxy =0 1.3
Y o2, $1+ax2 T2 (1.3)
luego no podemos concluir que:
or or
61’1 n 8%2 N

ya que si esto fuese asi, tendriamos 2 ecuaciones para determinar los valores xyx*, xox;
estos valores que obviamente satisfacerian la ecuacion (1.2), no tendrian por que
satisfacer la ecuacién (1.1).

Para encontrar valores que satisfagan ambas ecuaciones a la vez, elegimos en forma
arbitraria a uno de ellos como el valor independiente. Luego usando la ecuacion
(1.3), dF queda expresada en términos de la diferencial independiente. Supongamos
que dx4 es la diferencial independiente. Asumiendo que g—j’l # 0, de la ecuacién (1.3)

tenemos:

8¢/8x2

W= =5 oy

diL’Q



luego

OF 0/0ws | OF]

F=|-
d 81’1 81#/81:1 (9952

Donde dxy puede ser conciderado arbitrario. Para que esta tltima ecuacion sea

satisfecha para cualquier valor de dr, debemos tener que:

OF 9y  OF 9y
8(E1 8:)52 (91'2 8:61 N

0

Esta ecuacién junto con la ecuacién

w(l'la 1'2) = O

son las ecuaciones simultaneas que deben satisfacer necesariamente (x1%,xo%) para
ser un minimo local.

Por otro lado, sin justificacién a priori consideremos la siguiente funcion:

f = F(Il, $2) + )\ﬂp(xl, Ig) (14)

donde A; es un pardmetro por determinar. Observe que por la ecuacién (1.1), ¢ = 0.

Luego lo que realmente tenemos es:

f(x1,22) = F(21, 72)



La condicién necesaria para un minimo local es que:

df (x1,22) = dF(x1,22) =0 (1.5)

es decir:
df =dF + M\idy =0
o también
oF a¢ or o B

Donde las derivadas parciales estédn evaluadas en el minimo local (z1%, xox).

Al igual que antes dz1, drs no son independientes, significa que no podemos concluir
que cada coeficiente en la ecuacién (1.6) debe ser cero. Escogamos dz; como la difer-
encial dependiente y a drs como la diferencial independiente. Ademas escogamos a
A1, el cual esta a nuestra disposicién, como el valor que anule a un coeficiente. Por

ejemplo, supongamos que A; anula al coeficiente de dxq; es decir:

OF o
+ A =0
8x1 Yoz, 8x1 ’
luego de la ecuacién (1.6) nos queda:
oF oY
+ A dxy =
(8ZE2 Yoz, 8x2 ) 2 0’



como dxo es arbitrario tenemos:

OF A
81'2 )\1 (91’2 =0

Combinando estos resultados tenemos que:

OF O

e T Mgy =0 (1.7)

OF O

0. T Mo, =0 (1.8)
’Q/J(J)l, ZL‘Q) =0. (19)

Estas 3 ecuaciones son las que simultaneamente deben satisfacer los valores xq%, xox
y A1 para que (1%, To%) sea un minimo local. Es importante observar que eliminando

A1 de las dos primeras obtenemos:

OF o OF

8ZE1 (91‘2 B 81'2 81'1 =0

¢($1a IQ) =0

el cual es el sistema de dos ecuaciones para determinar (zq%, To%).
Note que las ecuaciones (1.7) y (1.8) son las ecuaciones que resultarian de considerar
dxy y dzs como si fuesen independientes en la ecuacién (1.6); es decir en la intro-

duccién del multiplicador Ay nos permite tratar las variables z; , x5 como si fuesen

independientes.



1.3.2. Variacion de un funcional

Comenzamos dando algunos resultados importantes del analisis real, cuyas demostra-
ciones se encuentran en [5] y nos serviran para demostrar teoremas posteriores.

Lema 1 : Si f(z) es una funcién continua en [a, b], y si

b
/ f(x)h(z)dz =0 (1.10)

para toda funcién continua h sobre (a,b) tal que h(a) = h(b) = 0, entonces f(z) =0
para todo z € [a, b].

Lema 2 : Si f(x) es continua en [a,b], y si

/ f(x)W (z)dx =0 (1.11)

para toda funcién diferenciable h sobre (a,b) tal que h(a) = h(b) = 0, entonces
f(z) = ¢ para todo x € [a, b, donde ¢ es una constante.

Lema 3 : Si f(x) es continua en [a,b], y si

/ F@) (2)dz = 0 (1.12)

para toda funcién 2 veces diferenciable h sobre (a,b) tal que h(a) = h(b) = 0y
h'(a) = h'(b) = 0, entonces f(x) = ¢+ dx para todo x sobre [a, b], donde ¢ y d son

constantes.



Lema 4 : si f(z) y g(z) son funciones continuas en [a, b], y si

b
[ @@+ glapn @)z =0 (1.13)

para toda funcién diferenciable h(z) sobre (a,b) tal que h(a) = h(b) = 0, entonces
g(x) es diferenciable, y ¢'(z) = f(x) para todo z € [a, b].

Se llama funcional a una correspondencia que asigna a cada funcién (o curva) de un
conjunto de funciones, un cierto niimero real. En otras palabras un funcional es un
cierto tipo de operador que actia sobre un conjunto de funciones y asigna a cada
funcién un nimero real.

Los funcionales juegan un papel importante en muchos problemas del andlisis,
geometria, mecanica, etc.

Dado un espacio vectorial normado V; sea J un funcional definido sobre V. Se dice
que J es un funcional lineal continuo si:

1. J(ay) = aJ(y) para cualquier y € V' y para cualquier nimero real «.

2. J(y1 +y2) = J(y1) + J(y2) para cualquier y; , yo en V.

3. J es una funcién continua de V en R.

Introduciremos el concepto de variacion de un funcional [10] , andlogo al concepto
de la diferencial de una funcién. Este concepto serd usado para calcular extremos
de funcionales.

Sea J(y) un funcional definido sobre un espacio vectorial normado, y sea :

AJ(h)=J(y+h)—J(y)
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el incremento de J, correspondiente al incremento h = h(x) de la variable indepen-
diente y = y(x). Si y es fijo, AJ(h) es un funcional de h, en general un funcional
no lineal.

Suponga que:

AJ(h) = d(h) + ],

donde d(h) es un funcional lineal y ademds, ¢ — 0 cuando |h| — 0 (|h| significa
la norma de h). Luego el funcional J(y) se dice ser diferenciable y la parte lineal
del incremento AJ(h), es decir, el funcional lineal d(h) el cual difiere de AJ(h) por
un infinitesimal de orden mayor que 1 respecto a |h|, es llamado la variacién (o
diferencial) de J(h) y es denotado por §.J(h).

Los siguientes teoremas son importantes para el desarrollo del trabajo.

Teorema 1 : El diferencial de un funcional diferenciable es tnico.

Prueba

Primero mostremos que si «(h) es un funcional lineal y si:

a(h)
I

— 0

cuando |h| — 0, entonces a(h) = 0.

En efecto, suponga que a(h) # 0 para algtin hg # 0. Luego, sea
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Vemos que |h,| — 0 cuando n — oo, pero

alhy) ~ lim na(hy)

we Tha sl

—A#0

contradiciendo la hipétesis.

Ahora supongamos que el diferencial del funcional J(y) no es tnico, es decir

AJ(h) = ay(h) + €1|h]

AJ(h) = as(h) + e)h]

donde ay, ag son funcionales lineales, y €, es — 0 cuando |h| — 0. Esto implica que

Oél(h) — OéQ(h) = €2|h| — €1|h|

es decir a;(h) —az(h) es un infinitesimal de orden mayor que 1 respecto a |h|. Como
a1(h) —ay(h) es un funcional lineal, de la primera parte de la demostracién se sigue
que aq(h) — as(h) es idénticamente nulo.

Teorema 2 : Una condicién necesaria para que un funcional diferenciable J(y) tenga

un extremo en y = ¢ es que su variacion sea cero para y = ¥, es decir que:

5J(h) =0 (1.14)

para y = ¢y y para todo h admisible.

Prueba
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Suponga que J(y) tiene un minimo para y = y. Por la definicién de variacién 6.J(h),

tenemos que

AJ(h) = 8.J(h) + €|h, (1.15)

donde € — 0 cuando |h| — 0. Es decir para |h| suficientemente pequeno, el signo
de AJ(h) serd el mismo de §J(h). Supongamos ahora que d.J(hg) # 0 para algin hg

admisible. Entonces para cualquier ¢ > 0, no importa cuan pequeno, tenemos

5J(—Ch0) = —5J(Ch0)

Luego, de (1.15), AJ(h) puede tener ambos signos para |h| arbitrariamente pequeno.
Pero esto es imposible, ya que por hipétesis J(y) tiene un minimo para y = g, es

decir;

para todo |h| suficiente pequeno.

1.3.3. La ecuacion de Euler

Un problema variacional simple puede ser el formulado de la siguiente manera.
Sea F(x,y,z) una funcién con primeras y segundas derivadas parciales continuas
con respecto a todos sus argumentos. Luego entre todas las funciones y(x), contin-

uamente diferenciables en a < x < b que satisfagan:

yla) = A, y(b) = B,
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encontrar la funcion para la cual el funcional

b
J(y):/ F(x,y,y)dx (1.16)

tenga un extremo. En otras palabras, este problema variacional consiste en encon-
trar un extremo de un funcional de la forma (1.16), donde las funciones admisibles
consisten en todas las curvas suaves que unen dos puntos fijos.

Para aplicar la condicion necesaria de extremo a este problema, dado en el Teorema
2, veamos como es la variacion del funcional J.

Supongamos que incrementamos a y(z) con h(x), donde a fin que la funcién y(z) +

h(z) satisfaga las condiciones de frontera debemos tener que:

Luego para este incremento en y, el correspondiente incremento en J sera:

AJ—J(y—l—h)—J(y)—/ F[m,y—i—h,(y—i—h)']dx—/ F(x,y,y)dx

b
AJ=Jy+h)—J(y) =/ [F(x,y+h,y +1)de — F(z,y,y)|dx

Usando la féormula de Taylor, tenemos:

b
AJ:/ (Fy (2,9, )h + Fy (2, 9,y )W)dz + ... (1.17)
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donde F), , F,y denotan derivadas parciales y los puntos suspensivos denotan términos
de orden mayor que 1 con respecto a h y h'. Luego la integral en (1.17) representa la
parte lineal de AJ, y por lo tanto la variacién de J(y). De acuerdo con el Teorema

2, una condicién necesaria para que y = y(z) sea un extremo de J es que:
0J = /[Fyh + EF,h'ldz =0 (1.18)

para toda funcion h admisible. Pero de acuerdo con el lema 4, (1.18) implica que:

d
Fy~—Fy =0. (1.19)

Este resultado es conocido como la ecuacién de Fuler; es decir

Teorema 3 : Sea J(y) un funcional de la forma:

definido sobre un conjunto de funciones y(z), las cuales tienen primeras derivadas
continuas en [a,b] y satisfacen las condiciones de frontera y(a) = A , y(b) = B.
Entonces una condicién necesaria para que J(y) tenga un extremo para una funcién
dada y(z), es que y(x) satisfaga la ecuacién de Euler (1.19).

Las curvas integrales de la ecuaciéon de Euler son llamadas extremales. Como la
ecuacion de Euler es una ecuacion diferencial de segundo orden, su solucién en gen-
eral depende de 2 constantes arbitrarias las cuales son determinadas de las condi-

ciones de frontera y(a) = A , y(b) = B.
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Hasta ahora hemos considerado funcionales que dependen de una sola funcién y =
y(x) y de su primera derivada y’. Esto se puede generalizar para funcionales que
dependan de varias funciones y de sus derivadas de orden mayor que uno, para fun-
cionales que dependan de funciones sujetas a restricciones que no sean las condiciones
de frontera o para funcionales donde las condiciones de frontera sean libres; tal co-
mo se muestran el los siguientes teoremas cuyas demostraciones se encuentran en [6].
Teorema 4 : Sea F(,Y1, ..., Yn, Y}, ---» Yl,) una funcién con primera y segunda derivadas
parciales continuas con respecto a todos sus argumentos. Una condiciéon necesaria

para que la curva

sea un extremal del funcional

b
/ F(x, 91, ooy Yns Y1 ooy Ysy )T (1.20)

es que las funciones y;(z) satisfagan las ecuaciones de Euler:

d :
F, — = 0 (i=1,..,n) (1.21)
Teorema 5 : Sea F(x,y, 2, ...,2,) una funcién con primera y segunda derivadas

parciales continuas con respecto a todos sus argumentos. Dado un funcional de la

forma

b
/ F(z,y,y,....,y")dx (1.22)
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definido sobre funciones con derivadas continuas hasta de orden n que satisfacen:

yla) = Ag, y'(a) = Ay, ..., y" Ha) = A,y

y(b) = Bo, y/(b) = Bl, ey yn_l(b) = Bn—l

Una condicién necesaria para que la curva y = y(x) sea un extremal del funcional

es que satisfaga la ecuacién de Euler:

F, dF+d2F + ( 1)”an =0 (1.23)
YU e Y T de? Y dzn” V" '
Teorema 6 : Dado el funcional
b
Tooil = [ Flayz o
donde y = t(x) , z = z(x) satisfacen la restricion:
9(x,y,2,y,2") =0 (1.24)

y las condiciones de frontera:

y(a) = Ay, y(b) = B

z(a) = Ag, z(b) = By
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y ademas, sea:

un extremo para .J, entonces, si g, y ¢g. no se anulan simultaneamente en algin
punto de la superficie g, existe una funcién A(z) tal que y*(z), z*(x) es un extremal

del funcional:

/ [F + \(x)g]dx

es decir satisface las ecuaciones

d
Fy + )\gy — %Fy/ = 0 (125)
d

Este tltimo teorema, por simplicidad, ha sido enunciado para sélo 2 funciones y, z
; mas puede ser generalizado para n funciones f;, (i = 1,...,n) con k restricciones
gi, (Z = ]_, ceey k)

En el siguiente capitulo empezaremos a estudiar un péndulo con cuerda de longi-
tud variable que oscila sobre un plano, deducir las ecuaciones que lo gobiernan y

analizarlas; empezando asi la parte mas importante de este trabajo.



Capitulo 2

El péndulo en el plano

2.1. Analisis del problema

Sea un sistema de péndulo con cuerda de longitud varible que se mueve sobre un
plano, tal como se muestra en la Figura 2.1. Busquemos las ecuaciones que gobiernan

el comportamiento de dicho péndulo.

Isen@ ¥

7

lcosd

Figura 2.1: Péndulo en el plano

Usando la segunda ley de Newton

F=mxa

18
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donde m es la masa del péndulo y a es su aceleracion; en forma vectorial tenemos
que:

m(0, g) — (T'sen(6), Tcos(#)) = m(lsen(h),lcos())”

Donde [, # son funciones del tiempo ¢ y T" es la tension de la cuerda.

Efectuando las derivadas en el segundo miembro obtenemos:

(0,9) — (T'sen(8),Tcos(0)) = (I'sen() + lcos(0)8',1'cos(8) — lsen(0)6')

(0,9) — (Tsen(8), Tcos(0)) = (I"sen(0) + 2l'cos(0)8' + lcos(0)0" — Isen ()0,
I"cos(6) — 2U'sen(0)8' — lcos(0)0"* — lsen(9)0")

es decir tenemos el sistemas

I"sen(6) + 2l'cos(0)0 + lcos(0)0" — lsen(0)§* = —T'sen(0) (2.1)

I"cos(0) — 2'sen(0)8' — lcos(0)0* — lsen(0)0" = g — Tcos(f) (2.2)

Estas son las ecuaciones gobernantes de un péndulo con cuerda de longitud variable
sobre un plano. Algo muy importante es que si podemos controlar la cuerda I,
podemos eliminar una de estas ecuaciones; es decir:

multiplicando (2.1) por cos(0), (2.2) por sen(f) y restando (1.1)-(1.2), tenemos:

2U'0' (cos®(0) + sen?(0)) + I(cos*(#) + sen?(0))0" = —gsen(0)
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simplificando nos queda:

16" +2U'0" + gsen() =0 (2.3)

La cual representa la ecuacion gobernante de un péndulo con cuerda de longitud
variable. Observe que si la longitud de la cuerda fuera constante, [’ seria igual a
cero, luego obtendriamos la ecuacién de un péndulo comun.

Ademads podemos ver que I’ actua como un factor de friccion [2] cuando tiene signo
positivo, es decir cuando [ crece, evidentemente la longitud de la cuerda [ no puede
ser completamente creciente en nuestro problema.

Es importante notar que no es practico acortar completamente la cuerda (I = 0),
las razones son perdida de tiempo y fenémenos curiosos como el llamado péndulo de
Ehrenfest (este fenémeno produce oscilaciones crecientes cuando se le acorta lenta-
mente la cuerda del péndulo); por lo tanto la estrategia no debe cambiar mucho la
longitud de la cuerda.

Una estrategia heuristica para disminuir las oscilaciones del péndulo seria alargar
rapidamente la cuerda del péndulo (I’ > 0) cuando éste tenga su méaxima velocidad
(0" sea méximo), de esta forma tendremos el término positivo deseado para el amor-
tiguamiento; y acortarla (I’ < 0) cuando su velocidad sea cero (¢ = 0), anulando
asi este término negativo. De esta forma reduciremos las oscilaciones del péndulo.
Al final de este capitulo mostraremos numéricamente y graficamente la efectividad

de esta estrategia heuristica.
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2.2. Un funcional de energia para el péndulo en
el plano

Una ecuacion equivalente a la ecuacion (2.3) es la siguiente:
1 / 2 T
S Us)0())” + gl(s)(1 = cos(6(s)))lo =

gl(s)lo — /0 geos(0(s))l'(s) + (¢'(s))*U(s)I'(s)ds (2:4)

En la parte izquierda de esta ecuacién se muestra la suma de parte de la energia
cinética (ya que falta el componente radial) y energia potencial del sistema. Llamem-
os a esto la energia de oscilacion.

Para verificar la equivalencia de ecuaciones derivamos (2.4) con respecto a T, asi:
10'(I'0 +10") + gl'(1 — cos(0)) + gl(sen(0)0') = gl' — gcos(O)' — 1I'(#')?

Wo* +120'0" + gl' — gl'cos(0) + glt sen(0) = gl — geos(0)' — 1I'(0')?

finalmente tenemos:

200" + 10" + gsen(0) =0

Observando la ecuacién (2.4), vemos que el término gl(s)|l se anulard en caso de
que [(0) = I(T), es decir si el péndulo tiene la misma longitud al inicio y al final

del movimiento, es decir en los tiempos t = 0 , ¢ = T'. Considerando esto ultimo
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tenemos que:

1/2(U()8(5))* + gl(s)(1 — cos(0(s)))lg = —/0 geos((s))l'(s) + (¢ (s))"1(s)I'(s)

representa la energia de oscilacion del péndulo. Podemos ver que para quitarle dicha
energia al péndulo, debemos minimizar el valor de la integral en esta ecuacion; es
decir:

Dado el funcional de energia:

J(0,1) = —/0 geos(0(s))'(s) + (0'(s))*U'ds

sujeto a la restriccién (2.3), deseamos encontrar 0(t),[(t) que minimisen .J.

Por el teorema 6, tenemos que para un funcional de la forma

b
J(z,y,2) —/ F(z,y,z,v, 2, y", ")

sujeto a la restriccién:

G(z,y,z,y,2,y", 2") =0

donde y = y(x),z = z(x). Las ecuaciones para y, z que minimizan dicho funcional
estan dadas por las ecuaciones de Euler Lagrange:

d d?
¢y - @be’ + @Qby” =0

d d?

¢, — @@' +@



donde ¢ = F + \G

Para nuestro caso:
F=Ft0,1,0,1,07,1") = —gcos(0(s))l'(s) — (0(s))21l'

G=G(t,0,1,0,',07,1") =1(t)0"(t) + 2U' ()0 (t) + gsen(0(t))
Luego las ecuaciones de Euler son:

d d?
E + )\Gl — %(E/ + )\Gl/) —+ ﬁ(ﬂ// + >\Gl“) =0

2

d d
Fg + )\G@ - %(Fg/ + )\G@/) + ﬁ(FGH —|— AGQN) = O

23

(2.5)

(2.6)

Resolviendo las derivadas para la ecuacién (2.5) y simplificando tenemos la ecuacién

final:

200'0" — \0" — gsen(6)0" —2XN'6' =0

Haciendo lo mismo para la ecuacién (2.6) tenemos

200" + gl'sen(0)0' + Agcos(0)0' + 200" +21"0" + \X" + 1\ =0

Por lo tanto, las ecuaciones para 6(t),[(t) que minimizan el funcional

J(0,1) = —/0 geos(0(s))l'(s) + (0/(s))?1l'ds

(2.7)

(2.8)
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sujeto a :

L()8"(t) + 2U'(t)0'(t) + gsen(0(t)) =0

estan dadas por las ecuaciones (2.7) y (2.8).

Ademads tenemos que decir que la funcién (t) satisface las condiciones:

0(0) =a
0'(0) =10
a<lit)<p

Estas condiciones deben ser tomadas en cuenta para resolver el sistema de ecua-
ciones.

Claramente podemos ver que tenemos un sistema de ecuaciones para las incégnitas
(6, I, \), un sistema no lineal de segundo orden. Adem&s no conocemos las condi-
ciones iniciales para .

Ademas las ecuaciones de Euler requiere que las funciones extremales tengan por lo
menos derivadas continuas. Es decir, para este sistema 6 y [ deberan ser diferen-

ciables, mostremos que este podria no ser nuestro caso.

2.3. Controles discontinuos acotados

Para muchas aplicaciones précticas, la funcién control ademas de ser acotada, per-

mite discontinuidades en algunos puntos. Ilustremos esto ultimo planteando el
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siguiente ejemplo.

Supongamos que deseamos conducir un carro de un punto fijo hacia otro, los puntos
estan sobre una recta a una distancia d el uno del otro. Supongamos que el tnico
control que tenemos son los frenos y el acelerador (por simplicidad asumimos que el
carro no tiene cambios).

Luego la ecuacion de movimiento del carro es:

Az

az !

donde [ representa la aceleracién o desaceleracion (freno) y x la distancia viajada
en un tiempo ¢. El control [ estd sujeto a una cota inferior (freno méximo) y a una

cota superior (aceleracion), es decir:
—a<I<p

donde o y  son constantes positivas.
El problema puede ser planteado de la siguiente manera. Minimizar el tiempo toma-

do para ir de un punto hacia el otro, es decir minimizar el funcional:

T = /0 "Lt (2.9)

sujeto a :
d*x
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y condiciones de frontera:
2(0)=0,2'(0)=0,2(T)=d, 2'(T) =0 (2.11)

—a<I<p (2.12)

Antes de tratar de encontrar las ecuaciones de Euler para el funcional (2.9), cam-
biemos la inecuacién (2.12), introduciendo una nueva variable de control v, por la

ecuacion:

v = (I+a)(B-1)

Observe que dado que v es real, [ satisface (2.12). Ademds hagamos el cambio de

variable 1 = z, tal que

reemplaza la ecuacién (2.10) con las nuevas condiciones de frontera
33’1(0) = .ﬁEQ(O) = 0, 331(T) = d, .’ﬂQ(T) =0
Formemos el nuevo funcional

T = /T[l + )\1(262 — 17/1) + )\2([ — .13/2) + )\3(1}2 — (l + Oé)(ﬁ — l))dt
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donde \; son los multiplicadores de Lagrange. Llamemos F' al integrando en esta

ultima ecuacién. Las ecuaciones de FEuler para xy, zo, [, v son:

oF d OF

desarrollando las derivadas tenemos:

Resolvamos el sistema.

o 0w
OF _doF
81'2 dt 8[E2 N
oF d OF
o o) ="
OF _d OF
v dt ov’
X1:O
Xo = —)\

/\2 :Ag(ﬁ—a—ZZ)

2?})\3 =0

De la ecuacién (2.16), tenemos que v =0 o A3 = 0.

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Si A3 =0, por (2.15) y (2.14) tenemos que Ay = 0y A\; = 0. Asi (2.13) es satisfecho

y no se ha encontrado ninguna solucién al problema, entonces descartemos esta

posibilidad.

Siv =0, tenemos que [ = 3 o | = —a, es decir la aceleracion [ toma solo el valor
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maximo o el minimo. Fisicamente parece claro que debemos empezar con [ = 3y

luego con u = —a, es decir

g 0<t<t
Loy =
—a ty<t<T

El cambio en la velocidad ocurre en el tiempo ¢y. Integrando y usando las condiciones

de frontera tenemos

Bt 0<t<t,
Tog = X1 =
—at=T) to<t<T
Integrando otra vez
30t 0<t<t
r =

—sa(t—T)+d ty<t<T
Ademads como z; (distancia) y xs (velocidad) son continuos en t = ¢y, debemos tener
ﬁto = O./(T — to)

1 1
5@502 =d— §oz(t —tg)?

Resolviendo este sistema tenemos

to = [2da/B(a + B))2
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1
T = [2d(c + B)/af]?
Finalmente el control es
B 0<t<t
—a tg<t<T
Como podemos ver el control es una funcién discontinua en t = ¢y, el cual toma sélo

sus valores maximo y minimo. A este tipo de controles se los conoce como controles

bang-bang [10].

2.4. Control 6ptimo y principio de Pontryagin

Supongamos que el estado de un sistema dindamico en un tiempo ¢, descrito por un

vector Y € R, esta dado por la ecuacién diferencial:
Yi(t) = G(t.Y(t),U(t))

donde la funcién vectorial U(t) € RF es una funcién asignada llamada control. G es
dado y se asume C', Y es C! por partes, pero U puede ser solo continua por partes
en cada intervalo de tiempo. Un problema de control consiste en escoger U, tal que
la variable de estado Y sea transferida de un punto inicial Y;, de un tiempo ¢y, hacia

un punto final de un tiempo T’; tal que optimizen un funcional de la forma:

T
F(Y,U) = / FY,U)dt
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donde f es una funcién C! de valor real, t; y T pueden variar de acuerdo a las
condiciones iniciales y finales para Y. Ademas los vectores control y estado pueden
estar sujeto a restricciones.

El principio de Pontryagin es una teoria para tratar problemas de control 6ptimo
donde el control puede ser una funcién acotada y discontinua. Este principio permite

buscar extremales para un funcional de la forma:

T
J:/ Fo(z,u,t)dt (2.17)
0

con restricciones:

r, = Fj(x,u,t) (1=1,2,...,n) (2.18)

donde:

x = (x1(t), x2(t), ...,z (1))
w = (uy(t), us(t), ..., um(t))

y t es la variable tiempo; con condiciones iniciales z(0) = a, condiciones finales
21(T) = by, 22(T) = b, ..., z4(T) = b, (¢ < n)y sujeto au € U (regién de control
admisible). Observemos que tanto Fy como F; no dependen de las derivadas de x ,
u.

Bajo esta situaciéon empecemos haciendo un andlisis igual que para funcionales
definidos sobre un espacio de funciones continuas como en el capitulo anterior. Por

el teorema 6, introducimos los multiplicadores de Lagrange \; y formamos el nuevo
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funcional:

T n
Jr = / Fo+ Y N(F; —af)dt
0 i=1

Luego un extremal para (2.17) sujeto a las restricciones (2.18) es un extremal de J*;
es decir son las funciones z(t), u(t) que satisfagan las ecuaciones de Euler para J*.
Definamos:

H=F,+ Z N F; (Hamiltoniano) (2.19)

i=1
Ademas supongamos que Fy y F; no dependen explicitamente de ¢, es decir H =
H(z,u,\).

O sea tenemos que:

T n
J* = / (H = Naj)dt (2.20)
0 i=1

Luego las ecuaciones de Euler de (2.20) para las variables x; son

OH d
——(=X;) =0
es decir
H
A = _gxi (1=1,2,...,n) (2.21)

Las ecuaciones de (2.20) para el control u; no las concideraremos (u; puede no ser
continuo). En lugar de esto concideraremos el efecto que tienen sobre el funcional,

pequenos cambios en el control. En este caso se puede probar que considerando:

AT = J(x,u+ du, \) — J*(x,u, \)
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obtenemos que:

T m
AJ* — / Z[H(x;ul,uQ, ey U OUG e U N) — H (T, u, N)]dE (2.22)
0

j=1

Luego para que u sea éptimo (minimo) debemos tener en (2.22) que AJ* > 0 para

todo control admisible u 4 du. Esto implica que
H(x;up, ug, ..., wj + 0uj, .oy Uy A) > H(z,u, \) (2.23)

para todo du; admisible y para j = 1,2,...,m. Esto quiere decir que para un control

optimo, H se minimiza con respecto a las variables de control uq, us, ..., u,,. Es decir:
TEOREMA (Principio de Pontryagin).

Dado el siguiente funcional

to
J—/ Fo(z,u, t)dt

t1

donde:

F[) es una funcién continua por partes en u, y
T = (xl(t)’ x?(t)a 7'Tn(t))

w = (ug(t), ug(t), ..., um(t))
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Una condicién suficiente para que una funcién control u*(t), t; < t < ty, con su

correspondiente trayectorea x*(t) sujeto a las restricciones
z, = Fi(x,u,t) (i=1,2,...,n)

donde F; es también continua por partes respecto a u, minimizen dicho funcional,
es que exista una funcién continua no nula A(t), tal que para cualquier tiempo t, el
Hamiltoniano se minimize en el control 6ptimo con respecto a qualquier otro control.
Es decir

H(z,u*t,\) < H(x,u,t,\)

Debemos decir también, aunque no hagamos uso de esto, que este principio nos dice

que para cualquier tiempo ¢, el vector A(t) satisface

OH (z,u,t,\)

Nt = - ox

U

Como ejemplo sencillo, consideremos el ejemplo de la seccién anterior. Minimizar

T
- / 1dt (2.24)
0

sujeto a :
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z(0) =0, 2'(0) =0, 2(T) =d, 2'(T) =0 (2.25)
—a<1<p (2.26)

Introduciendo los multiplicadores A; , Ay tenemos
T
T :/ 1+)\1(1’2—$.1)+)\2(l—1:2)dt
0
el Hamiltoniano estda dado por
H = 1+)\1$2+)\2l

es decir una funcion lineal en [. Luego para encontrar un control 6ptimo, tenemos
que minimizar H con respecto a [, donde | € U = [—a,3]. Como H es lineal,
claramente alcanza su minimo en la frontera de U, es deciren [ = —a 0l =3

Finalmente el control 6ptimo esta dado por

—a st Ay >0
| =

6 st )\2<0

tal como en la seccidén anterior.

Aplicando esta teoria a nuestro problema del péndulo, tenemos el ffuncional

J(6,1) = —/0 geos(0(s))'(s) + (8'(s))*1(s)l'(s)ds (2.27)
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sujeto a

L()8"(t) + 2U'(t)0'(t) + gsen(0(t)) =0 (2.28)
a<i<p (2.29)

Vemos que es posible despejar I’ de la restriccién (2.28), es decir

_ —10" — gsen(0)

! 20’

y reemplazarla en el funcional (2.27), obteniendo

T —10" — gsen(0 ., —10" — gsen(0
J= _/ geos(9)(——; O+ @y > ©))as
0

J /T gcos(0)0"1 N gsin(0)0'l N 00" 1> N g*cos(0)sin(0) (2.30)
0

20' 2 2 20"

Tratando de adecuar nuestro problema de tal forma que podamos aplicar el prin-
cipio de Pontryagin, y observando cuidadosamente que para ello el integrando del
funcional (2.17) y las funciones F; de las restricciones (2.18), en el principio de Pon-
tryagin, no deben contener derivadas en las variables x , u; hacemos los cambios de

variables:

9 - 61, 6/1 - 62, 6,2 - 63. (231)

Finalmente de (2.30) y (2.31) tenemos el funcional:

I /T gcos(6y)0sl N gsin(6;)0sl N 050512 N g*cos(6)sin(6)
. 20, 2 2 26,
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sujeto a

Luego el nuevo funcional es

T : 2 2 -
7 / gcos(@l)egl+gsm(61)92l+9293l . cos(@l)sm(el)+)\1(92_9,1)+>\2(03_9;)dt
0

20, 2 2 205
con hamiltoniano

_ gcos(61)05l N gsin(0;)0sl N 00512 N g*cos(6y)sin(6,)

H
20, 2 2 20,

+ M0y + Nl (2.32)

Las soluciones para 6,05, 05,1, A\, Ao estdn dadas por las soluciones de (2.21) y de
minimizar (2.32) con respecto a .
Reemplazando los valores de 61, 6, y 65 por sus equivalentes valores, vemos que

(2.32) se convierte en

H— gcos(6)6"1 N gsin(6)0'l N 00" N g*cos(0)sin(0)

- & > > 2 F 0+ A0 (2.33)

Ademas vemos que [ solamente aparece en los tres primeros sumandos, luego lo que

finalmente debemos minimizar con respecto a [ es

_ geos(0)0"1 N gsin(0)0'l N 00"

H*
20" 2 2
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lo cual podemos escribirlo como

0’0" gcos(0)0"  gsin(0)0'
H* =
f Sy R )

Podemos observar que H* es cuadratico con respecto a [ y dado que a <[ < 3 para

a, ( positivos, podemos minimizarlo de acuerdo a los valores de los coeficientes

0'0" gcos(0)0"  gsin(0)0'

2 v Oy )
Llamemos

0'0" gcos(0)0"  gsin(0)¢’

A= B =
2 ( 20" * 2 )
Luego tenemos la funcion cuadratica en [
H*=1(Al+ B)

La estrategia para minimizar H* con respecto a [ estaria dada por 2 casos.

Primer caso

Para A > 0, lo cual serfa una parabola que pasa por el origen abriéndose hacia
arriba, y dependera de B para ver los valores que debe tomar [ y minimizar H*.

Si B > 0 (los interceptos serfan 0 y el valor negativo —B/A), luego debemos tener

que | = o minimiza H*; vease la Figura 2.2.

Si B < 0 (los interceptos serian 0 y el valor positivo —B/A), luego tendriamos que
considerar la posicién de —B/2A (que es donde se alcanza el vértice y la funcién

cambia el crecimiento) con respecto a o'y [3.
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Figura 2.2: Pardbolacon A>0y B >0

Si —B/2A < a, tenemos que [ = « minimiza H*, tal como lo muestra la Figura 2.3

Figura 2.3: Pardbola con B <0y —B/2A < «

Si —B/2A > «, dependera de la posicién de § para minimizar H*. Observemos la

Figura 2.4

X i

1
i
i
i
i
i
i
T
i
T

Figura 2.4: Parabola con B < 0 y

—B/2A > «

Si —B/2A > (3, tenemos que | = [ minimiza H*; de lo contrario | = —B/2A. Por

otro lado, analizando de la misma forma el otro caso:

Segundo caso

Para A < 0, Lo cual seria una parabola que pasa por el origen abriéndose hacia

abajo, y otra vez dependerd de B para ver que valores debe tomar [ para minimizar
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H™

Si B < 0, debemos tener que | = 3 para minimizar H*, tal como lo muestra la

Figura 2.5

Figura 2.5: Parabola con A< 0y B <0

Si B > 0, debemos de conciderar la posicion de —B/2A con respecto a a 'y (3.

Si —B/2A < «, debemos tener | = (3, véase la Figura 2.6

H'

Figura 2.6: Pardbola con B >0 y —B/2A < «a

Si —B/2A > «a, dependera de la posicion del valor de .
Si —B/2A > 3, debemos tener que | = «, véase la Figura 2.7
Si —B/2A < 3, debemos conciderar las distancias de —B/2A a « y 3, tal como se

observa en la Figura 2.8

Si (=B/2A —a) > (B + B/2A) debemos tener | = «; de lo contrario tendremos
l=0.

Como podemos observar hemos obtenido una estrategia de control [ que depende
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: -5

! /A\
1

I

1

Figura 2.7: Pardbola con B >0 y —B/2A > 3

g

Figura 2.8: Pardbolaco B >0y —B/2A<j

unicamente de A y de B; éstos a la vez dependen tunicamente de 6, 6’ y 6”; es decir
un control feedback [6] y no un control que dependa directamente de la variable
independiente ¢.

Si quisiéramos un control 6ptimo que dependa del tiempo tendriamos que reemplazar
[ en las ecuaciones de Euler para 6; y resolverlas. Sin embargo, el control con feedback
es mucho mas robusto, ya que se va ajustando a las desviaciones o diferencias entre
la realidad y el modelo matematico. Este control recibe updates continuamente del
estado real del sistema. La tunica desventaja de esto es la necesidad de instalar

sensores que hagan mediciones en tiempo real de 6, §' y 6”.
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2.5. Analisis numérico para el péndulo en el plano

Para finalizar este capitulo mostraremos graficamente, usando matlab, el efecto de
las estrategias encontradas. Usaremos el programa Runge Kutta de orden 4 [9] para
resolver la ecuacion gobernante del péndulo en el plano usando el ya conocido con-
trol éptimo como funcién [(t); es decir, no usaremos las ecuaciones de Euler para
resolver la funcién 6(t). Graficaremos el control y la energia y veremos como es-
tas estrategias van disminuyendo la energia del péndulo. También graficaremos el
angulo 0 que hace la cuerda del péndulo con el eje y y veremos como las oscilaciones
van disminuyendo su amplitud haciendo parar al péndulo. Ademas haremos com-
paraciones de la estrategia heuristica y la estrategia 6éptima encontrada usando el

principio de Pontryagin.

La Figura 2.9 muestra la energia del péndulo y el angulo 6 en funcién del tiem-
po, cuando la longitud de la cuerda es fija. Como condiciones iniciales tendremos:
h =0.01,0 = 1,60 =0, = 1 (consideraremos una cuerda de longitud 1). En este
caso obviamente la energia es constante.

Los gréficos de la figura 2.10 muestran el efecto de la estrategia heuristica (cuadro
izquierdo) y la estrategia 6ptima de Pontryagin (cuadro derecho) aplicadas al péndu-
lo de la Figura2.9. Concideraremos que podemos variar la longitud de la cuerda en
un 20 porciento, es decir 1 < [ <1.2 . Veremos como la energia y la amplitud de
las oscilaciones van disminuyendo (El programa estd implementado para un paso
h=0.1).

Como se puede ver la estrategia heuristica parece ser mas eficiente que la estrategia
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Figura 2.9: Energia y Angulo theta para un péndulo en el plano con cuerda de

longitud 1

enargia y angulo theta
w

energia y angulo theta

tiempo

tiempo

Figura 2.10: Comparacién entre la estrategia heuristica (izquierda) y la dptima
(derecha) para un paso h=0.1

optima, ya que la energia disminuye mas rapidamente. Hagamos los mismos calculos

usando un paso de longitud menor (h=0.05).

Podemos ver en la Figura 2.11 que usando h=0.05 la estrategia optima se asemeja

un poco mas a la estrategia heuristica. Veamos que pasa si seguimos acortando el

paso (h=0.01).

En la Figura 2.12 vemos mas aproximacién entre las estrategias; efectivamente si

seguimos acortando el paso la estrategia éptima converge a la estrategia heuristica,

es decir el control éptimo parece ser el mismo que el control heuristico.



43

7 7
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energia y angulo theta
w

energia y angulo theta
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Figura 2.11: Comparacién entre la estrategia heuristica(izquierda) y la 6pti-
ma(derecha) para un paso h=0.05
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Figura 2.12: Comparacién entre la estrategia heuristica(izquierda) y la 6pti-
ma(derecha) para un paso h=0.01

Finalmente grafiquemos ambos controles con respecto al tiempo.

La Figura 2.13 muestra ambos controles con respecto al tiempo. Como se puede
apreciar en ambos cuadros, los controles [ de ambas estrategias son practicamente
los mismos. Estos toman sus minimos (I = 1) y maximos valores ( [=1.2) préctica-

mente para los mismos intervalos de tiempo.
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Figura 2.13: Comparacién entre los controles de la estrategia heuristica(izquierda)
y la éptima(derecha) para un paso h=0.01



Capitulo 3

El péndulo en el espacio

3.1. Analisis del problema

Todo el analisis hecho anteriormente ha sido para un péndulo con cuerda de longitud
variable que se mueve sobre un plano (2 dimensiones). En este capitulo veremos si
es posible hacer lo mismo cuando el péndulo se estd moviendo en el espacio (3

dimensiones) como en la figura 3.1.

TR
e

Isengsenb_ g =T | A

Iseng CT &

I cos

Figura 3.1: Péndulo en el espacio

Nuevamente empecemos deduciendo las ecuaciones que gobiernan un péndulo con
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cuerda de longitud variable que oscila en el espacio.
Tenemos que:

F=mxa

es decir, tenemos en forma vectorial que:

m(0,0,g)—T(sen(¢p)cos(d), sen(¢)sen(d), cos(p)) = m(lsen(¢)cos(), lsen(¢)sen(), lcos(p))”

Calculando las derivadas e igualando componente a componente se tiene:

—Tsen(¢)cos(8) = (I'sen(p)cos(0) + lcos(p)d'cos(0) — lsen(p)sen(6)0")

—Tsen(p)sen(f) = (I'sen(¢)sen(8) + lcos(p)'sen(0) + lsen(d)cos(0)8")

g — Tcos(¢) = (I'cos(¢) — Lsen(9)¢')’

Calculando la otra derivada obtenemos las 3 ecuaciones:

—Tsen(¢)cos(8) = "sen(d)cos(0)+21' (cos(¢)d'cos(0)—sen(d)sen(8)0 )+ (cos(¢)cos(0)d”

—sen(¢)sen(0)0")—1(sen(¢)cos(0) ¢ +cos(p)sen(0)¢'0")—1(cos(d)sen(0)¢' 0 +sen(¢p)cos(0)0™)

—T'sen(¢)sen(0) = 1"sen(¢)sen(0)+2l'(cos(¢)d'sen(0)+sen(p)cos(0)8 )+ (cos(p)sen(8)d”

+sen(¢)cos(0)0")+1(—sen(¢)sen(0) ¢ +-cos(d)cos(0)¢'0')+1(cos(p)cos(0)d'0' —sen(¢)sen(0)0?)
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g — Tcos(¢) = 1"cos(¢) — U'sen(p)¢’ — (I'sen(d)¢’ + I(cos(¢)d* + sen(¢)¢”))

sinplificando esta 1ltima ecuacion tenemos:

g — Tcos(p) = 1"cos(p) — 2U'sen(¢)¢’ — lcos(d)d* — lsen(¢)¢”

Hemos obtenido de esta forma las tres ecuaciones que gobiernan el sistema.
Simplifiquemos un poco estas ecuaciones. Multipliquemos la primera ecuacién por

senf y la segunda por cosfl. Restando ambas ecuaciones obtenemos

0 = 2U'sen(¢)0" + lsen(9)0” + 2lcos(¢p)d'd (3.1)

Repitamos el proceso multiplicando ahora la primera por cos(f) y la segunda por

sen(f). Sumando obtenemos

—Tsen(¢) = I"sen(¢) + 2l'cos(¢)¢’ + lcos(p)¢” — Isen(p)¢ — Isen(p)0?  (3.2)

que junto a la ecuacién

g — Tcos(¢) = l"cos(¢) — 2l'sen(p)¢’ — lcos(d)d* — Isen(p)¢” (3.3)

forman las 3 nuevas ecuaciones gobernantes del sistema.

Algo importante de observar es que si hacemos 6 = 0, es decir eliminamos el angulo
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de rotacién sobre el plano xy, la primera ecuacién se anula y nos quedan 2 ecuaciones
que son las ecuaciones gobernantes del péndulo en el plano.

Ademas, al igual que para el caso del péndulo en el plano, si podemos controlar [
podemos eliminar una ecuacién y quedarnos solo con dos.

Multiplicando (3.2) por cos¢ y (3.3) por sen¢ y luego restando ambas obtenemos:

gsen(¢) = —2'¢) + Isen(p)cos(¢)0* — 1¢” (3.4)

Es decir las ecuaciones gobernantes del péndulo en el espacio, conociendo [, estdn

dadas por (3.1) y (3.4)

3.2. Funcional de energia para el péndulo en el
espacio

Al igual que para el caso del péndulo sobre un plano, tratemos de encontrar una
ecuacion alternativa del sistema que involucre la energia de dicho sistema y un
funcional para minimizar. Empecemos hallando la energia del sistema.

Se puede ver que la energia potencial del sistema es la misma que la energia potencial

del péndulo sobre el plano; es decir:

EP = gl(1 — cos(¢))
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donde [ y ¢ son funciones del tiempo t.
Para la energia cinética busquemos la velocidad del péndulo. El desplazamiento del

péndulo esta dado por la funcién vectorial:

f(t) = (Isen(¢p)cos(0), lsen(p)sen(8), lcos(¢))

Para hallar la velocidad del péndulo derivemos f:

1'(t) = (lcos(p) @' cos(0)—lsen(p)sen(0)0', lcos(p) @' sen(0)+Isen(¢)cos(0)0', —lsen(p)d’)

Obseve que al igual que para el péndulo en el plano no hemos considerado las

derivadas de [. Calculemos ahora la energia cinética de oscilacion del péndulo:

EC =1/2< f'(t).f'(t) >

Calculando el producto interno tenemos:

< f(t).f'(t) >= (Icos(¢)d'cos(0) — Isen(p)sen(0)0)*+

(Icos(¢)¢'sen(8) + lsen(¢)cos(0)0')? + (—lsen(p)¢')?

desarrollando los cuadrados y simplificando tenemos

< f1(t).f(t) >= 24" + I*sen’(¢)0"



20

Luego

1
EC = §(l2¢’2 + Psen®(¢)0")
Por lo tanto la energia de oscilacion del sistema sera:

1 1
ET = gl(1 — cos(¢)) + §lz¢'2 + §l236n2(¢)¢9'2

El siguiente paso es tratar de encontrar a partir de las ecuaciones gobernantes del
sistema (3.1), (3.2) y (3.3) una nueva ecuacién que involucre la energia del péndulo
y un funcional a minimizar.

Empecemos derivando la energia del sistema:
1
(ET) = (gl(1 — cos(9)) + §l2¢’2 + sen?(¢)0")'

(ET) = gl'(1 — cos(¢)) + glsen(¢)¢' + U'¢"” + P¢'¢"+
1'sen®(9)0" + 2sen(p)cos(¢)d'0? + 1?sen?(¢)0'0"

Observando los dltimos tres sumandos y comparandolos con la ecuacién (3.1), la

ultima ecuacién se puede simplificar como:
1
ET) = gl'(1 — cos(¢)) + glsen(¢)¢’ + 1'¢* + 1P¢'¢" + =1*sen*(¢)0'0"
2
es decir:

T
ET = / gl'(1 — cos(¢)) + glsen(¢)¢’ + 1'¢” 4+ 12¢'¢" + %l2sen2(gb)0'«9"dt
0
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T
1
ET =gl |} +/ —gl'cos(¢) + glsen(p)¢' + ' ¢* + 1*¢'¢" + §l236n2(¢)9'0”dt
0

Si consideramos lo hecho para el péndulo en el plano, es decir que ((0) = [(T)

tenemos que:

T
ET = / —gllcos(9) + glsen(8) + 1167 + P69+ JPsen®(0)09"de (35)
0

3.3. Principio de Pontryagin para el péndulo en

el espacio

Una vez encontrada la ecuacion (3.5), hallar una estrategia éptima para controlar las
oscilaciones de un péndulo en el espacio variando la longitud de su cuerda, consiste

en minimizar el funcional:
T 1
J = / —gl'cos(¢) + glsen(d)d + U ¢ + 1P ¢" + §l2$en2(¢)9'9”dt (3.6)
0
Ademas de la ecuacién (3.4) tenemos que:

L (1sen(6)cos(8)0 — 16" — gsen($))

= —
20/

sustituyendo I’ en el funcional (3.6) obtenemos:

J = /0 —9(2%#(lsen(gzﬁ)cos(gzﬁ)e/2 — 19" — gsen(¢)))cos(¢) + glsen(¢)¢’
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(57 (1sen(0)cos(0)0% ~ 16/ = gsen(9)))o® + PY0" + Ssen*(0)00'ds

Adecuando J de tal forma que podamos aplicar el principio de Pontryagin, tenemos:

J :/0 (2;2 (Isen(p1)cos(¢p)03 — ls — gsen(oy)))cos(ér) + glsen(dr)ds

( (Isen(p1)cos(pr)03 — I3 — gsen(¢1))) o3 + Phags + %l2sen2(¢1)926’3dt

202

sujeto a las restricciones:

qbll :¢27 0/1 :62
¢y = ¢, by =05

simplificando:

g*sen(¢y)cos(p1)
209

[T geos(dn)
J= / D0 (0 — sen(n)eos(on) )1 +

gsen(¢1)ds
2

+%(56”(¢1)COS(¢1)9§ — ¢3)l* + L+ ¢agpsl® + %S€n2(¢1)9293l2dt

Al igual que en el péndulo plano, formemos el nuevo funcional que involucre las
restricciones (exepto la restricciéon (2.31)), para luego encontrar el control éptimo
de feedback del problema irrestricto usando el principio de Pontryagin; después

usando las ecuaciones gobernantes resolveremos numéricamente nuestro problema
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asegurandonos asi la presencia de todas las restricciones.

g*sen(¢y)cos(dr)
200

T
Jr = /0 gcﬂfl) (63 — sen(pr)cos(¢1)03)1 +

P2

5 (sen(1)cos(61)03 — 65)1* + gsen(91)d2

1
5 [+ pop3l® + 53@"2(¢1)9293l2

FA1(d2 — @) + Aa(d3 — dy) + As(02 — 0)) + Ma(03 — O)dt

Luego el hamiltoniano esta dado por:

(h3—sen(¢1)cos(¢1)05)1+ g sen(o1)cos(d1) —l—@ (sengrcos(¢1)05—gs)l?

_ geos(¢1)
H= 20, 2

202

+gsen(2¢1)<bz

1
l + ¢2¢3l2 + §S€n2(¢1)9293l2 + )\1¢2 + )\2@53 + )\302 + )\493

El control 6ptimo resulta de minimizar H con respecto a .

De H solo 5 sumandos contienen a [, luego lo que debemos minimizar es:

e = 9220 — semon)eos( o)) + 2 sen(1)cos(61)65 — 67
+gsen(zﬂl + pathsl® + 356”2(%)929352
o también:

/

H* = l((%(sen(qﬁ)cos(q§)9'2 —¢") + " + %sen2(¢)9’6")l

gsen(¢)¢'

,9005(0) (¢

2—(15,(415" — sen(¢)cos(¢)0") +
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Al igual que en el capitulo anterior llamemos:

/

€ = L sen(@)cos(6)0” — &) + 0"+ 5sen*(6)0'0"

_ geos(9)
=50

gsen(¢)¢'
2

D (¢ — sen(¢)cos(9)0™) +

Nuevamente al igual que en el caso del péndulo plano tenemos la funcién cuadratica:

H* =1(Cl + D)

Por lo tanto la estrategia 6ptima para minimizar las oscilaciones de un péndulo en el
espacio con cuerda de longitud variable, usando el principio de Pontryagin, consiste
en minimizar H* con respecto a [. El procedimiento para minimizar H* es el mismo

que el hecho para el péndulo plano, usando los nuevos valores de C' y D.

3.4. Analisis numérico para el péndulo en el es-
pacio

Al igual que en el capitulo anterior aproximaremos nuestras soluciones usando pro-
gramas Runge Kutta de orden 4. Resolveremos numéricamente las ecuaciones gob-
ernantes del péndulo en el espacio usando el control 6ptimo I.

En la figura 3.2 se muestra la energia del péndulo y el angulo ¢ que hace la cuerda

con el eje Z, como funciones del tiempo t. Usaremos como condiciones iniciales:
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h=00l,1=16=1¢ =0,0=0,0 =05 .

energia y angulo phi
n
o

0 2 4 6 2 10
tiempo

Figura 3.2: Energia y Angulo ¢ del péndulo en el espacio con cuerda [ =1

Claramente la energia permanece constante. A diferencia del péndulo en el plano,
observamos que el angulo ¢ es siempre positivo con alejamientos y acercamientos
del eje Z, lo cual hace que la cuerda describa curvas elipticas alrededor del eje Z.

Si aplicamos nuestra estrategia éptima al péndulo de la Figura 3.2, obtenemos los

resultados que se muestran en la Figura 3.3.

7

energia y angulo phi

tiempo

Figura 3.3: Estrategia 6ptima aplicada al péndulo en el espacio
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De esta figura podemos ver como, a diferencia del péndulo plano, la energia del
péndulo va disminuyendo hasta cierto tiempo; a partir del cual la energia se vuelve
constante. Ademas, observando el angulo ¢ vemos que podemos quitar energia so-
lamente hasta que ¢ sea constante; es decir hasta que las curvas que describa la
cuerda del péndulo con el eje Z sean circunferencias.

La Figura 3.4 muestra la funciéon control [ respecto al tiempo t.

1.4

12 — e - e— —

i iy o — | — ) —
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control y angulo phi

- f." 1o
= | | I‘ f \ fﬁ\ _‘j_‘ir_U_LA;
/ R 'Uﬂ v |

azf ||l

| \ Vv

0

0 2 4 6 8 10
tiempo

Figura 3.4: Funcién control para el péndulo en el espacio

Aunque al analizar el péndulo en el espacio no obtuvimos una estrategia heuristi-
ca como para el péndulo en el plano, debido al nimero y a la complejidad de las
ecuaciones gobernantes, veremos que pasa si aplicamos la estrategia heuristica en el
plano para el péndulo en el espacio. Este resultado se ilustra en la figura 3.5.
Como se puede observar, al igual que en la estrategia 6ptima la energia disminuye
hasta un determinado tiempo. Aunque a diferencia del andlisis en el plano, en este
caso los controles son distintos.

La figura 3.6 muestra la diferencia entre los controles usando la estrategia éptima

(derecha) dada por el principio de Pontryagin y la estrategia heuristica (izquierda)

del péndulo en el plano.



energia y angulo phi

Figura 3.5: Estrategia

tiempo

57

heuristica en el plano aplicada al péndulo en el espacio
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Figura 3.6: Comparacion entre el control heuristico (izquierda) y el éptimo (derecha)

Si graficamos solamente los angulos ¢, veremos que cuando el control 6ptimo se

vuelve constante, ¢ también se vuelve constante, es decir el péndulo describe circu-

los alrededor del eje z; lo cual no pasa con el control heuristico. Véase la Figura

3.7.
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Figura 3.7: Comparacion de los angulos ¢

Si observamos 3.7 como las curvas descritas por el péndulo sobre el plano zy, usando

funciones paramétricas, veremos con mas claridad lo que esta pasando.

I sen theta) cos(phi)
| sen(theta) sen(phi)
o

0 0.5 [+]
| senithata) cos(phi) | sen(thetajcos (phi)

Figura 3.8: Comparacion de las curvas que describe el péndulo sobre el plano zy.

Por ultimo también podemos preguntarnos que efecto tiene el control éptimo para
el plano, aplicado en el espacio, la figura 3.9 responde a la pregunta.

Como apreciamos la energia del péndulo disminuye muy poco y comienza a aumen-
tar. El efecto es bastante raro si tomamos en cuenta que en el plano, el control

optimo era el mismo que el control heuristico.
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Capitulo 4

Conclusiones

e Los calculos numéricos evidencian que las estrategias éptimas para controlar las
oscilaciones de un péndulo, tanto en el plano como en el espacio, variando la longitud
de su cuerda estan dadas por controles bang bang, los casos no bang bang parecen
imposibles fisicamente.

e La estrategias para el péndulo en el plano y en el espacio se obtienen usando el
principio de Pontryagin que consiste en elegir una funcién control [ de tal forma que
minimice el hamiltoneano del sistema (capitulo 3).

e Numéricamente podemos decir que en el caso del péndulo en el plano es posible
quitarle toda la energia que queramos al péndulo, y de esta forma hacerlo parar.

e Ein el espacio es posible quitarle energia al péndulo hasta cierto momento. A partir

de este momento la energia sera constante.
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Capitulo 5

Trabajos futuros

e Realizar simulaciones en el espacio que ilustren la estrategia éptima usando el
principio de Pontryagin.

e Encontrar nuevas estrategias para quitarle toda la energia al péndulo en el espacio
hasta hacerlo parar.

e Combinar este método con los métodos usuales, como mover el punto de apoyo
de la cuerda, para conseguir nuevas estrategias que controlen las oscilaciones de un
péndulo.

e Aplicar el principio de Pontryagin para el doble péndulo (péndulo con dos masas).
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Apéndice A

Programas Runge Kutta de orden
4 para el Péndulo en el Plano

A.1. Programa para el péndulo de cuerda fija

h=.01; x=1; y=0; t=0; 1=1;
for i=0:1000
t=ixh;
T(i+1)=t;
k1=h*f1(y);
jl=hx*gl(x);
k2=h*f1(y+j1/2);
j2=hxgl(x+k1/2);
k3=h*f1(y+j2/2);
j3=hxgl(x+k2/2);
k4=h*f1(y+j3);
j4=hxgl (x+k3) ;
x=x+(k1+2*xk2+2*xk3+k4) /6;
y=y+(j1+2%j2+2%j3+j4)/6;
X(i+1)=x;
Y(i+1)=y;
E(i+1)=(1/2)*1"2%y~2+9.8%1*(1-cos(x));
end

function s=£f1(y)
S=Y;

function u=gl(x)
u=-9.8*sin(x)/1;
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A.2. Programas para el péndulo usando la estrate-
gia heuristica y la estrategia 6ptima

Usaremos la opcién derk=1 para la estrategia heuristica y derk=2 para la estrategia
Optima.

function pen2(derk)
h=.01; x=1; y=0; dy=0; tx=0; ty=0; A=0; B=0;
der1=0; tA=0; tB=0; der2=0;
if (derk==1)
for i=0:1000
t=1ix*h;
T(i+1)=t;
k1=h*f (y);
jl=h*gl(x,y,derl);
k2=hx*f (y+j1/2);
j2=hxgl(x+k1/2,y+j1/2,derl);
k3=hx*f (y+j2/2) ;
j3=h*gl(x+k2/2,y+j2/2,derl);
k4=hx*f (y+33);
j4=h*gl(x+k3,y+j3,derl);
x=x+(k1+2%¥k2+2*xk3+k4) /6;
y=y+(j1+2%j2+2xj3+j4) /6;
X(i+1)=x;
Y(i+1)=y;
l=elel(x,y);
derl=(elel(x,y)-elel(tx,ty))/h;
txX=x;
ty=y;
L(i+1)=1;
E(i+1)=(1/2)*1"2*y~2+9.8x1*(1-cos(x));
end
else
for 1=0:1000
t=ixh;
T(i+1)=t;
k1=hx*f (y);
jl=h*g2(x,y,der2,A,B);
k2=hx*f (y+j1/2);
j2=h*g2(x+k1/2,y+j1/2,der2,A,B);
k3=hx*f (y+j2/2) ;
j3=h*g2(x+k2/2,y+j2/2,der2,A,B);



k4=hx*f (y+33) ;
j4=h*g2(x+k3,y+j3,der2,A,B);
x=x+(k1+2xk2+2*xk3+k4) /6;
y=y+(j1+2%j2+2xj3+j4) /6;
X(i+1)=x;

Y(i+1)=y;

dy=(y-ty)/h;

ty=y;

A=y*dy/2;
B=(9.8/2)*(cos (x) *dy/y+sin(x) *y) ;
1=ele2(A,B);
der2=(ele2(A,B)-ele2(tA,tB))/h;
tA=A;

tB=B;

L(i+1)=1;

E(i+1)=(1/2)*1"2%y"2+9.8*1*(1-cos(x));

end
end

function u=f(y)
u=y
function u=gl(x,y,derl)
u=(-9.8*sin(x)-2*xderlx*y)/elel(x,y);
function u=g2(x,y,der2,A,B)
u=(-9.8*sin(x)-2*der2xy) /ele2(A,B);
function j=elel(x,y)
m=1;
M=1.2;
if (xxy >0)
=M
else
j=m;
end
function j=ele2(A,B)
m=1;
M=1.2;
if (A>0)
if (B>=0)
j=m;
end
if (B<0)
if (-B/ (2*A)<=m)
j=m;
end
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if (-B/ (2%A)>m)
if (-B/(2xA)>=M)
J=M;
else
j=-B/(2%A);
end
end
end
end
if (A<=0)
if (B<=0)
j=M;
end
if (B>0)
if (-B/ (2%A)<=m)
j=M;
end
if (-B/ (2*A)>m)
if (-B/ (2*%A)>=M)
j=m;
end
if (-B/ (2*xA)<M)
if (-B/(2%A)-m > M+B/(2*A))
j=m;
else
J=M;
end
end
end
end
end
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Apéndice B

Programas Runge Kutta de orden
4 para el Péndulo en el Espacio

B.1. Programa para el péndulo de cuerda fija

h=0.01; x=1; y=0; z=0; w=.5;
for i=0:1000

t=ixh;

T(i+1)=t;

k1=h*£31(y);

j1=h*£32(x,y,w);

pl=h*g31(w) ;

ql=h*g32(x,y,w) ;

k2=h*f31(y+j1/2);

j2=h*£32(x+k1/2,y+j1/2,w+ql/2);

p2=h*g31(w+q1/2);

q2=h*g32(x+k1/2,y+j1/2,w+ql/2);

k3=h*f31(y+j2/2);

j3=h*£32(x+k2/2,y+j2/2,w+q2/2) ;

p3=hx*g31(w+q2/2) ;

q3=h*g32(x+k2/2,y+j2/2,w+q2/2) ;

k4=h*£31(y+j3);

j4=h*£32 (x+k3,y+j3,w+q3);

p4=hx*g31 (w+q3) ;

g4=h*g32(x+k3,y+j3,w+q3) ;

x=x+(k1+2*xk2+2%k3+k4) /6;

y=y+(j1+2%j2+2%j3+j4) /6;

z=z+(p1+2*p2+2*p3+p4) /6;

w=w+(ql+2%q2+2%q3+q4) /6;

X(i+1)=x;

Y(i+1)=y;
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Z(i+1)=z;

W(i+l)=w;

E(i+1)=9.8*1*x(1-cos(x))+1/2*x((sin(x)) "2*w"2+y~2);
end

function s=£31(y)

S=Yy;

function r=£32(x,y,w)
r=-9.8%sin(x)/1-2%0*y/1+ sin(x)*cos(x)*w"2;
function d=g31(w)

d=w;

function e=g32(x,y,w)
e=-2x0*w/1-(2*cos (x) *y*w/sin(x)) ;

B.2. Programa para el péndulo usando la estrate-
gia heuristica, la estrategia optima en el plano
y la estrategia 6ptima en el espacio

Para la estrategia heuristica usaremos la opcién derk=1; para la estrategia 6ptima
en el plano usaremos derk=2 y para la estrategia éptima en el espacio usaremos

derk=3.

function pen4(derk)
h=0.01; x=1; y=0; z=0; w=.1; dy=0; tx=0; ty=0;
tw=0; der1=0; der2=0; der3=0; A=0; B=0; C=0; D=0; tA=0; tB=0; tC=0;
tD=0;
if (derk==1)
for i=0:1000
t=ixh;
T(i+1)=t;
k1=hx*f (y);
jl=h*f1(x,y,w,derl);
pi=h*g(w) ;
ql=h*gl(x,y,w,derl);
k2=hx*f (y+j1/2);
j2=h*xf1(x+k1/2,y+j1/2,w+ql/2,derl);
p2=hx*g (w+ql/2);
g2=h*gl (x+k1/2,y+j1/2,w+ql/2,derl);
k3=hx*f (y+j2/2) ;
j3=h*xf1(x+k2/2,y+j2/2,w+q2/2,derl);



p3=h*g(w+q2/2) ;
q3=h*gl (x+k2/2,y+j2/2,w+q2/2,derl) ;
k4=hx*f (y+33);
j4=hx*f1(x+k3,y+j3,w+q3,derl);
p4=hx*g(w+q3) ;
g4=h*gl (x+k3,y+j3,w+q3,derl);
x=x+(k1+2*k2+2*k3+k4) /6;
y=y+(j1+2%j2+2%j3+j4) /6;
z=z+(p1+2*p2+2*p3+p4) /6;
w=w+(ql+2%q2+2%q3+q4) /6;
X(i+1)=x;
Y(i+1)=y;
Z(i+1)=z;
W(i+l)=w;
deril=(elel(x,y)-elel(tx,ty))/h;
D(i+1)=derl;
tx=x;
ty=y;
l=elel(x,y);
L(i+1)=1;
E(i+1)=9.8x1*(1-cos(x))+(1°2) /2% ((sin(x)) "2%w"2+y~2) ;
X1=L.*sin(X) .*cos(Z);
Yi=L.*sin(X) .*sin(Z) ;

end

end

if (derk==2)

for i=0:1000

t=1ix*h;
T(i+1)=t;
ki=hx*f (y);
jl=h*f2(x,y,w,der2,A,B);
pl=hxg(w) ;
ql=h*g2(x,y,w,der2,A,B);
k2=hx*f (y+j1/2);
j2=h*£2(x+k1/2,y+j1/2,w+ql/2,der2,A,B);
p2=hx*g (w+q1/2);
q2=h*g2(x+k1/2,y+j1/2,w+ql/2,der2,A,B);
k3=hx*f (y+j2/2) ;
j3=h*£f2(x+k2/2,y+j2/2,w+q2/2,der2,A,B);
p3=hx*g(w+q2/2) ;
q3=hx*g2(x+k2/2,y+j2/2,w+q2/2,der2,A,B);
k4=hx*f (y+j3) ;
j4=h*f2(x+k3,y+j3,w+q3,der2,A,B);
p4=hx*g(w+q3) ;
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g4=h*g2 (x+k3,y+j3,w+q3,der2,A,B);
x=x+(k1+2*k2+2*k3+k4) /6;
y=y+(j1+2%j2+2%j3+j4) /6;
z=z+(p1+2*p2+2*p3+p4) /6;
w=w+(ql+2%q2+2%q3+q4) /6;
X(i+1)=x;
Y(i+1)=y;
Z(i+1)=z;
W(i+l)=w;
dy=(y-ty) /h;
A=yx*dy/2;
B=(9.8/2) *(cos (x)*dy/y+sin(x) *y) ;
der2=(ele2(A,B)-ele2(tA,tB)) /h;
ty=y;
tw=w;
tA=A;
tB=B;
1=ele2(A,B);
L(i+1)=1;
E(i+1)=9.8%1*(1-cos(x))+(172) /2% ((sin(x)) "2*xw"2+y~2) ;
X1=L.*sin(X) .*cos(Z);
Yi=L.*sin(X) .*sin(Z);
end
end
if (derk==3)
for i=0:1000

t=ix*h;
T(i+1)=t;
ki=h*f (y);
j1=h*£3(x,y,w,der3,C,D);
pl=hx*g(w);
ql=h*g3(x,y,w,der3,C,D);
k2=hx*f (y+j1/2);
j2=h*£3(x+k1/2,y+j1/2,w+ql/2,der3,C,D);
p2=h*g (w+ql1/2);
q2=h*g3(x+k1/2,y+j1/2,w+ql/2,der3,C,D);
k3=hx*f (y+j2/2) ;
j3=h*f3(x+k2/2,y+j2/2,w+q2/2,der3,C,D);
p3=hx*g(w+q2/2) ;
q3=h*g3(x+k2/2,y+j2/2,w+q2/2,der3,C,D);
kd=h*f (y+j3) ;
j4=h*£3(x+k3,y+j3,w+q3,der3,C,D);
p4=hx*g(w+q3) ;
g4=h*g3(x+k3,y+j3,w+q3,der3,C,D);



x=x+(k1+2*xk2+2*xk3+k4) /6;
y=y+(j1+2%j2+2%j3+j4) /6;
z=z+(pl+2*p2+2xp3+p4) /6;
w=w+(ql+2*q2+2*q3+q4) /6;
X(i+1)=x;
Y(i+1)=y;
Z(i+1)=z;
W(i+l)=w;
dy=(y-ty)/h;
dw=(w-tw) /h;
C=y/2*(sin(x)*cos (x)*w"2-dy) +y*dy+1/2* (sin(x) ) ~2*w*dw;
D=9.8*cos (x)*(dy-sin(x)*cos(x)*w~2) /2%y+9.8*sin(x) *y/2;
der3=(ele3(C,D)-ele3(tC,tD)) /h;
ty=y;
tw=w;
tC=C;
tD=D;
1=ele3(C,D);
L(i+1)=1;
E(i+1)=9.8%1*(1-cos(x))+(1/2)*17 2% ((sin(x)) "2*w"2+y~2) ;
X1=L.*sin(X) .*cos(Z);
Yi=L.*sin(X) .*sin(Z);
end
end
end

function s=f(y)
S=Y;
function r=£f1(x,y,w,derl)
r=(-9.8*sin(x)-2*xderlx*y)/elel(x,y)+ sin(x)*cos(x)*w"2;
function r=f2(x,y,w,der2,A,B)
r=(-9.8%*sin(x)-2*der2*y)/ele2(A,B)+sin(x)*cos(x)*w"2;
function u=f3(x,y,w,der3,C,D)
u=(-9.8*sin(x)-2*der3+y) /ele3(C,D)+sin(x) *cos (x) *w"2;
function d=g(w)
d=w; function e=gl(x,y,w,derl)
e=-2xderl*w/elel(x,y)-2*cos(x)*y*w/sin(x);
function e=g2(x,y,w,der2,A,B)
e=-2xder2*w/ele2(A,B)-2xcos (x)*xy*w/sin(x) ;
function r=g3(x,y,w,der3,C,D)
r=-2xder3*w/ele3(C,D)-2*cos (x) *y*w/sin(x) ;
function j=elel(x,y)
m=1;
M=1.2;



tol=eps;
if (x*y <=tol)
j=m;
else
J=M;
end
function j=ele2(A,B)
m=1;
M=1.2;
tol=eps;
if (A>tol)
if (B>=tol)
j=m;
end
if (B<tol)
if (-B/(2*A)<=m)
j=m;
end
if (-B/ (2*A)>m)
if (-B/(2xA)>=M)
J=M;
else
j=-B/(2%A);
end
end
end
end
if (A<=tol)
if (B<=tol)
J=M;
end
if (B>tol)
if (-B/ (2*%A)<=m)
j=M;
end
if (-B/(2*A)>m)
if (-B/ (2*A)>=M)
j=m;
end
if (-B/(2%A)<M)
if (-B/(2%A)-m > M+B/(2*A))
j=m;
else
j=M;
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end
end
end
end
end
function j=ele3(C,D)
m=1;
M=1.2;
tol=eps;
if (C>tol)
if (D>=tol)
j=m;
end
if (D<tol)
if (-D/ (2*C)<=m)
j=m;
end
if (-D/ (2*C)>m)
if (-D/(2xC)>=M)
Jj=M;
else
j=-D/ (2%C) ;
end
end
end
end
if (C<=tol)
if (D<=tol)
j=M;
end
if (D>tol)
if (-D/ (2*C)<=m)
3=
end

if (-D/ (2*C)>m)

if (-D/ (2*C)>=M)

j=m;

end

if (-D/ (2xC)<M)
if (-D/(2*C)-m > M+D/(2%C))
J=m;

else
j=M;

end



end
end

end

end
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