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In 1971, Joachim Lambek published a result which gives an equivalence between torsion theo-
ries (B, C) and idempotent radicals 7" in the category Mod R, establishing some properties
of the classes of R-modules B and C' and performing a characterization of these classes using
the radical T'. Recently, D. Dikranjan, W. Tholen and G. Castellini have defined, in this
category, new closure operators based on pre-radicals and reciprocally, they have defined

radicals based on closure operators.

In this thesis we have made some modifications to these results, defining new concepts and
finding some conditions to be satisfied by the classes B and C in order to establish some
connection between torsion theories and radicals in the category Rng. We have also defined
closure operators using pre-radicals and vice versa, establishing a non bijective correspon-

dence between these two concepts in this category.
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de la Universidad de Puerto Rico como requisito parcial de los
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TEORIAS DE TORSION, RADICALES Y OPERADORES DE CLAUSURA
EN LA CATEGORIA DE ANILLOS
por:
Angy Carelly Coronel Suarez
2009

Consejero: Dr. Gabriele Castellini

Departamento de Ciencias Matematicas

En 1971, Joachim Lambek public6 un resultado que da una equivalencia entre las teorias de
torsion (B, C) y los radicales idempotentes 7" en la categoria Mod R, estableciendo algunas
propiedades que cumplen las clases de R-modulos B y C'y realizando una caracterizacion de
éstas clases usando el radical T'. Recientemente, D. Dikranjan, W. Tholen y G. Castellini han
definido, en esta misma categoria, nuevos operadores de clausura basados en pre-radicales y

reciprocamente, han definido radicales basados en operadores de clausura.

En esta tesis hemos realizado algunas modificaciones a estos resultados, definiendo nuevos
conceptos y encontrando algunas condiciones que deben cumplir las clases B y C para asi
poder establecer alguna relacionan entre las teorias de torsién y los radicales en la categoria
Rng. Igualmente, hemos construido operadores de clausura usando pre-radicales y viceversa,

estableciendo una correspondencia no biyectiva entre estos dos conceptos en esta categoria.
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Introduccion

Las teorias de torsion han sido bastante estudiadas bajo diferentes nombres y por diferentes
autores de forma independiente. Fueron estudiadas bajo este nombre, con o sin el sufijo
“hereditarias” por Lambek [8] y Dickson [4]. Sin embargo, conceptos equivalentes son filtros
idempotentes de ideales derechos por Bourbaki [1] y Gabriel [5], radicales de torsion o nicleos
idempotentes por Maranda [10] y Goldman [6], operaciones de clausuras modulares sobre
reticulos de ideales derechos por Chew [3]. Ademas, las teorias de torsiones especiales que
contienen las semillas de la teoria general, fueron desarrolladas en la construccion de los
anillos cocientes generalizados por Findlay y Lambek |7]. En [9] Lambek presenta el siguiente
resultado sobre teorias de torsion en la categoria Mod R, donde R es un anillo asociativo

con identidad:

Definicién 1. Sean B y C clases de R-mo6dulos. Se define

B"={C € Mod R|VB € B, [B,C] =0}
C'={B € Mod R|VC € C,[B,C] =0}

Definicion 2. (B, () es una teoria de torsion si y solo si B = C'yC=0B"

Definiciéon 3. Una funcion 7 : Mod R — Mod R es un radical si T(M) C M, f :

1



M — N= f(T(M)) CT(N), T(M/T(M)) =0, para todo M y N moédulos y para todo

homomorfismo f.

Teorema 1. St B y C son clases de R-mddulos, los siguientes resultados son equivalentes:

2. B es cerrado bajo imdgenes isomorficas, cocientes de maodulos, extensiones de grupo y

sumas directas, mas ain, C' = B";

3. C es cerrado bajo imdgenes isomorficas, submddulos, extensiones de grupo y productos

directos, mds ain, B = C';

4. Hay un radical T sobre Mod R tal que T(T(M)) = T (M) para todo médulo M, mds

win, B = {M|T(M) = M} y C = {M|T(M) = 0}.

La importancia de este teorema en la categoria Mod R es que establece una relaciéon bi-
yectiva entre dos conceptos diferentes los cuales son las teorias de torsion y los radicales

idempotentes.

Recientemente con el desarrollo de operadores de clausura categoricos (|2],[11]), se ha encon-
trado una relacion entre pre-radicales y ciertos tipos de operadores de clausura, principal-

mente en categorias de grupos abelianos y mas en general en la categoria Mod R.

Nuestro trabajo consiste en encontrar, si es posible, condiciones que deben tener las clases
de anillos B y C para que el teorema 1 sea valido en la categoria Rng, es decir, tratar de
establecer una correspondencia entre las teorias de torsion (B, C) y los radicales idempotentes

T en esta categoria. Ademas queremos ver si estos radicales pueden o no definir operadores



de clausura en Rng.

En los preliminares de esta tesis se encuentran algunas definiciones y resultados ya estableci-
dos en una categoria arbitraria y en la categoria de anillos, los cuales son importantes para el
desarrollo de nuestros objetivos. En el capitulo 2 reescribiremos el teorema 1 en la categoria
Rng con las modificaciones realizadas, la construcciéon de los radicales y algunos ejemplos.
En el capitulo 3 trabajaremos en las relaciones entre los radicales del capitulo anterior y los
operadores de clausura en la categoria de anillos. Finalmente, en el capitulo 4 presentaremos

conclusiones y posibles trabajos futuros en este tema.



Capitulo 1

Preliminares

Las definiciones y propiedades presentadas en este capitulo son las necesarias para el en-
tendimiento de nuestro trabajo. Inicialmente presentaremos la definiciéon y ejemplos de una
categoria, seguido de esto, hablaremos sobre la definicion de conexion de Galois, luego tratare-
mos los operadores de clausura y por ultimo, algunos de los resultados que estan establecidos

en una categoria arbitraria, los reescribiremos en la categoria de anillos.

1.1. Categorias

Definicién 4. Una categoria X consiste de una clase de objetos, X, Y, Z, ... y un conjunto
de morfismos entre estos objetos f : X — Y, ¢g:Y — Z, ..., que satisfacen las siguientes
condiciones:

I. Por cada X,Y € X, todos los homomorfismos entre X y Y deben formar un conjunto;



11. Cada objeto de X tiene un morfismo identidad, es decir, VX € X, d1x : X — X tal

que folx = f,Vf: X — Y y también 1xy ok =k, Vk: 7 — X

111. La composicion de morfismos es asociativa, es decir, f o (goh) = (f o g) o h, para todo

XY, ZWeXyf:X—Yqg:Y—Z h:Z — W morfismos en X.

Podemos incluir la nocién natural de subcategoria si restringimos los objetos o los morfis-

mos de X.

Ejemplo 1. Set, es la categoria de conjuntos A, B, C, ... y los morfismos son las funciones
entre conjuntos f : A — B con su composicion usual. Una subcategoria es la categoria de

todos los conjuntos finitos.

Ejemplo 2. Grp, es la categoria de grupos G, H, M, ... y los morfismos son los homomor-
fismos de grupos con su composicion usual. Una subcategoria es Ab, la categoria de todos

los grupos abelianos.

Ejemplo 3. Rng, es la categoria de anillos y los morfismos son los homomorfismos de anillos
con la composicion usual. Subcategorias de ésta son Ring, la categoria de todos los anillos
con 1 cuyos morfismos son los homomorfismos de anillos que envian el 1 al 1 y CRing, la

categoria de todos los anillos conmutativos con 1.

Ejemplo 4. Mod R, es la categoria de todos los maddulos sobre un anillo R y los morfismos

son los homomorfismos de R-modulos.

Ejemplo 5. Top, es la categoria cuyos objetos son los espacios topoldgicos y los morfismos

son las funciones continuas entre espacios topologicos con su composicion usual.



1.2. Conexion de Galois

Definicién 5. Sean A y B conjuntos con sus respectivas relaciones de orden, <, y <g. Una

funcion f : A — B preserva el orden si para todo a;,as € A tal que a; <4 ao, tenemos
que f(a1) <p f(az).
Un conjunto X es pre-ordenado si su relacion de orden es reflexiva y transitiva y es par-

cialmente ordenado si su relacion de orden es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definicién 6. Para dos clases pre-ordenadas, X' y ), una conexién de Galois consiste de

un par de funciones

tales que:

1. f y g preservan el orden;

2. Para todo X € X, Y € ), tenemos que X < g(f(X))y f(g(Y)) <Y.

SiXeXyY €Yson talesque f(X) =Y y g(Y) = X, entonces, X y Y son llamados los

puntos fijos de la conexion de Galois.

Para una clase X', denotamos como S(X') al conjunto de todas las subclases de X, parcial-
mente ordenadas por inclusion y S(X)° al conjunto de las mismas subclases pero con orden

inverso <,,, es decir, A <,, B siy sélosi A > B, para todo A, B € S(X).

Ejemplo 6. Sea f : A — B una funcion entre subconjuntos de X', con el orden usual

(A< B<< AC B). Es facil ver, por la teoria de conjuntos conocida, que lo siguiente define



una conexion de Galois:

S(&), donde M(A) = f(4) y v(B) = f~(B).

Ejemplo 7. Sean X y ) clases parcialmente ordenadas y supongamos que existe a =
sup{X; }ier, donde {X;}ie; € X. Sea f: X — ) una funcioén que preserva el sup, es decir,
f(a) = sup{f(X;) }ier v definamos, para cada Y € Y, g(Y) = sup{X € X : f(X) < Y}.

Verifiquemos que

es una conexion de Galois.

1. f preserva el orden: sea X; < Xy, entonces, Xy = sup{X;, X2} y como f preserva el
sup, f(X2) = sup{f(X1), f(X2)}, luego f(X1) < f(X2).
g preserva el orden: sea Y7 < Y5, entonces, g(Y1) =sup{X € X : f(X) <Y1} =supA
y g(Ys) =sup{X € X : f(X) <YYo} =supB.Si X € A, f(X) <Y; ycomoY; <Y,

f(X) <Y3, luego X € By asi AC B, por lo tanto, g(Y;) =sup A < sup B = g(Y>).

2. X1 < g(f(X0): g(f(X1)) = sup{X € X : f(X) < f(X,)} = sup C'. Como f(Xy) <

f(X1), entonces, X; € C, luego X; < supC = g(f(Xy)).

flgM)) < Yiz g(V1) = sup{X € & : f(X) < Y} = f(g(V1)) = flsup{X € &
f(X) <Y1}) y como [ preserva sup, f(g(Y1)) = sup{f(X) € V: f(X) < Y1}), luego

f(g(Y1)) < Yi, por ser el sup de todos los elementos menores que Y].



1.3. Operadores de clausura categoricos

Definicién 7. Sean X una categoria cualquieray X, Y, M € X. Un morfismom : M — X
es un monomorfismo si para cualquier morfismos f,g : Y — M tal que mo f = mo g,

entonces, f = g. Lo anterior lo podemos representar con el siguiente diagrama:

Decimos que M es la clase de monomorfismos de X y asi, m es un M-subobjeto.

Proposicién 1. El primer factor de un monomorfismo es un monomorfismo.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

Supongamos que myomy es un monomorfismo y sean f,g : W — X tales que mjof = mjog,
entonces, mg om0 f =mgomyogy como msyomy es monomorfismo, f = g, por lo tanto,

my es un monomorfismo. OJ



Definicién 8. Sean P, WY, Z objetos de una categoria X. Un cuadrado de la forma

p

P Y

es un pullback si conmuta, es decir, f op = g o g y cumple la propiedad universal que para
cualquier objeto X € X y morfismos r : X — Y y s: X — Z tales que for = go s,
entonces, existe un tnico morfismo ¢t : X — P tal que pot =r y got = s. Su diagrama

representativo seria:

Si g es un monomorfismo, entonces p = f~!(g) es la imagen inversa de g bajo f.

Definicién 9. Si f: X — Y es un morfismo, m : M — X es un M-subobjeto y

m f
M X Y

€fom f(m)

f(M)

es la (E, M)-factorizacién de f o m, entonces, f(m) es la imagen directa de m bajo f.



Para mayor informacion sobre la teorfa de (E, M)-factorizaciones podemos consultar [2].

Igualmente alli podemos ver que lo siguiente define una conexiéon de Galois:

Observe que los conceptos de imagen inversa e imagen directa de las definiciones 8 y 9,
coinciden en la mayoria de las categorias concretas con los conceptos clasicos de imagen

inversa e imagen directa de funciones.

1.4. Algunos resultados en Rng

Definicién 10. Sea {R;};c; una familia de anillos con sus respectivas operaciones +;, *;,
para cada i € I. El producto directo de anillos, [],., Ri = R1 x Ry X ..., es el conjun-
to de sucesiones (1;);er, 7 € R;,Vi € I, con las operaciones +,* definidas componente a

componente, es decir, para cada (r;)iez, (Si)ier € [[;c; B,

(T’z‘)z‘el + (Si)iel = (T’z‘ +; Si)ie[ (Tz‘)z‘el * (Si)iel = (Ti *i Si)iel

Definicién 11. Sean {R;}ic; una familia de anillos y [],.; R; su producto directo. Para
cualquier ¥ € I, definimos Il : [[,.; B — Ry como II;((r)ic;) = 71 la proyeccion

candnica del producto directo sobre el anillo.

Proposicion 2. [Propiedad universal del producto directo] Sean {R;}ic; una familia de ani-

los, [l,c; Ri su producto directo y {IIy : [[,c; Ri — Ri}rer las proyecciones candnicas.

10



Entonces, para cada anillo H con homomorfismos {¢r : H — Ry}rer existe un tnico

homomorfismo ¢ : H — [[.c; R tal que I 0 ¢ = ¢y, VEk € 1.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

Pk
H Ry
N
\
\
\\
UZEEN 11y,
\
\

N
1%
el

Sea ¢ : H — [],c; Ri definida por ¢(h) = (@;)(h) = {@i(h)}icr, Vh € H. Como ¢; es

homomorfismo para todo i € I, tenemos que

@(h1 + ha) = {wi(h1 + ha) bier = {@i(h1) + @i(h2) bier
= {pi(h1) Yier + {pi(ha) bier = @(h1) + ¢(ho2)
@(hihy) = {@i(hihy) Yicr = {@i(h1)wi(h2) bier

= {pi(h) bier{pi(ha) bier = ©(h1)p(ha),

por lo tanto, ¢ es homomorfismo. Ademéas (IT o ¢)(h) = Ii(p(h)) = p{wi(h)}icr =

or(h),Vh € H, luego I}, 0 ¢ = ¢y

Supongamos que existe otro homomorfismo ® que cumple con las mismas condiciones, en-
tonces, Tu(®(h)) = (Il o ®)(h) = py(h) = (I o p)(h) = T(p(h)), ¥k € I. Es decir,

Vh € H,II(®(h)) = x(e(h)), entonces, ¢ = ¢, luego ¢ es tnico. O

Definicién 12. Sean R un anillo y L un subanillo de R. L es un ideal de R si es cerrado

11



bajo la multiplicacién por elementos de R, es decir, para todo r € R, tenemos que

rL={rllle L} C L Lr={lrlle L} C L

Proposicién 3. Sea f: R — S homomorfismo entre los anillos R y S. Entonces,

a. Si K ideal de S, f~1(K) es ideal de R;

b. Si L ideal de R y f es sobreyectivo, f(L) es ideal de S.

Demostracion.  a. f es homomorfismo, luego f(0g) = 0s € K, entonces, Og € f1(K),

por lo tanto, f~(K) # 0.

Sean ki, ky € f71(K), entonces, f(ki), f(ks) € K. Como K es ideal de S y f es
homomorfismo, f(k;) — f(ko) = f(k1 — ko) € K, por lo tanto, k; — ko € f71(K).
Seanr € Ry k € f~1(K), entonces, f(r) € Sy f(k) € K. Como K es ideal de S'y f

es homomorfismo, f(r)f(k) = f(rk) € K, por lo tanto, rk € f~}(K).

Similarmente, kr € f~1(K). Por lo tanto, f~'(K) es ideal de R.

b. 0g € L y f es homomorfismo, luego f(0gz) = Og, entonces, 05 € F (L), por lo tanto,
#(L) 0,

Sean l1,ly € f(L), entonces, existen ry,ry € L tal que f(r1) =11 y f(rg) = l5. Como f
es homomorfismo, l; —ly = f(r1)— f(r2) = f(r1—r2). Como L es ideal de R, r1—rs € L,
luego Iy — Iy € f(L).

Sean s € Syl e f(L), entonces, existe r € L tal que f(r) = [. Como f es homomorfis-
mo sobreyectivo, existe 7’ € R tal que f(r') = s, luego sl = f(+’')f(r) = f(r'r). Como

12



L es ideal de R, r'r € L, luego sl € f(L).
Similarmente, [s € f(L). Por lo tanto, f(L) es ideal de S.

O

Definicion 13. Sea {L,}acs una familia de ideales de un anillo R. La suma de ideales

del anillo R, ) _.; La, es el conjunto de sumas finitas de sus elementos, es decir,

ZLQ = {lail +—|—laln|lazk € Laik,{(xil,...,ain} - ]}

acl
Proposicion 4. La suma de ideales del anillo R es un ideal.

Demostracion. Y, .; Lo 7# 0 pues 0 € Ly, Va € I, luego 0 € Y- . L.

Sean a,b € ) s Lo, entonces, a =lo, +-++1lo,, yb=1lo; +-- -+, ,donde la;,, € L

ajy T
la;, € La,,,Vk € {1,...,n},h € {1,...,m}. Entonces,
a+b= (lail _'_”._'_lain)_'_(lah + ..+l0‘ym)
:lail _'_"'_'_lain _|_[aj1 _|_..._|_lajm,
lo cual sigue siendo una suma finita de elementos de L,, por lo tanto, a+b € ) ., L, y asi

tenemos que > _; L, es cerrado bajo suma. Ahora,

acl

Como L, es ideal de R, Va € I, —lo, € Lo, ,Vk € {1,...,n}, luego —a € > ;Lo y asi,

i

13



Y wct La €s cerrado bajo inverso aditivo. Entonces, ) ., L, es un subanillo de R. Ahora,

sea r € R, entonces,

ra — T(l% 4t lain> = Tlail +o iy,

ar = (lo;, + - +loy )y =loy 7+ + 1o, 7

Como L, es ideal de R,V € I, rlo, ,la, 7 € Lo, ,Vk € {1,...,n}, luego ra,ar € 3 ., Lo

(3

y asi, ;Lo es cerrado bajo la multiplicacion por elementos de R. Entonces, ) ., Lo es

ideal de R. O

Proposicién 5. La interseccion de ideales del anillo R es un ideal.

Demostracion. Sea {Lgy}acr una familia de ideales de R, entonces 0 € L,,Va € I, luego

0 € NuerLq y por lo tanto, Naer Ly # 0.

Sean a,b € NyerL,, entonces, a,b € L,, Vo € I. Como cada L, es ideal, a — b € L,,Va € 1,

luego a — b € Nyer L. Por lo tanto, Nyer L, es subanillo de R.

Sea r € R. Como cada L, es ideal de R, ra,ar € L,,Va € I, luego ra,ar € NyerLy v asi,

NaerLeo es un ideal de R. O

Proposicion 6. Sean I,J ideales de un anillo R tales que I < J, entonces, existe un
homomorfismo ¢ : R/I — R/J definido por ¢([r];) = [r];, tal que ¢ o qr = q,, donde

qr: R— R/I yq;: R— R/J son los homomorfismos cocientes.

14



Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

R/I---=~R/]

Sean [a|r, [b]; € R/I tales que [a]; = [b];, entonces, r + 1 = 1"+ I, luego r — 1’ € I. Como
I <J,r—r"€J,entonces, r+J =1r"+Jy asi ¢([a];) = [a]; = [b]; = &([b]1), por lo tanto,

¢ esta bien definido.

o([alr + [b]1) = ¢([a + b)) = [a+b]; = [a]; + [b]; = &([a]1) + ¢([b]r)

o([alr[b]r) = ¢([ab];) = [abl; = [a];[b]; = ¢([alr)p([b]r),

por lo tanto, ¢ es un homomorfismo.
Ademds, sea r € R, (¢ o qr)(r) = ¢(qi(r)) = ¢([r]r) = [r]ls = qs(r), luego o gy =q;. O

Lema 1. Sea f : R — R’ homomorfismo de anillos. Si M es subanillo de R y satisface
que M < ker f, entonces, eziste un homomorfismo h : R/M — R’ tal que hoq = f, donde

q: R— R/M estd definido como q(r) =r+ M,r € R.

Demostracion. Consideremos el diagrama:
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Sea h : R/M — R’ definida por h(r + M) = f(r),Vr € R. h esta bien definida pues si
r1+ M =ry+ M, con ri,ry € R, entonces, r; —rq € M, luego f(ry —re) = f(r1) — f(rs) =0

pues M < ker f, entonces, f(r1) = f(rs) vy asi h(ry + M) = h(rs + M).

h((ry + M) + (ro + M)) = h((r1 +1r2) + M) = f(r1 +13)
= f(r1) + f(r2) = h(ri + M) + h(ry + M)
h((ry + M)(re + M)) = h((rir9) + M) = f(ri12)

= f(r1)f(ra) = h(ry + M)h(re + M),

luego h es homomorfismo y por tltimo, (h o q)(r) = h(q(r)) = h(r + M) = f(r) para todo

r € R, luego hoq=f. U
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Capitulo 2

Teorias de torsi6on en anillos

En este capitulo presentaremos las definiciones y las modificaciones realizadas al teorema 1

correspondientes en la categoria Rng.
Veamos la definicion 1 en la categoria de anillos y algunas propiedades que tenemos:
Definicién 14. Sean B y C clases de anillos, definimos

B"={C € Rng|VB € B,[B,C] =0}

C'={B € Rng|VC € C,[B,C] = 0}

Proposicion 7. Sea S(Rng) la coleccion de todas las subclases de anillos ordenadas por

inclusion. Lo siguiente define una conexion de Galois:

S(Rng) S(Rng)”

Demostracion. 1. r preserva el orden: debemos ver que si B; < By, entonces, B," <,, By",
es decir, que si B; C By, entonces, By" C B,". Sean C' € By" y B € B;. Como B; C By,
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B € By, luego [B,C] =0y por lo tanto, C € B;".
[ preserva el orden: debemos ver que si C; <,, C5, entonces, Ql < @l, es decir, que si
Cy C (4, entonces, Ql - @l. Sean B € gz y C € Cy. Como Cy C (4, C € C}, luego

[B,C] =0y por lo tanto, B € Cy.
2. B < B™: debemos ver que B C B". Sean B € By C € B", entonces, [B,C] = 0, luego
B e B".

o <op C: debemos ver que C C C'. Sean C € C'y B € (', entonces, [B,C] = 0,

luego C € C'.

Proposicion 8.

CCB < BCC(

Demostracion. [=] Sean B € By C € C. Como C C B", C € B", entonces, [B,C] =0y
asi B € C', por lo tanto, B C C"

[<] Sean C € C'y B € B. Como B C C', B € (', entonces, [B,C] =0y asi C € B", por lo

tanto, C' C B" O

Recordemos la definicion 2, (B, C) es una teoria de torsién si y solosi B=C'y C = B".
En otras palabras, B y C son puntos fijos de la conexion de Galois, en donde B" y C' son

como en la definicién 14.

Definicién 15. B es cerrado bajo extensiones de anillo si para cada B € B ideal de

My M/B € B tenemos que M € B.
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Definicién 16. B es cerrado bajo suma de ideales si por cada anillo M y cada familia

{La}aer de ideales de M con L, € B,Va € I, entonces, > ., Lo € B.

Definicién 17. Una funcion de objetos T': Rng — Rng es un pre-radical si para todo
anillo M y N y para todo homomorfismo f : M — N tenemos que T'(M) es ideal de M y

f(T(M)) € T(N).

Definicién 18. Una funciéon de objetos T': Rng — Rng es un casi-radical si para todo
anillo M y N y para todo homomorfismo sobreyectivo f : M — N tenemos que T'(M) es

ideal de M, f(T(M)) CT(N)y T(M/T(M)) = 0.

Definiciéon 19. Una funciéon de objetos 7' : Rng — Rng es un radical si para todo
anillo M y N y para todo homomorfismo f : M — N tenemos que T (M) es ideal de M,

f(T(M)) S T(N) y T(M/T(M)) = 0.

Definicion 20. Un radical 7' es idempotente si para todo anillo M, tenemos que T'(T'(M)) =

T(M).

Las definiciones 16 y 18 de cerrado bajo suma de ideales y casi-radical son de nuestra autoria

y las hemos incluido aqui para lograr una mejor escritura del teorema.

Teorema 2. Sean B y C clases de anillos. Consideremos los siguientes resultados:

2. B es cerrado bajo imdgenes isomorficas, anillos cocientes, extensiones de anillo y suma

de ideales, mds aun, C' = B";
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3. C es cerrado bajo imdgenes isomorficas, subanillos, extensiones de anillo y productos

directos, mds ain, B = C';

4. Existe un radical idempotente T sobre Rng tal que para todo anillo M, B = {M|T(M) =

M}y C={M|T(M) = 0}.

Podemos probar que 1 = 2, 1 = 3 y 4 = 1. Ademds, veremos que 2 = 4 y 3 = 4 sdlo las

tenemos parcialmente.

Demostracion. Probemos que 1 = 2,1 =3y 4= 1:

[1=2] Sean B € By f : B — B’ homomorfismo f h
B B’ C
\/

hof=0

sobreyectivo. Debemos ver que B’ € B. Sean C € (C
y h : B — C homomorfismo. Como B € B = (',
ho f: B — C es constante, luego ho f = 0. Sea b € B’. Como f es sobreyectivo, existe
x € B tal que f(x) = b, luego 0 = h(f(xz)) = h(b), por lo tanto, h es constante y asi
B' € C' = B. Si ademés f es inyectiva no altera la demostracion, luego B es cerrado bajo

imagenes isomorficas.

Ahora, como cada homomorfismo cociente ¢ : B — B’ es sobreyectivo y B € B, tenemos

que B’ € B, luego B es cerrado bajo anillos cocientes.
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Sean B € Bidealde M y M/B € B. Debemos ver que M € B.

Sea f : M — (' homomorfismo con C' € C. Como B es q h=0
subanillo de M y B € B = C', f|p : B — C' es constante, M/B

luego B < ker f. Aplicando el lema 1 tenemos que existe un

homomorfismo h : M/B — C tal que f = hogq con ¢ : M — M/B el homomorfismo
cociente. Como M/B € B, h es constante y asi f serfa constante, por lo tanto, M € c'=B

y asi B es cerrado bajo extensiones de anillo.

Sea {Ly}aer una familia de ideales de un anillo R tal

Loy, f
que L, € B, para cada o € [I. Debemos probar que [, -

Qi ZLO‘
YowciLa € B. Sean f : Y Ly — C con C € C

fobaikzo

C

homomorfismo de anillos y ¢q, : Lo, — > wer La las in-
clusiones naturales de cada ideal en su suma. Como Laik € B = C', tenemos que fOLaik =0,

luego

f(lail +- +l0¢in) = f(lail) +o +f(l0¢zn)
= f(LOtil (lail)) +oot f(LOéin (lazn))

= (f ° Lai1>(lai1) +eet (f © Lain)(la¢n> =0,

por lo tanto f =0y como B = C', tenemos que Y wci La € By asi B es cerrado bajo suma

de ideales.
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[1=3] Sean C € C'y f: C" — C homomorfismo in- k f

B ' C
\/
yectivo. Debemos ver que ¢" € C. Sea k : B — (' h=fok=0

homomorfismo con B € B. Como C' € C' = B" el homo-
morfismo h = f ok : B — C es constante. Sea x € B, entonces, k(z) € C"y f(k(z)) = 0.
Como f es inyectiva, k(z) = 0, luego k es constante y asi ¢/ € B" = (. Si ademas f es

sobreyectiva no altera la demostracion, luego C' es cerrado bajo imagenes isomorficas.

Sean ¢! < C'y f:C" — C el homomorfismo inclusion el cual es inyectivo. Por lo anterior,

C" € Cy asi C es cerrado bajo subanillos.

!
B M
Sean C € Cideal de M y M/C € C. Debemos ver que M € C.
Sean los homomorfismos f : B — M, ¢ : M — M/C el h q
homomorfismo cociente y h: B — M/C con B € B, definida M/C

por h = go f. Como M/C € C = B", h es constante, luego
0= (¢go f)(b) = q(f(b)),¥b € B, entonces, f(b) € kerq = C' y asi f(B) C C. Podemos
decir entonces que f = f : B — C. Como C € C tenemos que f es constante, luego

M € B" = C, por lo tanto, C' es cerrado bajo extensiones de anillo.
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11

Sean {R;}ic; una familia de anillos en C' y {II; : [[,c; Ri — HRi Ry,
icl
Ry }rer las proyecciones canonicas. Sean {hy : B — Ry }rer h b

homomorfismos con B € B. Por la proposicion 2 existe un tinico B

homomorfismo h : B — []..; R; tal que IIy o h = hy,Vk € I.

i€l
Como R, € C = B", tenemos que h, = 0,Vk € I, entonces, h es constante, por lo tanto,

Hiel R; € B" = (' y asi C es cerrado bajo productos directos.

[4= 1] Sean B={M|T(M)= M}y C ={M|T(M) = 0}.
Veamos que B = Ct:
Sea f : B — C homomorfismo con B € By C € C, entonces, T'(B) =By T(C)=0.T

es radical, luego f(B) = f(T(B)) C T(C) = 0, por lo tanto, f es constante y asi B € C',

entonces, B C C'.

Ahora, sea B € C'. Como T es radical, T(B) C By T(B/T(B)) = 0, entonces, B/T(B) € C.
Sea ¢ : B — B/T(B) el homomorfismo cociente. Como ¢ es sobreyectivo, ¢(B) = B/T(B)
y como B € C'y B/T(B) € C, q es constante, luego ¢(B) = 0, entonces, B/T(B) = 0 y asi

T(B) = B, por lo tanto, B € B y entonces, C'CcB y asi, B = C'.

Veamos que C' = B":
Probamos que B C C!, luego por la proposicion 8, C C B".

Ahora, sea C' € B". Como T es idempotente, T(T'(C)) = T(C), luego T(C) € B. Sea

f:T(C) — C el homomorfismo inclusion, entonces, f(7(C)) = T(C). Como T(C) € By
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C € B', f es constante, luego f(T(C)) = 0, de donde T'(C) = 0y asi C' € C, por lo tanto,

B"C(Cyasi,C=DB"

Ahora vamos a trabajar con la prueba parcial de:

[2 = 4] Debemos ver que Tp : Rng — Rng definido como sigue es un casi-radical idem-
potente: por cada anillo M, sea {L,}acs la familia no vacia de todos los ideales del anillo M

que pertenecen a B:

Tp: Rng — Rng

M +— TB(M):ZaelLa:{lail+"'+lain|l GLaik,{ail,...,ain}QI}

Oéik

Por la proposicion 4, Tg(M) es ideal de M.

Sea f : M — N homomorfismo sobreyectivo. Debemos ver que f(Tg(M)) C Tg(N). Sea
y € f(Tp(M)), entonces, existe z € Tp(M) tal que f(z) =y, luego z = >0 la, s la;, €
Le,, - Entonces, f(2) = f(Q h_1la;,) = D pey fllay) yoasi y = 320 f(la, ). Como Ly, <

M, f(Laik) < N y entonces, f : L,, — f(Laik) es un homomorfismo sobreyectivo. Como

Otik

La

(3

.. € By B es cerrado bajo homomorfismos sobreyectivos, f (Laik) € By ademés, como
L, es ideal de M, por la proposicion 3b tenemos que f(Laik) es ideal de N, por lo tanto,

Y= 30 fllay ), donde f(lo, ) € f(La, ) € By asi y € Tp(N), luego, f(Ti(M)) C Ty(N).

Probemos que Tg(M/Tg(M)) = 0: sean L, ideales de M/Tp(M) tal que L, € By el
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homomorfismo cociente ¢ : M — M/Tp(M). Como L, es ideal de M/Tg(M), por la
proposiciéon 3a tendriamos que ¢ '(L,) es ideal de M. Ademas, como L, < M/Tg(M),
¢ '(Ly) < M y por teorema de homomorfismos tendriamos que ¢ '(Ly)/Tg(M) = L,.
Como L, € By B es cerrado bajo isomorfismos, 7' (L,)/Ts(M) € B. Ademés, por hipttesis
tenemos que B es cerrado bajo suma de ideales, luego Tp(M) = Zael L, € By como B
es cerrado bajo extensiones de anillo, tendriamos que ¢ '(L,) € B. Entonces, ¢ }(L,) <
Te(M) y asi (¢ (Ly)) < q(Ts(M)). Como Tg(M) = kerq,q(Ts(M)) = 0, luego L, =

q(g(Ly)) < q(Tg(M)) = 0, por lo tanto, Tg(M/Tg(M)) = Y wer La=>20=0.

Hasta aca tenemos que T es un casi-radical.

Probemos que Ty es idempotente, es decir, Tp(T(M)) = Tg(M):
Por definicion tenemos que Tg(Tg(M)) C Tg(M).

Ahora, como por hipotesis B es cerrado bajo suma de ideales, Tp(M) es un ideal de Tg(M)

que pertenece a B, luego Tp(M) C Tp(Ts(M)).

Probemos que B = {M : Tg(M) = M }:
Sea M € B, entonces, M C Tg(M), por lo tanto, Tg(M) =My B C{M :Tg(M) = M}.

Ahora, sea M tal que M = Tg(M). Como Tp(M) € B, tenemos que M € By {M :

Tp(M) = M} C B.

Veamos que C C {M : Tg(M) = 0}:
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Sean M € C = B" e 1 : Tg(M) — M el homomorfismo inclusion. Como Tx(M) €

B, .(Tg(M)) =0, luego Ts(M) =0y C C {M : Tg(M) = 0}.

Ahora, sean M tal que Tg(M) =0y f: B — M homomorfismo sobreyectivo con B € B.
Por el parrafo anterior, Tg(B) = By por la proposicion 3b, f(B) = f(Tg(B)) C Tg(M) =0,
luego f = 0. Desafortunadamente esto no es suficiente para probar que M € C, pues esto se

debe cumplir para cualquier homomorfismo f.

En otras palabras, el casi-radical nos permite reconstruir B, pero no C'.

Con excepcion de la idempotencia del radical, vamos ahora a demostrar:

[3 = 4] Debemos ver que T definido como sigue es un radical:

Tc : Rng — Rng
, Ty ={K ideal de M|M/K € C}.

M +— Te(M)=nNTy

Por la proposicion 5, T (M) es ideal de M.

Sea f : M — N homomorfismo. Debemos ver que f(To(M)) C To(N), es decir, que
f(Tc(M)) = f(NTy) € Nf(Ty) € NYTy = Te(N). Para esto es suficiente probar que
Tn C f(YTy). Sea K € Ty, entonces, K es ideal de N y N/K € C, luego, por la proposicion
3a, fY(K) es ideal de M. Si probamos que M/f~1(K) € C, tendriamos que f~}(K) € Ty,

luego K € f(Y ) vy asi tendriamos que Yn C f(Tyy), es decir, que f(Te(M)) C Te(N).
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Probemos que M/f*(K) € C:sea ® : M/f 1 (K) — N/K definido por ®(m+ f~1(K)) =

f(m)+ K,¥Ym € M. Veamos que ® es homomorfismo inyectivo. Sean my, my € M tales que

mi+ fTHK) = my + fTH(K) = (m1 —ms) € fH(K)
= f(mi —my) = f(m1) — f(mz) € K
= f(m1) + K = f(ms) + K
= O(mq + f71(K)) = @(mz + f71(K)),
O[(my + fTHK)) + (ma+ fTH(K))] = @[(my +mg) + f7(K)]
= f(m1+m) + K = [f(m1) + f(m2)] + K
= [f(m1) + K]+ [f(m2) + K]
= ®(my + 1K) + @(ma + fH(K)),
®[(ma + 7 (K))(ma + 1K) = [(myma) + 1K)

= f(mams) + K = [f(m1) f(m2)] + K
= [f(m1) + K][f (m2) + K]
= @(my + f7H(K))®(ma + f7(K)),

ker @ = {m + f~1(K)|®(m + f(K)) = 0+ K}
={m+ fH(K)|f(m)+ K =0+ K}
={m+ T (K)|f(m) € K} = {m+ f ' (K)m € f~(K)}

= [THK) =0+ fT(K),

luego @ es un homomorfismo inyectivo, entonces, M/f~1(K) = ®(M/f~Y(K)) < N/K € C.
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Como C es cerrado bajo isomorfismos y subanillos, M/f~}(K) € C.

Probemos que T¢:(M/Te(M)) = 0: sean ¢; : M — M/K; ho-

M M/K;
momorfismos cocientes con M/K; € C' y K; = kerg;,Vi € I.
(qi) e
Por la proposicién 2, existe (¢;) : M — [[,.; M/K; homomor-
M/ K;
fismo tal que m; o (¢;) = ¢;, Vi € I. Ahora, g /

ker(g;) = {m € M|(g;)(m) = 0} = {m € M|{g:(m)}ier = 0}
={m e M|g(m)=0,Vie I} ={me Mme K;,Vie I}

Entonces, M/Tc(M) = M/ ker(g;) = N < [[,.; M/K;. Como C es cerrado bajo productos,
isomorfismos y subanillos, [[,.; M/K; € C'y por lo tanto, (M/Tx(M))/0 = M/Te(M) € C,

luego 0 € Ty v ast Te(M/Te(M)) = NY yyzeon) = 0.

Hasta aqui hemos probado que T es un radical.

Veamos que C' = {M|T¢(M) = 0}:
Sea M € C. Como M = M/0 = 0 € Yy, por lo tanto, To(M) =0y C C {M|Tc(M) = 0}.

Ahora, sea M tal que To(M) =0. M = M/0= M/Tc(M). En el parrafo anterior probamos
que M/Tc(M) € C 'y como C es cerrado bajo isomorfismos, M € C, luego {M|Tc(M) =

0}pcc.
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Probemos que B = {M|T(M) = M}:

Sean M € By q: M —s M/T¢(M) el homomorfismo cociente. Como B = C'y M/To(M) €
C,q(M) = 0y como q es sobreyectivo, 0 = q(M) = M /T (M), entonces, M = To(M) y
B C{M|Tc(M) = M}.

Ahora, sea M tal que To(M) = M. Sea f : M — C con C € C, entonces, f(M) =
f(Te(M)) C Te(C). Como C € C,To(C) = 0, luego f(M) = 0, por lo tanto, M € C' = B
y {M[Te(M) = M} C B. =
Observacion 1. St B satisface que para todo L < R € Rng, L € B, entonces, L es ideal

de R, podemos decir que T es un radical.

Esto lo tenemos porque si en la demostracion de la segunda parte de [2 = 4], tomamos a
R= Ny L= f(La,) € B, entonces, f(Lq, ) serfa un ideal de N y asi completariamos la
prueba de que T es radical e igualmente podriamos reconstruir completamente a C'.

Lema 2. Sean (B, C) una teoria de torsion, M € Rng, Tc(M) = N{K ideal de M|M/K €

C} yTp(M) =73, c{La ideal de M|L, € B}, definidos anteriormente. Entonces, tenemos

que Tg(M) C Te(M).

Demostracion. Sea L, un ideal de M tal que L, € B.

Sean ¢ : L, — M el homomorfismo inclusion y ¢q :

M — M/K el homomorfismo cociente, donde K esun [, M M/K
ideal de M tal que M/K € C. Como L,, € B, gor = 0, lue- gor=0

go L, C K. Esto es cierto para cada K tal que M /K € C,

luego L, C N{K ideal de M|M/K € C} = Te(M), por lo tanto, > _, Lo € Te(M) y por

acl
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consecuencia, Tg(M) C Te(M).
U

Proposicion 9. Sea M € Rng. Si T¢ es radical idempotente, entonces, To(M) = Tp(M).

Demostracion. Por el lema 2 tenemos que Tp(M) C Te:(M).

Ahora, como T¢ es idempotente, To(To(M)) = To(M) y por el teorema 2.4, To(M) € B,

luego por la definicion de T, tenemos que T(M) C Tr(M). O

Conclusioén: en los casos que tenemos una teoria de torsion (B, C') con radical T idempo-

tente, entonces, el casi-radical Tz también define un radical idempotente.

Ahora presentaremos ejemplos de teorias de torsion (B, C'), donde el radical T¢ es un radical

idempotente, al igual que el casi-radical Tz es un radical por cumplir la observacion 1.

Ejemplo 8. Sean B ={Todos los anillos conmutativos cuya parte grupal es de torsion}, es
decir, que todos sus elementos son de orden finito y C' ={Todos los anillos conmutativos

cuya parte grupal es libre de torsion}, entonces, (B, C) es una teoria de torsion en Rng.

En este caso, T¢ es radical idempotente, luego T’z definiria también un radical idempotente
y para todo anillo M, Tg(M) = Tc(M) =t(M) = {m € M : km = 0, para algin k € N}.

Aqui asumimos que 0 & N.

Demostracion. Por su definicion, ¢(M) C M y sabemos que t(M) es un subgrupo aditivo de

M. Sean r € M y m € t(M), entonces, km = 0, para algin k € N.

k(rm) =r(km)=r0=0 y k(mr) = (km)r =0r =0,
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luego rm, mr € t(M), por lo tanto, t(M) es ideal de M.
Sean f : M — N homomorfismo y n € f(t(M)), luego n = f(m) para algin m € t(M),
entonces, km = 0, para algin k € Ny kn = k(f(m)) = f(km) = f(0) = 0, por lo tanto,

n € t(N).

t((M/t(M)) ={m+t(M) € M/t(M) : k(m +t(M)) =0+ t(M), para algin k € N}
={m+t(M) e M/t(M) : km+t(M) =0+ ¢(M), para algin k € N}
={m+t(M) e M/t(M) : km € t(M), para algin k € N}
={m e M : k'(km) = 0, para algunos k, k' € N}
={me M : (K'k)m = 0, para algtin k'k € N}

=t(M) =0+t(M).

Por lo tanto, t(M) es un radical. Ademas, t(t(M)) = {m € t(M) : km = 0, para algin k €

N} = t(M), luego t(M) es idempotente. O

Ejemplo 9. Sean B ={Todos los anillos cuya parte grupal es p-primaria, para algin primo
fijo p}, es decir, que el orden de todos sus elementos es una potencia del primo p y C ={Todos
los anillos cuya parte grupal no tiene elementos de orden potencia de p}, entonces, (B, C)
es una teorfa de torsion en Rng y para todo anillo M, Tg(M) = T(M) = T(M) es el ideal

generado por todos los elementos de M cuyo orden es potencia del primo p.
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Capitulo 3

Operadores de clausura

Aqui presentaremos relaciones entre los radicales definidos en el capitulo anterior y los ope-

radores de clausura.

Veamos primero la definicion de un operador de clausura categorico como en [2] y algunos

ejemplos.

Definicion 21. Un operador de clausura categorico C' sobre una categoria X (con
respecto a M) es una familia {[ ]§ : M — M}xcx de funciones sobre los M-subobjetos

de X que satisface las siguientes condiciones para cada X € X:

a. m < [m]%, para todo M-subobjeto m : M — X;
b. m <n = [m]§{ < [n]§, para todo M-subobjetos m,n de X’;
c. Para todo morfismo f : X — Y sobre X y todo M-subobjeto n: N — Y, tenemos

que [f~ (n)]§ < f7H([NIT).
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Por notacién, mientras no haya confusion, escribiremos [ ] en lugar de []$.

Proposiciéon 10. Bajo la condicion b, la condicion c es equivalente a:

d. Para todo morfismo f: X — Y sobre X y todo M-subobjeto m : M — X, tenemos

que f([m]°) < [f(m)]°.

Demostracion. ¢ = d] Si aplicamos la condicion ¢ al morfismo f(m) : f(M) — Y, tenemos

que [f7H(f(m)]C < f7Y[f(m)]). También m < f~'(f(m)), luego por la condicién b.

[d = ¢| Aplicando la condicién d al morfismo f~*(n) : f~Y(N) — X, tenemos que

FfY ) < [f(f1(n)]C v como f(f~1(n)) < n, por la condicién b tenemos

Ejemplo 10. En la categoria Top: sean (X, 7) un espacio topologicoy M C X:

» M5 =n{C cerrado en X : M C C}. K es la clausura usual en topologfa llamada la
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clausura de Kuratowski.

» MY =nN{C cerrado y abierto en X : M C C}. Q es la “quasicomponent” clausura de

M.

» M’ ={x € X : para toda vecindad de x, U,, MNU,N{z}¥ # 0}. Esta es la b-clausura

de M.

Ejemplo 11. En la categoria Grp: sean (G, ) un grupoy M < G:

» M =N{K <G : M < K}. nes la clausura normal de M.

» M5 =N{K dG: M < K,X/K € Ab}. Esta es la clausura normal de M inducida
por Ab. Podemos expresarlo también como M - G’, donde G’ es el subgrupo de G

generado por los conmutadores de G.

» MTF =n{K QG : M < K, X/K es libre de torsion}. TF es la clausura normal libre

de torsiéon de M.

Ejemplo 12. En la categoria Ab: sean (G, +) un grupo abeliano y M < G:

» El operador de clausura definido por M¢ = M + t(G), donde t(G) es el subgrupo de

torsion de G.

» Sea T : Ab — Ab un pre-radical. M“? = M + T(G) es un operador de clausura de

M.

= Para cualquier pre-radical T : Ab — Ab, M" = ¢;}(T(G/M)) define un operador

de clausura de M, donde ¢y : G — G /M es el homomorfismo cociente.
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Ejemplo 13. En la categoria Rng: sean R anilloy M < R.

MY = (M) = n{l ideal de R : M < I} es el operador de clausura definido por el ideal

generado por M.

Demostracion. Por la proposicion 5, MC = (M) < R. Sea Ay = {I ideal de R: M < I}.

a. Como M < I,VI € \yy, M C Ny = (M) = MC.

b. Sean M < N e I € Ay, entonces, N < [ y como M < N, M <1, luego I € Ay, por

lo tanto, Ay C A\pr v asi MY = (M) = Ny < NAy = (N) = NC.

c. Sean f: R — R’ homomorfismo de anillos e I ideal de R’ tal que I € Ay, entonces,
N < I, luego f~H(N) < f~YI). Como f~'(I) es ideal de R, Ap-1yy 2 {f7'(I) : N <
I}, Tuego MAp-ivy € N{fH(I) : N < I} = f71({I : N < I}) = f~H(NAy), luego

VT = (FTHV)) = Ny < f7HNAN) = FTHEN)) = f7HINE).

Por lo tanto, M = (M) es un operador de clausura en Rng. O

Proposicion 11. Sean f : R — R’ homomorfismo de anillos y M < R. Entonces, existe
un homomorfismo ¢ : R/(M) — R'/(f(M)) definido por ¢o([rlay) = [f(")]lrony, tal
que grany © f = poqu, donde gy : B — R/(M) y qrony + B — R'/(f(M)) son los

homomorfismos cocientes.
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Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

f
R R

am q5(M)

R/(M)

R'/(f(M))

%)

Por la proposicion 5, (M) y (f(M)) son ideales de Ry R', respectivamente.

Sean [a]ry, (bl € R/ (M) tales que [a]ny = [b]ary, entonces, a = r+ (M) ="+ (M) = b,
con r,r" € R. Entonces, r —r’ € (M) y como f es homomorfismo y ( ) es un operador
de clausura, f(r) — f(r') = f(r — ') € f((M)) < (f(M)) y ast ([a])) = [f(@)]rr)) =

Fr)+(FM)) = (') + (F(M)) = [F(O)]san) = #([blar)), por lo tanto, ¢ estd bien definido.

e(lalony + [blany) = ¢([a +blan) = [f(a+ by = [f(a) + f(0)]ran)
= [f(@)]rny + [F O]z = e(laan) + (b))
o(laloan blan) = e([ablan) = [f(ab)]rary = [f (@) f )] rany

= [f(@)]rany [f O] rany = e([al o ) ([bliar ),

por lo tanto, ¢ es un homomorfismo.

Ademas, sea v € R, (qrar) © f)(r) = aron(f(1) = [f(M]irany = erlan) = elau(r)) =

(¢ o qu)(r), luego qrary o f = ¢ o qu- O

Proposicién 12. Sean R anillo y M < R, entonces, MT = M + T(R) define un operador

de clausura, para cualquier pre-radical T en Rng.
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Demostracion. Veamos primero que MYT = M +T(R) < R: sean m+t,m'+t' € M+T(R),
entonces, (m+t) + (m' +t) =m+m' +t+t € M +T(R) y también, (m +t)(m' +t') =

mm’ +mt' +tm' +tt' € M + T(R), por ser T'(R) ideal de R.

a. M=M+0y0¢€T(R),luego M <M +T(R) = M°T.

b. Sean M < Ny s € M+ T(R), entonces, s = m +t,m € M,t € T(R). Como

M < N,m € N, entonces, s € N + T(R) y por lo tanto, M°T < N,

d. Sean f: R — R’ homomorfismo de anillos y r € f(MT) = f(M + T(R)), entonces,

r=f(s),s€ M+T(R),luego s =m+t,m € M,t € T(R). Como f es homomorfismo,

r=f(s)=f(m+t)=f(m)+ f(t), f(m) e f(M), f(t) € f(T(R)). Como T es radical,
f(T(R)) C T(R'), entonces, f(t) € T(R') y asi, r € f(M) + T(R') = [f(M)]°T, por lo

tanto, f(MOT) < [f(M)]°r.

Por lo tanto, M7 = M + T(R) es un operador de clausura en Rng. O

Proposicién 13. Para cualquier pre-radical T : Rng — Rng, MS" = ¢;}(T(R/(M)))

define un operador de clausura de M, donde qp : R — R/(M) es el homomorfismo cociente.

Demostracion. —a. M < (M) = ker qp, luego qp((M)) =0y 0 € T(R/{M)), por lo tanto,

M < gy (T(R/(M))) = M.
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b. Sea M < N. Consideremos el siguiente diagrama:

ban

R

a0y (T(R/(M)))

\

idp

LTN

Sean ¢y y gy los homomorfismos cocientes de R entre (M) y (N), respectivamente.
Entonces, por propiedad de imagen inversa, existen el homomorfismo inclusion ¢, y el
homomorfismo ¢}, que es la restriccion de gy, al subanillo ¢y, (T(R/{M))), tales que

LTy, © @y = QM © Lg,,- Por argumentos similares, existen ¢, v ¢y, tales que vr, o ¢y =
AN © gy

Como M < N, (M) < (N) y por la proposicion 6, existe el homomorfismo ¢ tal que
¢oqm =qn = qn ©idp.

Como T es radical, T(R/(M)) < R/(M) y T(R/(N)) < R/(N), luego existen los

homomorfismos inclusion ¢r,,, i1, y el homomorfismo ¢’, que es la restriccion de ¢ al
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subanillo T(R/(M)), tales que

LTNO(b/:(bOLTM:>LTNO¢/Oq§W:¢OLTI\4Oq§W
:¢OqMOLQA4

= QN o ZdR o LQJ\[

y el diagrama gy o ¢4, = t1, © ¢y es un pullback, luego por la propiedad universal de
pullback, existe el homomorfismo ¢ tal que, en particular, ¢,, ot = id,ot,,, = t4,,- Como
Ly €S el homomorfismo inclusion, es un monomorfismo y por la proposicion 1, ¢ es mo-
nomorfismo, luego kert = 0 y entonces, MS" = ¢;}(T(R/(M))) < ¢3(T(R/(N))) =

T

NE .

Sean f : R — R’ homomorfismo de anillos y M < R. Consideremos el siguiente

diagrama:

qf ()

R'/(f(M))
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donde qar ¥ qf(ary son los homomorfismos cocientes de R entre (M) y R’ entre (f(M)),
respectivamente. Entonces, por la proposicion 11, existe el homomorfismo ¢ tal que
qramy © f =@ oqu.

Por argumentos similares al caso anterior, existen las inclusiones tr,,, i1, v €l homo-

morfismo ¢’ tales que ¢ o i1, = i1, ° ¢

Igualmente existen las inclusiones ¢,,,, , v los homomorfismos ¢, q}( M) tales que

b

qr (M) © Lapary = Uyan © Qyoary ¥ A0 © Lgyy = U1y, © Qay- Como,

I roor ’
Ty ©F = PO lry :>LTf(M)090 Oqy = PO lry 4y
=P Odm O ley

=dfm) © f O lgy

y el diagrama qr) © tg;y = LTy © q}(M) es un pullback, luego por la propiedad

universal de pullback, existe el homomorfismo ¢ tal que, en particular, foe,,, t.

= Loy ©

Entonces,

(f 0 tar)(@ar (T(R/(M)))) = (tg;, 0 t)(aps (T(R/{M)))) =
F(tar (aar (T(R/(M))))) = 1,0, (Hans (T(R/(M))))) =
Flans (T(R/(M)))) = t(ap; (T(R/{M)))) < qpp (TR /(F(M)))) =

FMET) < [F(M)]"

Por lo tanto, M" = ¢;}(T(R/(M))) es un operador de clausura en Rng. O
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Conclusién: por cada pre-radical 7' en Rng, existen por lo menos dos maneras de construir
un operador de clausura en Rng: sean R anillo y M < R, entonces, M7 = M + T(R) y

MC" = ¢ (T(R/(M))) definen operadores de clausura, por la proposiciones 12 y 13.

Proposicién 14. Sean R un anillo y C' un operador de clausura sobre Rng. T(R) = {[05]°)

define un pre-radical sobre Rng.

Demostracion. Por definicion, T'(R) es un ideal de R.

Sea f : R — R’ homomorfismo de anillos. Por el ejemplo 13, () es un operador de clausura
y por hipotesis C' también lo es, luego tenemos que f(T(R)) = f({[0r]°)) C (f([0x]¢)) C

([f(0R)]Y) = ([0r]¢) = T(R'). Por lo tanto, T(R) es un pre-radical sobre Rng. O

Observamos que esta correspondencia entre radicales y operadores de clausura en Rng no

es biyectiva en cuanto C7 y Cr corresponden al mismo radical T'.
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajos futuros

Recordemos la conexién de Galois

S(Rng) S(Rng)”, definida por:

B = {C € Rng|VB € B,[B,C] = 0}

C'={B € Rng|VC € C,[B,C] = 0}.

Una teoria de torsion (B, C) es una pareja de clases de anillos tales que C = B" y B = C,

es decir, una pareja de puntos fijos de la conexion de Galois.

De nuestro trabajo en la categoria Rng logramos conseguir los siguientes resultados:

1. En la categoria Rng, una teoria de torsion (B, () cumple con las siguientes propieda-

des:

= B es cerrada bajo imagenes isomorficas, anillos cocientes, extensiones de anillos y
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suma de ideales. Ademas, podemos definir un casi-radical idempotente asociado

a E, TB-

= (' es cerrada bajo imagenes isomorficas, subanillos, extensiones de anillos y pro-
ductos directos. Ademaés, podemos definir un radical asociado a C, T, el cual no

es necesariamente idempotente.
L] TB g Tc.

= Si B cumple con la condicion que todo subanillo de R que pertenezca a él es ideal,

entonces, el casi-radical Tg es un radical.

= Si T es un radical idempotente, entonces, T = T y por lo tanto, Ts también

es un radical idempotente.

. Para un radical idempotente 7' en Rng tenemos que, definiendo B = {M|T'(M) = M}

y C ={M|T(M) =0}, (B,C) es una teoria de torsion.

. Por cada pre-radical T" en Rng, existen por lo menos dos maneras de construir un

operador de clausura, M°T = M + T(R) y MC" = ¢;}(T(R/(M))).
. T(R) = {[0g]€) define un pre-radical sobre Rng.

. Esta correspondencia entre radicales y operadores de clausura en Rng no es biyectiva

va que CT y Cr corresponden al mismo radical 7.

. En general el concepto de radical idempotente en Rng es mas fuerte que el concepto
de teoria de torsion, debido a que cada radical idempotente genera una teoria de tor-

sion, pero solo logramos demostrar que con cada teoria de torsion se puede construir
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un radical que no es necesariamente idempotente. Desafortunadamente no pudimos

encontrar un ejemplo que demuestre que los dos conceptos no son equivalentes.

Para trabajos futuros quedaria la tarea de encontrar ejemplos concretos en la categoria
Rng en los cuales se vea claramente que Tz es casi-radical, no radical y T es radical no
idempotente. También se podria pensar en algunas propiedades, similares a la encontrada
para B, que deban tener las clases B y C para que el teorema 1 se cumpla completamente
en la categoria Rng. Igualmente ver la posibilidad de plantear los mismos objetivos de este

trabajo en otra categoria, por ejemplo en Vec, la categoria de los espacios vectoriales.
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