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Abstra
t of thesis presented to the Graduate S
hoolof the University of Puerto Ri
o in partial ful�llment of therequirements for the degree of Master of S
ien
e.TORSION THEORIES, RADICALS AND CLOSURE OPERATORSIN THE CATEGORY OF RINGSby:Angy Carelly Coronel Suárez2009Advisor: Dr. Gabriele CastelliniMathemati
al S
ien
es DepartmentIn 1971, Joa
him Lambek published a result whi
h gives an equivalen
e between torsion theo-ries (B, C) and idempotent radi
als T in the 
ategory Mod R, establishing some propertiesof the 
lasses of R-modules B and C and performing a 
hara
terization of these 
lasses usingthe radi
al T . Re
ently, D. Dikranjan, W. Tholen and G. Castellini have de�ned, in this
ategory, new 
losure operators based on pre-radi
als and re
ipro
ally, they have de�nedradi
als based on 
losure operators.In this thesis we have made some modi�
ations to these results, de�ning new 
on
epts and�nding some 
onditions to be satis�ed by the 
lasses B and C in order to establish some
onne
tion between torsion theories and radi
als in the 
ategory Rng. We have also de�ned
losure operators using pre-radi
als and vi
e versa, establishing a non bije
tive 
orrespon-den
e between these two 
on
epts in this 
ategory.ii



Resumen de tesis presentado a Es
uela Graduadade la Universidad de Puerto Ri
o 
omo requisito par
ial de losrequerimientos para el grado de Maestría en Cien
ias.TEORÍAS DE TORSIÓN, RADICALES Y OPERADORES DE CLAUSURAEN LA CATEGORÍA DE ANILLOSpor:Angy Carelly Coronel Suárez2009Consejero: Dr. Gabriele CastelliniDepartamento de Cien
ias Matemáti
asEn 1971, Joa
him Lambek publi
ó un resultado que da una equivalen
ia entre las teorías detorsión (B, C) y los radi
ales idempotentes T en la 
ategoríaMod R, estable
iendo algunaspropiedades que 
umplen las 
lases de R-módulos B y C y realizando una 
ara
teriza
ión deéstas 
lases usando el radi
al T . Re
ientemente, D. Dikranjan, W. Tholen y G. Castellini hande�nido, en esta misma 
ategoría, nuevos operadores de 
lausura basados en pre-radi
ales yre
ípro
amente, han de�nido radi
ales basados en operadores de 
lausura.En esta tesis hemos realizado algunas modi�
a
iones a estos resultados, de�niendo nuevos
on
eptos y en
ontrando algunas 
ondi
iones que deben 
umplir las 
lases B y C para asípoder estable
er alguna rela
ionan entre las teorías de torsión y los radi
ales en la 
ategoríaRng. Igualmente, hemos 
onstruido operadores de 
lausura usando pre-radi
ales y vi
eversa,estable
iendo una 
orresponden
ia no biye
tiva entre estos dos 
on
eptos en esta 
ategoría.iii
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Introdu

ión
Las teorías de torsión han sido bastante estudiadas bajo diferentes nombres y por diferentesautores de forma independiente. Fueron estudiadas bajo este nombre, 
on o sin el su�jo�hereditarias� por Lambek [8℄ y Di
kson [4℄. Sin embargo, 
on
eptos equivalentes son �ltrosidempotentes de ideales dere
hos por Bourbaki [1℄ y Gabriel [5℄, radi
ales de torsión o nú
leosidempotentes por Maranda [10℄ y Goldman [6℄, opera
iones de 
lausuras modulares sobreretí
ulos de ideales dere
hos por Chew [3℄. Además, las teorías de torsiones espe
iales que
ontienen las semillas de la teoría general, fueron desarrolladas en la 
onstru

ión de losanillos 
o
ientes generalizados por Findlay y Lambek [7℄. En [9℄ Lambek presenta el siguienteresultado sobre teorías de torsión en la 
ategoría Mod R, donde R es un anillo aso
iativo
on identidad:De�ni
ión 1. Sean B y C 
lases de R-módulos. Se de�ne

Br = {C ∈Mod R|∀B ∈ B, [B, C] = 0}

C l = {B ∈Mod R|∀C ∈ C, [B, C] = 0}De�ni
ión 2. (B, C) es una teoría de torsión si y sólo si B = C l y C = BrDe�ni
ión 3. Una fun
ión T : Mod R −→ Mod R es un radi
al si T (M) ⊆ M , f :1



M −→ N =⇒ f(T (M)) ⊆ T (N), T (M/T (M)) = 0, para todo M y N módulos y para todohomomor�smo f .Teorema 1. Si B y C son 
lases de R-módulos, los siguientes resultados son equivalentes:1. B = C l y C = Br;2. B es 
errado bajo imágenes isomór�
as, 
o
ientes de módulos, extensiones de grupo ysumas dire
tas, más aún, C = Br;3. C es 
errado bajo imágenes isomór�
as, submódulos, extensiones de grupo y produ
tosdire
tos, más aún, B = C l;4. Hay un radi
al T sobre Mod R tal que T (T (M)) = T (M) para todo módulo M , másaún, B = {M |T (M) = M} y C = {M |T (M) = 0}.La importan
ia de este teorema en la 
ategoría Mod R es que estable
e una rela
ión bi-ye
tiva entre dos 
on
eptos diferentes los 
uales son las teorías de torsión y los radi
alesidempotentes.Re
ientemente 
on el desarrollo de operadores de 
lausura 
ategóri
os ([2℄,[11℄), se ha en
on-trado una rela
ión entre pre-radi
ales y 
iertos tipos de operadores de 
lausura, prin
ipal-mente en 
ategorías de grupos abelianos y más en general en la 
ategoría Mod R.Nuestro trabajo 
onsiste en en
ontrar, si es posible, 
ondi
iones que deben tener las 
lasesde anillos B y C para que el teorema 1 sea válido en la 
ategoría Rng, es de
ir, tratar deestable
er una 
orresponden
ia entre las teorías de torsión (B, C) y los radi
ales idempotentes
T en esta 
ategoría. Además queremos ver si estos radi
ales pueden o no de�nir operadores2



de 
lausura en Rng.En los preliminares de esta tesis se en
uentran algunas de�ni
iones y resultados ya estable
i-dos en una 
ategoría arbitraria y en la 
ategoría de anillos, los 
uales son importantes para eldesarrollo de nuestros objetivos. En el 
apítulo 2 rees
ribiremos el teorema 1 en la 
ategoríaRng 
on las modi�
a
iones realizadas, la 
onstru

ión de los radi
ales y algunos ejemplos.En el 
apítulo 3 trabajaremos en las rela
iones entre los radi
ales del 
apítulo anterior y losoperadores de 
lausura en la 
ategoría de anillos. Finalmente, en el 
apítulo 4 presentaremos
on
lusiones y posibles trabajos futuros en este tema.
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Capítulo 1
Preliminares
Las de�ni
iones y propiedades presentadas en este 
apítulo son las ne
esarias para el en-tendimiento de nuestro trabajo. Ini
ialmente presentaremos la de�ni
ión y ejemplos de una
ategoría, seguido de esto, hablaremos sobre la de�ni
ión de 
onexión de Galois, luego tratare-mos los operadores de 
lausura y por último, algunos de los resultados que están estable
idosen una 
ategoría arbitraria, los rees
ribiremos en la 
ategoría de anillos.
1.1. CategoríasDe�ni
ión 4. Una 
ategoría X 
onsiste de una 
lase de objetos, X, Y, Z, . . . y un 
onjuntode mor�smos entre estos objetos f : X −→ Y, g : Y −→ Z, . . . , que satisfa
en las siguientes
ondi
iones:i. Por 
ada X, Y ∈ X , todos los homomor�smos entre X y Y deben formar un 
onjunto;4



ii. Cada objeto de X tiene un mor�smo identidad, es de
ir, ∀X ∈ X , ∃ 1X : X −→ X talque f ◦ 1X = f, ∀f : X −→ Y y también 1X ◦ k = k, ∀k : Z −→ X;iii. La 
omposi
ión de mor�smos es aso
iativa, es de
ir, f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h, para todo
X, Y, Z, W ∈ X y f : X −→ Y, g : Y −→ Z, h : Z −→ W mor�smos en X .Podemos in
luir la no
ión natural de sub
ategoría si restringimos los objetos o los mor�s-mos de X .Ejemplo 1. Set, es la 
ategoría de 
onjuntos A, B, C, . . . y los mor�smos son las fun
ionesentre 
onjuntos f : A −→ B 
on su 
omposi
ión usual. Una sub
ategoría es la 
ategoría detodos los 
onjuntos �nitos.Ejemplo 2. Grp, es la 
ategoría de grupos G, H, M, . . . y los mor�smos son los homomor-�smos de grupos 
on su 
omposi
ión usual. Una sub
ategoría es Ab, la 
ategoría de todoslos grupos abelianos.Ejemplo 3. Rng, es la 
ategoría de anillos y los mor�smos son los homomor�smos de anillos
on la 
omposi
ión usual. Sub
ategorías de ésta son Ring, la 
ategoría de todos los anillos
on 1 
uyos mor�smos son los homomor�smos de anillos que envían el 1 al 1 y CRing, la
ategoría de todos los anillos 
onmutativos 
on 1.Ejemplo 4. Mod R, es la 
ategoría de todos los módulos sobre un anillo R y los mor�smosson los homomor�smos de R-módulos.Ejemplo 5. Top, es la 
ategoría 
uyos objetos son los espa
ios topológi
os y los mor�smosson las fun
iones 
ontinuas entre espa
ios topológi
os 
on su 
omposi
ión usual.5



1.2. Conexión de GaloisDe�ni
ión 5. Sean A y B 
onjuntos 
on sus respe
tivas rela
iones de orden, ≤A y ≤B. Unafun
ión f : A −→ B preserva el orden si para todo a1, a2 ∈ A tal que a1 ≤A a2, tenemosque f(a1) ≤B f(a2).Un 
onjunto X es pre-ordenado si su rela
ión de orden es re�exiva y transitiva y es par-
ialmente ordenado si su rela
ión de orden es re�exiva, antisimétri
a y transitiva.De�ni
ión 6. Para dos 
lases pre-ordenadas, X y Y , una 
onexión de Galois 
onsiste deun par de fun
iones
X Y

f

gtales que:1. f y g preservan el orden;2. Para todo X ∈ X , Y ∈ Y , tenemos que X ≤ g(f(X)) y f(g(Y )) ≤ Y .Si X ∈ X y Y ∈ Y son tales que f(X) = Y y g(Y ) = X, enton
es, X y Y son llamados lospuntos �jos de la 
onexión de Galois.Para una 
lase X , denotamos 
omo S(X ) al 
onjunto de todas las sub
lases de X , par
ial-mente ordenadas por in
lusión y S(X )op al 
onjunto de las mismas sub
lases pero 
on ordeninverso ≤op, es de
ir, A ≤op B si y sólo si A ≥ B, para todo A, B ∈ S(X ).Ejemplo 6. Sea f : A −→ B una fun
ión entre sub
onjuntos de X , 
on el orden usual
(A ≤ B ⇔ A ⊆ B). Es fá
il ver, por la teoría de 
onjuntos 
ono
ida, que lo siguiente de�ne6



una 
onexión de Galois:
S(X ) S(X ), donde λ(A) = f(A) y γ(B) = f−1(B).

λ

γEjemplo 7. Sean X y Y 
lases par
ialmente ordenadas y supongamos que existe α =

sup{Xi}i∈I , donde {Xi}i∈I ⊆ X . Sea f : X −→ Y una fun
ión que preserva el sup, es de
ir,
f(α) = sup{f(Xi)}i∈I y de�namos, para 
ada Y ∈ Y , g(Y ) = sup{X ∈ X : f(X) ≤ Y }.Veri�quemos que

X Y

f

ges una 
onexión de Galois.1. f preserva el orden: sea X1 ≤ X2, enton
es, X2 = sup{X1, X2} y 
omo f preserva el
sup, f(X2) = sup{f(X1), f(X2)}, luego f(X1) ≤ f(X2).
g preserva el orden: sea Y1 ≤ Y2, enton
es, g(Y1) = sup{X ∈ X : f(X) ≤ Y1} = sup Ay g(Y2) = sup{X ∈ X : f(X) ≤ Y2} = sup B. Si X ∈ A, f(X) ≤ Y1 y 
omo Y1 ≤ Y2,
f(X) ≤ Y2, luego X ∈ B y así A ⊆ B, por lo tanto, g(Y1) = sup A ≤ sup B = g(Y2).2. X1 ≤ g(f(X1)): g(f(X1)) = sup{X ∈ X : f(X) ≤ f(X1)} = sup C. Como f(X1) ≤

f(X1), enton
es, X1 ∈ C, luego X1 ≤ sup C = g(f(X1)).
f(g(Y1)) ≤ Y1: g(Y1) = sup{X ∈ X : f(X) ≤ Y1} ⇒ f(g(Y1)) = f(sup{X ∈ X :

f(X) ≤ Y1}) y 
omo f preserva sup, f(g(Y1)) = sup{f(X) ∈ Y : f(X) ≤ Y1}), luego
f(g(Y1)) ≤ Y1, por ser el sup de todos los elementos menores que Y1.

7



1.3. Operadores de 
lausura 
ategóri
osDe�ni
ión 7. Sean X una 
ategoría 
ualquiera y X, Y, M ∈ X . Un mor�smo m : M −→ Xes un monomor�smo si para 
ualquier mor�smos f, g : Y −→ M tal que m ◦ f = m ◦ g,enton
es, f = g. Lo anterior lo podemos representar 
on el siguiente diagrama:
Y M X

f

g

m

De
imos que M es la 
lase de monomor�smos de X y así, m es un M-subobjeto.Proposi
ión 1. El primer fa
tor de un monomor�smo es un monomor�smo.Demostra
ión. Consideremos el siguiente diagrama:
W X Y Z

f

g

m1 m2

Supongamos que m2◦m1 es un monomor�smo y sean f, g : W −→ X tales que m1◦f = m1◦g,enton
es, m2 ◦m1 ◦ f = m2 ◦m1 ◦ g y 
omo m2 ◦m1 es monomor�smo, f = g, por lo tanto,
m1 es un monomor�smo.

8



De�ni
ión 8. Sean P, W, Y, Z objetos de una 
ategoría X . Un 
uadrado de la forma
P Y

Z W

p

q

g

f

es un pullba
k si 
onmuta, es de
ir, f ◦ p = g ◦ q y 
umple la propiedad universal que para
ualquier objeto X ∈ X y mor�smos r : X −→ Y y s : X −→ Z tales que f ◦ r = g ◦ s,enton
es, existe un úni
o mor�smo t : X −→ P tal que p ◦ t = r y q ◦ t = s. Su diagramarepresentativo sería:
X

P Y

Z W

!t r

s

p

q

g

f

Si g es un monomor�smo, enton
es p = f−1(g) es la imagen inversa de g bajo f .De�ni
ión 9. Si f : X −→ Y es un mor�smo, m : M −→ X es un M-subobjeto y
M X Y

f(M)

m f

ef◦m f(m)

es la (E,M)-fa
toriza
ión de f ◦ m, enton
es, f(m) es la imagen dire
ta de m bajo f .9



Para mayor informa
ión sobre la teoría de (E,M)-fa
toriza
iones podemos 
onsultar [2℄.Igualmente allí podemos ver que lo siguiente de�ne una 
onexión de Galois:
S(X ) S(X )op

f

f−1Observe que los 
on
eptos de imagen inversa e imagen dire
ta de las de�ni
iones 8 y 9,
oin
iden en la mayoría de las 
ategorías 
on
retas 
on los 
on
eptos 
lási
os de imageninversa e imagen dire
ta de fun
iones.
1.4. Algunos resultados en RngDe�ni
ión 10. Sea {Ri}i∈I una familia de anillos 
on sus respe
tivas opera
iones +i, ⋆i,para 
ada i ∈ I. El produ
to dire
to de anillos, ∏

i∈I Ri = R1 × R2 × . . . , es el 
onjun-to de su
esiones (ri)i∈I , ri ∈ Ri, ∀i ∈ I, 
on las opera
iones +, ⋆ de�nidas 
omponente a
omponente, es de
ir, para 
ada (ri)i∈I , (si)i∈I ∈
∏

i∈I Ri,
(ri)i∈I + (si)i∈I = (ri +i si)i∈I (ri)i∈I ⋆ (si)i∈I = (ri ⋆i si)i∈IDe�ni
ión 11. Sean {Ri}i∈I una familia de anillos y ∏

i∈I Ri su produ
to dire
to. Para
ualquier k ∈ I, de�nimos Πk :
∏

i∈I Ri −→ Rk 
omo Πk((ri)i∈I) = rk la proye

ión
anóni
a del produ
to dire
to sobre el anillo.Proposi
ión 2. [Propiedad universal del produ
to dire
to℄ Sean {Ri}i∈I una familia de ani-llos, ∏

i∈I Ri su produ
to dire
to y {Πk :
∏

i∈I Ri −→ Rk}k∈I las proye

iones 
anóni
as.10



Enton
es, para 
ada anillo H 
on homomor�smos {ϕk : H −→ Rk}k∈I existe un úni
ohomomor�smo ϕ : H −→
∏

i∈I Ri tal que Πk ◦ ϕ = ϕk, ∀k ∈ I.Demostra
ión. Consideremos el siguiente diagrama:
H Rk

∏

i∈I

Ri

ϕk

Πk!ϕ

Sea ϕ : H −→
∏

i∈I Ri de�nida por ϕ(h) = 〈ϕi〉(h) = {ϕi(h)}i∈I , ∀h ∈ H . Como ϕi eshomomor�smo para todo i ∈ I, tenemos que
ϕ(h1 + h2) = {ϕi(h1 + h2)}i∈I = {ϕi(h1) + ϕi(h2)}i∈I

= {ϕi(h1)}i∈I + {ϕi(h2)}i∈I = ϕ(h1) + ϕ(h2)

ϕ(h1h2) = {ϕi(h1h2)}i∈I = {ϕi(h1)ϕi(h2)}i∈I

= {ϕi(h1)}i∈I{ϕi(h2)}i∈I = ϕ(h1)ϕ(h2),por lo tanto, ϕ es homomor�smo. Además (Πk ◦ ϕ)(h) = Πk(ϕ(h)) = Πk{ϕi(h)}i∈I =

ϕk(h), ∀h ∈ H , luego Πk ◦ ϕ = ϕk.Supongamos que existe otro homomor�smo Φ que 
umple 
on las mismas 
ondi
iones, en-ton
es, Πk(Φ(h)) = (Πk ◦ Φ)(h) = ϕk(h) = (Πk ◦ ϕ)(h) = Πk(ϕ(h)), ∀k ∈ I. Es de
ir,
∀h ∈ H, Πk(Φ(h)) = Πk(ϕ(h)), enton
es, Φ = ϕ, luego ϕ es úni
o.De�ni
ión 12. Sean R un anillo y L un subanillo de R. L es un ideal de R si es 
errado11



bajo la multipli
a
ión por elementos de R, es de
ir, para todo r ∈ R, tenemos que
rL = {rl|l ∈ L} ⊆ L Lr = {lr|l ∈ L} ⊆ LProposi
ión 3. Sea f : R −→ S homomor�smo entre los anillos R y S. Enton
es,a. Si K ideal de S, f−1(K) es ideal de R;b. Si L ideal de R y f es sobreye
tivo, f(L) es ideal de S.Demostra
ión. a. f es homomor�smo, luego f(0R) = 0S ∈ K, enton
es, 0R ∈ f−1(K),por lo tanto, f−1(K) 6= ∅.Sean k1, k2 ∈ f−1(K), enton
es, f(k1), f(k2) ∈ K. Como K es ideal de S y f eshomomor�smo, f(k1) − f(k2) = f(k1 − k2) ∈ K, por lo tanto, k1 − k2 ∈ f−1(K).Sean r ∈ R y k ∈ f−1(K), enton
es, f(r) ∈ S y f(k) ∈ K. Como K es ideal de S y fes homomor�smo, f(r)f(k) = f(rk) ∈ K, por lo tanto, rk ∈ f−1(K).Similarmente, kr ∈ f−1(K). Por lo tanto, f−1(K) es ideal de R.b. 0R ∈ L y f es homomor�smo, luego f(0R) = 0S, enton
es, 0S ∈ F (L), por lo tanto,

f(L) 6= ∅.Sean l1, l2 ∈ f(L), enton
es, existen r1, r2 ∈ L tal que f(r1) = l1 y f(r2) = l2. Como fes homomor�smo, l1−l2 = f(r1)−f(r2) = f(r1−r2). Como L es ideal de R, r1−r2 ∈ L,luego l1 − l2 ∈ f(L).Sean s ∈ S y l ∈ f(L), enton
es, existe r ∈ L tal que f(r) = l. Como f es homomor�s-mo sobreye
tivo, existe r′ ∈ R tal que f(r′) = s, luego sl = f(r′)f(r) = f(r′r). Como12



L es ideal de R, r′r ∈ L, luego sl ∈ f(L).Similarmente, ls ∈ f(L). Por lo tanto, f(L) es ideal de S.
De�ni
ión 13. Sea {Lα}α∈I una familia de ideales de un anillo R. La suma de idealesdel anillo R, ∑

α∈I Lα, es el 
onjunto de sumas �nitas de sus elementos, es de
ir,
∑

α∈I

Lα = {lαi1
+ · · · + lαin

|lαik
∈ Lαik

, {αi1, . . . , αin} ⊆ I}.Proposi
ión 4. La suma de ideales del anillo R es un ideal.Demostra
ión. ∑

α∈I Lα 6= ∅ pues 0 ∈ Lα, ∀α ∈ I, luego 0 ∈
∑

α∈I Lα.Sean a, b ∈
∑

α∈I Lα, enton
es, a = lαi1
+ · · ·+ lαin

y b = lαj1
+ · · ·+ lαjm

, donde lαik
∈ Lαik

,
lαjh

∈ Lαjh
, ∀k ∈ {1, . . . , n}, h ∈ {1, . . . , m}. Enton
es,

a + b = (lαi1
+ · · ·+ lαin

) + (lαj1
+ · · ·+ lαjm

)

= lαi1
+ · · ·+ lαin

+ lαj1
+ · · ·+ lαjm

,lo 
ual sigue siendo una suma �nita de elementos de Lα, por lo tanto, a + b ∈
∑

α∈I Lα y asítenemos que ∑

α∈I Lα es 
errado bajo suma. Ahora,
−a = −(lαi1

+ · · · + lαin
) = −lαi1

− · · · − lαin
= (−lαi1

) + · · ·+ (−lαin
)Como Lα es ideal de R, ∀α ∈ I, −lαik

∈ Lαik
, ∀k ∈ {1, . . . , n}, luego −a ∈

∑

α∈I Lα y así,13



∑

α∈I Lα es 
errado bajo inverso aditivo. Enton
es, ∑

α∈I Lα es un subanillo de R. Ahora,sea r ∈ R, enton
es,
ra = r(lαi1

+ · · ·+ lαin
) = rlαi1

+ · · ·+ rlαin

ar = (lαi1
+ · · · + lαin

)r = lαi1
r + · · ·+ lαin

rComo Lα es ideal de R, ∀α ∈ I, rlαik
, lαik

r ∈ Lαik
, ∀k ∈ {1, . . . , n}, luego ra, ar ∈

∑

α∈I Lαy así, ∑

α∈I Lα es 
errado bajo la multipli
a
ión por elementos de R. Enton
es, ∑

α∈I Lα esideal de R.Proposi
ión 5. La interse

ión de ideales del anillo R es un ideal.Demostra
ión. Sea {Lα}α∈I una familia de ideales de R, enton
es 0 ∈ Lα, ∀α ∈ I, luego
0 ∈ ∩α∈ILα y por lo tanto, ∩α∈ILα 6= ∅.Sean a, b ∈ ∩α∈ILα, enton
es, a, b ∈ Lα, ∀α ∈ I. Como 
ada Lα es ideal, a − b ∈ Lα, ∀α ∈ I,luego a − b ∈ ∩α∈ILα. Por lo tanto, ∩α∈ILα es subanillo de R.Sea r ∈ R. Como 
ada Lα es ideal de R, ra, ar ∈ Lα, ∀α ∈ I, luego ra, ar ∈ ∩α∈ILα y así,
∩α∈ILα es un ideal de R.Proposi
ión 6. Sean I, J ideales de un anillo R tales que I ≤ J , enton
es, existe unhomomor�smo φ : R/I −→ R/J de�nido por φ([r]I) = [r]J , tal que φ ◦ qI = qJ , donde
qI : R −→ R/I y qJ : R −→ R/J son los homomor�smos 
o
ientes.

14



Demostra
ión. Consideremos el siguiente diagrama:
R

R/I R/J

qI qJ

φSean [a]I , [b]I ∈ R/I tales que [a]I = [b]I , enton
es, r + I = r′ + I, luego r − r′ ∈ I. Como
I ≤ J , r − r′ ∈ J , enton
es, r + J = r′ + J y así φ([a]I) = [a]J = [b]J = φ([b]I), por lo tanto,
φ está bien de�nido.

φ([a]I + [b]I) = φ([a + b]I) = [a + b]J = [a]J + [b]J = φ([a]I) + φ([b]I)

φ([a]I [b]I) = φ([ab]I) = [ab]J = [a]J [b]J = φ([a]I)φ([b]I),por lo tanto, φ es un homomor�smo.Además, sea r ∈ R, (φ ◦ qI)(r) = φ(qI(r)) = φ([r]I) = [r]J = qJ(r), luego φ ◦ qI = qJ .Lema 1. Sea f : R −→ R′ homomor�smo de anillos. Si M es subanillo de R y satisfa
eque M ≤ ker f , enton
es, existe un homomor�smo h : R/M −→ R′ tal que h ◦ q = f , donde
q : R −→ R/M está de�nido 
omo q(r) = r + M, r ∈ R.Demostra
ión. Consideremos el diagrama:

R R′

R/M

f

q h

15



Sea h : R/M −→ R′ de�nida por h(r + M) = f(r), ∀r ∈ R. h está bien de�nida pues si
r1 +M = r2 +M , 
on r1, r2 ∈ R, enton
es, r1 − r2 ∈ M , luego f(r1 − r2) = f(r1)− f(r2) = 0pues M ≤ ker f , enton
es, f(r1) = f(r2) y así h(r1 + M) = h(r2 + M).

h((r1 + M) + (r2 + M)) = h((r1 + r2) + M) = f(r1 + r2)

= f(r1) + f(r2) = h(r1 + M) + h(r2 + M)

h((r1 + M)(r2 + M)) = h((r1r2) + M) = f(r1r2)

= f(r1)f(r2) = h(r1 + M)h(r2 + M),luego h es homomor�smo y por último, (h ◦ q)(r) = h(q(r)) = h(r + M) = f(r) para todo
r ∈ R, luego h ◦ q = f .

16



Capítulo 2
Teorías de torsión en anillos
En este 
apítulo presentaremos las de�ni
iones y las modi�
a
iones realizadas al teorema 1
orrespondientes en la 
ategoría Rng.Veamos la de�ni
ión 1 en la 
ategoría de anillos y algunas propiedades que tenemos:De�ni
ión 14. Sean B y C 
lases de anillos, de�nimos

Br = {C ∈ Rng|∀B ∈ B, [B, C] = 0}

Cl = {B ∈ Rng|∀C ∈ C, [B, C] = 0}Proposi
ión 7. Sea S(Rng) la 
ole

ión de todas las sub
lases de anillos ordenadas porin
lusión. Lo siguiente de�ne una 
onexión de Galois:
S(Rng) S(Rng)op

r

lDemostra
ión. 1. r preserva el orden: debemos ver que si B1 ≤ B2, enton
es, B1
r ≤op B2

r,es de
ir, que si B1 ⊆ B2, enton
es, B2
r ⊆ B1

r. Sean C ∈ B2
r y B ∈ B1. Como B1 ⊆ B2,17



B ∈ B2, luego [B, C] = 0 y por lo tanto, C ∈ B1
r.

l preserva el orden: debemos ver que si C1 ≤op C2, enton
es, C1
l ≤ C2

l, es de
ir, que si
C2 ⊆ C1, enton
es, C1

l ⊆ C2
l. Sean B ∈ C1

l y C ∈ C2. Como C2 ⊆ C1, C ∈ C1, luego
[B, C] = 0 y por lo tanto, B ∈ C2

l.2. B ≤ Brl: debemos ver que B ⊆ Brl. Sean B ∈ B y C ∈ Br, enton
es, [B, C] = 0, luego
B ∈ Brl.
C lr ≤op C: debemos ver que C ⊆ C lr. Sean C ∈ C y B ∈ Cl, enton
es, [B, C] = 0,luego C ∈ C lr.

Proposi
ión 8.
C ⊆ Br ⇐⇒ B ⊆ C lDemostra
ión. [⇒] Sean B ∈ B y C ∈ C. Como C ⊆ Br, C ∈ Br, enton
es, [B, C] = 0 yasí B ∈ C l, por lo tanto, B ⊆ C l

[⇐] Sean C ∈ C y B ∈ B. Como B ⊆ C l, B ∈ C l, enton
es, [B, C] = 0 y así C ∈ Br, por lotanto, C ⊆ BrRe
ordemos la de�ni
ión 2, (B, C) es una teoría de torsión si y sólo si B = Cl y C = Br.En otras palabras, B y C son puntos �jos de la 
onexión de Galois, en donde Br y C l son
omo en la de�ni
ión 14.De�ni
ión 15. B es 
errado bajo extensiones de anillo si para 
ada B ∈ B ideal de
M y M/B ∈ B tenemos que M ∈ B. 18



De�ni
ión 16. B es 
errado bajo suma de ideales si por 
ada anillo M y 
ada familia
{Lα}α∈I de ideales de M 
on Lα ∈ B, ∀α ∈ I, enton
es, ∑

α∈I Lα ∈ B.De�ni
ión 17. Una fun
ión de objetos T : Rng −→ Rng es un pre-radi
al si para todoanillo M y N y para todo homomor�smo f : M −→ N tenemos que T (M) es ideal de M y
f(T (M)) ⊆ T (N).De�ni
ión 18. Una fun
ión de objetos T : Rng −→ Rng es un 
asi-radi
al si para todoanillo M y N y para todo homomor�smo sobreye
tivo f : M −→ N tenemos que T (M) esideal de M , f(T (M)) ⊆ T (N) y T (M/T (M)) = 0.De�ni
ión 19. Una fun
ión de objetos T : Rng −→ Rng es un radi
al si para todoanillo M y N y para todo homomor�smo f : M −→ N tenemos que T (M) es ideal de M ,
f(T (M)) ⊆ T (N) y T (M/T (M)) = 0.De�ni
ión 20. Un radi
al T es idempotente si para todo anilloM , tenemos que T (T (M)) =

T (M).Las de�ni
iones 16 y 18 de 
errado bajo suma de ideales y 
asi-radi
al son de nuestra autoríay las hemos in
luido aquí para lograr una mejor es
ritura del teorema.Teorema 2. Sean B y C 
lases de anillos. Consideremos los siguientes resultados:1. B = C l y C = Br;2. B es 
errado bajo imágenes isomór�
as, anillos 
o
ientes, extensiones de anillo y sumade ideales, más aún, C = Br; 19



3. C es 
errado bajo imágenes isomór�
as, subanillos, extensiones de anillo y produ
tosdire
tos, más aún, B = C l;4. Existe un radi
al idempotente T sobreRng tal que para todo anillo M , B = {M |T (M) =

M} y C = {M |T (M) = 0}.Podemos probar que 1 ⇒ 2, 1 ⇒ 3 y 4 ⇒ 1. Además, veremos que 2 ⇒ 4 y 3 ⇒ 4 sólo lastenemos par
ialmente.Demostra
ión. Probemos que 1 ⇒ 2, 1 ⇒ 3 y 4 ⇒ 1:
[1 ⇒ 2] Sean B ∈ B y f : B −→ B′ homomor�smosobreye
tivo. Debemos ver que B′ ∈ B. Sean C ∈ Cy h : B′ −→ C homomor�smo. Como B ∈ B = C l, B B′ C

f h

h ◦ f = 0

h ◦ f : B −→ C es 
onstante, luego h ◦ f = 0. Sea b ∈ B′. Como f es sobreye
tivo, existe
x ∈ B tal que f(x) = b, luego 0 = h(f(x)) = h(b), por lo tanto, h es 
onstante y así
B′ ∈ C l = B. Si además f es inye
tiva no altera la demostra
ión, luego B es 
errado bajoimágenes isomór�
as.
Ahora, 
omo 
ada homomor�smo 
o
iente q : B −→ B′ es sobreye
tivo y B ∈ B, tenemosque B′ ∈ B, luego B es 
errado bajo anillos 
o
ientes.

20



Sean B ∈ B ideal de M y M/B ∈ B. Debemos ver que M ∈ B.Sea f : M −→ C homomor�smo 
on C ∈ C. Como B essubanillo de M y B ∈ B = C l, f |B : B −→ C es 
onstante,luego B ≤ ker f . Apli
ando el lema 1 tenemos que existe un
M C

M/B

f

q h=0

homomor�smo h : M/B −→ C tal que f = h ◦ q 
on q : M −→ M/B el homomor�smo
o
iente. Como M/B ∈ B, h es 
onstante y así f sería 
onstante, por lo tanto, M ∈ C l = By así B es 
errado bajo extensiones de anillo.
Sea {Lα}α∈I una familia de ideales de un anillo R talque Lα ∈ B, para 
ada α ∈ I. Debemos probar que
∑

α∈I Lα ∈ B. Sean f :
∑

α∈I Lα −→ C 
on C ∈ Chomomor�smo de anillos y ιαik
: Lαik

−→
∑

α∈I Lα las in- Lαik

∑

α∈I

Lα C
ιαik f

f ◦ ιαik
= 0
lusiones naturales de 
ada ideal en su suma. Como Lαik

∈ B = C l, tenemos que f ◦ ιαik
= 0,luego

f(lαi1
+ · · ·+ lαin

) = f(lαi1
) + · · · + f(lαin

)

= f(ιαi1
(lαi1

)) + · · ·+ f(ιαin
(lαin

))

= (f ◦ ιαi1
)(lαi1

) + · · ·+ (f ◦ ιαin
)(lαin

) = 0,por lo tanto f = 0 y 
omo B = C l, tenemos que ∑

α∈I Lα ∈ B y así B es 
errado bajo sumade ideales.
21



[1 ⇒ 3] Sean C ∈ C y f : C ′ −→ C homomor�smo in-ye
tivo. Debemos ver que C ′ ∈ C. Sea k : B −→ C ′homomor�smo 
on B ∈ B. Como C ∈ C = Br el homo- B C ′ C
k f

h = f ◦ k = 0mor�smo h = f ◦ k : B −→ C es 
onstante. Sea x ∈ B, enton
es, k(x) ∈ C ′ y f(k(x)) = 0.Como f es inye
tiva, k(x) = 0, luego k es 
onstante y así C ′ ∈ Br = C. Si además f essobreye
tiva no altera la demostra
ión, luego C es 
errado bajo imágenes isomór�
as.
Sean C ′ ≤ C y f : C ′ −→ C el homomor�smo in
lusión el 
ual es inye
tivo. Por lo anterior,
C ′ ∈ C y así C es 
errado bajo subanillos.
Sean C ∈ C ideal de M y M/C ∈ C. Debemos ver que M ∈ C.Sean los homomor�smos f : B −→ M , q : M −→ M/C elhomomor�smo 
o
iente y h : B −→ M/C 
on B ∈ B, de�nidapor h = q ◦ f . Como M/C ∈ C = Br, h es 
onstante, luego

B M

M/C

f

h q

0 = (q ◦ f)(b) = q(f(b)), ∀b ∈ B, enton
es, f(b) ∈ ker q = C y así f(B) ⊆ C. Podemosde
ir enton
es que f = f : B −→ C. Como C ∈ C tenemos que f es 
onstante, luego
M ∈ Br = C, por lo tanto, C es 
errado bajo extensiones de anillo.
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Sean {Ri}i∈I una familia de anillos en C y {Πk :
∏

i∈I Ri −→

Rk}k∈I las proye

iones 
anóni
as. Sean {hk : B −→ Rk}k∈Ihomomor�smos 
on B ∈ B. Por la proposi
ión 2 existe un úni
ohomomor�smo h : B −→
∏

i∈I Ri tal que Πk ◦ h = hk, ∀k ∈ I.
∏

i∈I

Ri Rk

B

h hk

Πk

Como Rk ∈ C = Br, tenemos que hk = 0, ∀k ∈ I, enton
es, h es 
onstante, por lo tanto,
∏

i∈I Ri ∈ Br = C y así C es 
errado bajo produ
tos dire
tos.
[4 ⇒ 1] Sean B = {M |T (M) = M} y C = {M |T (M) = 0}.Veamos que B = C l:Sea f : B −→ C homomor�smo 
on B ∈ B y C ∈ C, enton
es, T (B) = B y T (C) = 0. Tes radi
al, luego f(B) = f(T (B)) ⊆ T (C) = 0, por lo tanto, f es 
onstante y así B ∈ C l,enton
es, B ⊆ C l.Ahora, sea B ∈ C l. Como T es radi
al, T (B) ⊆ B y T (B/T (B)) = 0, enton
es, B/T (B) ∈ C.Sea q : B −→ B/T (B) el homomor�smo 
o
iente. Como q es sobreye
tivo, q(B) = B/T (B)y 
omo B ∈ C l y B/T (B) ∈ C, q es 
onstante, luego q(B) = 0, enton
es, B/T (B) = 0 y así
T (B) = B, por lo tanto, B ∈ B y enton
es, C l ⊆ B y así, B = C l.
Veamos que C = Br:Probamos que B ⊆ C l, luego por la proposi
ión 8, C ⊆ Br.Ahora, sea C ∈ Br. Como T es idempotente, T (T (C)) = T (C), luego T (C) ∈ B. Sea
f : T (C) −→ C el homomor�smo in
lusión, enton
es, f(T (C)) = T (C). Como T (C) ∈ B y23



C ∈ Br, f es 
onstante, luego f(T (C)) = 0, de donde T (C) = 0 y así C ∈ C, por lo tanto,
Br ⊆ C y así, C = Br.
Ahora vamos a trabajar 
on la prueba par
ial de:
[2 ⇒ 4] Debemos ver que TB : Rng −→ Rng de�nido 
omo sigue es un 
asi-radi
al idem-potente: por 
ada anillo M , sea {Lα}α∈I la familia no va
ía de todos los ideales del anillo Mque pertene
en a B:














TB : Rng −→ Rng
M 7−→ TB(M) =

∑

α∈I Lα = {lαi1
+ · · ·+ lαin

|lαik
∈ Lαik

, {αi1, . . . , αin} ⊆ I}Por la proposi
ión 4, TB(M) es ideal de M .
Sea f : M −→ N homomor�smo sobreye
tivo. Debemos ver que f(TB(M)) ⊆ TB(N). Sea
y ∈ f(TB(M)), enton
es, existe x ∈ TB(M) tal que f(x) = y, luego x =

∑n
k=1 lαik

, lαik
∈

Lαik
. Enton
es, f(x) = f(

∑n
k=1 lαik

) =
∑n

k=1 f(lαik
) y así y =

∑n
k=1 f(lαik

). Como Lαik
≤

M, f(Lαik
) ≤ N y enton
es, f : Lαik

−→ f(Lαik
) es un homomor�smo sobreye
tivo. Como

Lαik
∈ B y B es 
errado bajo homomor�smos sobreye
tivos, f(Lαik

) ∈ B y además, 
omo
Lαik

es ideal de M , por la proposi
ión 3b tenemos que f(Lαik
) es ideal de N , por lo tanto,

y =
∑n

k=1 f(lαik
), donde f(lαik

) ∈ f(Lαik
) ∈ B y así y ∈ TB(N), luego, f(TB(M)) ⊆ TB(N).

Probemos que TB(M/TB(M)) = 0: sean Lα ideales de M/TB(M) tal que Lα ∈ B y el24



homomor�smo 
o
iente q : M −→ M/TB(M). Como Lα es ideal de M/TB(M), por laproposi
ión 3a tendríamos que q−1(Lα) es ideal de M . Además, 
omo Lα ≤ M/TB(M),
q−1(Lα) ≤ M y por teorema de homomor�smos tendríamos que q−1(Lα)/TB(M) ∼= Lα.Como Lα ∈ B y B es 
errado bajo isomor�smos, q−1(Lα)/TB(M) ∈ B. Además, por hipótesistenemos que B es 
errado bajo suma de ideales, luego TB(M) =

∑

α∈I Lα ∈ B y 
omo Bes 
errado bajo extensiones de anillo, tendríamos que q−1(Lα) ∈ B. Enton
es, q−1(Lα) ≤

TB(M) y así q(q−1(Lα)) ≤ q(TB(M)). Como TB(M) = ker q, q(TB(M)) = 0, luego Lα =

q(q−1(Lα)) ≤ q(TB(M)) = 0, por lo tanto, TB(M/TB(M)) =
∑

α∈I Lα =
∑

0 = 0.Hasta a
á tenemos que TB es un 
asi-radi
al.
Probemos que TB es idempotente, es de
ir, TB(TB(M)) = TB(M):Por de�ni
ión tenemos que TB(TB(M)) ⊆ TB(M).Ahora, 
omo por hipótesis B es 
errado bajo suma de ideales, TB(M) es un ideal de TB(M)que pertene
e a B, luego TB(M) ⊆ TB(TB(M)).
Probemos que B = {M : TB(M) = M}:Sea M ∈ B, enton
es, M ⊆ TB(M), por lo tanto, TB(M) = M y B ⊆ {M : TB(M) = M}.Ahora, sea M tal que M = TB(M). Como TB(M) ∈ B, tenemos que M ∈ B y {M :

TB(M) = M} ⊆ B.
Veamos que C ⊆ {M : TB(M) = 0}: 25



Sean M ∈ C = Br e ι : TB(M) −→ M el homomor�smo in
lusión. Como TB(M) ∈

B, ι(TB(M)) = 0, luego TB(M) = 0 y C ⊆ {M : TB(M) = 0}.Ahora, sean M tal que TB(M) = 0 y f : B −→ M homomor�smo sobreye
tivo 
on B ∈ B.Por el párrafo anterior, TB(B) = B y por la proposi
ión 3b, f(B) = f(TB(B)) ⊆ TB(M) = 0,luego f = 0. Desafortunadamente esto no es su�
iente para probar que M ∈ C, pues esto sedebe 
umplir para 
ualquier homomor�smo f .En otras palabras, el 
asi-radi
al nos permite re
onstruir B, pero no C.
Con ex
ep
ión de la idempoten
ia del radi
al, vamos ahora a demostrar:
[3 ⇒ 4] Debemos ver que TC de�nido 
omo sigue es un radi
al:















TC : Rng −→ Rng
M 7−→ TC(M) = ∩ΥM

, ΥM = {K ideal de M |M/K ∈ C}.

Por la proposi
ión 5, TC(M) es ideal de M .
Sea f : M −→ N homomor�smo. Debemos ver que f(TC(M)) ⊆ TC(N), es de
ir, que
f(TC(M)) = f(∩ΥM) ⊆ ∩f(ΥM) ⊆ ∩ΥN = TC(N). Para esto es su�
iente probar que
ΥN ⊆ f(ΥM). Sea K ∈ ΥN , enton
es, K es ideal de N y N/K ∈ C, luego, por la proposi
ión3a, f−1(K) es ideal de M . Si probamos que M/f−1(K) ∈ C, tendríamos que f−1(K) ∈ ΥM ,luego K ∈ f(ΥM) y así tendríamos que ΥN ⊆ f(ΥM), es de
ir, que f(TC(M)) ⊆ TC(N).
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Probemos que M/f−1(K) ∈ C: sea Φ : M/f−1(K) −→ N/K de�nido por Φ(m+ f−1(K)) =

f(m) + K, ∀m ∈ M . Veamos que Φ es homomor�smo inye
tivo. Sean m1, m2 ∈ M tales que
m1 + f−1(K) = m2 + f−1(K) =⇒ (m1 − m2) ∈ f−1(K)

=⇒ f(m1 − m2) = f(m1) − f(m2) ∈ K

=⇒ f(m1) + K = f(m2) + K

=⇒ Φ(m1 + f−1(K)) = Φ(m2 + f−1(K)),

Φ[(m1 + f−1(K)) + (m2 + f−1(K))] = Φ[(m1 + m2) + f−1(K)]

= f(m1 + m2) + K = [f(m1) + f(m2)] + K

= [f(m1) + K] + [f(m2) + K]

= Φ(m1 + f−1(K)) + Φ(m2 + f−1(K)),

Φ[(m1 + f−1(K))(m2 + f−1(K))] = Φ[(m1m2) + f−1(K)]

= f(m1m2) + K = [f(m1)f(m2)] + K

= [f(m1) + K][f(m2) + K]

= Φ(m1 + f−1(K))Φ(m2 + f−1(K)),

ker Φ = {m + f−1(K)|Φ(m + f−1(K)) = 0 + K}

= {m + f−1(K)|f(m) + K = 0 + K}

= {m + f−1(K)|f(m) ∈ K} = {m + f−1(K)|m ∈ f−1(K)}

= f−1(K) = 0 + f−1(K),luego Φ es un homomor�smo inye
tivo, enton
es, M/f−1(K) ∼= Φ(M/f−1(K)) ≤ N/K ∈ C.27



Como C es 
errado bajo isomor�smos y subanillos, M/f−1(K) ∈ C.
Probemos que TC(M/TC(M)) = 0: sean qi : M −→ M/Ki ho-momor�smos 
o
ientes 
on M/Ki ∈ C y Ki = ker qi, ∀i ∈ I.Por la proposi
ión 2, existe 〈qi〉 : M −→

∏

i∈I M/Ki homomor-�smo tal que πi ◦ 〈qi〉 = qi, ∀i ∈ I. Ahora,
M M/Ki

∏

i∈I

M/Ki

qi

〈qi〉 πi

ker〈qi〉 = {m ∈ M |〈qi〉(m) = 0} = {m ∈ M |{qi(m)}i∈I = 0}

= {m ∈ M |qi(m) = 0, ∀i ∈ I} = {m ∈ M |m ∈ Ki, ∀i ∈ I}

= ∩{Ki|M/Ki ∈ C} = ∩ΥM = TC(M).Enton
es, M/TC(M) ∼= M/ ker〈qi〉 ∼= N ≤
∏

i∈I M/Ki. Como C es 
errado bajo produ
tos,isomor�smos y subanillos, ∏i∈I M/Ki ∈ C y por lo tanto, (M/TC(M))/0 ∼= M/TC(M) ∈ C,luego 0 ∈ ΥM/TC(M) y así TC(M/TC(M)) = ∩ΥM/TC(M) = 0.Hasta aquí hemos probado que TC es un radi
al.
Veamos que C = {M |TC(M) = 0}:Sea M ∈ C. Como M ∼= M/0 =⇒ 0 ∈ ΥM , por lo tanto, TC(M) = 0 y C ⊆ {M |TC(M) = 0}.Ahora, sea M tal que TC(M) = 0. M ∼= M/0 ∼= M/TC(M). En el párrafo anterior probamosque M/TC(M) ∈ C y 
omo C es 
errado bajo isomor�smos, M ∈ C, luego {M |TC(M) =

0} ⊆ C. 28



Probemos que B = {M |TC(M) = M}:Sean M ∈ B y q : M −→ M/TC(M) el homomor�smo 
o
iente. Como B = C l y M/TC(M) ∈

C, q(M) = 0 y 
omo q es sobreye
tivo, 0 = q(M) ∼= M/TC(M), enton
es, M = TC(M) y
B ⊆ {M |TC(M) = M}.Ahora, sea M tal que TC(M) = M . Sea f : M −→ C 
on C ∈ C, enton
es, f(M) =

f(TC(M)) ⊆ TC(C). Como C ∈ C, TC(C) = 0, luego f(M) = 0, por lo tanto, M ∈ C l = By {M |TC(M) = M} ⊆ B.Observa
ión 1. Si B satisfa
e que para todo L ≤ R ∈ Rng, L ∈ B, enton
es, L es idealde R, podemos de
ir que TB es un radi
al.Esto lo tenemos porque si en la demostra
ión de la segunda parte de [2 ⇒ 4], tomamos a
R = N y L = f(Lαik

) ∈ B, enton
es, f(Lαik
) sería un ideal de N y así 
ompletaríamos laprueba de que TB es radi
al e igualmente podríamos re
onstruir 
ompletamente a C.Lema 2. Sean (B, C) una teoría de torsión, M ∈ Rng, TC(M) = ∩{K ideal de M |M/K ∈

C} y TB(M) =
∑

α∈I{Lα ideal de M |Lα ∈ B}, de�nidos anteriormente. Enton
es, tenemosque TB(M) ⊆ TC(M).Demostra
ión. Sea Lα un ideal de M tal que Lα ∈ B.Sean ι : Lα −→ M el homomor�smo in
lusión y q :

M −→ M/K el homomor�smo 
o
iente, donde K es unideal de M tal que M/K ∈ C. Como Lα ∈ B, q◦ι = 0, lue-go Lα ⊆ K. Esto es 
ierto para 
ada K tal que M/K ∈ C, Lα M M/K
ι q

q ◦ ι = 0luego Lα ⊆ ∩{K ideal de M |M/K ∈ C} = TC(M), por lo tanto, ∑

α∈I Lα ⊆ TC(M) y por29




onse
uen
ia, TB(M) ⊆ TC(M).
Proposi
ión 9. Sea M ∈ Rng. Si TC es radi
al idempotente, enton
es, TC(M) = TB(M).Demostra
ión. Por el lema 2 tenemos que TB(M) ⊆ TC(M).Ahora, 
omo TC es idempotente, TC(TC(M)) = TC(M) y por el teorema 2.4, TC(M) ∈ B,luego por la de�ni
ión de TB, tenemos que TC(M) ⊆ TB(M).Con
lusión: en los 
asos que tenemos una teoría de torsión (B, C) 
on radi
al TC idempo-tente, enton
es, el 
asi-radi
al TB también de�ne un radi
al idempotente.Ahora presentaremos ejemplos de teorías de torsión (B, C), donde el radi
al TC es un radi
alidempotente, al igual que el 
asi-radi
al TB es un radi
al por 
umplir la observa
ión 1.Ejemplo 8. Sean B ={Todos los anillos 
onmutativos 
uya parte grupal es de torsión}, esde
ir, que todos sus elementos son de orden �nito y C ={Todos los anillos 
onmutativos
uya parte grupal es libre de torsión}, enton
es, (B, C) es una teoría de torsión en Rng.En este 
aso, TC es radi
al idempotente, luego TB de�niría también un radi
al idempotentey para todo anillo M , TB(M) = TC(M) = t(M) = {m ∈ M : km = 0, para algún k ∈ N}.Aquí asumimos que 0 6∈ N.Demostra
ión. Por su de�ni
ión, t(M) ⊆ M y sabemos que t(M) es un subgrupo aditivo de
M . Sean r ∈ M y m ∈ t(M), enton
es, km = 0, para algún k ∈ N.

k(rm) = r(km) = r0 = 0 y k(mr) = (km)r = 0r = 0,30



luego rm, mr ∈ t(M), por lo tanto, t(M) es ideal de M .Sean f : M −→ N homomor�smo y n ∈ f(t(M)), luego n = f(m) para algún m ∈ t(M),enton
es, km = 0, para algún k ∈ N y kn = k(f(m)) = f(km) = f(0) = 0, por lo tanto,
n ∈ t(N).

t(M/t(M)) = {m + t(M) ∈ M/t(M) : k(m + t(M)) = 0 + t(M), para algún k ∈ N}

= {m + t(M) ∈ M/t(M) : km + t(M) = 0 + t(M), para algún k ∈ N}

= {m + t(M) ∈ M/t(M) : km ∈ t(M), para algún k ∈ N}

= {m ∈ M : k′(km) = 0, para algunos k, k′ ∈ N}

= {m ∈ M : (k′k)m = 0, para algún k′k ∈ N}

= t(M) = 0 + t(M).Por lo tanto, t(M) es un radi
al. Además, t(t(M)) = {m ∈ t(M) : km = 0, para algún k ∈

N} = t(M), luego t(M) es idempotente.Ejemplo 9. Sean B ={Todos los anillos 
uya parte grupal es p-primaria, para algún primo�jo p}, es de
ir, que el orden de todos sus elementos es una poten
ia del primo p y C ={Todoslos anillos 
uya parte grupal no tiene elementos de orden poten
ia de p}, enton
es, (B, C)es una teoría de torsión en Rng y para todo anillo M , TB(M) = TC(M) = T (M) es el idealgenerado por todos los elementos de M 
uyo orden es poten
ia del primo p.
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Capítulo 3
Operadores de 
lausura
Aquí presentaremos rela
iones entre los radi
ales de�nidos en el 
apítulo anterior y los ope-radores de 
lausura.Veamos primero la de�ni
ión de un operador de 
lausura 
ategóri
o 
omo en [2℄ y algunosejemplos.De�ni
ión 21. Un operador de 
lausura 
ategóri
o C sobre una 
ategoría X (
onrespe
to a M) es una familia {[ ]CX : M −→ M}X∈X de fun
iones sobre los M-subobjetosde X que satisfa
e las siguientes 
ondi
iones para 
ada X ∈ X :a. m ≤ [m]CX , para todo M-subobjeto m : M −→ X;b. m ≤ n ⇒ [m]CX ≤ [n]CX , para todo M-subobjetos m, n de X ;
. Para todo mor�smo f : X −→ Y sobre X y todo M-subobjeto n : N −→ Y , tenemosque [f−1(n)]CX ≤ f−1([n]CY ). 32



Por nota
ión, mientras no haya 
onfusión, es
ribiremos [ ]C en lugar de [ ]CX .Proposi
ión 10. Bajo la 
ondi
ión b, la 
ondi
ión 
 es equivalente a:d. Para todo mor�smo f : X −→ Y sobre X y todo M-subobjeto m : M −→ X, tenemosque f([m]C) ≤ [f(m)]C.Demostra
ión. [c ⇒ d] Si apli
amos la 
ondi
ión 
 al mor�smo f(m) : f(M) −→ Y , tenemosque [f−1(f(m))]C ≤ f−1([f(m)]C). También m ≤ f−1(f(m)), luego por la 
ondi
ión b.
[m]C ≤ [f−1(f(m))]C ⇒ f([m]C) ≤ f([f−1(f(m))]C)

≤ f(f−1([f(m)]C))

≤ [f(m)]C

[d ⇒ c] Apli
ando la 
ondi
ión d al mor�smo f−1(n) : f−1(N) −→ X, tenemos que
f([f−1(n)]C) ≤ [f(f−1(n))]C y 
omo f(f−1(n)) ≤ n, por la 
ondi
ión b tenemos

[f(f−1(n))]C ≤ [n]C ⇒ f−1([n]C) ≥ f−1([f(f−1(n))]C)

≥ f−1(f([f−1(n)]C))

≥ [f−1(n)]C

Ejemplo 10. En la 
ategoría Top: sean (X, τ) un espa
io topológi
o y M ⊆ X:
MK = ∩{C 
errado en X : M ⊆ C}. K es la 
lausura usual en topología llamada la33




lausura de Kuratowski.
MQ = ∩{C 
errado y abierto en X : M ⊆ C}. Q es la �quasi
omponent� 
lausura de
M .
M b = {x ∈ X : para toda ve
indad de x, Ux, M∩Ux∩{x}

K 6= ∅}. Esta es la b-
lausurade M .Ejemplo 11. En la 
ategoría Grp: sean (G, ·) un grupo y M ≤ G:
Mn = ∩{K E G : M ≤ K}. n es la 
lausura normal de M .
MSAb = ∩{K E G : M ≤ K, X/K ∈ Ab}. Esta es la 
lausura normal de M indu
idapor Ab. Podemos expresarlo también 
omo M · G′, donde G′ es el subgrupo de Ggenerado por los 
onmutadores de G.
MTF = ∩{K E G : M ≤ K, X/K es libre de torsión}. TF es la 
lausura normal librede torsión de M .Ejemplo 12. En la 
ategoría Ab: sean (G, +) un grupo abeliano y M ≤ G:El operador de 
lausura de�nido por MC = M + t(G), donde t(G) es el subgrupo detorsión de G.Sea T : Ab −→ Ab un pre-radi
al. MCT = M + T (G) es un operador de 
lausura de
M .Para 
ualquier pre-radi
al T : Ab −→ Ab, MCT

= q−1
M (T (G/M)) de�ne un operadorde 
lausura de M , donde qM : G −→ G/M es el homomor�smo 
o
iente.34



Ejemplo 13. En la 
ategoría Rng: sean R anillo y M ≤ R.
MC = 〈M〉 = ∩{I ideal de R : M ≤ I} es el operador de 
lausura de�nido por el idealgenerado por M .Demostra
ión. Por la proposi
ión 5, MC = 〈M〉 ≤ R. Sea λM = {I ideal de R : M ≤ I}.a. Como M ≤ I, ∀I ∈ λM , M ⊆ ∩λM = 〈M〉 = MC .b. Sean M ≤ N e I ∈ λN , enton
es, N ≤ I y 
omo M ≤ N , M ≤ I, luego I ∈ λM , porlo tanto, λN ⊆ λM y así MC = 〈M〉 = ∩λM ≤ ∩λN = 〈N〉 = NC .
. Sean f : R −→ R′ homomor�smo de anillos e I ideal de R′ tal que I ∈ λN , enton
es,

N ≤ I, luego f−1(N) ≤ f−1(I). Como f−1(I) es ideal de R, λf−1(N) ⊇ {f−1(I) : N ≤

I}, luego ∩λf−1(N) ⊆ ∩{f−1(I) : N ≤ I} = f−1(∩{I : N ≤ I}) = f−1(∩λN ), luego
[f−1(N)]C = 〈f−1(N)〉 = ∩λf−1(N) ≤ f−1(∩λN ) = f−1(〈N〉) = f−1(NC).Por lo tanto, MC = 〈M〉 es un operador de 
lausura en Rng.Proposi
ión 11. Sean f : R −→ R′ homomor�smo de anillos y M ≤ R. Enton
es, existeun homomor�smo ϕ : R/〈M〉 −→ R′/〈f(M)〉 de�nido por ϕ([r]〈M〉) = [f(r)]〈f(M)〉, talque qf(M) ◦ f = ϕ ◦ qM , donde qM : R −→ R/〈M〉 y qf(M) : R′ −→ R′/〈f(M)〉 son loshomomor�smos 
o
ientes.
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Demostra
ión. Consideremos el siguiente diagrama:
R R′

R/〈M〉 R′/〈f(M)〉

f

qM qf(M)

ϕPor la proposi
ión 5, 〈M〉 y 〈f(M)〉 son ideales de R y R′, respe
tivamente.Sean [a]〈M〉, [b]〈M〉 ∈ R/〈M〉 tales que [a]〈M〉 = [b]〈M〉, enton
es, a = r + 〈M〉 = r′ + 〈M〉 = b,
on r, r′ ∈ R. Enton
es, r − r′ ∈ 〈M〉 y 
omo f es homomor�smo y 〈 〉 es un operadorde 
lausura, f(r) − f(r′) = f(r − r′) ∈ f(〈M〉) ≤ 〈f(M)〉 y así ϕ([a]〈M〉) = [f(a)]〈f(M)〉 =

f(r)+〈f(M)〉 = f(r′)+〈f(M)〉 = [f(b)]〈f(M)〉 = ϕ([b]〈M〉), por lo tanto, ϕ está bien de�nido.
ϕ([a]〈M〉 + [b]〈M〉) = ϕ([a + b]〈M〉) = [f(a + b)]〈f(M)〉 = [f(a) + f(b)]〈f(M)〉

= [f(a)]〈f(M)〉 + [f(b)]〈f(M)〉 = ϕ([a]〈M〉) + ϕ([b]〈M〉)

ϕ([a]〈M〉[b]〈M〉) = ϕ([ab]〈M〉) = [f(ab)]〈f(M)〉 = [f(a)f(b)]〈f(M)〉

= [f(a)]〈f(M)〉[f(b)]〈f(M)〉 = ϕ([a]〈M〉)ϕ([b]〈M〉),por lo tanto, ϕ es un homomor�smo.Además, sea r ∈ R, (qf(M) ◦ f)(r) = qf(M)(f(r)) = [f(r)]〈f(M)〉 = ϕ([r]〈M〉) = ϕ(qM(r)) =

(ϕ ◦ qM)(r), luego qf(M) ◦ f = ϕ ◦ qM .Proposi
ión 12. Sean R anillo y M ≤ R, enton
es, MCT = M + T (R) de�ne un operadorde 
lausura, para 
ualquier pre-radi
al T en Rng.36



Demostra
ión. Veamos primero que MCT = M +T (R) ≤ R: sean m+ t, m′ + t′ ∈ M +T (R),enton
es, (m + t) + (m′ + t′) = m + m′ + t + t′ ∈ M + T (R) y también, (m + t)(m′ + t′) =

mm′ + mt′ + tm′ + tt′ ∈ M + T (R), por ser T (R) ideal de R.a. M = M + 0 y 0 ∈ T (R), luego M ≤ M + T (R) = MCT .b. Sean M ≤ N y s ∈ M + T (R), enton
es, s = m + t, m ∈ M, t ∈ T (R). Como
M ≤ N, m ∈ N , enton
es, s ∈ N + T (R) y por lo tanto, MCT ≤ NCT .d. Sean f : R −→ R′ homomor�smo de anillos y r ∈ f(MCT ) = f(M + T (R)), enton
es,
r = f(s), s ∈ M +T (R), luego s = m+ t, m ∈ M, t ∈ T (R). Como f es homomor�smo,
r = f(s) = f(m+ t) = f(m)+ f(t), f(m) ∈ f(M), f(t) ∈ f(T (R)). Como T es radi
al,
f(T (R)) ⊆ T (R′), enton
es, f(t) ∈ T (R′) y así, r ∈ f(M) + T (R′) = [f(M)]CT , por lotanto, f(MCT ) ≤ [f(M)]CT .Por lo tanto, MCT = M + T (R) es un operador de 
lausura en Rng.Proposi
ión 13. Para 
ualquier pre-radi
al T : Rng −→ Rng, MCT

= q−1
M (T (R/〈M〉))de�ne un operador de 
lausura de M , donde qM : R −→ R/〈M〉 es el homomor�smo 
o
iente.Demostra
ión. a. M ≤ 〈M〉 = ker qM , luego qM(〈M〉) = 0 y 0 ∈ T (R/〈M〉), por lo tanto,

M ≤ q−1
M (T (R/〈M〉)) = MCT .
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b. Sea M ≤ N . Consideremos el siguiente diagrama:
q−1
M (T (R/〈M〉)) R

T (R/〈M〉) R/〈M〉

q−1
N (T (R/〈N〉)) R

T (R/〈N〉) R/〈N〉

q′M

ιTM

t

ιqM

idR

φ′

q′N

φ

ιqN

ιTN

qN

qM

Sean qM y qN los homomor�smos 
o
ientes de R entre 〈M〉 y 〈N〉, respe
tivamente.Enton
es, por propiedad de imagen inversa, existen el homomor�smo in
lusión ιqM
y elhomomor�smo q′M , que es la restri

ión de qM al subanillo q−1

M (T (R/〈M〉)), tales que
ιTM

◦ q′M = qM ◦ ιqM
. Por argumentos similares, existen ιqN

y q′N , tales que ιTN
◦ q′N =

qN ◦ ιqN
.Como M ≤ N , 〈M〉 ≤ 〈N〉 y por la proposi
ión 6, existe el homomor�smo φ tal que

φ ◦ qM = qN = qN ◦ idR.Como T es radi
al, T (R/〈M〉) ≤ R/〈M〉 y T (R/〈N〉) ≤ R/〈N〉, luego existen loshomomor�smos in
lusión ιTM
, ιTN

y el homomor�smo φ′, que es la restri

ión de φ al
38



subanillo T (R/〈M〉), tales que
ιTN

◦ φ′ = φ ◦ ιTM
=⇒ ιTN

◦ φ′ ◦ q′M = φ ◦ ιTM
◦ q′M

= φ ◦ qM ◦ ιqM

= qN ◦ idR ◦ ιqMy el diagrama qN ◦ ιqN
= ιTN

◦ q′N es un pullba
k, luego por la propiedad universal depullba
k, existe el homomor�smo t tal que, en parti
ular, ιqN
◦t = idr◦ιqM

= ιqM
. Como

ιqM
es el homomor�smo in
lusión, es un monomor�smo y por la proposi
ión 1, t es mo-nomor�smo, luego ker t = 0 y enton
es, MCT

= q−1
M (T (R/〈M〉)) ≤ q−1

N (T (R/〈N〉)) =

NCT .d. Sean f : R −→ R′ homomor�smo de anillos y M ≤ R. Consideremos el siguientediagrama:
q−1
M (T (R/〈M〉)) R

T (R/〈M〉) R/〈M〉

q−1
f(M)(T (R′/〈f(M)〉)) R′

T (R′/〈f(M)〉) R′/〈f(M)〉

q′M

ιTM

t
qM

ιqM

f

ϕ′

q′f(M)

ϕ
ιqf(M)

ιTf(M)

qf(M)
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donde qM y qf(M) son los homomor�smos 
o
ientes de R entre 〈M〉 y R′ entre 〈f(M)〉,respe
tivamente. Enton
es, por la proposi
ión 11, existe el homomor�smo ϕ tal que
qf(M) ◦ f = ϕ ◦ qM .Por argumentos similares al 
aso anterior, existen las in
lusiones ιTM

, ιTf(M)
y el homo-mor�smo ϕ′ tales que ϕ ◦ ιTM

= ιTf(M)
◦ ϕ′.Igualmente existen las in
lusiones ιqM
, ιqf(M)

y los homomor�smos q′M , q′f(M), tales que
qf(M) ◦ ιqf(M)

= ιTf(M)
◦ q′f(M) y qM ◦ ιqM

= ιTM
◦ q′M . Como,

ιTf(M)
◦ ϕ′ = ϕ ◦ ιTM

⇒ ιTf(M)
◦ ϕ′ ◦ q′M = ϕ ◦ ιTM

◦ q′M

= ϕ ◦ qM ◦ ιqM

= qf(M) ◦ f ◦ ιqMy el diagrama qf(M) ◦ ιqf(M)
= ιTf(M)

◦ q′f(M) es un pullba
k, luego por la propiedaduniversal de pullba
k, existe el homomor�smo t tal que, en parti
ular, f◦ιqM
= ιqf(M)

◦t.Enton
es,
(f ◦ ιqM

)(q−1
M (T (R/〈M〉))) = (ιqf(M)

◦ t)(q−1
M (T (R/〈M〉))) ⇒

f(ιqM
(q−1

M (T (R/〈M〉)))) = ιqf(M)
(t(q−1

M (T (R/〈M〉)))) ⇒

f(q−1
M (T (R/〈M〉))) = t(q−1

M (T (R/〈M〉))) ≤ q−1
f(M)(T (R′/〈f(M)〉)) ⇒

f(MCT

) ≤ [f(M)]C
T

.Por lo tanto, MCT

= q−1
M (T (R/〈M〉)) es un operador de 
lausura en Rng.40



Con
lusión: por 
ada pre-radi
al T en Rng, existen por lo menos dos maneras de 
onstruirun operador de 
lausura en Rng: sean R anillo y M ≤ R, enton
es, MCT = M + T (R) y
MCT

= q−1
M (T (R/〈M〉)) de�nen operadores de 
lausura, por la proposi
iones 12 y 13.Proposi
ión 14. Sean R un anillo y C un operador de 
lausura sobre Rng. T (R) = 〈[0R]C〉de�ne un pre-radi
al sobre Rng.Demostra
ión. Por de�ni
ión, T (R) es un ideal de R.Sea f : R −→ R′ homomor�smo de anillos. Por el ejemplo 13, 〈 〉 es un operador de 
lausuray por hipótesis C también lo es, luego tenemos que f(T (R)) = f(〈[0R]C〉) ⊆ 〈f([0R]C)〉 ⊆

〈[f(0R)]C〉 = 〈[0R′ ]C〉 = T (R′). Por lo tanto, T (R) es un pre-radi
al sobre Rng.Observamos que esta 
orresponden
ia entre radi
ales y operadores de 
lausura en Rng noes biye
tiva en 
uanto CT y CT 
orresponden al mismo radi
al T .
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Capítulo 4
Con
lusiones y trabajos futuros
Re
ordemos la 
onexión de Galois

S(Rng) S(Rng)op
r

l
, de�nida por:

Br = {C ∈ Rng|∀B ∈ B, [B, C] = 0}

C l = {B ∈ Rng|∀C ∈ C, [B, C] = 0}.Una teoría de torsión (B, C) es una pareja de 
lases de anillos tales que C = Br y B = C l,es de
ir, una pareja de puntos �jos de la 
onexión de Galois.De nuestro trabajo en la 
ategoría Rng logramos 
onseguir los siguientes resultados:1. En la 
ategoría Rng, una teoría de torsión (B, C) 
umple 
on las siguientes propieda-des:
B es 
errada bajo imágenes isomór�
as, anillos 
o
ientes, extensiones de anillos y42



suma de ideales. Además, podemos de�nir un 
asi-radi
al idempotente aso
iadoa B, TB.
C es 
errada bajo imágenes isomór�
as, subanillos, extensiones de anillos y pro-du
tos dire
tos. Además, podemos de�nir un radi
al aso
iado a C, TC , el 
ual noes ne
esariamente idempotente.
TB ⊆ TC .Si B 
umple 
on la 
ondi
ión que todo subanillo de R que pertenez
a a él es ideal,enton
es, el 
asi-radi
al TB es un radi
al.Si TC es un radi
al idempotente, enton
es, TC = TB y por lo tanto, TB tambiénes un radi
al idempotente.2. Para un radi
al idempotente T en Rng tenemos que, de�niendo B = {M |T (M) = M}y C = {M |T (M) = 0}, (B, C) es una teoría de torsión.3. Por 
ada pre-radi
al T en Rng, existen por lo menos dos maneras de 
onstruir unoperador de 
lausura, MCT = M + T (R) y MCT

= q−1
M (T (R/〈M〉)).4. T (R) = 〈[0R]C〉 de�ne un pre-radi
al sobre Rng.5. Esta 
orresponden
ia entre radi
ales y operadores de 
lausura en Rng no es biye
tivaya que CT y CT 
orresponden al mismo radi
al T .6. En general el 
on
epto de radi
al idempotente en Rng es más fuerte que el 
on
eptode teoría de torsión, debido a que 
ada radi
al idempotente genera una teoría de tor-sión, pero sólo logramos demostrar que 
on 
ada teoría de torsión se puede 
onstruir43



un radi
al que no es ne
esariamente idempotente. Desafortunadamente no pudimosen
ontrar un ejemplo que demuestre que los dos 
on
eptos no son equivalentes.Para trabajos futuros quedaría la tarea de en
ontrar ejemplos 
on
retos en la 
ategoríaRng en los 
uales se vea 
laramente que TB es 
asi-radi
al, no radi
al y TC es radi
al noidempotente. También se podría pensar en algunas propiedades, similares a la en
ontradapara B, que deban tener las 
lases B y C para que el teorema 1 se 
umpla 
ompletamenteen la 
ategoría Rng. Igualmente ver la posibilidad de plantear los mismos objetivos de estetrabajo en otra 
ategoría, por ejemplo en Ve
, la 
ategoría de los espa
ios ve
toriales.
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