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En este trabajo se propone un modelo semiparamétrico mixto con distribucion
beta con un enfoque bayesiano usando algoritmos de Monte Carlo via Cadenas de
Markov (MCMC, por sus siglas en inglés). En el modelo propuesto se incorporan
técnicas de suavizamiento para el modelamiento de curvas de forma maés flexible. En-
foques existentes para modelar variables respuestas que estan restringida en el inter-
valo (0, 1) usan modelos con respuesta normal después de una transformacion logit.
Este enfoque puede ser ineficiente e inadecuado debido a la distribucién asimétrica
de la respuesta aun después de la transformacion. Un modelo de regresiéon con dis-
tribuciéon beta es una buena alternativa para modelar este tipo de datos debido a la
flexibilidad de esta distribucion.

El enfoque bayesiano del modelo propuesto ofrece varias ventajas sobre su con-
traparte frecuentista. Primera, la comparacion de curvas entre tratamientos a través
del tiempo no necesita ajustes por multiplicidad. Segunda, el enfoque bayesiano es
mas conveniente en términos computacionales debido a que no usa rutinas de opti-

mizacion basadas en derivadas tales como Newton-Raphson o gradiente conjugado.
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Estas rutinas son particularmente problematicas en modelos que involucran dimen-
siones altas. Tercera, a diferencia del enfoque frecuentista que usa métodos para
aproximar los errores estandar de funciones de parametros, por ejemplo, el méto-
do delta, en el enfoque bayesiano este calculo de errores estandar se lleva a cabo
facilmente usando la distribucién posterior.

Por medio de simulaciones se muestra que el método propuesto estima los
pardmetros del modelo ajustado adecuadamente. Las simulaciones e implementa-
cién del modelo propuesto se llevaron a cabo en el software bayesiano JAGS via el
paquete R2jags de R usando Cadenas de Markov de Monte Carlo (MCMC).

Finalmente, con base a los resultados obtenidos mediante las simulaciones el
método propuesto se aplicd al conjunto de datos reales que corresponde a progreso
en la severidad de la Sigatoka negra en cultivos de banano en Isabela, Puerto Rico.
El modelo ajustado permite estimar las curvas de progreso de la Sigatoka satisfac-
toriamente y llevar a cabo cualquier tipo de comparacion entre los tratamientos del
estudio. En conclusion, el método propuesto en este trabajo es una muy buena al-
ternativa de modelaje de curva de progreso de una enfermedad, cuya respuesta esta

en el intervalo (0,1).

II1



Abstract of Dissertation Presented to the Graduate School
of the University of Puerto Rico in Partial Fulfillment of the
Requirements for the Degree of Master of Sciences

BAYESIAN APPROACH FOR A SEMIPARAMETRIC MIXED
MODEL WITH BETA DISTRIBUTION

By
Liz del Rosario Teran Herrera
May 2017

Chair: Pedro A. Torres-Saavedra
Major Department: Mathematical Sciences

In this work we propose a semi-parametric mixed model with beta distribu-
tion with a Bayesian approach using Monte Carlo algorithms via Markov Chains
(MCMC). In the proposed model, smoothing techniques are incorporated for mo-
deling curves with more flexibility. Existing approaches to model variable responses
that are constrained in the (0,1) range use models with normal response after a
logit transformation. This approach may be inefficient and inadequate because of
the asymmetric distribution of the response even after transformation. A regression
model with beta distribution is a good alternative to model this type of data due to
the flexibility of this distribution.

The Bayesian approach of the proposed model offers several advantages over its
frequentist counterpart. First, the comparison of curves between treatments across
time does not need adjustments for multiplicity. Second, the Bayesian approach
is more convenient computationally because it does not use optimization routines
based on derivatives such as Newton-Raphson or gradient descent. These routines

could problematic particularly in models involving high dimensions. Third, unlike
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the frequestist approach that uses methods to approximate the standard errors of
functions of parameters, for instance, delta method, in the Bayesian approach this
calculation of standard errors is easily performed using the posterior distribution.

Using simulations we show that the Bayesian approach estimates the parame-
ters of the proposed model adequately. The simulations and implementation of the
proposed model were done in the Bayesian JAGS software via the R2jags package
of R using Monte Carlo Markov Chains (MCMC).

Finally, based on the results obtained by simulation, the proposed method was
applied to a real dataset of severity of black Sigatoka in banana crops in Isabela,
Puerto Rico. The fitted model allowed us to estimate progress curves for Sigatoka
satisfactorily and to perform any kind of treatment comparison in the study. In
conclusion, the proposed method is a good alternative to model curves of disease

progress, since its response variable lies on the interval (0, 1).
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Los modelos lineales son herramientas para explorar relaciones entre la variable
respuesta y covariables de interés. Los modelos lineales clasicos, particularmente
aquellos que asumen residuales normalmente distribuidos con varianza homogénea,
tienen una estructura en la media que consiste de coeficientes fijos. Sin embargo, hay
casos donde se asumen que estos coeficientes son aleatorios. Por ejemplo, en estudios
donde hay presencia de medidas repetidas de la misma unidad de observacion. Este
es el caso de estudios longitudinales, que se caracterizan por recolectar informacion
del mismo sujeto a través del tiempo.

Cuando se presentan observaciones correlacionadas y se asume distribucion nor-
mal en la variable respuesta, una herramienta ttil para modelar este tipo de datos
son los modelos lineales mixtos (MLM). En estos modelos se incluyen tanto efectos
fijos como efectos aleatorios para modelar la media. Debido a la inclusion de efectos
aleatorios en la estructura de la media, estos tltimos sirven para modelar estructuras
de correlacion entre las observaciones.

De otro lado, los modelos lineales generalizados mixtos (MLGM) nos permiten
modelar respuestas no normales e incluir tanto efectos fijos como aleatorios. En es-
cenarios donde la variable respuesta de interés son proporciones, tasas, porcentajes
o probabilidades, Ferrari and Cribari-Neto (2004) propusieron un modelo de regre-
sién beta como opcién para modelar variables respuestas continuas en el intervalo

(0,1). Los mismos autores sugirieron una reparametrizaciéon de la densidad de la



distribucién beta clasica para dejarla en funciéon de dos parametros: media y disper-
sion. Esta reparametrizacion permite formular un modelo lineal generalizado usando
la distribucién beta. Figueroa-Zuniga et al. (2013) extendieron el modelo anterior
realizando inferencias bayesianas a un modelo de regresiéon beta con efectos mixtos
usando Cadenas de Markov de Monte Carlo (MCMC, por sus siglas en inglés). El
modelo propuesto por Figueroa-Zuniga et al. (2013) es un modelo paramétrico. En
el caso de datos longitudinales para curvas de progreso de enfermedad un modelo
paramétrico podria no ser el méas adecuado para describir las relaciones complejas
entre la variable de interés y las covariables tales como el tiempo. Por lo tanto, una
alternativa a un modelo paramétrico es un modelo semiparamétrico bajo el mismo
enfoque bayesiano. Es decir, un modelo que incluya una funciéon suave para descri-
bir el progreso de la enfermedad a través del tiempo y términos adicionales para los
factores de diseno del estudio. En este trabajo proponemos modelar una funcién de
la media de la variable respuesta la cual cae en el intervalo (0, 1) usando una funcién
suave a través del tiempo con técnicas de suavizamiento sobre los datos, por ejem-
plo, B-splines o bases truncadas. El modelo propuesto es una extension del modelo
propuesto por Figueroa-Zuniga et al. (2013) usando técnicas de suavizamiento para
modelar las partes fija y aleatoria del modelo. Esto permitird modelar de manera
mas flexible curvas de progreso de enfermedad tanto para las curvas promedio por
grupos (promedio poblacional) como para las curvas de individuos (sujeto-especifi-
ca). Es decir, expandimos la idea de efectos aleatorios a curvas aleatorias.
Inferencias en un MLGM pueden realizarse usando dos alternativas generales:
un enfoque bayesiano o frecuentista. Una de las ventajas del enfoque bayesiano sobre
el enfoque frecuentista es su capacidad de adoptar informacién de estudios previos,
que se incorpora en el analisis de distribuciones previas de los parametros. Esta
informacion previa puede ayudar a mejorar la inferencia de los pardmetros conside-

rando su distribucion posterior. Ademas, en la inferencia bayesiana la incertidumbre



de estimar tanto las curvas sujeto-especifico como curvas promedio poblacionales se
incorpora cuando se comparan las curvas de dos o mas grupos a través del tiem-
po. También, la forma cémo se realiza la inferencia bayesiana usando distribuciones
posteriores hace que sea mas conveniente comparar curvas a través del tiempo sin
necesidad de hacer ajustes requeridos como en el contexto frecuentista (por ejem-
plo, ajuste por multiplicidad en prueba de hipétesis). El enfoque bayesiano es mas
conveniente en términos computacionales debido a que no usa rutinas de optimiza-
cién basadas en derivadas tales como Newton-Raphson o gradiente conjugado. Estas
rutinas son particularmente problematicas en modelos que involucran dimensiones
altas. Ademas, a diferencia del enfoque frecuentista que usa métodos para aproximar
los errores estandar de funciones de parametros, por ejemplo, el método delta, en el
enfoque bayesiano este calculo de errores estandar se lleva a cabo facilmente usando
la distribucion posterior.

El modelo propuesto en este trabajo sera aplicado a un conjunto de datos de la
severidad para enfermedad de la Sigatoka negra en cultivos de banano en Isabela,

Puerto Rico.



1.1. Objetivos
Desarrollar un modelo semiparamétrico mixto de regresion beta usando un en-

foque bayesiano para el anélisis de datos longitudinales.

Objetivos especificos
1. Describir el modelo de regresiéon beta mixto cuando la funciéon de la media y
las curvas sujeto-especifico se puedan modelar usando curvas a través del tiempo.
2. Comparar el modelo propuesto con otros modelos alternativos.
3. Evaluar el desempeno del modelo propuesto para diferentes escenarios y dis-
tribuciones previas.
4. Aplicar el modelo propuesto a un conjunto de datos reales sobre severidad de

enfermedad la Sigatoka negra en cultivos de banano en Puerto Rico.



Capitulo 2
REVISION DE LITERATURA

En este capitulo se realizara una revision de literatura sobres los tépicos relacio-
nados con el enfoque de este trabajo y que seran aplicados en los siguientes capitulos
en el desarrollo de la metodologia propuesta y aplicacion.

2.1. Modelos Lineales Generalizados

Un modelo lineal generalizado (MLG) es una extensiéon de un modelo de re-
gresion lineal ordinario. Un MLG sirve para modelar variables respuestas que no
siguen una distribuciéon normal. El modelo lineal clésico con respuesta distribuida
normalmente también se considera un MLG; como un caso particular. En este tipo
de modelos se asume que la variable respuesta es un miembro de la familia expo-
nencial de distribuciones con dispersiéon. Una variable Y se dice que pertenece a la
familia exponencial de distribuciones con dispersion si su funciéon de densidad de

probabilidad f(y;6) puede expresarse como

y0 — b(0)
a(¢)

donde 6 representa el parametro de localizacion, ¢ el pardmetro de dispersién, b(+),

Fyl6.6) = exp{ +oly, ¢>}.

a(-) y ¢(+) son funciones conocidas cuya forma depende de una distribucién en par-
ticular. Este concepto de MLG fue introducido por Nelder y Wedderburn(1972). Un

MLG se define usando tres componentes:
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1. Un componente aleatorio correspondiente a la distribucion de la variable respuesta
Y. En general, se asumen observaciones independientes (y1, ..., y,) que tienen una
distribucion de probabilidad que pertenece a la familia exponencial.

2. Un componente sistematico que involucra las covariables usadas en el predictor
lineal, esto es,

N = Brwi + - -+ Brwip = x; 3.

donde x; = (w1, ...,2;)7 es un vector de covariables (1 x p) y B = (B1,...,06,)"
es un vector de parametros de (p x 1),
3. Una funcién de enlace g(-) que se encarga de linealizar la relacién entre la media

de la variable respuesta y las covariables

g() = g[E(y))] = n; = x} B.

La funcién de enlace g(+) es una funcién monétona y diferenciable. Ejemplos de
funciones son el logaritmo natural para datos de conteos y la funcién logit = log I_—M_u
para datos binomiales.
2.2. Distribucién Beta
Cuando la variable de interés es continua y se encuentra acotada en el intervalo
(0,1), por ejemplo proporciones, porcentajes y tasas, una opcién para analizar este
tipo de datos es la distribucién beta. La distribucién beta es una distribucion alta-
mente flexible, permitiendo acomodar densidades unimodales y bimodales variando
la severidad del sesgo. Esta flexibilidad es importante en el caso particular donde se
quiera estimar distribuciones altamente sesgadas. Ademads, los modelos se ajustan
en la escala original, lo cual hace mas sencilla la interpretacion. En la literatura,
usualmente este tipo de datos son modelados desde diferentes enfoques tales como
modelos de regresion lineal después de aplicar transformaciones a la variable respues-
ta. Sin embargo, esta metodologia tiene algunas desventajas dado que en muchos

casos los parametros de la regresion nos son directamente interpretables en la escala
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original de la variable respuesta. Ademas, un modelo lineal con la variable respuesta
transformada puede no satisfacer los supuestos de normalidad y varianza constante
debido a la asimetria de la respuesta en la escala original. Este podria ser el ca-
so de las tasas de enfermedad las cuales podrian exhibir distribuciones altamente
simétricas al comienzo y al final del estudio.
2.2.1. Definicién

La funcién de densidad de una variable aleatoria Y que sigue una distribucion
beta con pardmetros p y ¢ esta dada por:

flylp,q) = %yw(l -y 0<y <1, (2.1)

donde p, ¢ > 0 y I'(.) denota la funciéon gama. La media y la varianza de la

distribucion beta estan expresadas respectivamente por

E(y) = Z%q (2.2)
Var(y) = P4 (2.3)

(p+q)?(p+q+1)

La Figura 2-1 muestra un ejemplo de la funcién de densidad beta utilizando

diferentes valores de los pardmetros (p, q).
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Figura 2-1: Funcion de distribucion beta

La distribucién beta se caracteriza por tener dos parametros de forma, p,q > 0.
Para usar esta distribucién en el contexto de modelos lineales generalizados una
simple transformacion algebraica de estos pardmetros define la distribucién beta en
términos de los pardmetros de la media y escala o precision. Dentro de la literatura
de modelos de regresion beta encontramos varios autores. (Paolino, 2001) describe el
uso de la distribucion beta y sus ventajas sobre las estimaciones normales cuando los
datos son proporciones; Kieschnick and Mccullough (2003) comparan el desempeno
de la regresion beta para proporciones (ej. investigaciones en economia y finanzas)
concluyendo que es la mejor opciéon para modelar este tipo de datos. Ferrari and
Cribari-Neto (2004) proponen un modelo de regresiéon donde la respuesta tiene una
distribucion beta con dispersion fija y la media de la respuesta es modelada a través

de un enlace logit. Esta formulacion es introducida en la siguiente Seccion.



2.2.2. Re-Parametrizacién de la densidad beta

La férmula de la densidad de la distribucién 2.1 esta de forma estandar pero no
permite la formulaciéon de un MLG. Por lo tanto, es necesario re-parametrizar 2.1
en funcién de un parametro para la media y otro para la varianza (dispersién). Con
el fin de obtener una estructura de regresién para la media de la variable respuesta
junto a un parametro de precision, Ferrari and Cribari-Neto (2004) propusieron
una estructura de regresion para variables respuestas que se distribuyen beta. La

densidad de y en la ecuaciéon 2.1 puede ser escrita como

I'(¢) )
(po)L((1 — puo)o)

donde i € (0,1), ¢ > 0y el pardmetro ¢ puede ser interpretado como parametro

. ¢) = ¢ (1 —y)Imme= 0 <y < 1. (2.4)

de precision.. De las ecuaciones 2.2 y 2.3 la media de la distribucion beta esta dada

por
E(y) = n,
y su varianza
p(l —p)
Var(y) = ———.
W) === 5

La formulacién anterior propuesta por Ferrari and Cribari-Neto (2004) se encuentra
dentro de un enfoque clasico y utiliza propiedades asintéticas de los estimadores de
maxima verosimilitud para realizar inferencias.

La Figura 2—-2 muestra diferentes densidades de la distribucion beta para valores

de (1, 9).
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Figura 2-2: Funcion de densidad beta para diferentes valores de los pardmetros (p, ¢).

2.2.3. Regresién Beta
Supongamos que tenemos las variables aleatorias independientes yq, - - - , y, tales

que y; ~ Beta(p;,¢), i = 1,---,n. Se define un modelo de regresién beta con

parametro de dispersion fijo ¢ como
g(pi) = i B =n; = brza + ... + Bein, (2.5)

donde &; = (w1, . .., 2ip)" esun vector de covariables (1xp) , B = (B1,..., )" €
R* es un vector de coeficientes de regresion desconocidos y 7; es el predictor lineal.
La funcién ¢(-) es una funcién de enlace estrictamente monétona y doblemente dife-
renciable que va del intervalo (0,1) a los nimeros reales (R). La Tabla 2-1 muestra
las funciones de enlace mas comunes para diferentes tipos de datos tales como con-

teos conteo y datos binarios.
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Tabla 2—1: Funciones de enlace mas comunes para diferentes tipo de observaciones

Funcién de enlace Ecuacion del modelo
Logit log(2-) =z B
Probit O (i) = !B
Log-Log Complementario In(—In(1 — y;)) = z! 3

Log log(pi) = B

En la Tabla anterior ®7!(-) es la funcién de distribucién acumulada de una
variable aleatoria con distribucién normal estandar. El modelo presentado en la

ecuacion 2.5 puede ser escrito utilizando la funcién de enlace logit :

() = log (5 ’_“m.) A (2.6)

Si resolvemos para u; en la ecuacion 2.6, el resultado es el siguiente:

_ exp(a7B)
M T exp(27B)

= logit™'(x] B). (2.7)
La ecuacién anterior muestra una expresion para la variable respuesta y; en
funcion de las covariables y los coeficientes de la regresion.
2.3. Modelos Lineales Generalizados Mixtos
Los modelos lineales generalizados mixtos (MLGM) son modelos lineales gene-
ralizados con efectos aleatorios y fijos. Estos modelos son tutiles cuando se tienen
conjuntos de datos cuyas observaciones estan correlacionadas. Por ejemplo, medidas
repetidas para un mismo individuo a través del tiempo. En en contexto de MLGM
se asume que dado los efectos aleatorios b; de tamano (g x 1), las variables aleatorias

yi, © = 1,...,n, son condicionalmente independientes y siguen una distribucion de

la familia exponencial con dispersién, esto es

Yilbi ~ f(vi|bi, ).
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En el modelo condicional anterior se define el predictor lineal n; como la com-
binacion lineal de los efectos aleatorios y fijos. La media condicional de y; dado b;

se relaciona a las covariables como se sigue
i = glE(yilbi)] = g(fis) = = B + z{ b,

donde z; = (2;1,...,2i4)" es el vector de covariables de dimensién (¢ x 1) para
los efectos aleatorios.
2.4. Modelo de Regresiéon Beta Mixto

En la subseccion 2.2.2 se introdujo un modelo de regresiéon beta el cual no
considera posibles dependencias como las inducidas por miltiples medidas del mismo
sujeto a través del tiempo. En Figueroa-Zuniga et al. (2013) se define un modelo
de regresion beta mixto de la siguiente forma. Sea vy, ..., , un vector de variables
aleatorias independientes y;; = (yi1, ..., ¥im) con la siguiente distribucion y;;|b; ~

beta(p;jp, (1 — piyp)) coni=1...,n, j=1...,m.

g{E(yilbi)} = &8 + z];bi,

Hig _ _ T T
De lo anterior,
exp(ny)  exp(xi; B+ 2;bi)

T+ exp(n;;) 1+ exp(xlB+ zLb;)
donde b; = (biy, ..., bi,)" es el vector de efectos aleatorios de dimensién (g x 1).
El modelo anterior fue ajustado dentro de un enfoque bayesiano en el cual se com-
pararan diferentes distribuciones previas clésicas en la literatura con la previa pro-
puesta por estos mismos autores para el parametro de precision ¢ en la formulacién

del modelo.
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2.5. Regresion Semiparamétrica

Cuando los datos de estudio son medidas para un individuo repetidas en el
tiempo, uno de los objetivos es modelar la variable respuesta a través del tiempo
y el efecto de otras covariables en la variable respuesta. Estudios en agricultura
que involucran el modelaje de curvas de progreso de enfermedad suelen enfrentar
problemas para capturar la forma del progreso de la enfermedad usando formas
paramétricas en la media a través del tiempo. Por lo tanto, una forma de abordar el
problema es recurrir a técnicas no paramétricas que capturen el progreso promedio
de la enfermedad a través del tiempo.

Los modelos de regresion semiparamétrico son técnicas estadisticas que combi-
nan componentes paramétricos y no paramétricos. Es decir, permiten al modelo ser
mas flexible para modelar relaciones longitudinales mas complejas y que los datos
reflejen esta relacion mediante una curva de suavizado no paramétrica junto a las
ventajas de un modelo paramétrico. Dentro de las técnicas no paramétricas de suavi-
zamiento existentes encontramos: B-splines (Boor, 1976), kernel, splines suavizados,
regresién polinomial (Ruppert et al., 2003). Los MLGM semiparamétricos ofrecen
flexibilidad para el ajuste de datos longitudinales. Es decir, los datos observados
determinan la forma funcional de la asociacion entre variables predictoras y la va-
riable respuesta. Verbyla et al. (1999), Zeger and Diggle (1994) propusieron modelos
semiparamétricos mixtos para datos longitudinales utilizando diferentes técnicas de
suavizamiento.

2.6. Splines

Los splines son una forma atractiva de modelamiento de curvas de regresion,
fueron implementados por Wahba (1990). Los splines se definen como una curva
suave definida a trozos mediante polinomios los cuales se unen en puntos extremos
llamados nodos. Son una herramienta ttil debido ya que permiten el manejo de

relaciones no lineales complejas. Dentro de las formas de calcular la base para la
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curva de regresién encontramos bases B-splines (Boor, 1976, Dierckx, 1993) y bases
de polinomios truncados (Ruppert et al., 2003).
Sea ki < ko < k3 < ... < k, nodos. Luego un spline de grado p > 0 es una funciéon

S(x) con p — 1 derivadas continuas tales que:

Py(z), x <k,
S(z) = Pi(x), k<z<ky;i=12,...,n—1 (2.9)
Po(z), =k,
donde en cada intervalo [k;, k1], i = 1,2,...,n — 1, Pi(z) es un polinomio de

grado p.
2.6.1. B-splines

Dentro de las formas para calcular las bases para la curva de regresion encon-
tramos las bases B-splines. En la literatura se encuentran referencias en Boor (1976)
y Dierckx (1993). Un B-spline estd formado por trozos de polinomios conectados
entre si a través de nodos. Las bases B-splines de grado p se definen a través de la
siguiente relacion de recurrencia:

t—1t; t; —t
Byt)= =1 p @+ =D p (2.10)

litp — L Litpr1 — tiv1
donde p es el orden del polinomio, t; corresponde a la secuencia de nodos para

i=0,---,n+p. También se define 3, ¢(t) que corresponde a la base de B-splines de

1, &<t <ti,
Bio(t) = (2.11)

)

0, en otro caso.

En general, un B-spline de grado p tiene las siguientes propiedades (Eilers and
Marx, 1996):

e Se construye a partir de p 4+ 1 piezas de polinomio de orden p.
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Los polinomios se unen a través de p nodos internos.

En los puntos de unién las derivadas hasta el orden p — 1 son continuas.

El B-spline es positivo en el dominio expandido por p + 2 y 0 en el resto.

Excepto en los extremos, se solapa con 2p trozos de polinomios de sus vecinos.

Para cada valor de x en el dominio, p + 1 B-splines son no nulos.

En la Figura 2-3 se muestra un ejemplo de bases de B-splines lineales la cual
esta formado por dos trozos de polinomios de grado 1 que se unen en un nodo y bases
de B-splines ciibicos compuestos por cuatro trozos de polinomios ctuibicos. Todas las

bases estan definidas en el intervalo [0, 1].

B—spline lineal B-splines lineales

1.00 1.00
0.75 4 0.75 A
0.50 1 0.50 1
0.25 1 0.25 1
0.00-_'_ [ ) 0.00 4
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X X
B—spline cubico B-splines cubicos
1.00 A1 1.0014
\
0.751 0754 \
\ S -
\ A V2R
0.50 4 0.50 \ ’ ;o
\ \\ ! \
\ 4 \ ,' t
0.25+4 0.25 4 \ ,’ ) \
> \ 1
s \\ ’I \” \
0.00 1 ® 0.00 1 e —— R
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.50 0.75 1.00
X X

Figura 2-3: Bases de B-splines en el intervalo (0,1) de orden 1 y 3. La posicion de
los nodos es indicada por los puntos solidos.

Una funcién suave f(t) se puede expandir como una serie infinita usando las

bases B-splines ¢ (t):
F@E) = Brow(t).
k=1

En la préactica se puede asumir que la funciéon de interés es suave y se puede escribir

usando un numero finito de bases ¢y,
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K
F@) =" Buo(t),
k=1

donde [y, es el coeficiente para la base ¢ v K corresponde al nimero de bases.
Para la seleccién de las funciones bases del modelo de estudio en este trabajo se
consideraran bases B-splines. Las bases B-splines son faciles de construir. Ademaés,
tienen ventajas numéricas y practicas comparadas con otras bases, por ejemplo,
polinomios truncados.
2.7. Modelo de regresion beta mixto con enfoque bayesiano

Un enfoque bayesiano del modelo de regresiéon beta con efectos fijos ha sido
estudiado previamente en la literatura. Branscum et al. (2007) presentaron un en-
foque bayesiano usando MCMC para el ajuste de un modelo semiparamétrico de
regresion beta usando splines penalizados el cual fue aplicado a dos conjuntos de
datos uno de ellos corresponde a la fiebre aftosa del ganado y el otro a datos de
gastos del hogar en ciudades grandes de USA. Figueroa-Zuniga et al. (2013) ex-
tendieron la regresién beta incluyendo efectos aleatorios y un enfoque bayesiano a
través del Gibbs Sampling abordado por (Branscum et al., 2007). Figueroa-Zuniga
et al. (2013) presentaron un estudio de simulacién basado en diferentes combinacio-
nes para la media y la dispersion llevado a cabo a través del software WinBUGS.
Crainiceanu et al. (2005) presentaron un andlisis no paramétrico bayesiano usando
regresion spline penalizada haciendo uso del software WinBUGS.
2.7.1. Analisis Bayesiano

La estadistica bayesiana difiere de la estadistica clasica en el uso de distribu-
ciones previas para los parametros del modelo. Estas distribuciones caracterizan el
conocimiento acerca de los valores de los parametros antes de la coleccion de los
datos. Es decir, en la estadistica bayesiana todos los parametros son considerados

variables aleatorias.



17

En general, el andlisis bayesiano consiste en formular un modelo de probabilidad
para los datos y decidir sobre una distribucion previa para los datos que cuantificara
la incertidumbre en los valores de los parametros desconocidos antes que los datos
sean observados. Una vez observados los datos se construye la funciéon de verosimi-
litud basada en los datos junto al modelo formulado inicialmente.

El paradigma bayesiano se establece como

(0ly) = £(0)f(y|0) (2.12)

S Fwl0)f(0)de’
donde [ f(y|@)f(0)d(8) = f(y) es la verosimilitud marginal de los datos, f() es la

distribuciéon previa de 6y f(y|0) es la verosimilitud de los datos dado . La ecuacién

2.12 puede ser escrita de forma proporcional

m(0ly) o< £(0)f(y]0). (2.13)

La distribucién previa representa un elemento clave en la inferencia bayesiana.
Esta expresa conocimientos previos acerca de los parametros desconocidos de nuestro
modelo. Este conocimiento previo combinado con la distribucion de probabilidad de
los datos tiene como resultado la distribucion posterior 7(6|y).

La selecciéon de la distribucion previa se divide en dos categorias: distribucio-
nes previas no informativas e informativas. La primera corresponde a previas que
expresan informacion vaga acerca de los pardmetros. En otras palabra, f(6) es no
informativa si tiene un impacto minimo en la distribuciéon posterior de 6. La se-
gunda categoria resume evidencia acerca de los parametros y a menudo tiene un
impacto considerable en los resultados. Esta evidencia puede provenir de opiniones
de expertos, de la literatura o de experimentos previos (Syversveen, 1998).

Uno de los principales objetivos del andlisis estadistico bayesiano es obtener la
distribucién posterior de los parametros del modelo. La distribucién posterior repre-

senta todo el conocimiento acerca de los parametros después que los datos han sido
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observados. Dentro del enfoque bayesiano se usaran métodos Monte Carlo con Ca-
denas de Markov (MCMC) por sus siglas en inglés para muestrear de la distribucion

posterior.

2.8. Métodos de cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC)

Los métodos MCMC fueron introducidos en la fisica con el articulo de Me-
tropolis et al. (1953). Estos métodos son una alternativa ttil para aproximaciones
analiticas e integraciones numéricas de modelo complicados. Los métodos MCMC
estan basadas en generar muestras de una densidad posterior arbitraria y a partir de
estas muestras aproximarse a la distribucién posterior de interés. Bajos condiciones
regulares, la cadena de Markov eventualmente converge a la distribucion objetivo
llamada estacionaria o de equilibrio, que en nuestro caso es la distribucion posterior
m(0y).

Luego, los MCMC generan muestras dependientes de la distribucién de destino, pos-
teriormente las inferencias se llevaran a cabo utilizando la distribucién empirica de la
muestra. Uno de los métodos existentes para muestrear de la distribucién posterior
es el Gibbs Sampling.

2.8.1. Gibbs Sampling

Entre las técnicas MCMC el Gibbs Sampling es uno de los métodos mas utiliza-
do, fue descrito por Geman y Geman (1984). El Gibbs sampling es un caso especial
del algoritmo Metropolis-Hasting en el cual la distribucién propuesta esta condicio-
nada a los componentes individuales de un vector de parametros. En general, este
algoritmo es de mucha utilidad cuando la distribucién conjunta del parametro no
se conoce de manera explicita pero la distribucién condicional de cada parametro
dado los otros pardmetros es conocida. En el articulo de Casella and George (1992)
encontramos una introducciéon detallada de este método.

El algoritmo Gibbs se define a partir del siguiente algoritmo:



1. Definir valores iniciales arbitrarios para los parametros de interés 9%0), 950), e

2. Muestrear un nuevo valor de :

0 ~ (6,165,657 ..., 60 y);

eél) ~ 7T(92|9§1)79§0)7 ce aeg)’y);

00 ~ m(0x]0, 6,650, ).

4. Ir al paso dos.
Repetir los pasos 2 al 4 hasta obtener uns muestra de tamano n.
2.9. Criterios para la comparacién de modelos
A continuacién, se presenta un conjunto de métodos para comparar y seleccionar
modelos bayesianos. Spiegelhalter et al. (2002) exponen los criterios para medir la
complejidad de un modelo con enfoque bayesiano.
Sea {6@,... (M} donde & es el i — ésimo valor simulado del pardmetro de un total
de T iteraciones. Silva and Lopes (2008), definen las siguientes aproximaciones de

media posterior del desvio y la media posterior de 6 como
1 T ] 1 T )
Dbar = —> D(#") y Dhat~ > 6.
Ti= T

El ajuste de un modelo puede ser resumido utilizando la devianza la cual se

define como

D) = —21In(L(0))
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donde 0 es el vector de pardmetros desconocido incluido en el modelo, L(6) es la
funcién de verosimilitud de las observaciones. Ademads, se hace uso del DIC, EAIC
introducidos por Brooks et al. (2002) y EBIC propuesto por Cowles and Carlin
(1996). Los criterios anteriores estdn basados en la media posterior de la devianza

E[D(0)] y pueden ser estimados usando MCMC las siguientes expresiones,

DIC = Dbar + pp = 2Dbar — Dhat, (2.14)
EAIC = Dbar + 2p, (2.15)
EBIC = Dbar + pln(N), (2.16)

pp = Dbar — Dhat = E[D(A)] — D[E(6),] (2.17)

donde p es el nimero de parametros del modelo, N es el total de observaciones y
pp es el nimero de pardmetros efectivo en el modelo. Entre mas pequeto el valor
de los criterios mejor el ajuste del modelo.
2.10. Diagnésticos de convergencia

De la teoria expuesta en la Seccion 2.8 se espera que las cadenas de Markov
eventualmente tiendan a una distribucién estacionaria, la cual es la distribucion
objetivo. Dentro de la teoria para el diagnéstico de la convergencia de una cadena
de Markov encontramos los métodos informales y formales. Los métodos informales
se refieren a técnicas graficas mientras que los criterios formales se refieren a pruebas
univariadas y multivariadas de evaluaciéon de las cadenas de Markov.

Entre las técnicas mas populares de evaluacion de convergencia de estos modelos
se encuentran el diagnéstico de Geweke (1992) y Gelman and Rubin (1992). Brooks
et al. (2002) realizan una revisién donde comparan los métodos anteriores y llegan
a la conclusiéon que no se puede afirmar cual de ellos es mas eficiente y se deben

utilizar con precaucion.
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2.10.1. Meétodos graficos

Una de las formas de monitorear la convergencia y mezcla de las cadenas de
Markov es el analisis grafico de la trayectoria de la cadena y densidad posterior.
Lo anterior nos proporciona indicios iniciales sobre la convergencia. También son
utiles para detectar saltos periddicos. Dentro de los métodos de inspeccién visual
encontramos la funcién de autocorrelacion, graficos de trayectorias (traceplots), his-
togramas y la media suavizada (running mean plots) el cual es un grafico de las
iteraciones versus la media de las muestras en cada iteracion. Los métodos infor-
males fueron introducidos por Gelman and Rubin (1992). A partir de estos graficos
se puede verificar si los diferentes parametros se estabilizaron en algtin valor sin
mostrar tendencias estacionarias.
2.10.2. Criterio de Gelman y Rubin

Gelman and Rubin (1992) plantean un criterio de convergencia basado en el
analisis de varianza. La idea general es comparar si la varianza entre las cadenas es
mayor que la varianza dentro de las cadenas con diferentes puntos iniciales para cada
parametro. Desvios grandes entre cadenas indican no convergencia. Para desarrollar
este criterio es necesario m > 2 cadenas. Sea 6 el parametro de interés, {0;}7 es la
1 — ésima de las n iteraciones de 6 en la cadena m, se definen las siguientes medidas:

» Varianza dentro de las cadenas

1 m n i _
W= ol _g..)2.

donde éj representa la media de las observaciones de la cadena m, j =1,...,m.

» Varianza entre cadenas
n

B —
m—1

> (0 —0)°
=1

donde 6 representa el promedio de todos estos promedios.
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= Varianza estimada
N —1 1
V) =" W+ B

n

La varianza V' (#) puede ser estimada como la media ponderada de B y W. Si todas
las cadenas m han alcanzado la distribucién objetivo la varianza posterior estimada

serd muy cercana a la varianza dentro de las cadenas W. Por lo anterior, se espera

A

Vv

que la razén W sea cercano a 1. Si esto no ocurre la varianza estimada V serd
subestimada.

Para detectar este problema se calcula la raiz cuadrada de la razon, la cual se
conoce como factor de reduccién de escala potencial (PSRF, por sus siglas en inglés).
Este valor serd interpretado como un factor de diagndstico de convergencia.

I V(0)

w

Valores grandes PSRF sugieren que la varianza entre las cadenas es mayor que la
varianza dentro de las cadenas, sugiriendo que es necesario aumentar el ntmero
de simulaciones. Brooks and Gelman (1998) sugieren que un valor PSRF que se
encuentre menor a 1.2 para todos los parametros del modelo es “aceptable” y se
podria concluir que las m cadenas convergen. Por lo tanto, la distribucion de interés
fue encontrada, las cadenas han “olvidado” sus valores iniciales y en el grafico para
todas las cadenas es indistinguible.
2.10.3. Criterio de Geweke

Geweke (1992) propuso un diagnéstico de convergencia de Cadenas de Markov
basado en probar la igualdad de medias de la primera parte de la cadena después del
periodo de calentamiento (burn-in) y la ultima parte de la cadena (generalmente,
el 10% de la primera parte y el ultimo 50 %). Si la distribucién es estacionaria se

espera que la media de la primera parte serd similar a la segunda.
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La estadistica de esta prueba estda dada por

0, — 6.

iy = ——— ~ AN(0,1) (2.18)
St 5
ni ng

Luego por el teorema central del limite a medida que aumenta en ntmero ite-
raciones la distribucién de la estadistica Z se aproxima a una normal estandar
bajos la hipotesis de convergencia de la cadena. De la ecuacion 2.18 se sigue que
0, = S, 0Y/ny representa la media de las ny primeras observaciones de la cadena,
0y = 52, 0'/ny la media de las ny observaciones de la cadena, S%y S5 representan
estimadores de la varianza 6 en la parte inicial y final de la cadena. Valores pequenos
de la estadistica zy no significan que exista convergencia. Pero valores grandes de
zy indican falta de convergencia. Si el valor del p — value obtenido es mayor que el
nivel de significancia prefijado, entonces no existe evidencia contra la convergencia
de los parametros.

2.10.4. Criterio de Heidelberger y Welch

La prueba de convergencia de Heidelberger and Welch (1981) usa el estadistico
Cramér-Von Mises el cual consta de dos partes. La primera parte consiste en probar
la hipétesis nula que la cadena de Markov proviene de una distribucién estacionaria
y el tamano de muestra es adecuado para estimar la media con precisién. Si la
cadena no llega a la estacionalidad se descarta el 10 % de las iteraciones y la prueba
es repetida nuevamente; si no se descarta otro 10 % de las iteraciones iniciales. Este
proceso es repetido hasta un maximo de cinco veces. A partir de la sexta vez se
considera que la prueba ha fallado e indica que hay que aumentar el ntimero de
iteraciones. Si se cumple la etapa anterior, se usa la porcion de la cadena que paso la
prueba y se aplica el criterio “half-width”. Este criterio es empleado para verificar si
la media estimada esta siendo calculada con precision utilizando la parte de la cadena

que paso la prueba de estacionaridad. Para verificar que cumple con lo anterior se
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calcula la siguiente proporcién

limite superior — limite inferior

2

(2.19)

Los resultados de la prueba pasan la prueba si la proporciéon de la ecuacion
(2.19) es menor que 0.1 con un nivel de confianza del 95 %. En este caso se concluye
que la media fue calculada con precision. Si esto no ocurre la cadena considerada no

es lo suficientemente grande.



Capitulo 3
METODOLOGIA

En este capitulo se describe un modelo de regresiéon semiparamétrico mixto
con distribucion beta propuesto desde un enfoque bayesiano. En la Seccion 3.1 se
define el modelo bayesiano propuesto y a su vez se especifican las distribuciones
previas para cada uno de los parametros en el modelo. En la Seccién 3.3 se evalta
el desempenio del modelo propuesto a través de simulaciones.

3.1. Modelo propuesto

Uno de los objetivos de este trabajo es modelar de forma mas flexible curvas de
progreso de enfermedad en cultivos. Para tal propdsito, se propone un modelo semi-
paramétrico mixto con distribucién beta para modelar la relaciéon entre la variable
respuesta (severidad) y el tiempo, permitiendo términos adicionales para explicar
variabilidad en la respuesta. El modelo propuesto modela la funcién media indivi-
dual y poblacional usando funciones suaves con respecto al tiempo t. Ademas, se
hara uso del muestreo MCMC, en particular la técnica Gibbs sampling, para realizar
aproximaciones de la distribucién posterior de los parametros del modelo.

Sea Y;; la variable respuesta definida en el intervalo (0,1) para el individuo
i =1,---,n con medidas repetidas j = 1,--- ,m en el tiempo ¢;;. Se asume que la
variable tiene la siguiente distribucion Y;;|¢ " beta[pijd, (1 — pi;)¢). Es decir, Y,’s

son condicionalmente independientes dado el sujeto i.

25
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Se define la siguiente ecuacién para la media condicional de la variable respuesta

logit{ E(Yi;|i)} = logit(ui;) = f(ti;) + fo(tiy) + filti;) (3.1)
fij te aleatori
parte fija parte aleatoria.

En la ecuacién (3.1) f(t) representa el grupo de referencia, f,(t) las desviaciones
del grupo g a la curva de referencia y f;(t) corresponde a las desviaciones de las
curvas sujeto-especifico de la curva promedio de su respectivo grupo. Las funciones
anteriores seran modeladas en términos de bases B-splines discutidos en la Seccion

2.6.1. Las funciones son modeladas como

K
Zakzk g ) Zbg Zczs (32)

I=1
donde @ = (a1, ,ar,)" y b9 = (b],---,b% )" son vectores de efectos fijos de
tamafio (K; x 1) respectivamente, ¢; = (¢;1, - ,Cix,)’ representa un vector de

efectos aleatorios de tamano (K3 x 1) y tipicamente son asumidos independientes y
normalmente distribuidos ¢;; < N (0,6%). Los z(t) representan la k — ésima base
B-spline ctibica evaluada en el tiempo ¢, 27 (t) y z%(¢) son las bases B-splines ciibicas
correspondiente al grupo f,(-) y curvas sujeto-especifico f;(-), respectivamente. En
el modelo K representan el niimero de nodos de la parte fija y K5 del componente

aleatorio. Reescribiendo la ecuacién (3.1) del modelo

logit(ui;) = log (%) =ni; = [(tij) + fow(tij) + filti;). (3.3)

Si resolvemos para ju;; en la ecuacién (3.3), la media condicional de Y;; dado el sujeto

1 esta dada por
exp |:f(tij) + fo) (ti;) + fz(tm)}
1+ exp [f(tij) + fow) (ti) + fi(tij)}

Jij = (3.4)
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La funcién de verosimilitud condicional del modelo descrito en ecuacién (3.4)
esta dada por:

- ﬁ ﬁ Fyijli, g, ¢) = {ﬁ ﬁ [ 1Je:f>l>)cpn(:;u )}}

x{ [T rfo(t - ooy}
T {0y ) )
(3.5)

Dentro del enfoque frecuentista, la ecuacién (3.5) se usa para calcular la funcién
de verosimilitud marginal después de integrar los efectos aleatorios. La funcion de
verosimilitud marginal se maximiza para encontrar el estimador de méaxima verosi-
militud de los parametros a, b7, o2 y ¢ del modelo. Este modelo involucra (K;g+ 2)
parametros efectivos. Computacionalmente, esto implicaria aproximaciones y opti-
mizaciones que pueden ser complicadas para el modelo propuesto. Por lo tanto, en
este trabajo optamos por un enfoque bayesiano como una alternativa para estimar
los parametros en el modelo de regresion semiparamétrico mixto propuesto. En el
enfoque bayesiano es necesario especificar distribuciones previas para los parame-
tros a, b9, ¢;, 02 y ¢. En el modelo bayesiano se deben estimar (K19 + nKy + 2)
parametros. Una vez que las distribuciones previas han sido especificadas la dis-
tribucion posterior puede ser encontrada. En la siguiente Seccion se plantearon las
distribuciones previas para asi implementar MCMC, en particular, Gibbs sampling.
3.1.1. Distribuciones Previas

A continuacién se define las distribuciones previas de los parametros descritos
en modelo (3.1) para asi completar la especificaciéon del modelo bayesiano. Dentro
del marco de teoria de modelos mixtos bayesianos las distribuciones previas de los
parametros son cruciales para el modelaje. En consecuencia, se usaran distribucio-

nes previas no informativas tanto para los efectos fijos como los efectos aleatorios
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sugeridas por Crainiceanu et al. (2005).
Las distribuciones previas consideradas en el modelo (3.1) propuesto son las siguien-

tes

akNN(0,10_6),k:1,-~- , Ky,
B~ N(0,10°%), g=1,---,G, 1=1,..., K,
CZ'SNN(O,’TC),i:l,"' ,n,s:l,...,Kg,

Te ~ Gamma(1075,1079).

donde 7, representa el pardmetros de precision, 7. = o, 2, para los coeficientes de
las curvas sujeto-especifico. Los coeficientes ay’s, bf’s y ¢;s’s corresponden al vector
de coeficientes de las bases B-splines para efectos fijos y aleatorios, respectivamente.
Ademas, se asume que ay, by, ¢;s y 7. son independientes.
En la formulacién del modelo (3.1) el parametro ¢ representa la precisién la cual
se considerard constante sobre las observaciones para este modelo. Usualmente, en
la literatura bayesiana una distribuciéon gamma inversa es usada para el parametro
de precision ¢, luego ¢ ~ IG(¢, €), para un valor pequeno de e. Hobert and Casella
(1996) demuestran que la falta de conocimiento de los efectos fijos se puede afrontar
asignando una distribucién normal con media cero y varianza muy grande o reco-
mienda el uso de la distribucién gamma. Gelman (2006) sugiere una distribucién
¢ = U? donde U ~ Uniforme(0,a) argumentando que esta previa es menos in-
formativa. Siguiendo esta misma linea, Figueroa-Zuniga et al. (2013) proponen una
previa para el pardmetro ¢ con ¢ = (aB)?, donde B ~ Beta(l+¢,1+¢€) con e = 0.1.
3.2. Ajuste del modelo usando MCMC

Sea y; = (yi, - - ,yim)T el vector de observaciones en la cual cada componente
. T
toma valores en el intervalo (0,1), v = (a”,b'",--- 697 ¢l --. eI)7 representa

el vector de todos los pardmetros desconocidos y ¢ = (¢, 7.) representa el vector de

precision de todo el modelo. Para la especificacion del modelo se asumira que las
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distribuciones previas de ¢ y < son independientes, esto es

FQOf() = [(re, 0) f(7) = f(7) f (@) f ()

En la Seccién 3.1.1 se asigné distribuciones previas gausianas para los parametros
del predictor lineal y distribuciones no Gausianas a los parametros de precision.
Para obtener la estimaciones de los parametros bajo el modelo descrito en (3.3) y

siguiendo el teorema de Bayes la distribucién posterior conjunta 7(«, {|y) estd dada

por
wlv,Cla) o TLIT £ il ) F1Q) £ ()
L (3.6)
<{ ISt O J{ TSt 01 @) 0),
donde b = (blT, -, b9, La distribucién posterior conjunta de la ecuacién

(3.6) es proporcional al producto de las distribuciones previas de todos los pardme-
tros con la funcién de verosimilitud completa. Cabe notar que en la ecuacion descrita
n (3.6) las distribuciones condicionales no tienen una forma cerrada.

La aproximacién del modelo propuesto fueron realizadas a través del uso del software
JAGS (Plummer, 2003) el cual resuelve este problema al multiplicar las distribucio-
nes previas de todos los parametros con la funciéon de verosimilitud completa y luego
toma muestras de las distribuciones posteriores a través del algoritmo iterativo Gibbs
Sampling. Asi, en lugar de obtener una férmula exacta para la distribucién posterior,
JAGS devuelve muestras de ella. Una vez se especificd el modelo y las distribuciones
previas para los parametros se llevé a cabo estudios de simulacién para evaluar el
desempeno del modelo propuesto bajo diferentes escenarios.
3.3. Simulaciones

En esta Seccion se incluyen los resultados al implementar la metodologia pro-

puesta en la Seccion 3.1 a un conjunto de datos simulados con el objetivo de evaluar
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el desempeno del modelo propuesto. Ademaés, se describe cada uno de los escena-
rios donde se evalué el modelo y analisis de los resultados obtenidos del estudio de
simulacion.
3.4. Descripciéon del estudio

Para estudiar el desempeno del modelo propuesto con enfoque bayesiano en la
ecuacion 3.1 se generaron datos simulados que corresponden a curvas de observacio-
nes a través del tiempo que poseen una estructura similar a la base de datos de la
aplicacion. En el Algoritmo 1 se presenta un esquema general de como se simularon
los datos. La linea 1 se generan valores de la covariable tiempo t a partir de una se-
cuencia cuyo tamano corresponde al niimero de medidas repetidas m por sujeto. En
la linea 2 se fijan los parametros asociados a los coeficientes del polinomio de grado
6 para el proceso de simulacién los cuales son: [y = —1.794722, 31 = 0.503973, 55 =
—0.08281949, 55 = 0.002590216, 54 = 0.0002224817, B = —1.419026e — 05, 35 =
2.178633e¢ — 07. Los valores de estos parametros se obtuvieron a través del ajuste
polinomial al conjunto de datos de la aplicacién. Se escogié un polinomio de grado
seis después de establecer que este grado es el que mejor describe los datos de la
aplicacion.
De la linea 4 a la 6 se generan los valores necesarios para crear las curvas sujeto-
especifico, en la linea 7 se define la curva sinusoidal. Luego, la ecuacion del modelo

verdadero se define de la siguiente forma
logit{ E(Yi;]i)} = P(ti;) + Si(ti;), (3.7)

donde P(t) corresponde al polinomio de grado seis y S; corresponde a las curvas
aleatorias (Djeundje and Currie, 2011). El modelo anterior es definido para un solo
grupo con desviaciones (curvas) aleatorias para cada individuo. Finalmente, en la

linea 9 se generan variables aleatorias que siguen una distribucién beta.
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Algoritmo 1 Generar Datos

. 2
Entrada: n,m, ¢, 0

Salida: M es una matriz de datos

1: Crear la variable fija tiempo ¢t =0,--- ,m

2: Calcular P = By + Bit + Bot? + Bst® + Bat? + Bst® + Bt
3: para i =1:n hacer

4:  U; ~Uniforme(0,1)

5 Vi ~ Uniforme(0,1)

6:  Zi ~ Normal(0,02)

7 Calcular S;; = Z; x sin(inﬁ +27V;)

exp(P + Sit)

1+ GXp(P + Szt)
9: Generar valores para y;; ~ Beta(uit, @)

8: Calcular la media p;; =

10: M +— Yit
11: fin para
12: devolver M

Se generaron curvas de enfermedad para diferentes tamafios de muestra y pre-
cisién clasificadas en un solo tratamiento. La Figura 3—1 presenta un ejemplo tipico

de un conjunto de datos simulados.

1.00 4 1.00 1

O.754 O0.75
-1 -1
(a=) (a=)
= =
B )
= =
I52] 152]

4 0.50
& 0.50 =
<) fab)
= R
-1 -1
= =

o0.25 0.254

0.00 ©-001

) o 10 20 30 [e) 10 20 30
Tiempo(Dias) Tiempo(Dias)

Figura 3-1: Ejemplo de datos simulados para n = 20,m = 30,02 = (0.5)? variando
¢ = 60 (izquierda), ¢ = 40 (derecha) . Las lineas entre-cortadas representan los
datos observados de cada individuo y la linea solida representa la curva asociada al
polinomio del cual se generaron los datos.
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3.5. Descripcion de los escenarios
Las simulaciones son consideradas bajo diferentes escenarios dado que nos per-
mitirdn medir el impacto del tamano de la muestra y variabilidad de los datos en el
desempeno del método propuesto para ajustar el modelo de interés. A continuacion,
se presenta un resumen de los escenarios considerados y variables a cambiar en cada
una de las simulaciones. Para cada escenario se definen las siguientes variables:
1. Numero de individuos n y medidas repetidas por individuo m.
2. Desviacion estandar de las curvas aleatorias para los datos simulados o..
3. Pardmetro de precision ¢.
Se consideraron dos niveles para el tamano de muestra (m,n) y dos niveles para la
desviacién estandar y pardmetro de dispersién (o, @).
1. n=20, m =30
a.) ¢ =060,02=(0.5)>
b.) ¢ =50,0% = (0.8)?
2. n=30,m =40
a.) ¢ =60,02=(0.5)
b.) ¢ =50,0% = (0.8)>
Con el objetivo de evaluar el desempeno del método propuesto se consideraron di-
ferentes valores para el tamano de muestra (n) y valores cercanos a nuestro caso de
aplicacion. También se consideré poca y bastante variabilidad de las curvas aleato-
rias para los datos simulados.
3.5.1. Descripciéon de distribuciones previas
Se realizé un andlisis de sensitividad para evaluar el desempefio del modelo
usando diferentes especificaciones de distribuciones previas para el parametro de
precision ¢. Este andlisis se realiza con el objetivo de medir que tan susceptible
es el modelo bayesiano propuesto a cambios en el pardmetro de dispersion de la

distribucion beta utilizada. Las distribuciones previas que se utilizaron para este
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andlisis se basan en recomendaciones hechas en Gelman (2006) y un resumen de
ellas es el siguiente:
(i) ¢ =U?, con U ~ U(0,50)
(ii) ¢ ~ IG(e,€), con € = 0.001
(ii) ¢ = (50B)?, donde B ~ Beta(l +¢€,1+¢), € =0.1.
En el estudio de simulaciéon no se consideraron diferentes niimeros de nodos.
Se fij6 la combinaciéon de nodos K; = 10 para la parte fija y Ky = 3 para la
parte aleatoria. La escogencia de esta combinacion se realizé por medio de pruebas
previas donde se ajusté el modelo para diferentes cantidades de nodos en la parte fija
y aleatoria. La combinaciéon con mejor ajuste fue seleccionada utilizando el criterio
DIC vy pp.
3.5.2. Implementacion
La implementacion del muestreo bayesiano para el estudio de simulacién se
hizo usando los métodos de simulacion MCMC, en especifico Gibbs sampling. Para
ajustar el modelo propuesto se utiliz6 el software JAGS, (Plummer, 2003) el cual es
llamado por R (R Core Team, 2017) a través de R2jags (Su and Yajima, 2015). Este
paquete permite ajustar modelos de JAGS en R junto al paquete rjags. Ademas del
uso de los paquetes antes mencionados se utilizaron ggmcme, lattice y coda para
diagnosticos graficos y numéricos del modelo propuesto. Un esquema general de la

rutina del ajuste del modelo se puede visualizar en el siguiente algoritmo.
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Algoritmo 2 (Ajuste del Modelo)

Entrada: N,n,m,¢,o>
Salida: M
1: para i =0: N hacer

2: Generar datos usando Algoritmo 1

3 Definir n.iter, n.burn, n.thin

4:  Definir verosimilitud y previas del modelo
5 Ajustar modelo JAGS para cada escenario
6 Calcular DIC y Pp

7:  Calcular MADE

8: fin para

9: devolver M

En el Algoritmo 2 se presenta el seudocodigo del ajuste del modelo. En la linea

2 se generan los datos simulados con distribucién beta. En la linea 3 se establece

el ntmero de interacciones (n.iter), periodo de calentamiento (n.burn) y el salto

entre iteraciones (n.thin) que realizard el algoritmo MCMC. En la linea 4 se define

la verosimilitud y distribuciones previas de los parametros del modelo propuesto en

(3.1). De la linea 6 al 7 se calcula los estadisticos DIC', pp y la medida de desempeno

MADE.

3.5.3. Modelos ajustados

Para comparar diferentes métodos de estimar el modelo 3.7 se ajustaron los

siguientes modelos:

1. Modelo beta

En este modelo asumimos una distribucién condicional beta con

logit{ E(Yyli)} = logit(ui) = £(2) + fi(t). (3.8)
Las funciones anteriores seran modeladas en términos de bases B-splines como

sigue

f@zgwmmﬁwzé%aw
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Note que estamos asumiendo la misma distribuciéon del cual se generaron los datos
pero el polinomio verdadero P(t) y las curvas aleatorias S;(¢) son modeladas
usando B-splines. Este modelo anterior se ajusta para evaluar si el método estima
los pardmetros(curvas) en el modelo adecuadamente. Para el ajuste del modelo
beta se utilizé la transformacién inversa descrita en la ecuacion (2.7) para obtener
los valores de la media en la escala original.

2. Modelo normal con transformacion logit

Sea Y;; la respuesta en el intervalo (0,1). Defina r;; = logit(Y;;). Usando la
transformacién logit inversa se tiene Y;; = logit™ ' (ry;), En este caso asumimos

un modelo lineal normal después de la transformacion logit

ri; = 9(tij) + 9i(ti;) + €, (3.9)

donde E(rylgi(ti;) = 0) = gltyy), ei; = N(0,0%) y 7. = 0% corresponde el
parametro de dispersién al que se le asigné las distribuciones previas descritas
en 3.5.1. Las funciones ¢(t) y ¢;(t) se modelan en términos de bases B-splines

definidas a continuacién

o(t) = Z exwnt), gi(t) = z_?pisth). (3.10)

Para efectos de comparacion del modelo 2 con el modelo 1 en la escala original
(0,1) se realizo el siguiente ajuste basado en expansién de Taylor de grado dos:

G2 exp[g(tyy)] — eXp[@(tij)]s‘

E(Yy;) = E{logit™ [9(t:)]} + = {1 + exp[g(t;;)]}

(3.11)

Este modelo se incluye para evaluar el efecto de usar un modelo lineal normal
transformando la respuesta en la escala (0,1). Més detalles de la aproximacién
(3.11) se discuten en el Apéndice B.1.

3. Modelo polinomio de grados seis
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El polinomio de grados seis se ajusta para tener un punto de comparacion dado
que los datos fueron generados con una media siguiendo el polinomio de grado

seis. Se define

logit{ E(Yi;]i)} = logit(ui;) = Q(ti;) + fitis) (3.12)

donde @(t) corresponde al polinomio de grado seis del cual son generaron los
datos para el estudio de simulaciones y f;(t) las curvas aleatorias las cuales se

siguen modelando usando B-splines y se definen

K>
Q(t) = Bo + But + Pot® + Bat* + Bst® + Bot®, fi(t) =D cis2i(t). (3.13)
s=1

Este modelo sirve como punto de referencia para el desempefio de los B-splines
dado que la forma funcional de la media es la forma verdadera de donde se
generaron los datos.
3.5.4. Consideraciones computacionales
Con respecto al numero de iteraciones necesarias para que una muestra de
la cadena de Markov se aproxime lo suficiente a una muestra de la distribucion
objetivo dependera del modelo. Para dar solucion a esto se realizaron pruebas previas
donde se consideraron diferentes ntimeros de iteraciones desde 1000 hasta 20000
iteraciones. Ademas, se varié el ntimero de calentamiento y salto de iteracion. Se
encontraron los mejores resultados cuando el niimero de iteraciones es igual a 12000,
un periodo de calentamiento de 2000 y un salto de iteracion de 10 usando los criterios
de convergencia numéricos y graficos discutidos en la Seccién 2.10. Una vez obtenidas
las simulaciones se monitore6 la convergencia de las cadenas del modelo propuesto
bajos los diferentes escenarios. En conjunto se realizé un andlisis de sensitividad con
respecto a las distribuciones previas usadas para el parametro de dispersion ¢.
Algunas simulaciones de este estudio fueron realizadas en un PC de 4.0 GB

de memoria, 2.50 GHz CPU, procesador Intel Core i3-310M y en promedio cada
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simulacién tardaba 15 minutos para tamanos de muestra pequenos. Dado que el
modelo propuesto presenta cierta complejidad computacional y en algunos casos
las simulaciones no culminaban de manera satisfactoria para tamanos de muestra
grande, se hizo uso de las computadoras de XSEDE donde cada nodo de esta super-
computadora tiene un procesador Xeon E5 y memoria de 32GB. Luego, el proceso
de simulaciones se realizo de forma continua haciendo uso de las computadoras de
XSEDE.
3.6. Medidas de desempeio del método de estimacion

Para evaluacion del desempenio de los modelos propuestos en la Seccion 3.5.3
se requiere el uso de una medida que mida la cercania entre curvas. Por lo tanto,
proponemos usar la error absoluto integrado medio (MIAE, por sus siglas en inglés)
para evaluar el desempefio de los modelos propuestos. Supongamos que tenemos una
curva verdadera £(t) y su estimado £(¢). Una medida robusta del sesgo y variabilidad

del estimador £(¢) se define como
MIAE = B / E() — €(t)] dt ). (3.14)

Para comparar los tres modelos ajustados usamos una versiéon empirica del MIAE
la cual compara las curvas sobre los puntos observados a través del tiempo. Esta
medida se conoce como desviacion media del error absoluto (MADE, por sus siglas
en inglés) y se define como

1

)= o 23 L)~ () | (3.15)

1=

MADE

La curva verdadera £(t) en nuestros escenarios de simulacion corresponde al polino-
mio de grado seis P(t). Los respectivos estimadores £(¢) de esta curva tipica P(t)
para cada modelo ajustado son: f(t), logit™*[g(t)] con el ajuste propuesto en 3.11 y
Q(t) para el modelo asumiendo la forma polinomial. Los valores de & (t) para cada

modelo estén en la escala (0,1) y corresponden a las medias posteriores de ¢ (t) en
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cada modelo. Se calculé el MADE para cada simulacién en los distintos escenarios.
Un modelo con menor MADE corresponde a un modelo cuya curva estimada es mas
proxima a la curva real.

Otra medida reportada en la literatura es el error cuadrdtico integrado medio (MISE,

por sus siglas en inglés), (Marron and Wand, 1992)

MISE = E{ / E(t) — €()2 dt ). (3.16)

La medida de desempenio MADE propuesta es més robusta a valores atipicos debido

a la norma L; usada.
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3.7. Resultados

Los resultados de las muestras MCMC obtenidas aplicando Gibbs Sampling
descrito en la Seccion 2.8.1 se presentan a continuacion. En el estudio se simulacion
se generaron dos cadenas paralelas cada una de 12.000 iteraciones Monte Carlo
tomando un periodo de calentamiento (burn-in) de 2.000 y un salto entre iteraciones
(thinning) de 10. Este tltimo, tiene como objetivo reducir la autocorrelacién entre
las cadenas y mejorar la convergencia.

3.7.1. Resultados de convergencia

Para analizar la convergencia de las cadenas y estimaciones respectivas de los
pardmetros en el modelo propuesto se utilizaron prueba de diagnésticos de conver-
gencias numéricas como: la version multivariada del diagnéstico de convergencia de
Gelman y Rubin’s propuesta por Brooks and Gelman (1998), Gelman and Rubin
(1992),Geweke (1992) y el diagndstico de Heidelberg y Welch’s obtenidos con el
paquete ggmcme en R-project y pruebas graficas como: grafico de traza, de autoco-
rrelacién y densidad entre otros discutidos en la Seccién 2.10.

Las graficas de las densidades y series de tiempo posteriores obtenidas en la
simulaciones se presentan en la Figura 3-2 para una de las combinaciones de los
escenarios propuestos. En general, se puede considerar una buena mezcla y una
traza uniforme lo cual nos da indicios de estacionaridad. En todos los escenarios de

simulacién las cadenas partieron de diferentes puntos iniciales.
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Figura 3-2: Grdfico de las trazas y densidades para 2 cadenas para algunos de los
pardmetros del modelo con datos simulados, donde b[-] corresponde a los coeficientes
de la parte fija y c[-] a los coeficientes de la parte aleatoria.

La Figura 3-3 muestra los graficos de autocorrelacién y media suavizada. Estas
indican que la autocorrelaciéon decrece rapidamente, disminuyendo la dependencia

asociada a cada cadena.
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La Figura 3—4 muestra la representacion grafica de los Z-scores del diagnostico
de Geweke. En ella se puede observar que la mayoria de los Z-scores se encuentran
dentro del intervalo esperado. Esto nos da indicio de convergencia en los parametros
del modelo.

Tabla 3-1: Resumen de diagnosticos de convergencia Gelman, Geweke, Heidelberg y
Welch de algunos parametros para datos simulados.

Prueba Prueba estadistica

by bs C10,2 €171 ] Tu
Gelman
Estimador Puntual ~ 1.001 1.000 1.000 1.001 0.99 0.99
R 1
Geweke
Cadena 1 1.26206 0.50864 -0.61468 -1.01619 -0.06922 -1.68454
Cadena 2 -0.3915 -0.6705 -0.5558  1.4281 24844  -0.3348
Heidel
Cadena 1
Stationarity test paso paso pasé paso pasé paso
Star iteration 1 1 1 1 1 1
P-value 0.506 0.288 0.617 0.846 0.894 0.707
Halfwidth test pasé pasé paso paso paso pasé
Media -1.841  -0.603 0.200 0.1703  63.427 7.240
Halfwidth 0.008 0.008 0.015 0.013 0.24 0.082
Cadena 2
Stationarity test paso pasé paso pasé paso pasé
Star iteration 1 1 1 1 1 1
P-value 0.45 0.175 0.748 0.607 0.350 0.890
Halfwidth test paso pasé paso pasé pasé paso
Media -1.844  -0.607 0.198 0.180 63.592 7.327
Halfwidth 0.007 0.008 0.015 0.014 0.24 0.084

La Tabla 3—1 presenta los resultados obtenidos para los criterios de convergencia
para las cadenas. Por el criterio de Geweke, los resultados para los parametros en el

modelo pasaron la prueba de estacionaridad con un nivel de significancia escogido
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de 0.05. Para el criterio de Gelman el factor R (estimador de reduccién potencial
de escala) en todos los casos es igual a 1 lo cual indica que las cadenas simuladas se
han solapado. Es decir, pertenecen a la distribucion estacionaria. También se puede
notar que los parametros no fueron rechazados por el diagnéstico de Heidelberger
y Welch. Ademas, pasaron la prueba Half-Width. En la Figura 3-5 se muestra el
grafico del mejor ajuste del modelo de regresiéon semiparamétrico mixto de acuerdo
a los resultados obtenidos el cual tiene distribucién previa ¢ = (50B)?, donde B ~

Beta(1l +¢€,1+€) con € =,1 para un caso particular de datos simulados.
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Figura 3-5: Ejemplo de datos simulados y ajuste del modelo propuesto para n =
20,m = 30,02 = (0.5)? y ¢ = 60 (izquierda), ¢ = 40 (derecha). La curva estimada
por el modelo es denotada por la linea azul entre-cortada y las lineas sélidas corres-
ponden a las curvas ajustadas por sujeto. Las lineas entre-cortadas corresponden a
los datos observados.
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3.7.2. Resultados del analisis de sensitividad

A continuacién, se presenta los resultados obtenidos del andlisis de sensitividad
para el modelo semiparamétrico mixto con distribucién beta. Este andlisis tiene
como objetivo de evaluar la variacién de los resultados del modelo propuesto bajo
el uso de diferentes distribuciones previas para el parametro de dispersiéon ¢ para
asi establecer qué tan sensibles son los resultados posteriores a variaciones de la
distribucion previa.

Tabla 3-2: Andlisis de sensitividad para la especificacion de las previas del parametro
de precision ¢ para el modelo con distribucion beta.

Escenarios Distribuciones Previas Estadistico

DIC PD
1.(a) -1936.86  142.484
1.(b) (i) -1858.28  150.85
2.(a) -3893.22  199.25
2.(b) -3762.57  213.40
1.(a) -1934.05  142.76
2.(b) (ii) -1874.78  155.20
1.(a) -3898.03  197.345
2.(b) -3766.407 211.293
1.(a) -1938.82  143.23
2(b) (iii) -1874.81  150.82
1.(a) -3892.08  197.65
2.(b) -3768.73  211.53

En la Tabla 3-2 se reportan los estadisticos DIC'y pp para el modelo propuesto.
Estos valores corresponde al modelo ajustado con diferentes distribuciones previas
para ¢ y escenarios mencionado en 3.5. Se puede observar que para las diferentes
distribuciones previas se conduce a un DIC' similar en cada escenario. El modelo
(iii) muestra un ajuste mejor al tener menor valor de DIC y ntmero efectivo de

parametros pp.



45

3.7.3. Resultados MADE

En la Tabla 3-3 se muestran los resultados obtenidos al usar la medida de
desempeno MADE discutida en la Seccién 3.6. Después de realizar 1000 simulacio-
nes se comparan los resultados del MADE para los diferentes modelos ajustados a
los datos simulados, esto es mencionado en la Seccién 3.5.3. Como se puede observar
los valores de MADE son mas pequenos a medida que se aumenta el tamano de la
muestra, mientras que se hacen més grandes cuando la varianza de los datos aumen-
ta. Los valores del MADE para el modelo beta presentan una mejor estimacion con
respecto a la distribucién normal después de la transformacion logit y el polinomio.
También se puede notar que el valor del MADE para la variable respuesta que sigue
una distribucién normal con transformacion logit son mas grandes comparados con
los otros dos casos. Es decir, las curvas estimadas estan més alejadas de la curva
verdadera y presentan mas variabilidad a través de las simulaciones.
Tabla 3-3: Comparacion del MADE. Entradas sin paréntesis corresponden a la media

y en paréntesis al error estandar de Monte Carlo.Los valores fueron multiplicados
por 100 para evitar niumero muy pequenos.

Parametros previas n=20,m =30 n = 30,m = 40
Beta Polinomio  Logit Beta Polinomio Logit
¢ = 060,02 = (0,5)* (1) 1.226 (0.039) 1.151 (0.036) 1.502 (0.047) | 0.986 (0.032) 0.947 (0.030) 1.360 (0.043
(ii) 1.246 (0.039)  1.165 (0.037) 1.454 (0.060) | 0.968 (0.040) 0.950 (0.038) 1.405 (0.054
(iii) 1.1214 (0.038) 1.141 (0.038) 1.489 (0.049) | 0.967 (0.031) 0.937 (0.039) 1.403 (0.052
¢ = 50,02 = (0,8)? (i) 1.91 (0.057)  1.757 (0.056) 2.248 (0.078) | 1.511 (0.054) 1.430 (0.054) 2.005 (0.086
(ii) 1.842(0.058)  1.782 (0.060) 2.197 (0.076) | 1.474 (0.047) 1.441 (0.059) 2.008 (0.098
(iii) 1.804 (0.057)  1.754 (0.059) 2.277(0.072) | 1.494 (0.047) 1.454 (0.064) 2.003 (0.098

La Figura 3-6 presenta la distribucién de los valores para la medida MADE
para los modelos discutidos en la Secciéon 3.5.3 para un escenario en particular y

distribuciones previas para el parametro ¢ consideradas en el analisis de simulacion.
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Figura 3—6: Boxplot para la valores de la medida MADE de cada uno de los modelo
propuestos en 3.5.3 para un escenario con n = 20,n = 30,¢ = 60 y las diferentes
distribuciones previas propuestas.

3.8. Conclusiones del estudio de simulacion

Dentro de las conclusiones del estudio de simulaciéon se obtuvo que el modelo
semiparamétrico mixto con distribucion beta tiene un mejor desempeno con respec-
to al modelo normal con transformacion logit y el modelo polinomial. Lo anterior,
se sustenta con los resultados obtenidos por la medida de desempeno MADE al
presentar valores pequenios cercanos a cero. Es decir, las curvas estimadas son méas
proximas a la curva real. Con respecto al analisis de sensitividad, se puede observar
que el modelo propuesto no presenta mucha variabilidad después de considerar di-
ferentes distribuciones previas para el parametro de precisiéon ¢. Aun asi, el modelo
con distribucién previa ¢ = (50B)% donde B ~ Beta(l +¢€,1 + ¢€) con € = 0.1
fue el modelo seleccionado por tener el DIC mas pequeno comparado con los otros
dos modelos. También, se evalu6 el modelo usando los diagnosticos de convergencia

y se concluye que la convergencia de las cadenas es alcanzada y tienen un buen
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comportamiento en todos los escenarios propuestos para el estudio de simulacion.
Esta ultima conclusién es corroborada por diferentes pruebas de convergencia tanto
graficas como numéricas discutidas en la Seccién 2.10. Finalmente, se concluye que
método propuesto es adecuado y presenta buenos resultados en términos del ajus-
te del modelo de acuerdo a los resultados obtenido en el estudio de simulacién al

comparar el método propuesto para diferentes modelos.



Capitulo 4
APLICACIONES: ESTUDIO DE SEVERIDAD
DE ENFERMEDAD EN CULTIVO DE
BANANO EN PUERTO RICO

En este capitulo se aplicara el modelo bayesiano propuesto al conjunto de datos
de la aplicacion los cuales corresponden a estudios de severidad de la enfermedad
Sigatoka negra en cultivos de banano en Puerto Rico.

4.1. Enfermedad de la Sigatoka Negra

La Sigatoka negra es una enfermedad causada por el hongo Mycosphaerella fi-
jensis Morelet. Esta enfermedad se caracteriza por un deterioro severo del area foliar
de la planta, disminuyendo su capacidad fotosintética lo cual afecta el crecimiento
tanto en la planta como en los racimos y frutos, en comparacién con plantas sa-
nas.(Alvarez, 2013, Marengo, 2010). En la Figura 4-1 se pueden observar la imagen

de plantas infectadas con la enfermedad.

Figura 4-1: Plantas con sintomas caracteristicos de la enfermedad de Sigatoka ne-
gra. (Marengo, 2010)
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4.2. Descripcion de los datos
Los datos utilizados en este trabajo provienen del proyecto “Practice for the
Control of Black Sigatoka in Puerto Rico”(Proyecto Z-FIDAO1) a cargo del Dr. José
A. Chavarria Carvajal, Estaciéon Experimental Agricola. Se realizdé una siembra de
banano (Musa acuminata, AAA cv.“Grand Naine”) por su importancia econdémica
en Puerto Rico y su sensibilidad a la enfermedad de la Sigatoka Negra.
El diseno experimental usado en el conjunto de datos objetivo fue el de parcelas
divididas con tres replicaciones por factor quimico, en cada parcela experimental
se realiz6 la siembra de 24 plantas de banano las cuales se distribuyeron en cuatro
hileras de 6 plantas cada una. Con el objetivo de comparar diferentes practicas
de cultivo para controlar la Sigatoka negra, se midi6 el indice de severidad de las
tres plantas centrales de cada hilera. Las plantas de los extremos de cada hilera
fueron utilizadas como barrera con el objetivo de evitar la contaminaciéon entre
tratamientos. El estudio conté con dos factores de interés:
1. Factor Quimico
— Ausencia
— Presencia
2. Factor Cultural

— Tratamiento 1: Desfoliaciéon Mecanica

— Tratamiento 2: No Desfoliacién Mecéanica

— Tratamiento 3: Deshije

— Tratamiento 4: No Deshije
Para cada combinacion de factor quimico con factor cultural se obtuvo la informacion
de 9 plantas, las cuales fueron evaluadas a lo largo de 39 semanas, generando una
base de datos con un total de 2807 observaciones. Es importante senalar que la

base de datos muestra datos faltantes debido a la pérdida de informacién en algunas
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plantas a lo largo del proceso. Por lo tanto, se cuenta con 72 curvas de progreso cada
una con aproximadamente 39 observaciones.
4.2.1. Indice de Severidad

Para medir el desarrollo de la enfermedad su utilizé el método de Stover mo-
dificado por Gauhl (1994). Este método estima visualmente al drea total de la hoja
cubierta por los sintomas de la enfermedad en plantas préximas a la floracién sin
necesidad de bajar la hoja. De acuerdo a esta escala de severidad se clasifica en uno

de los siete grados.

Tabla 4-1: Grados de severidad de la enfermedad de la Sigatoka negra segin la escala
de Stover Gauhl

Grado Porcentaje del area foliar afectada

0 0%

1 Menos del 1%
2 1%-5%

3 6%-15%
4 16 %-33 %

5 34 %-50 %

6 51 %-100 %

En la Figura 4-2 se observa un ejemplo donde se visualiza los siete grados en

que se puede clasificar el dano de la hoja.
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Figura 4-2: Grados de severidad de Sigatoka negra segin la escala de Stover-Gauhl.
(Marengo, 2010)

Cada hoja de una planta es medida a través de la escala de Stover-Gauhl, el
promedio de todas las hojas da como resultado el indice de severidad de la enferme-
dad. Para el analisis con el modelo propuesto se utiliza el indice de severidad en la
escala 0 — 1.

4.3. Meétodos de Anilisis

Los datos se analizaron mediante un modelo semiparamétrico mixto el cual
se introdujo en la Seccién 4.4. Todos los andlisis fueron realizados en el software
R usando el paquete R2jags. La Figura 4-3 muestra las curvas de observacion del
proceso de la enfermedad de la Sigatoka negra a lo largo del tiempo para cada uno
de los factores culturales y factor quimico. El objetivo principal en este capitulo sera
realizar la comparacion del efecto del quimico y control cultural a través del tiempo

usando el modelo semiparamétrico mixto bayesiano propuesto.
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Figura 4-3: Curvas del proceso de la enfermedad Sigatoka negra en plantas para los
diferentes factores.

4.4. Modelo de Regresiéon semiparamétrico Mixto

En la formulacién del modelo seleccionado para el anélisis del indice de severidad
se utilizaron bases B-splines para la construccién de las funciones asociadas tanto
a los efectos fijos como aleatorios del modelo.
Sea I9;; el indice de severidad de la planta ¢, ¢ =1,---,72, 5 = 1,--- ,40 la ecuacién
para la media condicional del indice de severidad en la enfermedad de la Sigatoga
negra puede ser descrita de la siguiente forma

logit{ E(S;;|planta;)} = logit(ui;) = f(ti;) + fou(tij) + faw (ti) +  fitiy)

———
parte fija parte aleatoria

(4.1)

En la ecuacion 4.1 f(t) representa el grupo de referencia (no quimico, trata-
miento 1), f,(t) las desviaciones del tratamiento g = 2, 3,4 a la curva de referencia,

fq(t) v fi(t) corresponde a las desviaciones de la curvas de cada planta de la curva
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promedio de su respectivo grupo. Las funciones son modeladas como
K K K K>
FO) =D anzw, fot) =D b2 (1), faw(t) = D_diz(t), fi(t) =D cisz(t) (4.2)
k=1 =1 r=1 s=1
donde @ = (a;--- ,ag,)T corresponde al parametros de efectos fijos de la curva
de referencia, b9 = (bf - -- ,b‘}ﬁ)T corresponde al parametro asociado al efecto de
tratamiento,g = 2,3,4, d? = (df - - ,d‘}<l)T corresponde al parametro asociado al
efecto de quimico, ¢ = 2, ¢; = (ci1+++, Cir,) T, Cit i N(0,7.) donde 7. varia por
quimico, ;; corresponde al tiempo en el cual las medidas fueron tomadas para la
1 — ésima planta en la j — ésima ocasiéon, K; es el nimero de nodos para los
efectos fijos y K5 el nimero de nodos para los efectos aleatorios. El modelo anterior
se ajusta asumiendo una distribucién beta para la variable respuesta. El modelo
propuesto en 4.1 corresponde a un modelo sin interacciéon quimico-tratamiento y
se incluye términos asociados con el intercepto debido a que las bases suman 1.
Alternativamente se consider6 un modelo con interaccién quimico-tratamiento. Es
decir, la forma funcional de la curva para cada control cultural cambia dependiendo
del quimico. Los resultados de ajuste de este modelo se discuten méas adelante.
4.4.1. Distribuciones Previas
A continuacion se define las distribuciones previas de los parametros descritos
en modelo 4.1 para asi completar la especificacion del modelo bayesiano. En conse-
cuencia, se usaran distribuciones previas no informativas sugeridas por Crainiceanu

et al. (2005) para los efectos fijos y para los efectos aleatorios.

Las distribuciones previas consideradas en el modelo 4.1 propuesto son las siguientes:

ap ~ N(0,107°), k= 1,--- , Ky,

b~ N(0,1076), g=1,--- 4,1 =1,..., K,
7~ N(0,107%), ¢ = 1,2, r = 1,..., K1,

cis ~ N(0,107%),i=1,--+- n,s=1,..., Ky,

7. ~ Gamma(1076,107°).

Ademas, se asume que ay, by, d9, ¢;s y 7. son independientes.
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4.4.2. Resultados

En esta subseccién se presentan los resultados del andlisis para el conjunto
de datos de severidad de enfermedades en cultivos de banano en Puerto Rico. En
la Seccién 4.4 se introdujo el modelo semiparamétrico mixto con distribuciéon beta
bases B-splines para modelar tanto la parte fija como aleatoria.

Selecciéon del nimero de nodos

Antes de ajustar el modelo propuesto es necesario fijar el nimero de nodos tanto
para la parte fija y aleatoria del modelo 4.1. Se realizaron pruebas con el modelo
propuesto para encontrar la cantidad de nodos 6ptima. Para esta prueba se utilizd

un ntmero menor de iteraciones que las utilizadas en la aplicacion.

Tabla 4-2: Numero de nodos optimo para el ajuste del modelo sin interaccion 4.1.

Niamero de nodos Estadistica
Distribuciones Previas Fijos  Aleatorios DIC DD
9 3 -6374.439  693.21
9 4 -6362.043  856.312
¢ =U?, con U ~ U(0,50) 10 3 -6418.473 701.7931
10 4 -6468.51  845.5104
11 4 -6428.427  882.9467
11 5 -6366.173  964.3868
9 3 -6378.416  688.788
9 4 -6329.066 893.2229
¢ ~ IG(e, €),con € = 0,001 10 3 -6392.293  727.2039
10 4 -6450.432  862.1677
11 4 -6392.582  919.6847
11 ) -6301.685 1026.612
9 3 -6396.421 671.4131
9 4 -6388.089  838.1296

¢ = (50B)?, donde B ~ Beta(l+¢,1+¢) 10 3 -6404.765 714.4499
10 4 -6474.049  850.698
11 4 -6434.373  878.3183

11 5 -6409.857 921.9428
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En la Tabla 4-2 se reporta el criterio de informacién de devianza (DIC, por
sus siglas en inglés) y pp discutido en la Seccién 3.5.1 para el ajuste del modelo
sin interaccion al conjunto de datos de la aplicacion con diferentes previas para el
parametro ¢ formulado en 4.2. Se vari6 el numero de nodos para la parte fija y
aleatoria. Aun asi el modelo con 10 nodos en la parte fija y 4 en la parte aleatoria
presenta un ajuste ligeramente mejor al tener menor DIC y un valor pequeno de pp
lo cuél indica un modelo parsimonioso. En particular, el modelo con una distribucion
beta para distribucién previa ¢ = (50B)?, donde B ~ Beta(l +¢,1+¢€) con € = 0.1
logra un mejor ajuste. Ademas, se comparo el modelo propuesto con y sin interaccion
para evaluar el ajuste al anadir el término de interaccién tratamiento-quimico y
usando la distribucién previa con mejor ajuste. En la Tabla 4-3 se puede observar
el ajuste del criterio DIC para modelo propuesto con y sin interaccion para las

combinaciones nodos de la parte fija y aleatoria (10-3) y (10-4).

Tabla 4-3: Comparacion de nimero de nodos optimos para el modelo propuesto con
y sin interaccion.

Numero de nodos Modelo con interaccion Modelo sin interaccion

Fijos Aleatorios DIC PD DIC PD
10 3 -6344.78 756.58 -6404.76 714.44
10 4 -6355.21 933.7 -6474.05 850.69

Una vez especificado el ntimero de nodos 6ptimos se procedié a ajustar el mo-
delo 4.2 sin interaccion a los datos de la aplicacién de Sigatoka negra se considero
generar dos cadenas cada una de 70000 iteraciones Monte Carlo, un periodo de calen-
tamiento (burn-in) de 40000 y un salto entre iteraciones (thinning) de 30. Al final se
obtienen 1000 iteraciones para estadisticas y analisis. Adicionalmente, se realizaron

los diagnosticos de convergencia graficos y numéricos.
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4.4.3. Diagnésticos de Convergencia

En la Figura 4-4 se puede observar que las cadenas se solapan muy bien, in-
dicando que convergen hacia a la misma area, el grafico de la derecha muestra la
densidad de las probabilidad, las densidades también se solapan, sugiriendo conver-
gencia sugieren que las cadenas para cada pardmetro no se correlacionan. La Figura
4-5 nos muestra la funcién de densidad y traza posterior de algunos parametros
del modelos. Los diagnésticos indican que las cadenas de Markov convergen a su

distribucién estacionaria.
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Figura 4-4: Grafico de las trazas y densidades para algunos parametros del modelo
con datos reales para 2 cadenas para datos de la aplicacion.
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Figura 4-5: Grdfico de las trazas y densidades para algunos pardmetros del modelo
con datos reales para 2 cadenas.

Aparte de los diagnoésticos numéricos, se usé el estadistico R Gelman como un indi-
cador numérico de convergencia. En la Tabla 4-4 presenta los resultados obtenidos
para los criterios de convergencia para las cadenas. Por el criterio de Geweke, los
resultados para los parametros en el modelo pasaron la prueba de estacionaridad

con un nivel de significancia escogido de 0.05. Para el criterio de Gelman el factor
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R (estimador de reduccién potencial de escala) en todos los casos es igual a 1 lo
cual indica que las cadenas simuladas se han solapado, es decir, pertenecen a la
distribucion estacionaria. También se puede notar que los parametros no fueron re-
chazados por el diagnéstico de Heidelberger y Welch y también pasaron las prueba

Half-Width. Graficos complementarios se encuentran en el Apéndice A.1.

Tabla 4-4: Resumen de diagnosticos de convergencia Gelman, Geweke, Heidelberg y
Welch de algunos pardmetros para datos de la aplicacion.

Prueba Prueba estadistica

a13 @14 52,1 C1,1,1 d1,2 o]
Gelman
Estimador Puntual 1.01 1.02 1 1 1 1
R 1.02
Geweke
Cadena 1 0.37022 0.23357 -0.11963 0.10625 -0.66979 -0.07943
Cadena 2 0.7784 0.6737  0.6701  0.1168 0.8014  0.3130
Heidel
Cadena 1
Stationarity test pasé pasd pasé pasé paso pasd
Star iteration 1 1 1 1 1 1
P-value 0.585 0.946 0.977 0.950 0.838 0.657
Halfwidth test pasoé pasoé pasoé no paso pasd pasd
Media 5.0307  4.430 1.1557  0.0205 -2.1582  38.0271
Halfwidth 0.0988 0.1389  0.0727  0.0693 60.0574  0.0851
Cadena 2
Stationarity test pasoé pasoé paso pasé paso pasd
Star iteration 1 1 1 101 1 1
P-value 0.866  0.6917 0.125 0.432 0.811 0.928
Halfwidth test pasé pasé pasoé no paso pasd paso
Media 5.1457  4.6460  1.1739  0.0437 -2.1320 38.0374

Halfwidth 0.0903 0.1225  0.0532  0.0736  0.0454  0.0744
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4.4.4. Inferencias del Modelo

El modelo ajustado corresponde a un modelo sin interaccion, 10 nodos en la
parte fija y 4 nodos en la parte aleatoria. En la Tabla 4-5 se presenta los intervalos
de credibilidad del 95 % y las inferencias posteriores del pardmetro de dispersién ¢
de la distribucién beta y de las varianzas de los coeficientes aleatorios de las curvas

las cuales son diferentes por quimico.

Tabla 4-5: Estimacion posterior de algunos parametros, medias e intervalo de cre-

dibilidad del 95 %.

Parametro Inferencia posterior

Media Intervalo de Credibilidad del 95 %

¢ 41.80 (39.18, 44.57)
U%uimiCO:SI 3.20 (264, 399)
UéuimiCO:NO 1.31 (107, 163)

La Figura 4-6 muestra la grafica las curvas individuales observadas y ajusta-
das para el progreso de la enfermedad de la Sigatoka negra para las 72 plantas

correspondientes a cada grupo de tratamiento y factor quimico.



60

Quimico=NO Quimico=8I

1.00
0.75
0.50
0.25

0.00
1.00

0.75
0,50
he,
50.25
>
$0.00
0 1.00
©
8075
©
£050
0.25

0.00
1.00

0.75
0.50
0.25
0.00

eOlUROBI\ uoIORI0)Saq

BOIUBOSI\ UoIOBI0)SOd ON

afiysea

efiyseg oN

0 100 200 300 0 100 200 300
Tiempo(Dias)

Figura 4-6: Curvas tipicas ajustadas (lineas solidas) y curvas sujeto-especifico(lineas
solidas delgadas) correspondientes a la media posterior.

En la Tabla 4-6 se presentan las estimaciones posteriores para la media, mediana
e intervalos de credibilidad del 95 % (percentiles 2.5% y 97.5 %) para la severidad
de Sigatoka en los tiempos t = 0 y t = 25 dias. A pesar de que la severidad al
comienzo del estudio (t = 0 dias) no es interesante ya que las primeras plantas
empiezan a mostrar sintomas, los resultados se incluyen para ilustrar el alcance del
método. Es importante notar que para t = 25 dias los intervalos de credibilidad para
la severidad promedio en todos los tratamientos bajo la presencia de quimico estan

por encima de los intervalos bajo la ausencia de quimico. Esto sugiere que a los 25
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dias la severidad promedio de Sigatoka es estadisticamente inferior cuando se aplica

el quimico. Este resultado también se ilustra en la Figura 4-8.

Tabla 4-6: Estimaciones posteriores para la media, mediana e intervalos de credi-
bilidad del 95 % (percentiles 2.5% y 97.5%) para la severidad de Sigatoka en los
tiempos t = 0 y t = 25 dias usando el modelo de regresion semiparamétrico mirto

(4.1).
Pardmetros Inferencias Posteriores
t = 0dias t = 25 dias
Quimico Tratamiento Media Mediana Intervalo de credibilidad del 95% | Media Mediana Intervalo de credibilidad del 95 %
Defoliacién Mecdica 0.247 0.244 (0.129, 0.459) 0.317 0.313 (0.204, 0.446)
No No Defoliacion Mecaica 0.256  0.254 (0.134, 0.452) 0.515  0.515 (10.382, 0.655)
Deshije 0.292 0.288 (0.173, 0.50) 0.536 0.531 (0.386, 0.676)
No Deshije 0.283 0.282 (0.157, 0.481) 0.537 0.536 (0.403, 0.668)
Defoliacién Mecdica 0.106 0.105 (0.057, 0.200) 0.084 0.082 (0.052, 0.129)
Si No Defoliacién Mecdica  0.110 0.110 (0.059, 0.208) 0.175 0.171 (0.114, 0.257)
Deshije 0.123 0.126 (0.073, 0.232) 0.187 0.185 (0.119, 0.272)
No Deshije 0.124 0.126 (0.064, 0.227) 0.188 0.186 (0.122, 0.267)

Las estimaciones con sus bandas puntuales de 95 % de credibilidad son presen-

tadas en la Figura 4-7.
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Figura 4-7: Intervalos puntuales de credibilidad del 95% al conjunto de datos de la
aplicacion. Las bandas corresponden al percentil 2.5% y 97.5% de las distribucion
posterior de la severidad promedio de cada grupo.

En la Figura 4-8 se observa la curva diferencia promedio del indice de severidad de
la Sigatoka negra para el efecto de quimico y no quimico en la escala logit a través
del tiempo. En general, se puede notar que hay evidencia que el indice se severidad

es menor cuando hay presencia de quimico, excepto en el periodo de 80 a 120 dias.
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Diferencia efecto quimico
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Figura 4-8: Diferencia de la severidad promedio entre quimico y no quimico en la
escala logit. Intervalos puntuales de credibilidad del 95 % .

Ademas de lo expuesto, se pueden hacer curvas de diferencia de promedios entre
tratamientos. En la Figura 4-9 se observa que no hay evidencia de diferencia entre
tratamientos culturales, excepto al comienzo del estudio. Dentro de los aspectos a

resaltar del estudio se tiene que el factor mas importante es el quimico.



64

_ O —_ N W
eolueda N UoEIIO)SEq

—_ o - o w
esjugoa UoEIO)S2a ON

Diferencia efecto tratamiento

Lo =~ o w
Shuseq

efiyseq oN

.

0 100 200 300
Tiempo (Dias)

Lo o w
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Capitulo 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

5.1. Conclusiones Generales
A través de los resultados obtenidos en el proceso de simulacién es posible con-
cluir que los métodos MCMC poseen una alternativa computacional eficiente para un
modelo semiparamétrico mixto con distribucion beta. Los métodos semiparamétri-
cos modelan formas flexibles para curvas de progreso de enfermedad y pueden ser
usados para comparar tratamientos tomando en cuenta la estructura y disenio de los
datos. La aplicacion del método propuesto ofrece buenos resultados en términos del
ajuste del modelo y diagnésticos de convergencia.
5.2. Trabajos Futuros
= En el estudio de simulacién y en la aplicacion se consideraron bases B-splines. Es
posible investigar y comparar el ajuste obtenidos usando otro tipo de bases, por
ejemplo, bases radiales o truncadas.
= Comparar el modelo de regresion beta semiparamétrico mixto frecuentista con el

bayesiano.
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tado a la aplicacion
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Apéndice B

B.1. Ajuste para el modelo lineal normal después de transformacion
logit

Definamos la funcién logit como

logit() = 1n(i>, (B.1)

1—-t¢

y logit inversa de la siguiente manera

- exp(t)
logit™ (¢) = T o)

La aproximacién por series de Taylor de segundo orden de una funcién h(t) diferen-

ciable centrada en a esta dada por
1
h(t) =h(a) + ' (a)(t — a) + ih”(a) (t —a)> (B.2)

Sea Yl 4 beta 1ii®, (1 — pi;)¢]. Defina r;; = logit(Y;;) donde Y;; = logit_1 Tii).
j j j j j j j

Definamos el modelo lineal normal después de una transformacién como
logit(Yy;) = ri; = g(ti;) + gi(tij) + €5 (B.3)

donde E(r5]9:(tij) = 0) = g(ti;) v €; g N(0,7.)y 7. = 02 corresponde el pardmetro
de precision. Para que la curva tipica verdadera de donde se generaron los datos sea
comparable en la escala original (0,1) con el modelo lineal normal después de una

transformacion logit (3.5.3) se propone un ajuste utilizando la aproximacién por la

68



69

expansién de Taylor de segundo orden para E(Y;;|S; = 0). De la ecuacién (B.3)
E[Y|Su(tiy) = 0] = Ellogit™ (rij)|g:(ts;) = 0]
Sea h(r;;) = logit™" (r;;). De acuerdo con (B.2)

E[Yij|Su(ti;) = 0] = E|h[g(ti;)] + W' [g(ti;)](rij — g(ti5)) + %h”[g(tij)]{rij - g(tij)}Q]
=hlg(ti;)] + %{h”[g(tij)]}{E[ﬁj — g(t:;))]’|gi(ti;) = 0}
Slogit™ (g1} + 3 | o losit™ (o)
1 explg(ti;)] — explg(ti;)]? 2

9 X0,
2 1+ explg(ti;)]

2
X o

ogit ™' {g(ti;)} +

(B.4)

donde E{[r;; — g(ti;)|gi(t;;) = 0} = E{e}} = o2.
Por lo tanto, para la comparacion del modelo lineal normal después de la transfor-

macién logit en la escala (0,1) se utiliza

P =ttt - ST S

Como el estimador de la media tipica verdadera.



Apéndice C

C.1. Aplicaciéon: Modelo de regresiéon semiparmétrico mixto con distri-
bucién beta en JAGS

Esta seccion presenta una parte del codigo BUGS usada para ajustar el mo-
delo de regresion semiparamétrico mixto con distribucién beta para los datos de la

aplicacion.

model simu <- function()
{

for(k in 1:n)

{

#Likelihood function
y[k] ~ dbeta(aalk],bblk])
aalk] <- mul[k] * phi

bb[k] <- (1-mul[k]) * phi

logit(m[k]) <- f[k] + fg.treat[k] + fg.chem[k] #typical mean

logit(mulk]) <- f[k] + fg.treat[k] + fg.chem[k] + fi[k] #subject-specific mean
f[k] <- inprod(all, Z[k,])

fg.treat[k] <- inprod(b[tratamientol[k],], Z[k,])*step(tratamiento[k]-1.5)
fg.chem[k] <- inprod(d[quimiconum[k],], Z[k,])*step(quimiconum([k]-1.5)

fi[k] <- inprod(c[ID.consec[k], , quimiconum[k]], Zr[k,])
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}

#prior definition

for (k in 1:n.basis){ alk] “dnorm(0, 1.0E-11 ) } (treat=1, chem=1)
for (1 in 1l:ntreats){

for(m in 1:n.basis){

b[1l, m] “dnorm(0, 1.0E-6) }

}

for (1 in 1:nchems){
for(m in 1:n.basis){
d[1l, m]~dnorm(0, 1.0E-6) }

}

for(ch in 1:nchems){

for (r in 1:nsubjects){

for(s in 1:n.basis.r){

clr, s, chl”dnorm(0, tauU[ch]) }
}

}

phi<- (phiinicial*50)*(phiinicial*50)
phiinicial™ dbeta(1.1,1.1)
for(ch in 1:nchems){ tauU[ch] ~ dgamma(l.0E-6, 1.0E-6) }

¥
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