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Abstract

Monomical dynamical systems over finite fields have been studied in several
contexts, including engineering and mathematical biology. Criteria for determining
when a system described by monomials over finite fields, is a fixed point have already
been determined. In this paper develop criteria for stability in monomial control
dynamical systems over finite fields, f : 'y x Fi* — I}/, where q is a Carmichael

prime. For this we introduce the concept weakly stabilizable using the triangular

systems of fixed point.
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Resumen

Definiremos el concepto débilmente estabilizable en los sistemas dinamico de
control monomial f : Fy x F" — F¢. Haciendo uso de los sistemas dindmicos
triangulares de punto fijo determinaremos condiciones suficientes y necesaria para
que un sistema de control monomial sobre un cuerpo finito Iy, donde ¢ es un primo

de Carmichael sea estabilizable
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Los sistemas dindmicos finitos son sistemas de tiempo discreto sobre un conjun-
to finito. En [6, 8, 10, 12| se habla acerca de la importancia de estos sistemas y su
aplicacion en ingenierfa, ciencias de computos y recientemente en biologia computa-
cional. En este ultimo la importancia de este sistema permite modelar la dindmica de
los genes y determinar el impacto eventual que tiene un gen sobre otro, ver [1]. Otras
aplicaciones se mencionan en [7], donde se utilizan los sistemas dindmicos lineales
en circuitos de control y sistemas de comunicacién. Un problema en comtn de estas
aplicaciones es como analizar la dindmica de estos modelos sin tener que enumerar
todos los estados de transicion. Algunos de estas aplicaciones buscan un punto en
el tiempo donde no haya ningin tipo de cambio en los estados de transicion. En los
trabajos de Toledo y Colon ver [1, 4] se prueban métodos eficientes para calcular
cuando algunos sistemas dimamicos alcanzan un estado de quietud, es decir cuando
un sistema dinamico es de punto fijo.

En este trabajo consideraremos los sistemas dinamicos f : Fy — F}, donde
I, es un cuerpo finito con ¢ elementos. La dinamica del sistema es generada por
iteracion de f con ella misma, es decir, fO(z) = z, f(), f2(z), ..., f7H(z) = f(fi(x)),
para [ > 1y x € IFy. Este conjunto de sucesiones formado por todos los fm™(z),
m > 0, es llamado la orbita de x, en otras palabras, la dinamica de f consiste en
la descripcion de todas las posibles orbitas. La dinamica se representa por el estado
fase de f denotado por S(f), el cual consiste de un grafo dirigido, conformado por

q" elementos de I} que son los vértices de S(f), y ejes dirigidos a — b, si f(a) = .



En particular un eje dirigido de un vértice a si mismo es permitido. Un ejemplo de

esto se puede observar en la figura 1-1

Ejemplo 1.0.1. Sea f = (w9 + 23,21 + T3 + 23,71 + T2 + 13) : F3 — F3. El estado
fase de f esta dado en la figura 1-1.

Figura 1-1: Estado fase de f = (22 + 23,21 + 22 + 23,21 + 22 + 23) : 3 — F3

Decimos que en el SDF f se forma un ciclo de largo [ > 1 si para r € N se tiene
que f7(z) = fr(x), para algtin z € 7, (asumismo que r y [ son los minimos valores
que cumplen esta propiedad). Si I = 1, entonces decimos que z es un punto fijo para
f. Cuando r > 0 decimos que el “transient” de la 6rbita de = es r . El “transient” de
S(f) es el maximo “transient” de todas las érbitas de S(f). Ahora si todos los ciclos
de f consisten de un punto fijo, decimos que f es un sistema dinamico de punto fijo

SDPF. En el siguiente diagrama se puede apreciar los conceptos anteriores:

r— flr) = fZ(f) — o fT(@) = [ @) o (@) o [T () = fT ()

S

transient de longitud r ciclo de longitud 1
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Ejemplo 1.0.2. Sea el SDF (73, f) donde f(z,y,z) = (2%y + z,2° + y?z, 2% + y?),
el estado fase de f esta dado en la figura 1-2. Observe que f3(1,0,2) = (1,0,2),
2(2,2,1) = (2,2,1) y f(0,0,0) = (0,0,0), luego f consta de un ciclo de largo 3, un

ciclo de largo 2 y un solo punto fijo, ademds el “transient” de S(f) es 6.

Figura 1-2: Estado fase de f(z,vy,2) = (2%y + 2z, 2% + %z, 2% + y?) = 73 — 73

Los SDF se pueden clasificar el lineales y no lineales ver [1, 4]. En [4] Hernédndez
Toledo caracterizé6 completamente los sistemas dinédmicos lineales usando el hecho
que un espacio vectorial V' se puede descomponer como suma directa del niicleo y

la imagen de una transformacion lineal 1)¢ : V' — V. Esto le permitio establecer que
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todo estado fase de un sistema dindmico lineal finito estd compuesto por la unién

disyunta de ciclos y un arbol.

Ejemplo 1.0.3. Sea el SDLF (73, f), donde
flz,y,2) =2+ 2y + z,2x +y + 2,20 + 2y + 2)

Su representacion matricial viene dada por

y su polinomio minimal es v*(1 — x). El sistema f es un sistema de punto fijo

como se aprecia en la figura 1-3

Figura 1-3: Estado fase de (73, f(z,y,2) = (220 + 2y + 2,2z + y + 2, 2x + 2y + 2))

En [1] se describen los sistemas no lineales sobre I, con monomios. Es decir, se
consideran los sistemas (I}, f), donde f = (f1, f2, ..., fn) y cada f; es un polinomio
de la forma f;(z) = z{" ... 25" con ¢; enteros no negativos. En este articulo Colén
et. al. desmuestra condiciones suficientes y necesarias para que un SDM sea un
sistema de punto fijo. Para lograr tal fin asocia a f un sistema monomial booleano
T(f) y un sistema lineal L(f) sobre el anillo Z, 1, y se demuestra que f es un

sistema de punto fijo si y s6lo si T(f) y L(f) son sistemas de punto fijo.
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Ejemplo 1.0.4. Sea f = (xyz,y*z,x2%) : F3 — F3, un sistema dindmico monomial.
El estado fase de f esta dado en la figura 14 . El estado fase de su boolenizacion
T(f) = (zwzy,yz,x2) : 3 — 3 es un subgrafo del estado fase de f como se aprecia
en 1-5 y de igual forma su linealizacion L(f) = (x +y + 2,2,x) : Z3 — 73 como

se ve en 1-6. Claramente se ve que f no es un sistema de punto fijo, pues tiene dos

ciclos de longitud 2 y 4.

@

Cod G G
Co) 20 Good (1)
(00D

Figura 1-5: Estado fase de T'(f) = (z2y,yz, z2) : F3 — F3

Uno de los problemas principales de los SDF es como obtener su dindmica sin
enumerar todos sus estados de transcicion, ya hemos mencionado que en [1, 3, 4],
han aportado solucién a este problema. El objetivo de este trabajo es responder la

siguiente pregunta jsera posible manipular la dinamica de estos sistemas para que



"

Figura 1-6: Estado fase de L(f) = (v +y + 2, 2,x) : Z3 — 73

alcancen un estado deseado?, en otras palabras, ;Podemos controlar la dinamica
de algunos sistemas?. Aqui intentaremos determinar cuando un sistema dinamico
puede ser controlado de tal forma que alcance un estado de quietud. Cuando esto
ocurra decimos que el sistema es estabilizable. Con el propésito de garantizar la
estabilidad de tales sistemas es natural preguntarse por los criterios acerca de la
existencia de un control de retroalimentacion adecuado y como este control puede
ser elegido. Estamos interesado en buscar condiciones necesarias y suficientes para
que un sistema de control alcance un estado de quietud, es decir, poder estabilizarlo.
Particulamente nos interesa los sistemas de control monomiales sobre Iy, que defin-
imos como una funcién que consiste de variables de estado, dado por los eventos
a modelar y variables de control, dado por una funcién retroalimentadora, todo en
forma monomial.

En [2]| se desarrolla una teoria de control para sistema de control monomial
booleano. Alli se establecen criterios para determinar cuando un sistema de control
monomial booleano es “estabilizable ”, haciendo uso de un “controlador de retroali-
mentacion 7, que es una funciéon monomial que depende de las variables de control.
También desarrollan un algoritmo eficiente para determinar el niimero de bucle, el
cual juega un papel importante para establecer si un sistema de control monomial
booleano es de punto fijo. Este trabajo recolecta informaciéon necesaria para de-

terminar cuando un sistema dindmico monomial es de punto fijo, todo esto con el



propoésito de implementar una teoria de control en los sistemas dindmicos mono-
miales. Estamos interesados particularmente en los sistemas dinamicos monomiales
sobre cuerpos finitos I, donde ¢ es un primo de Carmichel, es decir, en buscar
condiciones que nos permitan establecer cuando un sistema de control monomial
con estas caracteristicas se puede estabilizar. Pretendemos forzar la estabilidad de
estos sistemas haciendo uso de los sistemas dinamicos tridangulares de punto fijo, que
desarrollaremos a lo largo del capitulo 2. Los sistemas de control que puedan esta-
bilizarce a un sistema triangular de punto fijo, diremos que son sistemas de control
débilmente estabilizable. Con esto damos una solucién parcial a la controlabilidad
de la dindmica de un sistema monomial.

En el capitulo 2, se describiran los sistemas dindmicos monomiales, booleanos y
lineales n-dimensionales sobre cuerpos finitos y se estableceran criterios para deter-
minar cuando son de punto fijo. En el capitulo 3 definiremos los sistemas de control
para sistemas dinamicos discretos al igual que una breve importancia de dichas apli-
caciones sobre la teoria de control. En el capitulo 4 estableceremos criterios para
determinar cuando un sistema de control monomial es débilmente estabilizable, us-
ando algunos resultado de algebra lineal, para representar la funcién de control y la
funcién retroalimentadora por matrices y reducir el problema a partir de ecuaciones

matriciales.



Capitulo 2
SISTEMAS DINAMICOS MONOMIALES SOBRE
CUERPOS FINITOS

En este capitulo se describiran los sistemas dindmicos monomiales n-dimensional
sobre cuerpos finitos ;. Se caracterizardn algunos sistemas de punto fijo, usando
resultados ya estudiados sobre sistemas monomiales que aparecen principalmente en
[1]. En particular aquellos que contienen condiciones suficientes y necesarias para que
un sistema monomial sea de punto fijo. Puesto que en [1] un SDMF' le podemos
asociar una matriz L(f) y asociar un SDMB T'(f), daremos una breve caracteri-
zacion de los sistemas dinamicos booleanos que han sido estudiados en [3] y algunos
resultados en los sistemas dinamicos lineales desarrollados en [4]. Estos dos criterios
nos permitirdn determinar cuando un sistema dinédmico triangular es de punto fijo.
Algunos de estos resultados en este capitulo se deben a conversaciones e ideas con

la Dra. D. Bollman.

2.1. Sistemas Dinamicos Booleano

En esta seccion estableceremos condiciones suficientes para que un sistema
dindmico monomial sobre un cuerpo finito con dos elementos IFy, sea de punto fijo.
Asociaremos un grafo dirigido llamado grafo de dependencia de f, y nos enfocare-
mos en los componentes fuertemente conectados del grafo de dependencia, que son

subgrafos en el cual podemos encontrar un camino dirigido entre cualquiera dos



vértices. Ademéas con el concepto de nimero de bucle aplicado a los componentes
fuertemente conectados, nos ayudura a establecer cuando f es un sistema de punto

fijo.

Definicién 2.1. Decimos que : F — % es un sistema dindmico monomial
2 2

booleano n-dimensional si f = (fi,..., fn), donde

€10 ,.€2; €ni
fi = ariia oo

con a; € {0,1} y ¢; € {0,1}.
La composicion m-veces de la funcion f con ella misma, la denotamos por

™= (f" ..., fm™). Por consiguiente f* = ai(f{”’l)ﬁ“ o (fmdyein

En la siguiente definicién asociaremos a f un grafo dirigido llamado grafo de

dependencia donde los vértices corresponden a las variables de f.

Definicion 2.2. Sea (7Y, f) un sistema dindmico booleano y G' = (V, E) un digrafo
asociado a f, llamado grafo de dependencia con V = {ay,...,an, e} el conjunto de
vértices y E el conjunto de ejes dirigido de a; a aj. Decimos que a; — a; (i =
J esta permitido) sia; =1 y x; es un factor de f;. Si oy =0, existe un eje dirigido

de a; a €, esto es, f; =0

Ejemplo 2.1.1. El sistema (Z%, f) dada por la funcion f = (xexs,x124,T122,23)

tiene el grafo de dependencia dado por la figura 2-1
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Figura 2-2: Estado fase de [ = (2913, 1174, 1129, 73) : 3 — F3

Definicion 2.3. Sea G = (V, E) un digrafo. Dos vértices a,b € V' estan conectados
st existe una sucecion a = vy, e1,V1, €2, ...,0, = b de vérticesv; € V y ejes e; € K

donde v; y e; son adyacentes, tal que

Aa=vg — UV —Uy— - —U,=0b

Decimos que a y b estan conectados por un camino p de largo n, es decir, p:a — b

yn=|p|
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Sean a,b € V, dos vértices. Si existen caminos p:a — by q: b — a, decimos
que a y b estan fuertemente conectado. Si G = (V| E) es un grafo de dependen-
cia y cualquiera dos vértices estan fuertemente conectado, G = (V, F) es un grafo
fuertemente conexo. La relacion fuertemente conexo establece una relacién de
equivalencia en (G. Las clases de equivalencia de cualquier vértice a € V es llama-
da una componente fuertemente conexo y es denotada por ‘a@’. Una componente
fuertemente conexo ‘@’ es trivial si ‘@’ = {a}.

A continuaciéon definimos el ntimero invariante llamado ntimero de bucle, aso-
ciados a grafos fuertemente conexos, el cual nos brindara condiciones suficientes y

necesarias para que un sistema monomial booleano sea de punto fijo.

Definicion 2.4. Sea G=(V,E) un grafo de dependencia de un sistema booleano
(735, f), a € V un vértice. Definimos el nimero de bucle de a como el minimo de
todos los nimerost > 1 con t = |p| — |q|, para todo camino cerrado p,q:a — a. Si

no existe un camino cerrado de a a a, entonces el numero de bucle de a es cero.

El siguiente corolario nos demuestra que el nimero de bucle es invariante en
un grafo fuertemente conexo. Denotamos el niimero de bucle de una componente

fuertemente conexa por .Z(‘a’).

Corolario 2.1. El nimero de bucle de un grafo fuertemente conexo G = (V, E) es
constante, es decir el nimero de bucle esta bien definido.

Demostracion: Sean a,b € V dos vertices y supongamos que .Z(%a’) = ¢, luego
existen caminos p,q : a — a tal que t = |p| — |g|. Queremos probar que el nimero
de bucle esta bien definido, para esto suponga que existen caminos p’ : a — by

q :b— a. Luego p'pq’, pqq’ : b — b son caminos cerrados tal que |p'pq’| — |peq’| = t.
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>
Asique Z( b ) < t. Por tanto por simetria tenemos que el Loop Number es constante

en G=(V,E). O

Ejemplo 2.1.2. Considere el grafo fuertemente conexo de la figura 2-8, el nimero de
bucle de este grafo es 1. Para esto considere los caminos p : a1 — az — as — a1 Y

q:ay — ag — ap, se obtiene que |p| —|q| =3 —-2=1.

0@

Figura 2-3: grafo fuertemente conexo con nimero de bucle 1

Definicion 2.5. Para cada t € N definimos el generador < t > como el conjunto

{kt/k € Z.}.

Corolario 2.2. Sea Z(G) =t. Seanp' :a — b y ¢ : a — b dos caminos. Entonces
=l e<t>.

Demostracion: Supongamos que [p'| > |¢| y sea |p/|—|¢'| = rt+scon 0 < s < t.
Veamos que s = (. Para esto sean p,q : @ — a caminos en G tal que |q| — |p| = t.

Tenemos que r > 0. Luego

ol —|dal = 1P| +p| = |d| =gl =rt+s—t=1t(r—1)+s

Por tanto existen caminos p”,¢"” : a — b en G con [p”’| —|¢"| = s. Sea p* : b — a
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un camino en G, entonces |[p*p”| — [p*¢”'| = s = 0 puesto que el Loop Number es el

minimo. O

Ejemplo 2.1.3. Considere el grafo fuertemente conexo de la figura2—7, su nimero
de bucle es 3. Dado los caminos p : a3 — as — a4 — a1 — a3 — a4 — a3z Y

q:az — ay — ag — az se cumple que |p| —|g| =3 €< 3 >

e@
@@

Figura 2-4: grafo de dependencia con ntmero de bucle igual a 3

Corolario 2.3. Sea Z(G) =t y sea p : a — a un camino cerrado. Entonces
Ip| e<t>.
Demostracion: Basta considerar p y pp en el corolario 2.2. a

El siguiente es un resultado importante para mas detalle ver [3|

Teorema 2.1. Sea (ZY, f) un sistema dinamico booleano y G = (V, E) su grafo de

dependencia. f es un sistema de punto fijo si y sélo si para todo a € V £ (‘a’) =1

Ejemplo 2.1.4. Sea f = (xow3, T4, T, T17375,T2) : F5 — F5 un SDMB. Su grafo
de dependencia G esta dado por la figura 2-5, observe que es un grafo fuertemente
conexo y tiene £(G) = 1, considere los caminos p : a; — a3 — as — a4 — a1 y
q:a; — ag — ay — ay, luego |p| — |q| = 1. De acuerdo al teorema anterior f es un

sistema de punto fijo ver figura 2-6.
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e

Figura 2-5: grafo de dependencia de f = (zox3, 24, T9, x12375, 22) con “Loop Num-
ber” 1

Can) Cuaud Cuned Guurd

Corored Cooorrd Coonrd Coornd Crooro) Cron) Cronied
QUD TR STy
Comoo) Cooron) Coorosd Crooond oo Crosond
Cooon 15

Figura 2-6: Estado fase del sistema booleano f = (zox3, 24, To, T12375, T2)

Para finalizar esta seccion definimos una clase particular de sistemas dinamicos
booleanos que son sistemas de punto fijo, el cual utilizaremos en la secciéon 2.3 para

caracterizar los sistemas triangulares monomiales sobre cuerpos finitos.

Definicion 2.6. Un sistema dindmico booleano f = (fi1, fay..., fu) : Fy — FJ es

triangular, si cada f; es de la forma
£l

fi = quaitas® .o xs

donde o; € {0,1}.
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Teorema 2.2. Cada sistema triangular booleano es de punto fijo.
Demostracion: De la estructura de f se puede verificar facilmente que cada
componente fuertemente conexo de su grafo de dependencia es trivial o tiene loop

number 1. O

En la anterior seccion se presentaron criterios para determinar cuando un sis-
tema dinamico monomial booleano es de punto fijo, que seran usados en la seccién
2.3 para determinar si un sistema dinamico monomial sobre un cuerpo finito I, es
de punto fijo. Para el caso lineal L(f) no ocurre lo mismo, ya que se desconocen re-
sultados para probar cuando un sistema dinamico lineal sobre un anillo conmutativo
Zq-1 es de punto fijo, exepto para los casos que veremos aqui. A continuacion estu-
diaremos algunos casos especiales que nos permitan identificar cuando un sistema

lineal sobre un anillo conmutativo Z,_; es de punto fijo.

2.2. Sistemas dinamicos lineales sobre anillos conmutativos finitos

En esta seccion describiremos ciertos criterios para determinar cuando un sis-
tema lineal sobre un anillo finito conmutativo es un sistema de punto fijo. Recorde-
mos que un Sistema Dindmico Finito SDF es un par (X, f), donde X es un conjunto
finito y f es una funcién de X en si misma. Decimos que dos SDF (X, f) y (Y, ¢g)
son isomorficos si existe una biyecciéon ¢ que permuta con las funciones f y g, es
decir, po f = go¢. Si f es una funcion lineal y X = Z" = decimos que el par (Z", f)

es un sistema dindmico lineal finito sobre un anillo conmutativo.
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Para m € N consideremos el anillo Z,,, si m = pi'p3*...pS, donde p; es primo
y ¢; > 0, entonces Z,, = @j_, Z,, = R, y ¢; = ;.
En efectosea ¢([z]m) = ([Z]g, [%]gs - - -+ [Z]g, ), donde [z],, = ([21]m, [T2]ms - - - s [Tn)m)
es un elemento de Z,, [xi] es la clase de equivalencia z; médulo m en Z7,. Sea g :
R" — R, tal que g([y1]g, [Yalger -+ [Wsla,) = (L (wilm)lgns -+ [F ([wslm)]g, ), se puede
verificar facilmente que el siguiente diagrama conmuta, esto es, g1 = 1 f. Sea [z],, =
([@1)m, [w2)m, - -, [2n]m) € Z7,, tenemos que (gov)([z]m) = 9([z]q, [2lge, - - -+ [7]q.) =
(L QeDlars - -5 L ([D]e,) = @ (f2]) = (¥ 0 f)([x]m)-

iy (2.1)

Corolario 2.4. Sea f : Z;, — 77, un SDF y Z = @j’:l Ly, entonces para g
definida como antes, S(f) es isomorfo a S(g).

Demostracion: Sea 1) como se describio anteriormente. ¢ es un mapeo que va
del conjunto de vértices de S(f) al conjunto de vértices de S(g), por consiguiente
Y S(f) — S(g) esta bien definido. Puesto que 1 es un isomorfismo tenemo que

|V¢| = |V,|. Veamos que preserva los ejes. Sea (ay,a2) un eje en S(f), queremos

probar que (¢(a1),1(az)) es un eje en S(g), en efecto puesto que gy = ¢ f, tenemos
que g(¥(a1)) = ¢(f(a1)) = ¥(az). =

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el sistema dindmico unidimensional f = 3x : Zg —
Zg, cuyo grafo de estado se puede observar en la figura 2-7. Entonces la aplicacion

lineal g : Zig X Ty — 7y X L3 viene dada por g(xy,x2) = ([321]2, [322]3) = (21,0).
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SXED
CV

Figura 2-7: Estado fase del sistema dinamico lineal f = 3z : Zg — Zg

Definicion 2.7. Sea 77 = @;_, 7y, para q; = p;j y [ ZF — 7ZI'. Llamamos la

j-esima proyeccion m; a la aplicacion m; : Zy — Zy,, tal que w(y) = [f(y)]y;-

Teorema 2.3. Sea g: R* — R", con R = @jzl Zq; tal que:

g([yl]qw [y2]q27 T [yS]QS) = ([f([yl]m)]qu T [f([yS]m)]qs)

y m; la j-esima proyeccion. Entonces S(g) = S(my) x S(ma) X -+ x S(ms).
Demostracion: Sea 9 = S(m) x S(me) x -+ x S(my), es claro que ambos grafos
tienen el mismo conjunto de vértices: @‘;:1 Zgj, para q; = pjj . Es suficiente probar
que el conjunto de vértices de ¢4 y S(g) son los mismos. Sea (a,b) un eje de S(g),
ahora a = (ai,...,as) donde cada a; pertenece a Zgn. Para probar que (a,b) es
un eje de ¢4 tenemos que demostrar que (a;, b;) es un eje de S(m;) para todo i.
gla) = ([failg, .-, [faslg) = b= (b1,...,bs), puesto que g(a) = b, lo cual significa
que fa; = b; para cada i. Ademas esto implica que m;(a;) = b;, para cada i, luego
(ai, b;) es un eje de S(m;) para cada i, esto prueba que el conjunto de ejes de ¢ esta
contenido en el conjunto de ejes de S(g), de forma anéloga se demuestra lo contrario.

O

Aplicando el corolario 2.4 y el teorema 2.3, obtenemos el siguiente resultado,
el cuél es una herramienta poderosa para determinar el espacio fase de aplicaciones

lineales sobre anillos conmutativos.
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Corolario 2.5. S(f) = S(m) x S(mg) x -+ x S(ms).

El siguiente teorema reduce el problema para sistema lineales sobre anillos de

la forma Z,-, donde p es un nimero primo.

Teorema 2.4. Sea f = (fi, fo,. .., fu) : Zpr — Zy un aplicacion lineal y sea g =

(91,92, - -+ 9n) : Zyy — 73 la proyeccion lineal de f sobre Z,, donde g; = f; méd p.

Entonces el estado fase de g es isomorfico a un subgrafo del estado fase de f.
Demostracion: Sea o : Zy, — Zr,, tal que o(a) = o(a1,as,...,a,) =

(a1p™ Y aop™t, ... anp™t) = ap™~1. Se puede verificar que oo g = f o o puesto que

los f; son aplicaciones lineales. Por consiguiente se tiene que g(a) = b si y s6lo si

f(ap™™1) = bp™~1, y por tanto el estado fase de g es isomorfico al subgrafo del estado

fase de f. 0

Corolario 2.6. Sea f y g como en el teorema anterior. Si g no es un sistema de

punto fijo, entonces f no es un sistema de punto fijo.

Ejemplo 2.2.2. Sea f = (3x1+ 2wy, x) : Z3 — 73 un SDLF. Entonces g = (11, 23) :

73 — 7. El estado fase de fy g se observa en las figuras 2-8 y 2-9 respectivamente.
@@@@@
< DI ©
Figura 2-8: Estado fase del sistema dindmico lineal f = (31 + 2xq, 23) : Z3 — 73

El siguiente es un resultado que caracteriza los sistemas dinamicos lineales sobre

cuerpos finitos F,, donde ¢ es primo para mas detalle ver [4].
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Com Com Cow Coe

Figura 2-9: Estado fase del sistema dinadmico lineal g = (1, o) : Z3 — 73

Teorema 2.5. Un sistema dindmico lineal finito (Fy, f) sobre Ty (q primo ) es un
sistema de punto fijo si y sdlo si el polinomio minimo de f es de la forma x™ (x—1)™

conny € {0,1}

Ejemplo 2.2.3. Consideremos el SDLF f = (2z+y,x+2y) : Z3 — Z2. Su polinomio
minimal es x(x—1), por tanto aplicando el teorema anterior f es un sistema de punto

fijo como se ve en la figura 2-10.

CD (0 Co (o C2) G0
o 20 G

Figura 2-10: Estado fase del sistema dinamico lineal f = (22 +vy,x + 2y) : Z2 — 73

2.3. Sistemas dinAmicos monomiales sobre cuerpos finitos

En esta seccion estudiaremos los sistemas dindmicos monomiales sobre cuerpos
finitos. Daremos condiciones suficientes para que un sistema monomial sea de punto
fijo. Estas condiciones se derivan del estudio de los sistemas booleanos y los sistemas
lineales sobre anillos conmutativos, que vimos en las secciones anteriores. Veremos
que un sistema dindmico monomial f es un sistema de punto fijo si y solo si T'(f) y

L(f) son sistemas de punto fijo.
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Definicién 2.8. Sea I, un cuerpo finito. El conjunto
E,:={0,....,¢g — 1} C Ny

es llamado el conjunto de exponentes del cuerpo ¥, donde Nq representa el conjunto

de los numeros naturales junto con el cero.

Definiciéon 2.9. Sea I, un cuerpo finito. Un sistema dindmico monomial sobre
F, es una funcion f : Fy — Fy, donde para cada i € {1,...,n} existe una tupla

(€1, €im) € B} talque fi(x) = 27" ... x5 Vo € F}

Si ¢ = 2 decimos que f es un sistema dindmico booleano.

Para cada funcion f, le asociamos una matriz A = (a;;) donde a;; € E,, el
conjunto de estas matrices de orden n x n con entradas en E, es denotado por
Musn(Ey), es decir, para cada f existe A € #,«n(E,) tal que fi(x) =z ... x%n.
Sin perdida de generalidad podemos asumir que ninguna coordenada de la funciéon

es constante, ya que el caso general se puede reducir a este.

La siguiente definicién es una notaciéon que usaremos para definir cuando una

funcion f es un sistema dindmico monomial sobre un cuerpo finito F,.

Definicién 2.10. Sea I, un cuerpo finito y m,n € N. El conjunto

g;n

m

(Fq) :=A{f :F — F} tal que existe A € Mpym(Ey) : fi(z) = af™ .. xpm}

es llamado el conjunto de funciones n-dimensional en m variables.

Si m=n tenemos el conjunto de todos los sistemas dindmicos monomiales sobre IF,.
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Note: Considerando el mapeo ¢ : A, (E,) — F(F,), tal que ¥(A);(x) =

n

a1

i .. x%n para ¢ = 1,...,n vemos que ¢ es una biyeccion y por tanto .4,y (E,)

y F(F,) tienen la misma cardinalidad.

A continuacién vamos asociar a f dos funciones, llamadas el soporte de f deno-
tado por T'(F) y el log de f denotado por L(f), el comportamiento de esas funciones

nos brindaré criterios necesarios para determinar si f es un sistema de punto fijo.

2.3.1. La funcién Log L(f)

Vamos a considerar los elementos a = (a4, ...,a,) € F"

q» Cuyas entradas no

son nulas, es decir, a; # 0. Puesto que I, es un cuerpo, tales entradas la podemos
escribir como una potencia de un elemento no nulo de IF,.

Consideremos que | F, |> 2. Entonces existe un generador A # 1 en [, tal que
Fr=TF, — {0} =< A >={\° X', ..., A%}, Ahora para a = (a4, ...,a,) € Fy, con
a; € F} escribimos a; = A* para a; € Z,_1, donde Z, 1 es el anillo de enteros
modulo ¢ — 1.

Por tanto f(a) = f(a1,...,a,) = f(A, ..., A%) = (NP1, ..., \Bn),

A continuacion definimos la transformacion lineal L(f) llamada el Log de f, que

dependera de las componentes f;.

Definicion 2.11. Sea f = (f1,...,fa) : F} — F7, donde f; = 7" a5 - a5in.

n

Definimos el log de f como la transformacion lineal L(f) = [e;;] : 23 — 77,
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Ejemplo 2.3.1. Sea [ = (zy* z) : F2 — F3, su estado fase se puede observar en la
figura 2-11. El log de f viene dada por L(f) = (z,z) : Z3 — 73 el cual es un sistema

de punto fijo como se ve en 2-12

bbda

Figura 2-11: Estado fase del SDM f = (xy?, ) : F? — 2

hd

Figura 2-12: Estado fase del SDL L(f L 13— 13

Observacion: Consideremos L = [¢;;] como la matriz de la transformacion
lineal L(f), entonces para p > 1, la matriz LP sera la matriz cuya (i, j)-entrada

corresponde al exponente de z;, donde x; divide a f7, con f? = (f7,..., fF).

Ejemplo 2.3.2. Sea f = (xy?*,x) como en el ejemplo anterior, tenemos que

2= (2% 2y?) y

Por tanto la entrada (1,2) en L? es 2 y es el exponente de la variable y, donde

i :x3y2.
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Corolario 2.7. Si f es un sistema de punto fijo, entonces L(f) es un sistema de

punto fijo.

n

Demostracion: Sea o € Z7_,, suponga que L'(f)(a) = a, entonces L'(a) = cv.

Sea A un generador para I}, (¢ > 2) entonces para a € [} tenemos que a =
(Aot oo xen) vy fi(a) = (AP ... M%), Concluimos que L'(a) = 3. Puesto que

L'(a) = a, f'(a) = a ya que f es un SPF, tenemos entonces que ¢ = 1. a

2.3.2. La funcién Soporte T'(f)

Vamos a definir una relacion de equivalencia en IFy. Esta relacion de equivalencia
particiona [y en clases de equivalencia las cuales dos elementos son equivalentes si

tienen los mismos indices con entradas no nulas respectivamente.

Definicion 2.12. Sea a = (a1, .., a,) € F, definimos el soporte de a como

Vo = (Vays .-y Va,), donde vy, =0 si a; =0 yv,, =1 si a; > 0.

Para a y b en I}, decimos que a es equivalente a b, si v, = vp. Es facil ver
que esta relacion es una relacion de equivalencia. El soporte de los elementos de Fy

juegan un papel importante para determinar si f es un sistema de punto fijo.

Definicién 2.13. Sea f = (f1,..., fa) : F} — Fy un SDM. f; = x{"25* -~ apin

n

definimos el soporte de f como:

T(f)="(91,---,9n) : Fy — F3 con

g = x({ilxgw .. xim
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Ejemplo 2.3.3. Sea f = (x129,73) : F2 — F2. El soporte de f viene dado por

T(f) = (w129, 22) : F2 — 3, su estado fase se muestra en la figura 2-14.

Y b

Figura 2-13: Estado fase de f = (7129, 23) : F2 — 2

GO G G
(00

Figura 2-14: Estado fase de T'(f) = (z122, 22) : F% — F3

El proximo resultado establece que si f es un sistema de punto fijo entonces el

soporte T'(f) también es un sistema de punto fijo.

Corolario 2.8. Si f es un SPF entonces T(f) es un SPF.

Demostracion: Observe que los soportes de 1=(1,...,1) y 0=(0,...,0) son
puntos fijos. Probaremos que no hay ciclos entre los elementos de la forma v, tal
que a € Fy —{(1,...,1),(0,...,0)}.

Si T*(f)(ve) = va, entonces T(f)(vy) y v, tienen los mismos indices con entradas
no nulas, lo cual implicaria que f*(v,) = v,. Como f es un sistema de punto fijo
tenemos que t = 1, por consiguiente los tnicos ciclos que aparecen en el estado fase

de T'(f) tienen longitud 1. O
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El siguiente resultado nos permitira caracterizar los sistemas de punto fijo para
f € ZF,) sobre cualquier cuerpo finito y cualquier dimension. Para mas informa-

cion ver [1]

Teorema 2.6. Sea f € F#(F,). Entonces f es un sistema de punto fijo si y solo si

T(f) y L(f) son sistemas de punto fijo.

Estamos interesados en caracterizar una clase especial de sistemas dinamicos

monomiales que se usaran en el capitulo 3 para desarrollar la teoria de control.

Definicion 2.14. Sea f € Z(F,). Decimos que f es un sistema dindmico tridn-

gular si tiene alguna de las siguientes dos formas:

=117 i=12..n (2.2)
j=1
é
f=1l=7 i=12....n (2.3)
Jj=t

donde a;; € IE,.

Definicion 2.15. Sea g un nimero primo. Decimos que q es un numero de Carmichael

si se puede expresar de la siguiente forma:

q=pip2...pr+1

donde p;’s son primos distintos.
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Ejemplo 2.3.4. Algunos ejemplos de primos de Carmichael son los siguientes:
T=2x3+1

11=2x5+1

31=2x3x5+1

43 =2x3x7+1

El siguiente teorema nos brinda informacién para saber cuando un sistema

triangular es de punto fijo si ¢ es un primo de Carmichael.

Teorema 2.7. Sea f € Z(F,) un sistema triangular A = [a;;] su matriz co-
rrespondiente, ¢ un primo de Carmichael. Si Y a; = 1, entonces f es un sistema
tridngular de punto fijo.

Demostracion: Consideremos el caso 2.1 ya que el otro se demuestra de forma

analoga. Luego tenemos que f = (fi, fo,..., fn) tiene la siguiente expresion:
i—1
fi=m oy fi=]]=", i=2....n (2.4)
j=1

La booleanizacion T'(f) = (g1, go, - - -, gn) de f viene dada por:

g1=T1Y g = H;;llx;)”, parai=2,...,n,donde b;; =1, si a;; # 0y b;; =0,

si a;; = 0. Puede ocurrir que g; = 1 para todo i # 1, en este caso T(f) =
(x1,1,1,...,1) y claramente es un sistema de punto fijo con dos componentes en su
estado fase y dos puntos fijo (0,1,1,...,1)y (1,1,1,...,1). Si para algin i g; # 0, de
acuerdo a 2.4, T(f) es sistema tridngular booleano y por corolario 2.4 es un sistema

de punto fijo.

Ahora consideremos la linealizacion L(f) = (hy, ha, ..., h,) de f, la cual viene
dada por:
i1
hy=x y hl-:Zcijxj para 1=2,3,...,n (2.5)

J=1
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donde ¢;; = a;;mod(q—1). Como ¢ = p1ps ... pr+ 1 un prodcuto de primos distintos,
tenemos que Z7 | = @le Z,,,, por el teorema 2.2 se tiene que S(L(f)) = S(m) x
S(mg) x + -+ x S(m,) donde 7; son las proyecciones lineales en cada Zj . Luego de
acuerdo a 2.5 tenemo que cada polinomio minimal en las proyecciones lineales 7; :
Ly — 7. es de la forma z7(1 — x), aplicando el corolario 2.6 cada 7; es un sistema

de punto fijo, asi que L(f) es sistema dindmico lineal de punto fijo. Finalmente por

el teorema 2.4 f es un sistema de punto fijo. a

Ejemplo 2.3.5. Consideremos el siquiente sistema dinamico monomial con ¢ = 3 =
241, un primo de Carmichael. Sea f = (z, 2% xy?) € F3(F3). Claramente f cumple

con las condiciones del teorema anterior, por tanto es un sistema de punto fijo, como

se ve en la figura 2-15

(o) (2) () () (02) Coan) (o) (022 Cron) Con) (202) DIDID
OIOIDIOIOIIDIOIOID,
) ()

Figura 2-15: Estado fase de f = (z,2% zy*) € Z3(F3)




Capitulo 3
SISTEMA DE CONTROL MONOMIAL SOBRE
CUERPOS FINITOS

El aspecto méas importante de un sistema de control es conocer su dinamica,
es decir, como se comporta la senal de salida frente a una variacién de la senal de
entrada. Un conocimiento preciso de la relacion entrada-salida permite predecir la
respuesta del sistema y seleccionar la acciéon de control adecuada para mejorarla.
Con el proposito de garantizar la estabilidad de tales sistemas es natural preguntarse
por los criterios acerca de la existencia de un control de retroalimentaciéon adecuado
y como este control puede ser elegido. En este capitulo desarrollaremos una teoria
de control para los sistemas dinamicos monomiales sobre cuerpos finitos. Esto es,
una funcién que consiste de variables de estado dada por los eventos que estamos
modelando y las variables de control dadas por la funcién retroalimentadora. De
alguna forma queremos manipular el comportamiento de ciertos sistemas dinamicos,
mas especificamente cuando pueden llegar a un sistema de punto fijo. Puesto que
no sabemos si podemos manipular un sistema dinamico en general tal que sea de
punto fijo, desarrollaremos criterios para determinar cuando esto es posible, es decir,

cuando podemos .*tabilizariin sistema de control monomial.

3.1. Teoria de Control
En esta seccion definiremos los conceptos de control y de estabilidad en los

sistemas dindmicos discretos.

28
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Definicion 3.1. Sea Iy un cuerpo finito. La funcion f:Fy x F" — Ty es un sis-

tema de control, donde f = (fi,..., fn), fi € Fylr1, .., 2p,u1, ..., Uy). El conjunto
{z1,...,2,} son las variables de estado y el conjunto {uy,...,uy,} son las variables
de control.

Cuando modelamos una red reguladora de genes, podemos asociar el 7-esimo gen
con la 7-esima funcién coordenada f;. Donde cada f; puede ser expresado en términos
de la variables de estado y ademéas también podemos expresarlas en términos de las
variables de control, que pueden ser sustituidas por cualquier variable de estado. Por

consiguiente controlamos de alguna forma el comportamiento de f.

Definicion 3.2. Sea f : Fy x F' — Fy un sistema de control. Decimos que f es
estabilizable si existe una funcion g : Fy — Fy x FJ, llamada retroalimentador de
control, tal que h:= fog: Ty — Fy, es un sistema de punto fijo.

3.2. Sistema de Control Monomial

Definicién 3.3. Sea F, un cuerpo finito. n € N y m € Ny, la funcion
[Fy xFl—Fy
es llamado un sistema de control monomial sobre I, si para cadai € {1,...,n}

- Ein o Gl a;
iz, oy u, . Uy = 2

donde €;5, a;, € E, ={0,1,...,g—1} con1<i,j<nyl<k<m.
Decimos que f es estabilizable si existe una funcion g € #(F,), llamada
controlador de retroalimentacion tal que h = f o g € .#”(F,) es un sistema de

punto fijo.
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Fy x ]Fm Fy

|

L

Cuando un sistema de control es estabilizable, la funcién retroalimentadora no

necesariamente es tunica, como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.1. Sea f : F3 x F2 — F3, f(z,y,2,u,v) = (z2%u?v, zy*u, zyv?). f es
estabilizable ya que existe g € F2(F3), g(z,y, 2) = (2?y?*2%, wy2?) tal que h := fog =
(y?2%,y2%, 2), es un sistema de punto fijo como se pude ver en la figura 3-1. Pero

de igual forma existe g(x,y, z) = (x2?, 2%yz) tal que h = fog = (yz, v*y*2% 2%2?)

es de punto fijo como se aprecia en la figura 3-2

Figura 3-1: h = f o g = (y*2?%,y2?%,2)

Figura 3-2: h = f o g = (2?yz, v%y?2%, 2%2?)



31

Queremos que h sea un sistema dindmico monomial con el fin de poder aplicar
la teorfa del capitulo 2, para esto, consideraremos g como una funcién monomial.
Una forma de buscar condiciones necesaria y suficientes para la estabilidad de f, es
permitiendo que la funcion retroalimentadora g sea tal que h = f o g sea un sistema
monomial tridngular de punto fijo. Estos nos permitira verificar facilmente cuando

h es un sistema de punto fijo.

Definicion 3.4. Sea f : Fy x F' — F} un sistema de control. Decimos que f es
“débilmente estabilizable” si existe una funcion g : Fy — Fy x T, la funcion
retroalimentadora, tal que h = fog: Fj — Y, es un sistema triangular de punto

q )
fijo.

Ejemplo 3.2.2. Sea [ = (ziudug, vir3uiujul) : F2 x Fi — F2 un SCMF. f es un
sistema débilmente estabilizable ya que existe g = (z1, 2323, x319) : Fi — F3 tal que
h:=fog= (23 19): F2 — 2 es un sistema triangular de punto fijo, que se puede

verificar facilmente usando el teorema 2.5.

(i () () () (o () (o) () () () () () (2 () () () (0] () () ()
() () () () )
Figura 3-3: Estado fase de h := f o g = (23,19) € Z2(F5)

Para facilitar el problema de encontrar condiciones necesarias para la esta-
bilidad de f, expresaremos los exponentes en forma matricial, esto nos permitira
identificar las variables de control y las variables de estado. Notaremos los expo-

nentes de las variables de estado con € y con A las variables de control. Dado
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— €11 €1 ail al Enl £ an1 Q ] 3
f= (@i agrul . al xSyt L ufm) un sistema de control monomi-

al tenemos que:

€11 c. E1n
€21 . Ean
€= (3.1)
Eni ce Enn
y
aiq Ce A1m
a921 .. aom,
A= (3.2)
(075} Ce Ay,
De igual forma a la funcion retroalimentadora g = (25" ...x% ... a{mt . g0mn)
Fy — I, denotamos como ¢ su matriz de exponentes.
o1 d1n
021 da2n
0= (3.3)
5m1 5mn
C d lcul laf i6n h = _ (b1 bin ,.b21 ban bn1 bnn
uando calculamos la funcion h = fog = (x7" ... a)m o w2 o Mt o),

donde b;; = Z’,:”:l a0k +€i; su matriz de exponente queda expresada de la siguiente

forma
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oy Q2kOk1 + €21 .. ™ AokOn + Eon
ZZIZI ank6k1 + Ent .. Z;nzl ankékn + Enn

Esto nos facilitara encontrar un d apropiado tal que la expresiéon 3.4 corresponda
a un sistema dinamico de punto fijo.

El siguiente teorema nos brinda una condicién necesaria para que f sea “dé-
bilmente estabilizable”, en el caso que n = m, y ademas nos provee una forma

de encontrar la funcién retroalimentadora.

Teorema 3.1. Sea [ : Fy X Fyy — Ty un sistema de control monomial sobre IFy. S
la matriz A correspondiente a la variable de control es tal que determinante de A es
una unidad en Zq—1. Entonces [ es débilmente estabilizable y existe g : Fy — " con
matriz correspondiente dada por § = A=Y (A\—¢), donde \ es la matriz correpondiente
a un sistema tridngular de punto fijo como en 2.4 y € la matriz correspondiente a la
funcion f(x1,22,...,2n,1,...,1) tal que, h :== f o g es un sistema de punto fijo.

Demostracion: Consideremos la ecuacién matricial:
Ab+e= )\ (3.5)

Donde A es la matriz correspondiente a 2.4, luego Ad = A —¢, puesto que detA € I,
existe A7, con lo que obtenemos que § = A71(\ — ¢) la matriz correspondiente a
la funcion retroalimentadora g, tal que f o g es un sistema triangular de punto fijo.

O

Observacion: En el teorema anterior cuando f es débilmente estabilizable,

existe mas de una funcién retroalimentadora, puesto que esta depende de la matriz
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A que escojamos, correspondiente a un sistema triangular de punto fijo que tiene la

forma que aparece en 2.3.

Ejemplo 3.2.3. Sea [ = (vyziziuiuius, xdriugu, v2xiziudusus) : F3 x F3 — F32 un

SCM. Tenemos que:
2 31

Al=11 0 2/=3

31 4

luego f es débilmente estabilizable, para encontrar la funcion retroalimentadora tomamos

h = (x1, 2], 2323), (un sistema tridangular de punto fijo) obtenemos que

6 5 4

i=A"A-e)=]10 3

6 2 0
donde X\ es la matriz correspondiente de h. Por tanto g = (25x5x4, 123 2823). De
acuerdo a la figura 3—4 podemos ver que f(xy,x2,x3,1,1,1) no es un sistema de
punto fijo. En fecto consideraremos la linealizacion L(f) = (x1+2xo + x3, 229, 2271) :
73 — 73, caclulando su polinomio minimal obtenemos (x+1)3, aplicando el teorema
2.5 L(f) no es un sistema de punto fijo, luego por teorema 2.6 f(xy, 9, 23,1,1,1) =

4 5.3 2.3 6

(my23523, 523, 23231S) no es un sistema de punto fijo, esto es un ejemplo claro de

como se puede estabilizar f.

Puesto que estamos interesados en buscar una matriz § de orden m x n que
satisfaga la ecuacion 3.5, este problema lo podemos llevar a encontrar soluciones de
un sistemas de ecuaciones lineales; ya que obtenemos un sistema de m-ecuaciones

lineales con m incognitas (variables de control).
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Figura 3-4: Estado fase de L(f) = (x1 + 2x9 + x3, 229, 2x1)

Queremos que la matriz 3.4 corresponda a un sistema triangular de punto fijo.
Para esto analizaremos el siguiente caso n < m (el caso n = m lo vimos en el teorema
3.1).

Nuestro objetivo es que la aplicacion lineal Ad + ¢ : Z7 | — Z; , induzca la

siguiente matriz:

0 A2 -+ Ay
0 0 - oy
A= ’
0 O 1
Luego:
—€11 M2 —€12 Al — €
—€21 —E€22 o Aoy — E2p

Ad =

—€nl —En2 T 11— Enn
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De lo anterior obtenemos n sistemas de ecuaciones lineales que contienen mn

incognitas que son las entradas de la matriz 9.

a11011 + a12021 + -+ - + A1m0m1 = —E11

a11012 + 12022 + - -+ + A1Om2 = A2 — €12

a1101n, + 1202y, + -+ + A1 Omn = Ain — €1n

21011 + G22021 + - -+ + A2mOm1 = —€21

21012 + G22022 4+ + + + A2 Om2 = —€22

(3.6)
2101 + Q22020 + *+* + A2mOmn = A2n — €2n
Un1011 + Gp20o1 + *+* + QO = —En1
Un1012 + Gp2022 + ++* + QpmOma = —Ep2
anléln + an252n +e 4+ anm(smn =1- Enn
Ahora 3.6 lo podemos representar por la siguiente ecuacion:
AX =B (3.7)

donde:
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A=
ail a12 e A1m 0 0o --- 0 0 0 0 0 0 0
0 o --- 0 ail aig - A1m 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 aill a12 A1m 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ail a2 A1m
a1 a99 e aA2m 0 0 e 0 0 0 0 0 0 O
0 o --- 0 a21 agg v a2m 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 a1 a22 agm 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 a21 a2 a2m
Uni Gnz -+ Qgm0 0 - 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -- 0 Gpni Gnz ++ Gum 0 0 0 0 0 0
0 0 - 0o 0 0 -- 0 Gni  Gno Anm 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 Gnl  Gn2 Anm

F1 F2

F3

es una matriz cuadrada de orden mn x mn y cada F; son matrices de orden

(mn —n?) xm

mnxXmn
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—€11
A2 — €12
o
021
/\1n51n
—€21
6m1
€22
012
022
Aon, — E2p
5m2
—&nl
—En2
5171
52n
1—¢eun
0
6mn
0

Ahora el sistema 3.7 tiene una tnica solucion si det(A) € Z;_,, donde Z; ;| es
el conjunto de los elementos invertibles en Z,_;. Como podemos ver en el siguiente

teorema(ver [5]).

Teorema 3.2. (Regla de Cramer) Sea A € Myxn(Zy-1), con detA € Z;_,. Entonces
para cualquier B = (by, by, ..., b,)" € 2y, la ecuacion AX = B tiene una inica

solucion: n = (Y1, Ya, - -, Yn)" donde:

aix 0 A15-1 by a1j41 -+ Qip

y; = (det(A))det

Qp1 ++ QGpj—1 bn Qpj4+1  *++ Qpnp
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para todo j =1,2,...,n.
Demostracion: Sea & = (y1,...,Yn)", con y; definido como arriba. Usando la

expansion de Laplace, tenemos que:

ay; 0 Ari-1 by aij+1 - Qin
det(A)y; = det
Qp1 - Qpj—1 bn Qpj+1 " Qnn (38)
= Z bz COfZ‘j(A)
i=1
Por consiguiente,
(0 > iy bi cofin (A)
det(A) | + | = : = adj(A)B (3.9)
Yn Z?:l bi cotyy, (A)
Puesto que det(A)l, = adj(A)A, la ecuacion 3.9 implica que
adj(A)A¢ = adj(A)B (3.10)

Ya que adj()\) es una matriz invertible (con inversa (det(A))~'A), la ecuacion 3.10
implica que A{ = B.

Suponga que &’ es otra solucion para AX = B. Entonces A’ = A = B implica
que A(§ — &) = 0. Como A es invertible, ' = £. Asi que £ es la tnica solucion para

AX = B.
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Como consencuencia de este teorema obtenemos el siguiente resultado.
Corolario 3.1. Si existen las matrices Fy, Fy, ..., F,, tal que det(A) € Loy, €n-

tonces f es débilmente estabilizable.

Ejemplo 3.2.4. Sea f = (zv?v, xy?uv?w?) : F3 x F3 — F3, un SCM veamos que f es
débilmente estabilizable. En efecto consideremos las matrices de control y de estado

respectivamente sobre Zi:

(@]
(@]
(e
[\]
—
o o O

detA =1



Resolviendo con:

1 1
1 1
11
1 1
B = , obtenemos que: X = luego 6=11 1
1 1
10
1 1
0 0

Con lo cual la funcion retroalimentadora viende dada por

g = (xy,zy, )

Figura 3-5: Estado fase de h = f o g = (2%y, 2%y)

41



Capitulo 4
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

4.1. Conclusiones

En este trabajo se aporta una soluciéon parcial al problema de como determinar
si algin sistema de control monomial es estabilizable. Para esto decidimos trabajar
en los cuerpos finitos Fy, donde ¢ = pips...ps + 1, es un primo de Carmichael.
Esto permitiria que al linealizar f € .Z#(IF,), tendriamos que el SDL L(f) sobre el

n

anillo conmutativo Zg_; es isomorfo a la suma directa @2:1 Z,., y por resultados

Pj>
visto en la seccion 2.2 S(L(f)) = S(m) x S(m) x - -+ x S(7), donde cada 7; es una
proyeccion lineal sobre el cuerpo finito Ly, de esta forma aplicando los resultados
en [4] para sistemas dindmicos lineales sobre cuerpos finitos podiamos probar si las
proyecciones lineales 7; son sistemas lineales de punto fijo y asi determinar si L(f) es
un sistema de punto fijo. Esto facilitaria caracterizar una clase especial de sistemas
dindmicos monomiales los cuales llamamos sistemas dindmicos tridngulares. Que
juegan un papel importante en el concepto de los sistemas de control “débilmente
estabilizable”, que es el tema central de este trabajo.

Los criterios que se establecieron para determinar sin un sistema de control es
débilmente estabilizable, no alcanzan a garantizar de todo su estabilidad, pues como
veremos en el siguiente ejemplo existen sistema de control que no son débilmente

estabilizable pero sin embargo son estables.

42
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Ejemplo 4.1.1. Consideremos el siguiente SDCM f = (z*yuv, ry*uv) : F3 — F3,

este sistema de control no es “débilmente estabilizable”. Sea A = la matriz
1 1

correspondiente a la variables de control, el det(A) = 0. Luego no existe una funcion
retroalimentadora g tal que f o g sea un sistema triangular de punto fijo. Esto no
quiere decir que f no sea estabilizable. En efecto existe una funcion monomial ¢ =
(xy?, xy) € FE(F3), tal que f oo = (xy,y?) es un sistema dindmico de punto fijo

pero no es tridngular. Su estado fase se puede observar en la figura 4—1.

8 Hdds

Figura 4-1: Estado fase de f o ¢ = (zy,y?) € Z2(IF3)

El aporte mas valioso lo encontramos en el teorema 3.2, el cual nos brinda
condiciones suficientes y necesaria para que un sistema de control sea “débilmente
estabilizable”. Ademas provee informacién de como hallar la funcién retroalimenta-

dora En el siguiente ejemplo vemos una aplicacion 1til de este teorema.

Ejemplo 4.1.2. Sea f = (xuduy, v3y*uduiul) : F2 x Fi — F2 un SDCM. Consider-
emos el SDMPF h = (y3,y) € Z2(Fs) el cual es un sistema tridangular. Utilizando

las representaciones matriciales de las variables de control y de estado tenemos:

210 10 0 3
3 4 2 3 2 01

donde A es la matriz de los exponentes de la varible de control, € la matriz de

variables de estado y B la matriz correspondiente al sistema tridangular de punto
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fijo h. Calculando el rango de la matriz aumentada A, obtenemos que rank(A) =
rank(AB=1) = rank(AB=2)2) = 2. Por teorema 3.2 tenemo que f es débilmente
estabilizable. Ahora hallemos las funcion retroalimentadora g € F3(F5), para esto
sea § = (0;j)3x2 la matriz correspondienta a g. Resolviendo el sistema, vemos que se
puede expresar como 3 — 2 variables desconocidas, es decir, en términos de una sola

variable. De la expresion 3.5 se tiene que:

AS, = (B —e), (4.1)

Aby = (B — &)y (4.2)

donde 61 y 09 son las columnas de la matriz 6. Con lo cual obtenemos las

stguientes ecuaciones:

091 4 3
= + 1
031 3 0
Yy
(522 3
- + (512
039 1 0

haciendo 011 = 1 y 012 = 0, obtenemos:

1 0
o=1[2 3
31
Por tanto g = (x,2%y3, 2%y) y satisface que fog = (y>,y) es un SDMPF, como se
aprecia en la figura 4-2.
Un resultado un poco mas general que podria ayudarnos a encontrar la funciéon
retroalimentadora, es una variante del teorema 3.1, cuando m < n, aunque esto es

simplemente una conjetura. El siguiente ejemplo explica lo antes mencionado
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@@@@@@@@@@@@@
(1) () (=)
Figura 4-2: Estado fase de fo g = (v°,y) € Z4(F5)

Ejemplo 4.1.3. Sea f = (xz*vu*v, xyu, xyv?) : F3 x F2 — Fi. Tenemos que

2 1 10 2 0 2 1
A=11 0 e=112 0 B=10 01
0 2 0 1 1 000

B es la matriz correspondiente a un sistema tridngular de punto fijo. Ahora de
la ecuacion Ad + e = B, obtenemos una expresion andloga con matrices cuadradas,
es decir A*6* + e = B, donde A* se obtiene de A agregando la columna (0 0 1)" y

0* es la matriz cuadrada de orden n X n, es decir tenemos la siguiente ecuacion:

210 0 2 1 1 0 2
A=11 0 0]l =10 0 1|—11 2 0
0 2 1 000 011

Ahora el det(A*) = 2, por tanto existe (A*)™!, resolviendo queda:

1 0 2
=121 1
2.2 0

ahora removiendo la ultima fila tenemos que

6:
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Con lo que obtenemos la funcidén retroalimentadora g = (x2*, 2%yz) € F2(F3), que
satisface que f o g = (x?yz,x%y?2%, y?z) es un sistema de punto fijo que se observa

en la figura 4—3. Note que f o g no es un sistema tridngular.

Figura 4-3: Estado fase de f o g = (2%yz, 2%y?*2%,y*2) € #3(F5) un SDPF

Con la establecemos la siguiente conjetura

Conjetura: Sea f : Fy x Fy' — [y un sistema de control monomial, con
n > m. Si el det(A*) # 0, donde A* es la matriz cuadrada obtenida de A agregando
n —m vetores k; = (00 ...1...0) parai = 1,...,n —m y 1 se encuentra en la
i-esima posicion. Entonces f es estabilizable y de la ecuaciéon matricial A*6* + ¢ =
B, obtenemos la funcién retroalimentadora removiendo de 6* sus n — m ultimas

columnas.
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4.2. Trabajos Futuros

Los métodos y criterios establecidos en este trabajo se quedan corto para
cualquier cuerpo finito arbirtrario, por lo que es necesario desarrollar criterios mas
generales que garanticen si algunos sistema de control monomial se pueden estabi-
lizar o no. Algunos de los trabajos futuros que estamos considerando es:

Demostrar la anterior conjetura o verificar para que casos se cumple.

Generalizar los resultados a cualquier cuerpo finito.

Encontras criterios para determinar cuando un sistema lineal sobre un anillo con-
mutativo es de punto fijo.

Establecer mas condiciones suficientes y necesarias que nos permitan verificar si

un sistema dindmico monomial, es de punto fijo.
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