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ABSTRACT

Inverse problems are generally ill-conditioned pealis. One of the methods used to solve
this problem is Tikhonov regularization, giving gboesults as long as the regularizing

parameter chosen is adequate.

We propose an iterative method, called the methbdeexperimentation, which uses
regularization without having to search for an wgti regularizing parameter using
traditional methods, since in each iteration, tlparameter is determined by the
characteristics inherent to the problem (Jacobiad &lessian of the function to be
minimized). Initial data are used to obtain a fiegiproximation of the solution, then
adjusting the control parameter and generatingva exeriment with new data. The new

problem generated is expected to be better conéitichan the last.

We apply the method of re-experimentation to a raeal system consisting of two masses

and three springs, using the natural frequency tdaa@proximate parameters of the problem.



RESUMEN

Los problemas inversos son generalmente problerabsandicionados. Uno de los métodos
utilizados para remediar este problema, es la aeigaction de Tikhonov, que permite
obtener buenos resultados siempre y cuando el p&amegularizador elegido sea el
adecuado.

Planteamos un método iterativo, denominadétodo de reexperimentacidmue usa
regularizacion sin tener que buscar un pardmetgolagzador Optimo usando métodos
tradicionales, ya que, en cada iteracion, estenpetré se determina con las caracteristicas
inherentes al problema (jacobiano y hessiano denleion a minimizar). Se usan los datos
iniciales para obtener una primera aproximaciotadslucion; luego se ajusta el parametro
de control y se genera un nuevo experimento conasudatos. El problema originado se
espera que sea mejor condicionado que el anterior.

Aplicaremos el método de reexperimentacion a uterss mecanico conformado por dos
masas y tres resortes, usando las frecuenciaslet@womo datos para aproximar parametros

del problema.
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1 INTRODUCCION

Una modalidad de los llamados “Problemas Inverses’cuando obtenemos valores de
parametros de un modelo usando datos observaddgs Fpsoblemas presentan una
caracteristica intrinseca que se denomina “mal tpties “mal condicionado”, que es

independiente de los métodos de solucion. Paradiamge alguna forma este problema, se

hace uso de métodos de regularizacion, como papépda regularizacion de Tikhonov.

Usualmente un problema inverso se puede reforroalaon un problema de optimizacion, en
el que haciendo uso de alguna norma, se definéuacen objetivo que posteriormente sera

minimizada.

El problema inverso contrasta con el problema thredonde se predicen los datos a partir de
los parametros y de un modelo. Usualmente, resalvg@roblema inverso es mas dificil que

resolver su correspondiente problema directo.



1.1 Motivacion

Los problemas inversos estan presentes en muclbtepras de la vida real, como por

ejemplo en problemas de ingenieria, geofisica, cialiindustria, etc.

Es interesante ver su aplicacién en el campo dela@nica al trabajar con sistemas de masas
y resortes donde surgen algunas interrogantes ¢gamdmo se deforma un resorte cuando le
aplicamos una fuerza?, ¢qué hace que un resortgdifeseente de otro?, ¢cémo cambia el
periodo de oscilacion de una masa, sujeta a umeesd aumentar el valor de la masa?,
¢podremos determinar las constantes de rigidezrta da las frecuencias naturales del

sistema?

En [1], Herndndez Correa aborda el problema detiftd=Tion de un sistema lineal, el cual
resultd6 ser un problema inverso, mal condicionad. propone un método de
reexperimentacion, haciendo uso de la regularinad® Tikhonov, para generar mejores
datos para realizar la identificacion de los sistenkEsta heuristica de reexperimentacion le
permite recuperar kernels mas precisos con ciadapendencia de los datos con los que
inicia la iteracion y reduciendo también de cidalana la dependencia con el pardmetro de

regularizacion.

Esto nos motiva a usar esta técnica de reexpertiént para el caso no lineal, de un

sistema de masas y resortes, en el que buscamgeraclos parametros del sistema como



funcion de sus frecuencias naturales; esperandtogquesultados obtenidos sean tan buenos

como para el caso lineal.

1.2 Resumen de los Capitulos

En el primer capitulo se hace referencia al probleme motivo el interés de hacer este
trabajo. En el segundo capitulo se dan algunagidiefines previas, que nos ayudaran a tener
un mejor entendimiento del desarrollo de esta.t&siplanteamiento del problema esta en el
tercer capitulo. En el cuarto capitulo se mueateatgn bien funciona el método propuesto
(reexperimentacion) al hacer la recuperacion de dasmetros. Las conclusiones se

presentan en el capitulo 5.



2 PRELIMINARES

2.1 Problemas Bien Puestos

Se dice que un problema been puesto, en el sentido de Hadamard, si cumple con las
siguientes propiedades:

1. Existencia: El problema tiene solucion.

2. Unicidad: La solucion es Unica.

3. Continuidad: La solucién depende continuamente @ datos de entrada

(condicion de estabilidad).

Ejemplo 2.1

Consideremos el sistema de ecuaciones

2x+y=4
X—2y=-3

Cuya solucién ex=1, y=2; entonces vemos que el problema tiene soluciérug q
ademas es Unica. Veamos que sucede si variamagjuitgonuestros datos.

2X+y=4+¢
X-2y=-3

Este es un problema bien puesto, ya que las sokemim:1+§g , y:2+ég son

funciones continuas de los datos.



Tomemose =0.1. La solucién del sistema es=1.04, y=2.02. Como podemos ver, una

pequefia variacion en el sistema, origina tambi@npaguefa variacion en la solucion.

2.2 Problemas Mal Puestos

Los problemas que no cumplan con alguna de las prepiedades, mencionadas

anteriormente, son llamadpsoblemas mal puestos.

Ejemplo 2.2

Consideremos el sistema de ecuaciones

x+3y=8
4x+12y=10

Este sistema no tiene solucién. Por tanto, es oilggna mal puesto.

2.3 Problemas Mal Condicionados

Se dice que un problema estd mal condicionado cupedquefios cambios en los datos dan

lugar a grandes cambios en la solucion.

Ejemplo 2.3

Consideremos el sistema de ecuaciones



X+2y=6
1.05¢+ 2y = 6.2
La solucion de este sistema estd dadaxpod, y=1

Hagamos una pequefia variacion en los datos.

X+2y=6+¢
1.05x+ 2y= 6.2

Este es un problema bien puesto, en el sentido a#arard, ya que las soluciones
x=4-20, y=1+10.%¢ dependen continuamente de los datos. Sin embpegpefias
variaciones en los datos, pueden originar grandaaciones en la solucién. Por ejemplo, si
tomamose =0.1, la solucidn de este sistemaxes 2, y =2.05.

Este es un problema mal condicionado, pues comerposl observar, una ligera variacion
del 10% en los datos, ocasiona fuertes cambios elucion (variacion del 50% eny

205% eny).

NOTA: De lo anterior, se puede concluir que el hechogde un problema sea mal
condicionado no implica que éste sea mal puestambién, que un problema bien puesto

puede estar mal condicionado.

2.4 Problemas Inversos

Los problemas inversos estan presentes en muchbkepras reales, como por ejemplo: en

la medicina, al trabajar con recuperacion de imégenédicas o al querer diagnosticar una
6



enfermedad a partir de sus sintomas; en la indugiisefiar un proceso que insuma un
tiempo dado; en la quimica, tratando de encontmamréactivos que se combinaron en un

determinado compuesto; etc.

Matematicamente, consideremos el clasico modele: b. El problema de halldr a partir
dex es conocido como “problema directo”, pero el peatd de encontrar (el parametro) a

partir deb (datos observados) es conocido cdrRooblema | nverso”

2.5 Regularizacion

Se denominaegularizacion al proceso de introducir numéricamente algunarimécion
adicional sobre la solucion de un determinado @bl como cierta asuncién en la suavidad
o un limite en la norma, para remediar el mal cdndamiento del mismo. Por lo general
esta regularizacion se utiliza cuando se trabajaproblemas inversos, ya que éstos en su

mayoria son mal condicionados.

2.5.1 Regularizacién de Tikhonov

Uno de los métodos méas usados para resolver prablemal condicionados es el método de
regularizacion de Tikhonov, el cual consiste emy@azar el sistema mal condicionado

Ax=b (2.1)



por el problema de minimizacion
[Ax=t +alf’, (22)

dondex> 0 es llamado “Parametro de Regularizacion”.

La expresion (2.2) puede ser escrita como:

(Ax-b)" (Ax-B+a X > (2.3)

Y derivando la expresion (2.3), con respecto, abtenemos:

2(ATA+al)x-2( A (2.4)

Recordemos que lo que buscabamos era minimizaxpaegon (2.2), para ello una

condicién necesaria es igualar su derivada a cero.
2(AT A+al)x-2( A'b=0,
de donde:

(AA+al1,)x=Ab (2.5)

Asi, el problema original (2.1) puede ser reemmazaor (2.5). Este problema (2.5) resulta

ser bien puesto; entonces ahora podemos obtensplutaon explicita de la forma:

x=(A A+al) Ab (2.6)



Ejemplo 2.4
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

{2x+ 2y=6 27)

x+1.1y= 3.2
Este es un problema mal condicionado, ya que @rmé@tante de la matriz asociada al
sistema es 0.2 y su numero de condicion es 51&3sabluciones de este sistema g6t y
y=2.
Si aplicamos regularizacién, como en (2.3), reseligiguiente problema:

{(5+a)x+5.1y: 15.2 2.8)

51+ (5.2%a y= 15.5.
Paraa =0.5, las soluciones obtenidas sarr1.416y y=1.45Z; el determinante de la

matriz es 5.395 y su numero de condicion es 21.248 esto podemos concluir que el

problema regularizado es mejor puesto que el pmublmicial; ademas, es también mejor

condicionado. Observemos lo que sucede si hacensmpequefa variacién en los datos, en
ambos problemas:

Primero, en el problema original (2.5):

2X+2y=16
x+1.1ly=3.2+¢

Parag =0.1 las soluciones sorx=0, y=3

Ahora, hagamos lo mismo en el problema regularifads), aqui tambiémr =0.5:

(5+a)x+5.1y=15.2
51+ (5.2%a y= 15.52¢

9



Para&e =0.1 las soluciones sorx=1.32, y=1.56
Como podemos observar, una pequefia variacion denOlds datos del problema original,
causa fuertes cambios en la solucion; mientrasegt@ misma variacion en el problema

regularizado, ocasiona una pequefa variacion sollgion.

El problema aqui, es coOmo encontrar un valor éptielgparametro regularizadar. Existen
algunas técnicas para ello, como el criterio deulaa L o el criterio de la curva U, que en
este trabajo no seran discutidos. Estas técnicadmaeigurosas, mas bien son heuristicas y
ademas tienden a ser computacionalmente costa@sagaypor la cantidad de operaciones o
el tiempo que se requiera para su ejecucion. Odrzera de elegir el parametro regularizador
es hacerlo de forma arbitraria o probando distintakres, lo cual tampoco es muy

ventajoso.

Es por este motivo que, en este trabajo, presestamométodo alternativo, denominado
reexperimentacion, para resolver estos problemasondicionados, usando regularizacion,
pero sin tener que preocuparnos en elegir un pammegularizador adecuado usando

métodos tradicionales.
2.6 Reexperimentacion
El método de reexperimentacion que presentamossistenen repetir el experimento

numérico un determinado nimero de iteracionesal@stener las aproximaciones deseadas,
10



generandose en cada iteracion un nuevo experingeiiese espera sea mejor condicionado

gue el anterior.

Aproximacion de
Datos del Se | [Experimento |Regularizaciény las soluciones.
Problema realiza ™ virtual "| Nuevo parametrd
de control.

n estos
DS valores

A 4
Se genera un
Se realun nuevo experimento nuevo problema
gue requiere
datos nuevos.

Fig 2.1Esquema general de reexperimentacion.

2.7 Sistema Mecanico

Un sistema mecanico es un conjunto de elementesioehdos entre si, que permiten
producir, transmitir, regular o modificar un movenio. Cada uno de estos elementos

cumple una funcion especifica dentro del sistema.

11



2.8 Ley de Hooke

Cuando un resorte es deformado (estirado o congwimnéste ejerce una fuerga(Opuesta a
la deformacion. Esta fuerza es directamente propuata la magnitudd) de la deformacion
del resorte. Matematicamente, la Ley de Hooke geesa mediante la ecuacién=—kx,

dondek es llamada “constante de elasticidad”.

Observacion: Los resortes que consideraremos en este trabagm, sesortes de Hooke.

2.9 Leyes de Newton

* Primera Ley Conocida también como ley de inercia. “Todo cagsprmanece en
reposo o velocidad uniforme en linea recta a meguneshaya una fuerza que actué
sobre él y lo obligue a cambiar de estado”.

e Segunda LeyPrincipio fundamental de la mecéanica. “La fueapdicada sobre un
cuerpo es directamente proporcional a su aceleradfatematicamenteF = ma,
donde la masarh”, es la constante de proporcionalidad.

e Tercera LeyPrincipio de accion-reaccion. “si un cuerpo Aregeuna accion sobre

otro cuerpo B, éste realiza sobre A otra accioaligaro en sentido opuesto”

12



3 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este trabajo consideraremos un sistema mecémndormado por dos masasy(y m,) y

tres resortesi(, k, y k;). Los resortes de los extremos, estan sujetos sajrtes.

keq ke, ke

Seax el desplazamiento horizontal de la primera malsdive a su posicion de equilibrio y

seay el desplazamiento horizontal correspondientesadpminda masa.

Haciendo uso de la ley de Hooke y de la segundadéeWNewton, podemos escribir el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

{MX'=—KX+ k( ¥~ X

my=k(xy-ky oD

De donde:
Xll = _(k1+ kz) X+ﬁ y
m m
y" :ﬁx_ (kZ + k3) y
m, m,

13



Escribiendo esto en forma matricial

_ktk) Kk
G 8 il
y k, _(k+ky) [\

m, m,

Las soluciones que buscamos son de la forma:

(o

Asi,
_(ktk) k
_ ofa)_ X" m m a
7 (bj_(y"j‘ Ktk (bj
m, m

Reduciendo nuestro sistema (3.1) a un problematdealores:

_(k+k) K
y a) _ m m a
b) |k _(k*k) b
m, m,
Donde: g, =,/-A ,i=1,2, son llamadas las frecuencias naturales del sistes, i =1,2,

son los autovalores.

14



Trabajamos con los autovalores (frecuencias nas)apues es bien sabido que ellos nos
brindan informacién del sistema. Por ejemplo, Mddc en su articulo “Can One Hear the
Shape of a Drum?” [11] utiliza las frecuencias @ \libraciones de un tambor para intentar
determinar su forma. Los problemas tratados enbsd de Gladwell [3] se basan en el
analisis de los autovalores. McLaughlin y Portndly fambién basan su trabajo en el estudio

de autovalores.

_(ktk) Kk
Sea A= m , entonces tenemos quﬁ[a]=A(aJ; donde los
K _(k+ky) b b
m, m

autovalores satisfacen la ecuacidet( A~ A1) = 0, dondd es la matriz identidad.

De aqui obtenemos el siguiente problema:

W'k,m):f”(rm(kﬁ )+ m( k+ lg)]+k1k2+k1k3+ kk_o (32
mm, m ’

cuyas soluciones son los autovaloy A, .

Asumiendo que estos autovalores son conocidos,afooa un sistema no lineal de dos
ecuaciones para encontigry k, 6 m y m,. Este es nuestro problema no lineal de interés.

15



El hecho de tratar de recuperar las constanteestates 6 las constantes de masas por
separado y no tratar de recuperarlas al mismo tesgpdebe a la existencia de sistemas
isoespectrales [3]. Nosotros estamos tratandoalpeear las constantes de resortes 0 masas
a partir de las frecuencias naturales del sistemi@nces, si tratamos de recuperar al mismo
tiempo las constantes de masas y resortes, capesihilidad de que existan dos o mas
sistemas de masas-resortes que tengan esas migcwsn€ias naturales, con lo cual la

solucion a nuestro problema de recuperar dichastaotes podria no ser Unica.

Nosotros queremos recuperar las constantes ddagkpy k, ya que este problema es de

interés en las aplicaciones (es el equivalentecargrar los parametros de rigidez en un
problema de elasticidad). Para tener una idea a@c&iccondicionamiento de este problema

no lineal, analizaremos el problema linearizadaexsr su jacobiano.

Sean/, y A, las dos soluciones de la ecuacion (3.2), entalecesnos que:

El jacobiano para esta funcién, esta dado por:

o o A ktk A A ktk

_|0k Ok _Im mmm

oy oA Ktk Ay Ay

ok, Ok Im mm m m MM
16
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J :(i+—k2+k3j[ﬁ+ﬁ+—kl+ k3J—{¢+—k2+ &J(ﬁ+i+ K+ Ig;
m mmjiym mn mm moompe Mmoo mom

(A =A)(k+ k) (A=A (k+ k) (A=A (ks k)

J=
mem, nf m m

J:Mf%A(&—&_&+&J
mm m m

Si el jacobiano es igual a cero (0 muy cercanora)cel problema linearizado asociado a

f (A,k,m) =0 esta mal condicionado.

J:(Al_/]z)(lﬁ_kz_kz*'ksj:o
mm m n

Ya que

Al—AZ:m—quJ[mz(kﬁkz)— m(k+ Q] +4 mm¥>0,

entonces tenemos que

ko kot g
m m

17



La condicion (3.3) nos servira como un referentea ggatar de encontrar sistemas mal

condicionados, con los cuales haremos los expetasgmumericos.

K m Condicion: 5=k ~ ke K5
m o om

[2:1;1] [20;40] 271 _1+1

20 40
[10:9:1] [10:100] 10-9_9+1

10 100
[3:2;3] [8:40] 3-2_2+3

8 4

Tabla 3.1 Generacién de ejemplos de problemas mal condicamad
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4 RECUPERACION DE PARAMETROS

4.1 Recuperacion De Los Parametros k, y k;

Asumiendo que conocemos los valores de la constizntesortek,, (parametro de control o

constante que podemos manipular) y las masag m,, deseamos recuperar los valores de

Ky k.
Nos encontramos entonces frente a un problemasoygue suele estar mal condicionado.

Usando la regularizacion de Tikhonov, transformamasstro problema inicial (3.1), a un

problema de minimizacion.

min
K ko

(det( A= A1), defA-1,1))| +a](k, k)-(K, k2)||2 (4.1)

siendoa el pardmetro de regularizacién. Observemos queuestro caso, el término de

- —2 — —
penalizacion esr”k— K H , dondek™ es una aproximacion de.

Veamos las ventajas de usar regularizacion, connafy ejemplos de problemas mal

condicionados.
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4.1.1 Recuperacion de los parametros k y k, sin usar regularizacion vs.

Recuperacion de los mismos usando regularizacion.

En esta parte del trabajo, mostraremos las ventigasitilizar regularizacion al querer

recuperar las constantes de resokieg k,. Para esto daremos algunos ejemplos de sistemas

con valores de parametros conocidos y observargom$an buenas son las aproximaciones

gue se obtienen.
Al realizar los experimentos virtuales, vamos aoaticir un error aleatorio del 2.5% en los
autovalores asociados al sistema de masas - resguie experimentalmente estan asociados

a las frecuencias naturales del sistema.

Ejemplo 4.1.1: k =[2;1;1] y m=[20;40]

Sin Regularizacion | Con Regularizacion

k, =1.6416665 k, =1.7874313
k, =1.282589¢ k, =1.105934

error = 20.408822 % | error = 10.621452 ¢

Tabla 4.1 Recuperacion sin regularizacion vs. Recuperaci@rregularizacion cor =10 ~ elegido arbitrariamente.
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Ejemplo 4.1.2: k =[10;9;1] y m=[10;100]

Sin Regularizacion

Con Regularizacién

k =8.0850353
k, =11.14086:

error = 21.349984 ¢

k =7.771883:
k, =8.624755¢

error = 16.794685 ¢

Ejemplo 4.1.3: k =[3;2;3] y m=[8;40]

Tabla 4.2 Recuperacion sin regularizacién vs. Recuperaciarregularizacién comr =10 ~ elegido arbitrariamente.

Sin Regularizacion

Con Regularizacion

k =2.2805116
k, = 2.688835!

error = 27.626051 ¢

k =2.700681:
k, = 2.148854!

error = 9.2715199 ¢

Tabla 4.3 Recuperacion sin regularizacion vs. Recuperacdnregularizacion comr =10 ~ elegido arbitrariamente.

En estos ejemplos podemos observar que la requiaiiz mejora notablemente las

aproximaciones de las constankgsy k,, aunque los errores resultan por encima del error

aleatorio del 2.5% introducido inicialmente.
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También podemos notar que el pardmetro de regatadiz no es el mismo en todos los
casos, realmente la eleccion de este valor deperdkerda naturaleza de cada problema,

ademas nada nos garantiza que el valor elegidel £gdimo.

Entonces, ¢como hacer para determinar el valomopdiel parametro de regularizacién que

debo usar en cada caso para obtener las aproximeadi@seadas?

4.1.2 Recuperacion de los parametros k y k, usando regularizacion vs.

Recuperacion de los mismos usando reexperimentacion.

Como ya habiamos mencionado, existen criteriosngsepermiten determinar el parametro

a adecuado, pero son numéricamente costosos ymeraduncionan.

En el presente trabajo, planteamos un nuevo mé&ed®eexperimentacion”, en el cual no
nos preocuparemos por buscaragebptimo para la regularizacion, usando estos métodos
tradicionales, puesto que el mismo método ira afuki el valor de este pardmetro segun las
caracteristicas propias del problema; esto es der@a a los valores del jacobiano y del

hessiano de la funcidén que se va a minimizar.
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En una dimension o en una variable, si el jacobiared hessiano fueran muy pequefios
tendriamos un valle llano, es decir una regiéon @amgé valores, en la cual todos los

elementos son numéricamente buenos candidatoshrmérimo.

entonces, corremos el riesgo de encontrar una iapaodn incorrecta de la solucion.

Mientras que si el jacobiano o el hessiano sondgsia region en la cual buscamos el valor

minimo, se reduce;

aumentando asi la probabilidad de encontrar unagbajgroximacion de la solucion.
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Esta idea la podemos visualizar en dos dimensiorgsss variables de la siguiente manera:

Supongamos que se nos pide buscar el minimo gldbala funcibn de Rosenbrock:

f(xy)=(1- x)2 + 10(( y- )3)2

Y 05
-1.0

0.0 =

—05 M Lis

Fig 4.1 Funcion de Rosenbrock.

Esta funcion tiene su minimo global en el pufstoy) =(1,1), con f (X, y)=0. Este punto

minimo se encuentra en un valle plano de formabgéica. Llegar a este valle no es tan
complicado, pero encontrar el minimo global en estgon, si puede resultar complicado y

COostoso.

-06  -04 -02 0.0 0.2 0.4 0.6 08 X110

() 2006 P.A. Simionescu

Fig 4.2\plicacion del método del gradiente a la funciérRiesenbrock
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En la figura (4.2), se usa el método del gradigdescenso maximo) para encontrar el
minimo en este valle parabdlico, pero como podeshservar, para esta funcion, el método
del gradiente es muy lento, pues nos lleva al puanitimo, mediante pasos pequefios, en
1000 iteraciones. Aqui el método tiende a “reboti’lado a lado en las laderas del valle y

cuando se llega al fondo, los pasos para llegaptaho, son muy pequefios.

Si aplicaramos regularizacion adaptativa y pudi@sadeformar iterativamente la funcion de
Rosenbrock para que sea menos mal condicionadstamjlo un parametro de control,
podriamos llegar al 6ptimo mas rapidamente. El matéo regularizadorr se puede
interpretar como una penalizacion al tamafio deb;pas decir, si el valor de es grande,

estamos penalizando el dar pasos grandes.

A continuacion se da un argumento dimensional gupgme una manera de elegir el

parametro de regularizacian.

En el problema de minimizacion

mKin||F||2+cr||K||2 , (4.2)
debemos elegir

a =(|detH j)lm, (4.3)
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Aqui, F=(f,f,) vy ||F||2 representa a la funcion que sera minimizada cepeo a
K =(k.,k,). H es el hessiano de la funcion a ser minimizadaes la dimension de la

matriz hessiananx n).
Analicemos las unidades de las magnitudes queviatesn en (4.2) y (4.3).

Sean:
G=[F" v [¢]=9

x=[K] y [X]=x

Segun esto, la dimension del parametro de regatadéna es:
[a] = (idete1))" |

[a] :% (4.4)

Escribiendo (4.2) en funcion de las unidades deragnitudes, tenemos:
ming +[a] ¥’
ming +% X
X
ming +g

De esta manera, estariamos comparando magnitud@snittma naturaleza.
26



Esta eleccion (4.3) de alfa se puede interpretarocona penalizacion minima a los pasos
grandes en el fondo de un valle plano, mientrassjues encontramos en las laderas del

valle, la penalizacion a esos pasos grandes, esrmay

Proponemos que esta elecciénalenos llevara al punto minimo haciendo menos iterss
gue usando otros métodos y que nos ayudaria aanglocomportamiento observado en la

funcidén de Rosenbrock.

En nuestra primera rutina (en donde la optimizasg®hace en dos pasos, una para k1 y k2 y

otro para k3) de experimentacion numérica, conaidesa :(|det(H 1)1/2, para la primera

regularizacion ya :|det(H j en la segunda regularizacion. También estamasdintiendo,

en esta segunda regularizacion, la regla del 1@9érsla por Hernandez Correa [1], pues en

la practica éste valor mejora nuestros resultagiteldra la convergencia a la solucion).
Calculemos ahora, el hessiano de la funcién quesaminimizar:

Sean:

f, (K, k,) = det( A—)Ill):/}f+,11£k1+k2 4 kz+ke]+ kit kkt kK
mom mm

f, (K, ky) = de( A—AZI)=/1§+)|2(k1+k2+k2+k3]+ kot kkt kk
mom mm
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Las primeras y segundas derivadas para estas fascson:

o kot A
ok, mm m

a_f:|-:—k1+k3+i+i
ok, mm m m

%:—k2+k3+&
ok, mm m

%:kl+k3+ﬁ+£
ok, mm m m

0%f, _0%f, _ 9%, _0%f, _
ok ok; ok’ 0K

O*f, _ 0%, _ 0%, _ 9%, _ 1

okok, Okok okik dkik mm

En nuestro problema de minimizacion

2
’

min](fy (ko). T, (k)| +]( ke ) = (K o

llamemos:

h=]F (e, I = £k ko), Bk ) =( ik k) +( B K K)

cuyas primeras y segundas derivadas son:
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oh of, of,

Luego, el hessiano estara dado por:

o
ok

H =

9*h
ok,0k,

29

9°h
okok,
d%h

T3

—=2f —Ll+2f,—2

ok,  ‘ok, 2ok

oh _yy Ofy o Oy

ok, ok, 2ok,

oh_[of of 0%, (ot 0f,, . 0°,)_J(of,),

ok aklak1 L oK dkok ‘oK) Jlok

*h _ 9%h _ (af1 of, azflJ (af o, . 9°f,
= =2| L L+f, +2 —-—2

okodk, dkdk \dkdok "Ik k akzak 0K K

9*h _( of, of, ﬂ o Moy 9%f, of,

ok, ok, oK ak, dk, a|§ akZ

of

3
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Imaginemos que tenemos nuestro sistema de mass®res, en el que se conocen a priori
los valores de las constantes de masas y la tesoastante de resorte que sera el valor que
vamos a poder manipular en cada iteracion. En esteo nuestro método de

reexperimentacion funciona de la siguiente manera:

Primero calculamos las frecuencias naturales d&traa (los autovalores) y calculamos el
primer valor dea basandonos en la naturaleza del problema, esatmnide con los valores

de su jacobiano y hessiano, evaluados en un puitialj con este valor del parametro

hacemos regularizacion para obtener una primemxiapacion de las constant&sy k, y
ajustamos el parametro de regularizacion, ahora @stimar un valor mas apropiado lde

Con el valor dek, sugerido por el método, hacemos un nuevo expetimen

Este proceso se repite iterativamente hasta comdaguaproximaciones deseadas o0 hasta
gue la variacion de los valores de los erroregivels, de una iteracion a otra, sea pequefia;

es decir hasta que se muestre cierta estabilidaaseasultados obtenidos.
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se calculd H con respecto

se realga Calculo de los le
ak yk,

Datos del R
experimento vakl autovalores), y A,

problema

A
se deteranin

A 4

a = (|detH j)llz

regularizatio

A 4
Aproximacion de

klykz
(k yk)

con estas a}roximaciones

Se calculaH con
respecto &, y se
determina un nuevd

a =|detH )

regularizacion

A 4
Problema ) Nuevo parametro de

: se obtiene
mejor control K,
condicionado

(reexperimentacion)

Fig 4.3 Esquema de reexperimentacion del sistema de mesates.

Para ilustrar esto que acabamos de describir haresw de los ejemplos presentados en la

seccion anterior. También aqui introducimos unreateatorio del 2.5% en la medicion de

las frecuencias naturales del sistema.
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Ejemplo 4.1.4k =[2;1;1] y m=[20;40]

Primero veamos que tan mal condicionado es es&ss

CURVA PARA ELERROR

25

. I .
0 1 t t t 1 t t

0 10 20 30 40 50 a0 70 30 a0 100
Nimero de iteraciones

Fig 4.4 Errores relativos en la recuperacion |dley k2 , Sin usar regularizacién ni reexperimentacion.

Podemos observar que los errores que se comedganllhasta mas del 20% y que no
presentan ninguna estabilidad ya que en una iterguiede haber un error pequefio y en la

siguiente, este puede crecer notablemente.

Veamos lo que sucede si afiadimos regularizacion.
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CURVA PARAEL ERROR

70

Ermror

1 t
o 0 20 30 40 50 B0 70 a0 a0 100
Mimara da iteraciones

Fig 4.5 Errores relativogn la recuperacion dk1 y kz, usando regularizacién de manera iterativa.

Observamos ahora que los errores tienden a disngnutada iteracion, aunque despueés de

100 iteraciones aun se mantienen por encima del 30%

Ahora, probemos nuestro método de reexperimentacion

CLURVAPARAEL ERROR

_________________________________________________________

Errar

---------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------

T f
a0 &0 B0 Ta a0 an 100
Mimera de iteraciones

Fig 4.6 Errores relativos en la recuperaciénldley k2, usando reexperimentacion.
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Aqui podemos observar que las aproximaciones sstafita buenas. En la dltima iteracion

se obtuvok, =2.0227457y k, =0.999582¢. Ademas los errores logran estabilizarse después

de 20 iteraciones. El error relativo promedio atipate este punto es de 1.04068657%,

(semejante al error del 2.5% introducido) y la i&esdén de los errores es 0.61383566.

Algo que también debemos mencionar es el valdg,digerido por el método.

CLURVA PARA LOS L

1 1 t t t 1 t t t T
a 0 20 30 40 S0 B0 70 80 a0 100
Nimero de iteraciones

Fig 4.7 Valores que sugiere el método de reexperimema[[ééaks.

El k, inicial fue 1, sin embargo el método nos sugiarerémentar este valor a 6

aproximadamente. En este punto podemos decir qakeaeza el experimento 6ptimo, pues

con este valor dé&, =6, sugerido por el método, el problema ya no estiacoradicionado.

Veamos como mejora el problema usatkgde 6:
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CLEVA PARA EL ERROR

' ' | '
Q — Tttt T T T
x) 0 20 20 40 a0 B0 70 20 a0 100
Himero de iteraciones

Fig 4.8 Errores relativos en la recuperaciénldley k2 , Sin usar regularizacién ni reexperimentacion.

Los errores aqui son pequefios, entre 1% y 6% ,gestoe decir que el problema ya no esta

mal condicionado y si aplicamos solo regularizacedmeétodo debe funcionar.

CLURYA PARA ELEREOR

a0

---------------------------------------------------------

__________________________________________________________

Errar
1
'
'
l
'
'
'
'
a
'
'
'
'
'
S S
h
'
'
'
'
-
'
'
'
'
'
]
'
'
'
'
a
'
'
'
'
'
1
'
'
'
'
'
1
'
'
'
'
a
|
'
'
'
'

----------------------------------------------------------

—————————————————————————————————————————————————————————

. . .
0 1 t t t 1 1 t

0 10 20 30 40 50 50 70 30 o0 100
Nimero de iteraciones

Fig 4.9 Errores relativogn la recuperacion dk1 y kz, usando regularizacién de manera iterativa.

En efecto, la regularizacion funciona muy bien yhgaes necesario hacer reexperimentacion.
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Ejemplo 4.1.5k =[10;9;1] y m=[10;100]

CURYA PARA ELERROR

%

Enar

' I '
Q — Tttt +— 7+
o 0 20 a0 40 a0 G0 o
Mimera de iteraciones

Fig 4.10 Errores relativos en la recuperaciénldley k2, sin usar regularizacion ni reexperimentacion.

Como podemos apreciar, este sistema esta mal comatip, con errores fluctuantes que

llegan a sobrepasar el 20%.

Apliquemos regularizacion.

CLEVA PARAEL ERROR

-----------------------------------------------------------

Fig 4.11 Errores relativos en la recuperaciénlqey kz, usando regularizacion.
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En este ejemplo, aplicando solamente regularizapgg@temos ver que el error se mantiene

alrededor del 10% vy alli se queda.

Ahora, hagamos reexperimentacion.

CuURWA PARA E! ERKEOR

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Error
'
'
'
'
'

U
'
'
'
'
'
A
'
'
'
'
'
I
'
'
'
'
a
'
'
'
'
'
-
'
'
'
'
'
1
'
'
'
'
N
1
'
'
'
'

——————————————————————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————————————————————

1 L — T
40 &0 60 70 20 a0 100
Himero de iteraciones

Fig 4.12 Errores relativos en la recuperacion k@Ley kz, usando reexperimentacion.

En este ejemplo, observamos que los errores logstabilizarse a partir de la iteracion
namero 20, aproximadamente. Las aproximaciones &n Ultima iteracibn son

k, =10.06776ty k, =8.8283295. El error relativo promedio a partir de esta itéda es de

1.70028786%, (semejante al error del 2.5% intrattuanicialmente) y la desviacion de los

errores es 0.98371553.

Veamos lo que sucede cép
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CURVA PARA LDOS L3
200

1807

G0 -

120

kw2

00
00

B0

Mimera de iteraciones

Fig 4.13 Valores que sugiere el método de reexperimente]rciéauk3 .

En este caso, &, inicial fue 1, sin embargo el método nos sugiaceeémentar este valor a

190 aproximadamente.

Veamos que sucede con el problema, si en vez dekysd, ahora usamog, =190.

CURVA PARA EL ERRDR

Errar

T t t t t
] 10 20 20 40 50 &0 70 a0 an 100
Nimero de iteraciones

Fig 4.14 Errores relativos en la recuperaci()nkiley kz, sin usar regularizacion ni reexperimentacion.
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Sin duda, este problema es mejor condicionado lgoreginal. En este caso los errores en las

aproximaciones, se mantienen alrededor del 10%.

CLURYA FPARA FL EREOR

&0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

I I I I I I
! ! ! ! ! !
I . | . I .
H H h ’\/W\M
] 1 t t t 1 t t t 1

0 10 20 20 a0 50 60 0 20 20 100
Mimero de iteraciones

Fig 4.15 Errores relativos en la recuperacion |dley k2, usando regularizacién de manera iterativa.

Y, como era de esperarse, la regularizacion sikperementacion, funcioné muy bien aqui.

Ejemplo 4.1.6k =[3;2;3] y m=[8;40]

CURVA PARA EL ERROR

0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

t 1 t t
40 &0 ) 70 &0 an 100
Himero de iteraciones

Fig 4.16 Errores relativos en la recuperaci()nkiley kz, sin usar regularizacion ni reexperimentacion.
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Este sistema estd mal condicionado, llegando sept@serrores que bordean el 25%, sin

encontrar ningun comportamiento estable.

Al aplicar regularizacion:

CURVA PARAELERROR
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l
'
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'
'
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'
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a
'
'
'
'
'

i — T+ 1 —
o 10 20 20 a0 &0 60 70 20 Qo 100
Himera de iteraciones

Fig 4.17 Errores relativos en la recuperacion klley kz, usando regularizacion.

Observamos que usando el método de regularizaeiddescenso de los valores de los

errores es muy lento; ademas se mantienen alredetd0%.

Veamos lo que sucede al usar reexperimentacion.

40



CLURVA PARAEL ERROR

&0

———————————————————————————————————————————————————————————

----------------------------------------------------------

1 '
9 1 t t t 1 t
o 0 20 30 40 a0 &0 70 &0 a0 100
MNimero de iteraciones

Fig 4.18 Errores relativos en la recuperacion |dley kz, usando reexperimentacion.

Podemos darnos cuenta que para este sistemaxpeereeentacion funciona muy bien, pues

aparte de lograr que las aproximaciones sean bukra8.02562 y k, =2.071048¢, estas

se mantienen estables a partir de 20 6 25ava ifieracon un error relativo promedio de
1.51860685%, (menor al error del 2.5% introducig@pn una desviacion de los errores de

0.7666657.

Y, ¢qué pasa cok, ?
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CURVA PARALDS b

30

| ' ' '
1) T t t t 1 t t
a 10 20 30 40 S0 B0 70 a0 an 100
Mimers de iteraciones

Fig 4.19 Valores que sugiere el método de reexperimentemi('m]k3 .

Para este sistema el valor sugerido, por el métpa@k, es de 25 aproximadamente; en

contraste con el valor inicial que fue 1.

Probemos, entonces, el problema &g 25

CLURYA PARA EL ERROR

Ertor

t t t t
] 10 20 20 40 50 &0 70 20 an 100
Himero de iteraciones

Fig 4.20 Errores relativos en la recuperacién |dley k2, sin usar regularizacion ni reexperimentacion.
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Este problema esta mejor condicionado que el @iglros errores se mantienen por debajo

del 10%.

CLURVA PARA EL ERRDR

70

' v
Q 1 t t t 1 T
o 10 20 20 40 &0 &0 T0 20 a0 100
Mimaro de iteraciones

Fig 4.21 Errores relativos en la recuperacion klley kz, usando regularizacion iterativamente.

Como podemos observar, aqui también la regulaémasin reexperimentacion, funciona

perfectamente.

En los ejemplos presentados anteriormente, podemes que el método de

reexperimentacion funciona mucho mejor que soéloregualarizacion. Ademas es importante

ver como el mismo método nos va conduciendo haegpzrimento éptimo.

En todos estos ejemplos vimos que el valokgéende a subir hasta cierto nivel y luego se

mantiene estable. Una pregunta que surge es ¢@dx, quesenta ese comportamiento?
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Tomemos uno de los ejemplos presentados parasparagta a esta pregunta.

Consideremos el sistem& =[3;2;3] y m=[8;40] . Como muestrala figura 4.12, el valor

optimo parak, llega a ser aproximadamente 25, esto ocurre pavalor inicial dek, =3 .

¢ Qué ocurrira si le damoska un valor inicial, por ejemplo, de 1007?

CURYA PARA LOS L3

100
' ' ' ' ' ' ' ' '

L= e e e e e i Al S e T
' ' ' ' | ' ' ' '
' ' ' ' ' ' '

s0—l----- [l b i ToTT [l 1T T-To r----- [l AT
' ' ' ' ' ' '

L Tl Sl RS IR

: : ——t— ———t——t+——+ —
o 10 20 30 40 50 &0 70 20 a0 100
Nimero de iterasiones

Fig 4.22 Valores sugeridos por el método de reexperimemqmbaks, usando un valor inicial de 100.

Lo que observamos ahora es que con el valor irdei&, =3 , el método nos lleva al mismo

valor 6ptimo de este parametro, que cuando usahadoe inicial k, =100. Es decir que el

método de reexperimentacion es independiente &l mécial que escojamos.

44



Veamos un ejemplo mas, que aungue no resulto méaleion (3.3), nos sirve para ilustrar el

buen funcionamiento del método de reexperimentacion

Ejemplo 4.1.7k =[3;1;3] y m=[8;500]

CURVA PARA ELERROR

Error

I . I I

7 t t t t t t t t

0 10 20 30 40 50 80 70 80 =l 100
Niimero de iteraciones

Fig 4.23 Errores relativos en la recuperacion |d1ey kz, sin usar regularizacion ni reexperimentacion.

Este es un problema muy mal condicionado, conesrentre 75% y 95%

Si aplicamos regularizacion,

45



CURYA PARA FL ERROR

Errar
L

Mimera de iteraciones

Fig 4.24 Errores relativos en la recuperacion klley kz, usando regularizacion.

Podemos ver que el problema ha mejorado, pero rimses se mantienen en un 45%

aproximadamente.

Hagamos reexperimentacion

CURWA PARA EL ERROR

79

Errar

T T T T T T T T t T T T T
o &0 100 160
Nimero de iteraciones

Fig 4.25 Errores relativos en la recuperacion klley k2 usando reexperimentacion.
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Aqui, también, podemos apreciar que el método @gperimentacion nos da buenas
aproximaciones, a pesar de haber visto que éstere@oblema muy mal condicionado

(comparandolo con el mal condicionamiento de lossotjemplos); aunque debemos realizar

un numero mayor de iteraciones. Los resultados nalie son: k, =2.987473¢ ,
k, =1.050620: . El error relativo promedio es 4.68238454%, (prax al error del 2.5%

introducido) y con una desviacion de los errore2.86500697.

Ahora veamos el comportamiento del parametro de@ok, .

CORVA PARA LDS W3

09
250 7

2007

<)

50T
100

50

Nimero de iteraciones

Fig 4.26 Valores que sugiere el método de reexperimenteyrciéauk3 .

Podemos observar que el metodo nos dice que elr \algerido parak, es de

aproximadamente 250.
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¢ Qué pasara si, con este valorkgdehacemos regularizacion sin reexperimentacion?

CLEVA FARA EL ERRDR
m

t + = —t—
o 10 20 =20 40 50 60 El) 20 a0
Himero de iterasiones

Fig 4.27 Errores relativos en la recuperacion klley k2 usando sélo regularizacion.

Ahora, la regularizacion sin reexperimentacion t@mifunciona. Esto se debe a que el

problema esta mejor condicionado que antes.

CLEVA PARA ELERROR
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. . . . . . . . .
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e ol Tt il | et o el [l el i Al

SR 4T
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1 t t
a 10 20 20 40 S0 B0 70 a0 a0 100
Nimero de iteraciones

Fig 4.28 Errores relativos en la recuperacion |dley kz, sin usar regularizacion ni reexperimentacion
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En esta figura, podemos darnos cuenta que el pnableonk, =250, aunque no deja de

estar mal condicionado, si estd mejor condicionqu® antes. En el problema inicial los

errores oscilaban entre 75% y 95%, mientras queaasms errores no sobrepasan el 30%.

En todos los experimentos numéricos que hemoszaelalj hasta el momento, estuvimos
utilizando la rutina (6.1.1.1) que se muestra eapéndice, en la cual primero regularizamos

nuestro problema teniendo como variableskay k, , resolvemos el problema de

minimizacion y obtenemos la aproximacion de estvametros. Con estos valores, hacemos

regularizacion, nuevamente, pero ahora teniendoocdmica variable &, y también
resolvemos el problema de minimizacion con respadtg obteniendo un mejor valor para

este parametro de control. Es aqui donde se rdalie@xperimentacion.
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Anteriormente, habiamos mencionado que, por cuestiadimensionales, el parametro

regularizador deberia ser de la forma (|det(H j)lm . En la rutina (6.1.1.2) que se muestra

en el apéndice, usamos exactamente esta formaetender el parametro de regularizacion

y a diferencia de la rutina (6.1.1.1), aqui van@gbacer regularizacién en un solo paso, para

ki, K Y k.

Datos del se realel

problema experimentdwa

A

Calculo de los
autovaloresi, y A,

H con respecto

se calcula

ak ,k,yk

se geterain

\ 4

a=((detH })

regylarizaci

A 4

Aproximacion dek, y

ky- (K y k)
Nuevo pardmetro de
control K,
(reexperimentacion)

se obgen

Problema
mejor

condicionado

Fig 4.29 Esquema de reexperimentacion del sistema de mesages.

Usaremos los mismos ejemplos generados en la3dblgara ver qué resultados obtenemos

con esta segunda rutina (6.1.1.2).
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Ejemplo 4.1.8k =[2;1;1] y m=[20;40]

CLRVA PARA LOS b2

I ' ' I

10 — 1 Tt

] 10 20 20 40 50 60 70 80 a0 100
Nimera de iteraciones

Fig 4.30 Valores que sugiere el método de reexperimentemic'm]k3 .

AlUn no se observa regularidad en los valores deinpetro de control, pero si podemos

darnos cuenta que este valor tiende a aumentayuagirobemos con un valor mayqr==6.

CLRYA PARA YOS bl

535
1 I
B30 -~ o™ - LS
6.25
5.20
B.15 7]
5.10

.06

Himero de iteraciones

Fig 4.31 Valores que sugiere el método de reexperimentemiéauk3 .
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En esta figura, podemos observar que el valor @eimpetro de controk,, es estable; esto

es un indicador de que nuestras aproximacionespusat buenas.

Veamos los errores en las aproximacione& dg k, .

CURVA PARAEL ERROR

Fig 4.32 Errores relativos en la recuperacion |d1ey kz, usando reexperimentacion.

Los errores realmente resultaron pequefios. En tanall iteracion tenemos las

aproximaciones:k, =1.977617¢ y k, =0.996501(; con un error relativo promedio de

1.923953% y una desviacion en los errores de 053HE

En este caso la segunda rutina funcion6 tan bi@mocka primera y aunque los valores
sugeridos para el parametro de control no son Issas, ambas rutinas nos indican que las

aproximaciones que buscamos ya pueden ser buenas.
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Ejemplo 4.1.9k =[10;9;1] y m=[10;100]

CLEVAPARALOS b3

1.35]
130
1.25677
2 120 -
IREE

1.10—

Fig 433 Valores que sugiere el método de reexperimente;rzic’aemk3 .

En esta figura no se observa aun la estabilidak,, asi que no podemos decir las

aproximaciones son buenas; sin embargo, la infddmague nos da es figura es que

necesitamos aumentar el valor de este parametorde| Probemos co k, =150:

CLEWA PARA LOS b

o R e vk P al

Fig 434 Valores que sugiere el método de reexperimentemic’aemk3 .
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Ahora podemos ver que, es regular en sus valores, y podemos pensar tpra@scerca de

buenas aproximaciones.

Veamos Si es eso cierto.

CLURVA PARA EL ERROR

Erar

' I ' '
a — Tt T H—

] 10 20 30 a0 50 B0 70 20 oo 100
Nimero de iteraciones

Fig 4.35 Errores relativos en la recuperacion |dley kz, usando reexperimentacion.

Vemos que ahora los errores son buenos y las apaoidnes que se obtienen son:

k, =10.23593¢ y k,=9.0308912. El error relativo promedio es 2.48588142% vy la

desviacion de los datos es 1.20980286.

Veamos un ejemplo mas.
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Ejemplo 4.1.10k =[3;2;3] y m=[8;40]

CURVA PARA LOS b2

——————————————————————————————————————————————————————————

1 t t
30 40 50 B0 70 80 a0 400
MNimera de iteraciones

Fig 4.36 Valores que sugiere el método de reexperimentammks.

En esta grafica aun no se ve muy clara la estabitn de los valores de,.

Aumentemos un poquito el valor de este parametaodeol. Probemos cok, = 20.

CURYA PARA LOS LG

200 - - - 7+
|
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HET -
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1 [

0.4 oo
203
207

20177

Himero de iteraciones

Fig 4.37 Valores que sugiere el método de reexperimentqlziémks.
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Ahora si se observa regularidad en los valorepa@metro de control, podemos sospechar

entonces que estamos cerca de aproximaciones buenas

Observemos la grafica de los errores.

CURVA PARA EL ERRDR

' ' |
] — T+t T —

] 10 20 30 40 50 50 70 =0 oo 100
Nimero de iteraciones

Fig 4.38 Errores relativos en la recuperacion |dley kz, usando reexperimentacion.

Ahora los errores bordean el error introducidoialimente (2.5%). En la Ultima iteracion, las

aproximaciones sonk, =2.994443" y k, =1.921547¢. El error relativo promedio es

2.68089501% Yy la desviacion en los datos es 14571
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4.2 Recuperacion De Los Parametrogn,; y m,

Ahora, asumiremos que son conocidos los valordasdeonstantes de resortgs, k, y k,

(k; seguira siendo el parametro de control). Deseaeuperar los valores dg y m,.

Este problema de recuperar las constantes de nmesas) problema inverso, que por lo

general estd mal condicionado.

Usaremos la regularizacién de Tikhonov, para t@ansir nuestro problema inicial (3.1), a
un problema de minimizacion.

2
1

miﬁg”(det(A—Aﬂ) de{A-1,0)) +af(m m)-(m ), @5

siendoa el pardmetro de regularizacion.

. —2 —
En este caso, el término de penalizaciém#ﬂ— m| , dondem es una aproximacion de

m.

Probaremos nuestro método de reexperimentacion sen @oblema de recuperar las

constantes de masas, usando la adaptabilidad deheo de regularizacion descrito en la

seccion 4.1 ¢ = |det(H j”” ). Aqui nuestro método funciona de la siguiente ena&n
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Datos del se realel R Célculo de los se calcula| H con respecto

problema [ experimentawal ~ autovalorest, y A, T oam ,m,y kK,
A

etermin

a = (|detH ))”

regullarizaci

Y

Aproximacion defm

y m,. (m y m,)
Nuevo pardmetro de
control K,

(reexperimentacion)

selobgen

A\ 4
Problema
mejor
condicionado

Fig 4.39 Esquema de reexperimentacion del sistema de mesages.
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4.2.1 Recuperacion de los pardametros m y m, usando regularizacion vs.

Recuperacion de los mismos usando reexperimentacion.

Ejemplo 4.2.1: k =[8;5;2] y m=[25;7]

CURYA PARA EL ERROR

Fig 4.40 Errores relativos en la recuperacion @& y IM,, sin usar regularizacion ni reexperimentacion.

Este es un problema mal condicionado. Los erravasnsuy fluctuantes, en un rango muy

amplio, de 10% y 100% aproximadamente. Ahora aptitps regularizacion.

CURYA FARA ELERRDR

o 1ID 2'0 3'0 41'0 SID . EID 7'0 BID Q‘D 100
Fig 4.41 Errores relativos en la recuperacionld® y M, , usando sdlo regularizacion.
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La regularizacion no arroja buenas aproximacioass,que veamos la diferencia al usar

reexperimentacion.

CURWA PARA LOS K1

Fig 4.42 Variacion de los valores dlé3, usando reexperimentacion.

En esta grafica podemos notar que los valoreg,deesentan regularidad a partir de la
iteracion namero 20; sin embargo, en ciertas itler@s k, se hace cero, este hecho nos

sugiere incrementar el valor #g. Probemos cork, =10.

CURVA PARA LOS k3

1 t t t t t t t t t
[:} 10 20 30 40 50 &0 70 a0 a0 100
Hiimero de iteraciones

Fig 4.43 Variacion de los valores dks, usando reexperimentacion.

60



Esta grafica muestra qug se empieza a regularizar, pero la diferencia esitvalor inicial

y el valor en el cual se alcanza la regularidadesie parametro, es grande (de 10 a 1

aproximadamente). Veamos la gréafica de los errmdas aproximaciones.

CURYA PARA EL ERROR

Fig 4.44 Errores relativos en la recuperacionid@ y I, , usando reexperimentacion.

Podemos ver que aunque los errores alcanzan esteds| éstos se mantienen por encima

del 45%. Probemos aumentar el valor del parameteodtrol, por ejempldk, = 50.

CURVA PARA LOS k3

Fig 4.45 Variacion de los valores dks, usando reexperimentacion.
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Ahora, observamos la regularidad en los valoreg,dg@ero ademas, también podemos ver
que la diferencia entre el valor inicial y el vattondek, alcanza la regularidad es pequefia,

por ahora usaremos estos dos hechos para pensga gs&amos en aproximaciones buenas,
pues si vamos a la grafica de los errores en lasxiapaciones, podemos observar lo

siguiente:

CURYA PARA EL ERROR
00

Fig 4.46 Errores relativos en la recuperacionid y I, , usando reexperimentacion.

Como se aprecia en la gréfica, las aproximacioaesoy buenas. En la Ultima iteracion se

obtuvom =25.07951¢y m, =7.011841.. El error promedio, a partir de la iteracion e qu

el parametro de control se estabiliza, es 0.5442%47inferior al 2.5% introducido

inicialmente. Y la desviacion estandar de estawesres 0.33413762.
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Ejemplo 4.2.2: k =[6;4;6] y m=[20;5]

CURYA FPARA EL ERROR

BE

Fig 4.47 Errores relativos en la recuperacionid@ y I, , sin usar regularizacion ni reexperimentacion.

Este es otro ejemplo de un problema mal condicioneoh errores que sobrepasan el 60%.

Hagamos regularizacion sin reexperimentacion.

CURYA FPARA EL ERROR

100~
95
|- 1
a5

a0

70

&5

&0

Fig 4.48 Errores relativos en la recuperacionld® y ITl,, usando sdlo regularizacion.

Se puede apreciar que la regularizacion sola aguiunciona, asi que probemos con la

reexperimentacion.
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CURVA PARA LOS KT

Fig 4.49 Variacion de los valores dlé3, usando reexperimentacion.

Agqui observamos que la variacion entre el valociahide k, y el valor en el cual este

parametro de control logra estabilizarse es grara$¢, que veamos que sucede Si

incrementamos el valor dg a 40.

CURVA PARA LOS 3

Fig 4.50 Variacion de los valores dlé3, usando reexperimentacion.

Ahora vemos qué, logra estabilizarse en un valor no muy lejanowdeador inicial, asi que

€s0 es un indicio para sospechar que tenemos baprasmaciones.
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CURVA PARA EL ERROR

Fig 4.51 Errores relativos en la recuperacionid y I, , usando reexperimentacion.

En efecto, observamos que nuestras aproximaciamemay buenas. En la Gltima iteracion

obtenemosm =20.00589:y m, =4.993028¢. El error promedio es 1.55678298%, menor al

2.5% introducido inicialmente. La desviacion dedo®res es 1.37011088.

Ejemplo 4.2.3: k =[3;1;3] y m=[8;500]

CURWA PARA EL ERROR

95T
o045 1~

0040 -~

9995

9930 " TmTTtmtootsomses R R R SR e X B i

B L L LR LR bedoede e

9920 t t
=} 50 100 150

Fig 4.52 Errores relativos en la recuperacioni@& y 1M, , sin usar regularizacion ni reexperimentacion.
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Este es un problema muy mal condicionado, los esrno bajan del 99%. Averigiemos si la

regularizacion es buena en este caso.

CURVA PARA EL ERROR

Fig 4.53 Errores relativos en la recuperacionid® y M, , usando solo regularizacion.

La gréfica muestra que la regularizacion sola n® ayuda a alcanzar las aproximaciones

deseadas; asi que probemos con la reexperimentacion

CURVA PARA LOS 3

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

________________________________________________________

_______________________________________________________

Fig 4.54 Variacion de los valores dks, usando reexperimentacion.

Aqui vemos que el valor de, se hace cero, eso es un indicador de que estedelle ser

incrementado. Hagamds = 440.
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CURYA PARALDS 3
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20T
2007

2807

Namero de iteraciones

Fig 4.55 Variacion de los valores dks, usando reexperimentacion.

Podemos observar qugse estabiliza en valores cercanos al valor intéaeste parametro

de control. Veamos los errores en las aproximasione

CURVA PARA EL ERROR

t f
[z} &0 100 150
Himero de iteraciones

Fig 4.56 Errores relativos en la recuperaciond@& y IM,, usando reexperimentacion.

Como vemos, las ultimas aproximaciones son muydsidan la uUltima iteracion se obtuvo

m =8.013678t y m, =498.3949.. El error promedio es 0.64147189%, menor al 2.5%

introducido inicialmente. La desviacion en los ezsoes 0.40608407.
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5 CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Conclusiones:

Después de haber desarrollado esta tesis, podemtasaiguientes conclusiones:

01.El método de regularizaciéon de Tikhonov, aplicaticsiatema de masas-resortes,
podria no funcionar bien, aun dedicandole tiempta aleccién del pardmetro

regularizador.

02.EIl jacobiano y el hessiano de la funcion objetieo sin referente muy importante
para determinar que tan bien o mal condicionad® mgéstro sistema y pueden ser

utilizados para definir un pardmetro regularizaataptativo.

03. Existen heuristicas importantes para encontraamémpetro de regularizacion, pero su
ejecucion demanda mucho costo computacional y gogacantizan la eleccion del
parametro 6ptimo. Por esta razén es que introdcina manera de determinar, de
forma adaptativa, este pardmetro regularizadordeséas caracteristicas propias del
problema (esto es, de acuerdo al valor de su Im§sialiminando asi la busqueda

tradicional del parametro optimo.
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04.En problemas mal condicionados, hemos podido obsejue la regularizacion
adaptativa sin reexperimentacion y la reexperineédasin la adaptabilidad del

parametro regularizador, no funcionan bien.

05. La reexperimentacion, usando regularizacion adaptdtinciona mucho mejor y nos
brinda en la mayoria de los casos muy buenas apagiones, pero debemos
reconocer que el hacer reexperimentacion implica casto (el de realizar

experimentos); esto puede ser factible en alguplasaeiones y en otras no.

06.Dimensionalmente, llegamos a la conclusion de duymeémetro de regularizacion
deberia tener la formaz:(|deta—l j)lm . Esta forma de elegir el parametro

regularizador funciona muy bien; sin embargo, eprética, nos dimos cuenta que
cuando hacemos doble regularizacion, es recomendadter un ajuste a este
parametro (usar la regla del 10%), para poder cuiisenejores aproximaciones en

menos tiempo.

07.En el caso de las constantes de resortes, haderrégilarizacion junto a la regla del
10%, resulta ser mas eficiente (acelera la conwerge que hacer una sola
regularizacion; sin embargo, esta regla no funcemal caso de las masas, haciendo

evidente la limitacion del método de dos pasosesreigl.
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08.Pudimos comprobar que el método de reexperimemaeigui planteado, también
funciona en otro tipo de problema inverso (recugérade las constantes de masas),

haciendo regularizacion en un solo paso.

Trabajos Futuros:

A pesar de haber obtenido buenos resultados canétddo de reexperimentacion, aun

guedan algunas cuestiones por aclarar. Esto pusBeraotivo de investigaciones posteriores.

01.En los experimentos virtuales que realizamos, padginobservar que el
comportamiento dé&, nos brinda cierta informacion sobre lo que pudpsar con

las aproximaciones que buscamos; sin embargo éobest claro como se pudiera

utilizar esta informacién para identificar con egd buenas aproximaciones.

02.Creemos que se pudiera utilizar inteligencia aréfi(redes neurales y clasificadores)
para poder “aprender” qué tipos de comportamiedtsparametro de control se

asocian con buenas aproximaciones.

03.Aun cuando los experimentos fueran hechos en wrdatrio, se podria utilizar este
aprendizaje sobre el comportamiento del pardmetracahtrol con experimentos

virtuales para poder determinar cuando es que estaetrca de la solucion buscada.
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04. Seria interesante aplicar el método de reexperangmt a un sistema formado por un

mayor nimero de masas Yy resortes.

05. También resultaria interesante aplicar el métodoedgperimentacion a un sistema
de masas-resortes que corresponda a una regi@ @R o a un solido (3D), donde
los parametros de control serian muchos (condisidedrontera, en fronteras de una

y dos dimensiones).

06.Posteriormente, se pudiera investigar si en otpo tile problemas, hacer dos

regularizaciones resulta ser mas conveniente quer naa sola regularizacion.
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6 APENDICE

6.1 Numero De Condicion De Una Matriz

Sea A una matriz de ordenxn con coeficientes reales e invertibldbylR". Nos interesa
estudiar como se afecta la solucién del sistéra b al hacer pequefias perturbaciones en
los datos de entrada, es decir tratar de “mediselasibilidad del problema. Para esto existe

una cantidad denominad@mero de condicigrdefinido de la siguiente manera:

K(A) = A A
Diremos que una matriz es bien condicionade(#\) es pequeiio y diremos que la matriz es

mal condicionada sk(A) es muy grande.

6.2 Rutinas De Experimentacion Numérica

Las rutinas que presentamos en este trabajo, fire@ras usando un paquete gratuito

llamado Scilab.

6.2.1 Recuperacion De Los Parametros kq, y k,

6.2.1.1. Reexp_adapt_final:

Con esta rutina aproximamos los valores kley k, , haciendo dos procesos de
regularizacion; uno, para minimizar con respect®& ak, Yy otro para minimizar con

respecto &, .
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function [kv1,k,kv,m,alpha] = reexp_adapt_finalfkt,alfa,numiter,bet)

/Ix *kkhkkkhkkk *k% *% *kkkkk

/I Reexperimentacion para hallar las constargegsbrtes: k(1) y k(2)

//' *khkkkkkkkkhhkkkhkk * *kkkkk

/I k: valores iniciales para las constantes dertes

/I kv: valores verdaderos de las constantes siwtes
/I m: constantes de masa

/I alfa = 0: no hay regularizacion ni reexperitaeion
/ alfa = -1: s6lo regularizacion

/I alfa = 1: Reexperimentacion

/I numiter: nmero de iteraciones

/l bet: regla del 10%

//' *kkkkkkkkkhkkkhkkx * *kkkkk

alpha = abs(alfa) // parametro de regularizacion
kvl =[0;0;kv(3)] // vector que guarda las aprd& k(1),k(2) y k(3)
for i = 1:numiter

i =i

if i>1

kterceros(i) = kv(3) // vector que guardadprox. solo de k(3), para graficar
else
kterceros(i) = k(3)

end

T T T

/[Célculo de los autovalores(Frecuencias nkasirdel sistema)

A = [-(kv(1)+kv(2))/m(1) kv(2)/m(1)

kv(2)/m(2) -(kv(2)+kv(3))/m(2)];

L = real(spec(A));

x =0.05

L(1) = L(1)+x*L(1)*(rand(1)-0.5);

L(2) = L(2)+x*L(2)*(rand(1)-0.5);

[ [FRRRR R Rk Rk kR

/IMinimizacion sobre k(1) y k(2)

1

/loperaciones para calcular el jacobiano yesktano
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a = kvl(1)+kvl(2)

b = kv1(2)+kv1l(3)

¢ = kv1(1)+kvl(3)

d = kvl(1)+kv1(2)+kv1l(3)
e = kvl(1)*kv1l(2)+kv1l(1)*kv1(3)+kv1(2)*kv1(3)
f=m(1)*m(2)

g = (LAN"2 + (L(2))"2
h=L(1)+L(2)

i = (Mm(1))"2

ii=(m@2)"2

kk = (kv1(2))"2

/[Célculo del Hessiano
X2 = 4*(b"2)/(ii*jj) + 4*h*b/(ii*m(2)) + 2*g/ii
Y2 = (4*e+2*(kv1(3))"2)/(ii*jj) + (2*h*d)/(ii*m(2)) + (2*h*b)/(m(1)%jj) + 2*g/f + glii
Z2 = (4*c"2)/(ii%)) + (4*h*c)/(i*m(2)) + (4*h*c)/(m(1)%j)) + 4*g/f + 2*gfii + 2*gljj
matrizhessiana = [X2 Y2;Y2 Z2]
Hessiano = abs(det(matrizhessiana))
H(i) = Hessiano
I
if alfa<>0
alpha = (H(i))"(1/2) /I adaptabilidad detsp para la aproximacion de k1 y k2
end
Alfa(i) = alpha
I
k12 = [k(1);k(2)] // vector que contiene lagighles sobre las que se realiza la minimizacion
/I se define la funcion que sera minimizada
function [fk1] = fmc1(k12,kvl,m,alpha,L)
al = (k12(1)+k12(2))/m(1);
bl = k12(2)/m(21);
cl =k12(2)/m(2);
dl = (k12(2)+kv1(3))/m(2);
el = sqrt(alpha);
fkl = zeros (4,1);
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fk1(1) = (a1)*(d1) + (a1+d1)*L(1) + L(1)"2(b1)*(cl);
fk1(2) = (a1)*(d1) + (a1+d1)*L(2) + L(2)"2(b1)*(cl);
fk1(3) = (el)*abs(k12(1)-kv1(1));
fk1(4) = (el)*abs(k12(2)-kv1(2));

endfunction

I

/I se realiza la minimizacion

[fkoptl, koptl] = leastsq(fmc1,k12);

kv1(1) = kopt1(1)

kv1(2) = kopt1(2)

// *kk *kkkkkhkhhkkhkhkkkrkkk

//*********************************

/IMinimizacion sobre k(3)
1
k3 =k(3)
I
/loperaciones para calcular el jacobiano yeskkano
aa = kv1(1)+kvl(2)
bb = kv1(2)+kv1(3)
kkk = (kv1(2))"2
I
/[Célculo del Hessiano
X22 = 2*(aalf+L(1)/m(2))"2+2*(aa/f+L(2)/m(2))"2
mahessiana = [X22]
Hess = abs(det(mahessiana))
H1(i) = Hess
1
alffa=H1(i) // adaptabilidad de alphaedrtalculo del nuevo k3
1
/I se define la funcion que sera minimizada
function fk2 = fmc2(k3,kvl,m,alffa,L)
a2 = (kvi(1)+kvi(2))/m(1);
b2 = kv1(2)/m(1);
c2 = kvl(2)/m(2);
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d2 = (kv1(2)+k3)/m(2);
e2 = sqrt(alffa);
fk2 = zeros (3,1);
fk2(1) = (a2)*(d2) + (a2+d2)*L(1) + L(1)"2(b2)*(c2);
fk2(2) = (a2)*(d2) + (a2+d2)*L(2) + L(2)"2(b2)*(c2);
fk2(3) = (bet*e2)*abs(k3-kv1(3));
endfunction
1
I se realiza la minimizacion
[fkopt2, kopt2] = leastsq(fmc2,k3)
if kopt2 <0
kopt2 =0
end
T L T e ———
/I Célculo del error relativo
err(i) = 100*sqrt((kv(1)-kv1(1))"2 +(kv(2)-kv2§)"2)/sgrt((kv(1)) 2+(kv(2))"2)

// *kk *kkkkkhkkkkkhkhkkkrkkxk

if alfa > 0 // se hace reexperimentacion
kv1(3) = kopt2
end
kv = [kv(1);kv(2);kv1(3)]
1
end
plot(j,err)
xgrid
xtitle("CURVA PARA EL ERROR","NUmero de iteracies","Error")
figure
plot(j,kterceros)
xgrid
xtitle("CURVA PARA LOS kv3","Numero de iteraciog&"kv3")

endfunction
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6.2.1.2. Reexpk123:
Con esta rutina aproximamos los valores ldey k, haciendo un solo proceso de

regularizacion; para minimizar con respectoka, k, y k; . Ademas aqui usamos

a= (|det(H 1)1/3

function [kv1,k,kv,m,alpha] = reexpk123(k,kv,m,gHamiter)

//' *kkkkkkkkkhkhkkkhkk * *kkkkk

/I Reexperimentacion para hallar las constargagsbrtes: k(1) y k(2)

//' *kkkkkkkkkhkhkkkhkk * *kkhkkk

/I k: valores iniciales para las constantes dertes

/I kv: valores verdaderos de las constantes stetees
/I m: constamtes de masa

/I alfa = 0: no hay regularizacion ni reexperitaeron
/ alfa = -1: s6lo regularizacion

/I alfa = 1: Reexperimentacion

/I numiter: nimero de iteraciones

/Ix aaaaaa *k% *% *kkkkk

alpha = abs(alfa)
/lalpha = alfa
kvl =[0;0;kv(3)] // vector que guarda las aprd& k(1),k(2) y k(3)
for i = 1:numiter
i =i
/IAlfa(i) = alpha
if i>1
kterceros(i) = kv(3) // kterceros: vectorecguarda las aprox. sélo de k(3), para graficar
else
kterceros(i) = k(3)
end
T L T e ——
/ICalculo de los autovalores (Frecuencias asardel sistema)
A = [-(kv(1)+kv(2))/m(1) kv(2)/m(1)
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kv(2)/m(2) -(kv(2)+kv(3))/m(2)];
L = real(spec(A));
x =0.05
L(1) = L(1)+x*L(1)*(rand(1)-0.5);
L(2) = L(2)+x*L(2)*(rand(1)-0.5);
[[FrxErrkRRRR xR KRk Rk kkokok
/IMinimizacion sobre k(1) y k(2)
1
/loperaciones para calcular el jacobiano yesktano
a = kvl(1)+kvl(2)
b = kv1(2)+kv1l(3)
¢ = kv1(1)+kvl(3)
d = kvl(1)+kv1(2)+kv1l(3)
e = kvl(1)*kvl(2)+kv1l(1)*kv1(3)+kv1(2)*kv1(3)
f=m(1)*m(2)
g = (LA))"2 + (L(2))"2
h=L(1)+L(2)
i = (m(1))"2
ii=(m(2)"2
kk = (kv1(2))"2
I
/[Célculo del Hessiano
X2 = 4*(b"2)/(ii*jj) + 4*h*b/(ii*m(2)) + 2*g/ii

Y2 = (4*e+2*(kv1(3))"2)/(ii*jj) + (2*h*d)/(ii*m(2)) + (2*h*b)/(m(1)%jj) + 2*g/f + glii

Z2 = (4*c"2)I(ii%)) + (4*h*c)/(i*m(2)) + (4*h*c)/(m(1)%j)) + 4*g/f + 2*gfii + 2*gljj

W = 2%(g/f+(h*b)/(F*m(2))+(h*a)/(FFm(1))+(2*a*b)/(ii*jj))

W1 = 2*((g/m(2))*(1/m(1)+1/m(2))+(h/f)*(c/m(2)a/m(1))+(h*a)/(frm(2))+(2*a*c)/(ii*jj) +(fL+2)/(f))

W2 = 2*(g/jj+(2*h*a)/(frm(2))+2*(a"2)/(ii*j}))
matrizhessiana = [X2 Y2 W;Y2 Z2 W1;,W W1 WZ2]
Hessiano = abs(det(matrizhessiana))

H(i) = Hessiano

I

if alfa<>0

alpha = (H(i))(1/3) // adaptabilidad dpte, para la aproximacion de k1 y k2
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end
Alfa(i) = alpha
1
/I se define la funcion que sera minimizada
function [fk1] = fmcl(k,kvl,m,alpha,L)
al = (k(1)+k(2))/m(1);
bl = k(2)/m(1);
cl = k(2)/m(2);
d1 = (k(2)+k(3))/m(2);
el = sqrt(alpha);
fk1l = zeros (4,1);
fk1(1) = (al)*(d1) + (a1+d1)*L(1) + L(1)"2(b1)*(cl);
fk1(2) = (al)*(d1) + (a1+d1)*L(2) + L(2)"2(b1)*(cl);
fk1(3) = (el)*abs(k(1)-kv1(1));
fk1(4) = (el)*abs(k(2)-kv1(2));
fk1(5) = (el)*abs(k(3)-kv1(3));
endfunction
I
/I se realiza la minimizacion
[fkopt, kopt] = leastsq(fmcl,k);
kv1(1) = kopt(1)
kv1(2) = kopt(2)
if kopt(3) <0
kopt(3) =0
end
T L T e ———
[/l Célculo del error relativo
err(i) = 100*sqrt((kv(1)-kv1(1))"2 +(kv(2)-kv2"2)/sqrt((kv(1)) 2+(kv(2))"2)
T L T e ——
if alfa >0 // se hace reexperimentacion
kv1(3) = kopt(3)
end
kv = [kv(1);kv(2);kv1(3)]

end
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plot(j,err)

xgrid

xtitle("CURVA PARA EL ERROR","NUmero de iteracies","Error")
figure

plot(j,kterceros)

xgrid

xtitle("CURVA PARA LOS kv3","Numero de iteraciogg"kv3")

endfunction

6.2.2 Recuperacion De Los Parametros my; y m,

Con esta rutina aproximamos los valores rdey m, haciendo un soélo proceso de

regularizacion; para minimizar con respectoma, m, y k, . Ademas aqui usamos

a =(|detH j)m.

6.2.2.1. Reexpmka3:

function [M,kterceros,alpha] = reexpmk3(m,minic Jifkic,alfa,numiter)

/Ia aaaaaa *k% *% *kkkkk

/I Reexperimentacion para hallar las constardesasas: m1 y m2

/I La regularizacion de (m1, m2) y k3 se hacenresdlo paso

//' * *kkkkkkhkkkhkk *kkkkkkkhkkkkhkk *kkhkkk

/I my k: valores valores verdaderos para lastaotes de masas y resortes, respectivamente
/I minic y k3inic: valores iniciales de las canses de masas y resortes

/[ alfa = 0 ... no hay regularizacion ni reexpamntacion

/[ alfa = -1 ... hay regularizacion pero no remkpentacion

/[ alfa =1 ... hay reexperimentacion
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/I numiter: nimero de iteraciones

I* SRR ok F—
alpha = abs(alfa)
M = [1;1] // vector que guarda las aproximac®de m1ly m2
k3 = k(3) // vector que guarda las aprox. de k(3
for i = 1:numiter

i =4

if i>1

kterceros(i) = k3 // kterceros: vector queugla las aprox. sélo de k(3), para graficar
else
kterceros(i) = k3inic

end

T L T e ——

/ICalculo de los autovalores(Frecuencias nkdsidel sistema)

A = [-(k(1)+k(2))/m(1) k(2)/m(1)

k@2)/m2)  -(k(2)*+k(3))/m(2)];

L = real(spec(A));

x=0.05

L(1) = L(1)+x*L(1)*(rand(1)-0.5);

L(2) = L(2)+x*L(2)*(rand(1)-0.5);

1

T L T e ——

I

/loperaciones para calcular el jacobiano yeskkano

a =k(1)+k(2)

b = k(2)+k3

¢ = k(1)*k(2)+k(1)*k3+k(2)*k3

d = M(1)*M(2)

e = (M1))"2
ee = (M(1))"3
f=(M(2)"2
ff = (M(2))"3
g = (LA)N"2
h = (L(2)"2
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f1 = g+(L(1))*(a/M(1)+b/M(2))+c/d

f2 = h+(L(2))*(a/M(1)+b/M(2))+c/d
diflml = -(a@*L(1))/e-c/(e*M(2))
d1fim2 = -(b*L(1))/f-c/(f*M(1))

d1f1k3 = L(1)/M(2)+a/d

dif2mil = -(a*L(2))/e-c/(e*M(2))
d1f2m2 = -(b*L(2))/f-c/(f*M(1))

d1f2k3 = L(2)/M(2)+a/d

d2flmlmil = 2*(a*L(1)/ee+c/(ee*M(2)))
d2flm1m2 = c/(e*f)

d2f1m1k3 = -a/(e*M(2))

d2f2m1mil = 2*(a*L(2)/ee+c/(ee*M(2)))
d2f2mim2 = d2fimimz2

d2f2m1k3 = d2f1m1k3

d2f1m2m2 = 2*(b*L(1)/ff+c/(ff*M(1)))
d2f2m2m2 = 2*(b*L(2)/ff+c/(ff*M(1)))
d2f1m2k3 = -L(1)/f-a/(f*M(1))
d2f2m2k3 = -L(2)/f-a/(f*M(1))

/[Célculo del Hessiano
X2 = 2*((d1flm1)"2+f1*d2fim1im1+(d1f2m1)"2+f2*@2m1im1)
Y2 = 2*(d1fim2*d1flm1+f1*d2fim1im2+d1f2m2*d1f2mi2*d2f2mimz2)
Z2 = 2*(d1f1k3*d1f1m1+f1*d2flm1k3+d1f2k3*d1f2mi2*d2f2m1k3)
W = 2*((d1flm2)"2+f1*d2flm2m2+(d1f2m2)"2+f2*@2m2m?2)
W1 = 2*(d1f1k3*d1f1m2+f1*d2f1m2k3+d1f2k3*d 1f2m22*d2f2m2k3)
W2 = 2%((d1f1k3)"2+(d1f2k3)"2)
matrizhessiana = [X2 Y2 Z2;Y2 W W1;Z2 W1 W2]
Hessiano = abs(det(matrizhessiana))
H(i) = Hessiano
I
if alfa<>0
alpha = (H(i))*(1/3)
end
Alfa(i) = alpha
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I
/I se define la funcién que sera minimizada
m1m2k3 = [minic(1);minic(2);k3inic]
function [fmk] = fun_mk(m1m2k3,k,alpha,L)
al = (k(1)+k(2))/m1m2k3(1);
bl = k(2)/m1m2k3(1);
cl = k(2)/m1m2k3(2);
d1 = (k(2)+m1m2k3(3))/m1m2k3(2);
el = sqrt(alpha);
fmk = zeros (4,1);
fmk(1) = (a1)*(d1) + (a1+d1)*L(1) + L(1)"2(b1)*(cl);
fmk(2) = (al)*(d1) + (al+d1)*L(2) + L(2)"2(b1)*(cl);
fmk(3) = (el)*abs(m1m2k3(1)-M(1));
fmk(4) = (el)*abs(m1m2k3(2)-M(2));
fmk(5) = (el)*abs(m1m2k3(3)-k3);
endfunction
1
/I se realiza la minimizacion
[fmkopt, mkopt] = leastsq(fun_mk,m1mz2k3);
M(1) = mkopt(1)
M(2) = mkopt(2)
if mkopt(3) <0
mkopt(3) =0

end

[[FHARFIEAAR IR AR I A AT IR AAFTAAFIIAK
/I Calculo del error relativo
err(i) = 100*sqgrt((m(1)-M(21))*2 +(m(2)-M(2))"Bart((m(1))*2+(m(2))"2)

//*********************************

//*********************************

if alfa >0 // se hace reexperimentacion
k3 = mkopt(3)
end
k = [k(1);k(2);k3]
end
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disp (k3,M, err)

plot(j,err)

xgrid

xtitle("CURVA PARA EL ERROR","NUmero de iteracies","Error")
figure

plot(j,kterceros)

xgrid

xtitle("CURVA PARA LOS k3","Numero de iteraciorig®3")

endfunction
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