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Abstract

In a supervised classification problem, when the vectors of data are direction-
al, it means, that they take values on a k-dimensional sphere, the application of
the algorithms of pattern recognition as k-nearest-neighbour method, discriminant
analysis, and kernel discriminant analysis, do not obtain good results in classifi-
cation error rate. For this type of problems, we propose several algorithms based
on directional k-nearest-neighbour, estimation of density for directional kernel and
discriminant analysis with assumption of von Mises-Fisher distribution. Addition-
ally we present an extension for these classification methods for directional data in
standard sets (not directional), based in the correlation matrix. We illustrate the
performance of these methods on simulated data, machine learning datasets and

microarray data sets.



RESUMEN

Si se tiene un problema de clasificacién supervizada donde los vectores de datos
son direccionales, es decir, toman valores sobre una esfera k-dimensional, la apli-
cacién de los métodos de reconocimiento de patrones tales como k-vecinos mas
cercano, analisis de discriminante y clasificaciéon por estimacién de densidad por
kernel, no tienen buenos resultados en cuanto a tasa de error en la clasificacién.
Se propone para este tipo de problemas, algoritmos basados en k-vecinos més cer-
canos direccionales, en estimacién de densidad por kernel direccional y en el andlisis
de discriminante direccional con el supuesto de distribucién de von Mises-Fisher.
Adicionalmente se presenta una extencion para utilizar los métodos de clasificacion
para datos direccionales en conjuntos estandar (no direccionales), basdndose en la
matriz de correlacion entre individuos. Se ilustra el rendimiento de los métodos en
conjuntos simulados, en datos de aprendizaje automaético y en datos de expresién

genética tomadas por medio de microareglos.
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Capitulo 1

Introduccion

En algunas areas de la investigacién cientifica es necesario la aplicacién de
métodos estadisticos a conjuntos de datos donde algunas de sus variables posee
caracteristicas circulares, es decir, donde el rango de valores que puede tomar la
variable es finito y puede ser representado en un circulo. Un claro ejemplo de esto,
es el registro de direccién de desplazamiento, ya que indicar una direccién de 1°
o de 359° es equivalente a decir un grado de desplazamiento con respecto a la
direccién 0°. De una manera un poco mas general, se pueden considerar variables
que pueden ser representadas sobre la superficie de una hiperesfera de grado p,
este tipo de datos son denominados direccionales [Mardia y Jupp, 1999], donde el
caso de p = 2 son datos circulares y p = 3 son datos esféricos. En diversos textos
como [Jammalamadaka y SenGupta, 2001] y [Fisher, 1993] se han estudiado las
modificaciones adecuadas sobre las estadisticas clasicas cuando se poseen datos
direccionales, con desarrollos desde estadisticas basicas hasta teoria estadistica en

datos circulares. Una recopilacién de los conceptos principales se describen en el



capitulo dos.

Por otra parte, en la teoria de clasificacién estadistica multivariada se busca solu-
cionar principalmente los problemas de formacién de conglomerados (cluster o
clasificacién no supervisada) y la construccién de reglas a partir de conjuntos eti-
quetados (discriminacién o clasificacién supervisada). Este tipo de problema han
sido abordados en multiples textos y articulos en las décadas recientes. Una im-
portante seleccién de conceptos y resultados es presentado en el tercer capitulo.
Adicionalmente, a partir de la necesidad de estudiar conjunto de datos de gran
tamano, principalmente en estudios genéticos, se ha planteado la necesidad de
construir mecanismos de clasificacién a conjuntos de datos donde el nimero de
variables (p) sea mucho mayor al nimero de individuos (n), esto es denominado
como datos anchos (p >> n). Métodos de clasificacién para datos direccionales
son analizados en detalle en el capitulo 4.

El aporte cientifico de esta tesis es precisamente la adaptacién de los mecanis-
mos clasicos de clasificacién a datos direccionales y su aplicacién a conjuntos de
cualquier tipo de datos. Buscando la validez practica se aplicaran los mecanismos
de clasificacién a datos direccionales simulados, conjuntos de datos estandares y a

conjunto de datos anchos.



Capitulo 2

Datos Direccionales

2.1. Motivacion

Los datos direccionales en dos y tres dimensiones son frecuentemente encontra-
dos en las ciencias naturales tales como biologia, medicina, ecologia, geologia, etc.
Por ejemplo, los biologos estudian los registros de direccién del vuelo durante la mi-
gracién. En un experimento sobre palomas mensajeras, [Jammalamadaka y SenGupta, 2001]
se tienen los registros de los angulos de direccion de vuelo para 15 aves, y es-
tos son: 85°, 135°, 135°, 140°, 145°, 150°, 150°, 150°, 160°, 185°, 200°, 210°,
220°, 225° y 270°. Los datos son representados en la Figura 2.1. Otros ejemplos
de utilizacion de datos circulares son aplicaciones en medicina, en paleontologia

[Sengupta y Rao, 1967] y en geologia [Fuller et al., 1996].

También los eventos peridédicos pueden ser representados sobre un circulo donde
la circunferencia corresponde al periodo, por ejemplo, horas en el dia, dias de la

semana, etc.



Direccién en el vuelo de 15 palomas mensajeras
90
180 + 0
270

Figura 2.1: Ejemplo de datos circulares

En otro ejemplo, el circulo puede representar los 365 dias del ano y cada punto rep-
resentaria la ocurrencia de un accidente aéreo y se desea conocer si la distribucién

es uniforme en las diferentes épocas del ano.

2.2. Estadisticas Descriptivas de datos circu-
lares

Los datos circulares pueden ser representados como angulos o como puntos
sobre una circunferencia. La posicién direccional tiene una representacién tnica en
un sistema coordenado de dos dimensiones. Es decir, cualquier punto P sobre el
plano puede ser representado como (X,Y) en términos de coordenadas rectangu-

lares o como (r, ) en términos de coordenadas polares donde 7 es la distancia del

4



-

rsin(@) r-------- -

r cos(m)

Figura 2.2: Transformada polar

punto al origen y « es la direccién. Para el punto origen, se tiene que r = 0 y no
tiene direccién, es decir, o no esta definida.
La Figura 2.2, representa las coordenadas rectangulares y polares del punto P.

Dadas la coordenadas rectangulares de un punto P = (x,y) se tiene que:

x =rcos(a), y=rsin(a) (2.1)

En anélisis direccional lo que interesa basicamente es la direccion y no la mag-
nitud del vector, por esta razén usualmente se toma r = 1, por conveniencia. Asi,
cada direccion corresponde a un punto P sobre la circunferencia del circulo uni-
tario. Equivalentemente, cada punto en la circunferencia puede ser representado

por un angulo.



20

180 |«

340

Figura 2.3: La media aritmética es erronea

2.2.1. Medida de Centralidad

Para definir una direcciéon media, algunas veces llamada la direccion preferida,
se podria pensar en calcular la media aritmética de los dngulos. Por ejemplo, si
se tienen los angulos 20° y 340°, su promedio aritmético seria 180°, pero como se
observa en la Figura 2.3 esto no tiene sentido como registro circular.

Una medida adecuada para la media direccional, en el caso de distribuciones
circulares unimodales, es el vector donde se concentran las direcciones. El cémputo
de este vector es:

Sea ap,qs,...,q, un conjunto de observaciones circulares dadas en términos
de dngulos. Considere la tranformacién polar a rectangular de cada observacion
(ecuacién 2.1), es decir (cos(ay),sin(w;)), i =1,...,n. El vector resultante seria

la suma de los n términos sumados componente a componente, es decir:



R = (Zl cos(ai),;sin(ai)> = (C,S) (2.2)

Entonces R = ||R|| = VC? 4 S? representa la longitud del vector R. La direc-

cién de dicho vector, denotado por @y se obtiene de las siguientes ecuaciones:

cos(ap) = %, sin(@) = % (2.3)
Una definicién explicita de @y es dada en [Fisher, 1993] como sigue:
(arctan(S/C) if C>0,8>0,
/2 if ¢=0,5>0,

@y = arctan”(S/C) = < arctan(S/C) +r if C <0, (2.4)
arctan(S/C) +2r if C>0,5<0,
indefinida if C=0,5=0,

Retomando el ejemplo de la Figura 2.3, se tiene de 2.4 que C' = cos(20) +
cos(340) = 1,879385 y C = sin(20) + sin(340) = 0, por tanto, ap = arctan(0) = 0,

siguiendo el sentido natural de una tendencia central(Figura 2.4).

2.2.2. Distancia Circular
En [Jammalamadaka y SenGupta, 2001] se define como una distancia circular
adecuada entre dos puntos a la longitud menor de los arcos formados entre los dos

puntos en la circunferencia, es decir que para cualquier par de angulos « y 3 se

tiene que:

po(a, ) =min(a — 3,27 — (= B)) =7 — |7 — |a — B (2.5)



20

340

Figura 2.4: La media direccional es adecuada

Por ejemplo en la Figura 2.5, la distancia entre A y B puede ser la longitud del
arco ANB o la del arco ASB. Segin (2.5), la distancia seria la longitud de arco
AN B. Claramente la distancia circular py toma valores entre [0, 7].

En [Jammalamadaka y SenGupta, 2001] se define una segunda distancia cir-

cular entre los puntos « y 8 dada por:

pr(a B8) = 1 — cos(a — ) (2.6)

donde « y (3 representan los dngulos correspondientes a A y B respectivamente.
Si 0 es el angulo entre los puntos A y B, es claro que la funcién de distancia p; es
mondtona creciente con respecto a #, tomando el valor de 0 cuando 8 = 0 y crece

hasta 2 si 0 = 7.



S

Figura 2.5: La distancia circular py es la longitud del arco AN B

z=mn—a-p| z=1-cos(a-B)

Figura 2.6: Comparacion de las medidas de distancias circulares




En la Figura 2.6 se observa, que salvo unidades, ambas distancias tienen el
mismo sentido y su diferencia radica en la mayor curvatura que presenta p;.

Es importante, para poder utilizar la distancia como instrumento de decisién,
determinar si distancias definidas en (2.5) o (2.6) cumplen las propiedades de
medida de disimilaridad. En [Webb, 1999] se indica que una medida p entre a y b

se dice de disimilaridad si:

= p(a,b) >0 Va,b (Positiva)

» p(a,a) =0 Va (Nulidad)

» p(a,b) = p(b,a) Va,b (Simetria)

Proposicién 1 (Disimilaridad Circular de Coseno). La distancia circular

definida en (2.6) por pi(a,b) =1 — cos(a — b) es una medida de disimilaridad

Demostracion. La positividad de la distancia se tiene ya que cos(a — b) estéd entre
[—1,1] por tanto p1(a,b) > 0. Ademds, si cos(0) = 1, se tiene que 1 — cos(0) = 0,
y para cualquier a se tiene que pi(a) = 1 — cos(a — a) = 0. La simetria de la
disimilaridad circular se tiene gracias a la paridad de la funcién coseno. Es decir
cos(a) = cos(—a) implica directamente p;(a,b) =1 —cos(a —b) =1 —cos(b—a) =

pl(bv a’)' 0

Proposicién 2 (Disimilaridad Circular del Valor Absoluto). La distancia
circular definida en (2.5) por po(a,b) =7 —|m — |a — b|| es una medida de disimi-
laridad.

10



Demostracion. Dado que el maximo valor que toma la diferencia entre dos angulos
en medidas radianes estd entre —27 y 27 se tiene que |7 — |a — b|| toma valores
entre —7 y m por tanto m — |7 — |a — b|| tiene como rango [0, 7] con lo cual se tiene
que po(a,b) > 0 para todo a y b. La nulidad es obvia y la simetria se obtiene del

valor absoluto, ya que |a — b| = |b — al. O

2.3. Distribuciones de Probabilidad Circulares

2.3.1. Introduccion

En [Jammalamadaka y SenGupta, 2001] se define una distribucién circular co-
mo aquella cuya probabilidad total estd concentrada sobre la circunferencia de
un circulo unitario. El rango de una variable aleatoria (rv) circular 6, medida en
radianes, toma valores entre [0, 27) o [—m, 7). De la misma manera que las distribu-
ciones clasicas de probabilidad, las distribuciones circulares son escencialmente de
dos tipos: Discretas y Continuas. En cualquier caso, una funcién de densidad de

probabilidad (pdf) f(#) debe tener las siguientes propiedades:
= f(0) = 0;
2m
. f(6)do =1

0

» f(0) = f(0+ k- 27) para cualquier entero k (es decir f es periddica)

11



2.3.2. Algunos Métodos para obtener Distribuciones
Circulares

En la secciones anteriores se ha mostrado que una variable aleatoria circular
puede ser representada en términos del angulo 6, (0 < 6 < 27) o como un vector
unitario bidimensional (X = cos6,Y = sinf)’.

Algunas distribuciones circulares pueden ser generadas a partir de distribuciones de
probabilidad conocidas sobre la recta real o sobre el plano, por medio de diferentes

mecanismos. A continuacién se describen algunos de ellos:

(1) Por envoltura (“wrapping”) de una distribucién lineal alrededor del circulo

unitario;
(2) Por medio de propiedades caracteristicas tal como maximizar la entropia;

(3) Transformando una variable aleatoria lineal bivariada a sus componentes di-
reccionales, las cuales son llamadas distribuciones de desplazamiento (“off-

set”);

(4) Iniciando con una distribucién sobre la recta real R, se aplica un proyeccién
estereografica que identifica cada punto z en R con algin punto sobre la
circunferencia del circulo unitario, llamado 6. Esta correspondencia es uno a

uno, excepto por el hecho que los valores —oo y oo son identificados con 7.

12



2.3.3. Distribucion Uniforme

Cuando el total de la probabilidad es extendida uniformemente sobre la cir-
cunferencia se obtiene la distribucién uniforme circular con funcién de densidad
constante:

fO) =~  0<f<or (2.7)

La distribucion uniforme circular tiene un papel principal en el analisis de datos
circulares porque representa el estado de ausencia de direcciéon promedio o ausencia
de direccién preferida. Cuando un conjunto de datos circulares no se ajusta a una
distribucién uniforme se piensa entonces en la presencia de una o mas direcciones

preferidas.

2.3.4. Distribucion de von Mises

Una variable aleatoria 6 se dice que sigue una distribuciéon de von Mises o

Normal Circular si tiene como funcion de densidad:

£(6; 1, ) ereos@—n) g <g<onm, (2.8)

B 21 ly(K)
donde 0 < p < 2w y k > 0 son pardmetros. El término (k) de la constante de
normalizacién es la funcién modificada de Bessel de primera clase de orden cero

(para detalles de la misma ver [Fisher, 1993]) y esta dada por:

To(k) = % /027r exp (1 cos 0)d0 — i (g)2 (%)2 (2.9)

r=0

Esta distribucién es discutida originalmente por Langevin en 1905 en el con-

texto de la fisica y luego en 1916 utilizadas como modelo estadistico por von Mises.

13



La funcion de densidad de von Mises tiene las siguientes propiedades:

1. Simetria: Debido a la simetria de la funcién coseno, la densidad es simétrica

alrededor de la direccién pu.

2. Moda en pu: Dado que la funcién coseno tiene maximo en cero, la densidad de
von Mises tiene maximo en 6 = u, es decir que p es moda direccional cuyo

valor maximo es:

K

fp) = 27;—0(/1) (2.10)
3. Antimoda en p+ 7 Ya que cosm = —1 es el valor minimo, entonces § =
u + 7, da la densidad minima en:
ok
flputm) = W. (2.11)

Asi, yu + 7 es la direcciéon antimodal.

4. Parametro de concentracién x: De (2.10) y (2.11), se tiene que:

f(,u) _ eQn
flp£m) '

Asi que, medida que k aumenta, la razén de f(u) y f(pu+7) es mas grande;
indicando mayor concentracién alrededor de la media direccional poblacional
w. Por tal motivo, s es conocido como el parametro de concentracion alrede-

dor de la media direccional.

En la Figura 2.7 se muestra la funcién de densidad de von Mises para diferentes

valores de k y para y = 7.
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Figura 2.7: Densidades de von Mises con (k = 1/100,5,25), (x = 7) en los
tres casos

2.4. Datos Direccionales Multidimensionales

2.4.1. Introduccion

La generalizacion de datos circulares sobre la hiperesfera unitaria de dimensién
D, Sp, es conocido por datos direccionales.
Usualmente cuando se tiene un conjuntos de datos es de interés estudiar la di-
reccién y la magnitud del vector x = (21, ... ,xp)T, pero en algunas ocaciones es
deseable estudiar tinicamente en la direccién de x. Entonces, dichos puntos pueden
ser ubicados en la circuferencia del circulo en dos dimensiones o en la superficie de
la esfera en tres dimensiones. En general, las direcciones pueden ser visualizadas
como puntos en la superficie de la hiperesfera.
Se denota al vector direccional aleatorio p-dimensional por @, donde 670 = 1. El
vector unitario # toma valores sobre la superficie de la hiperesfera p—1-dimensional
Sp—1, que tiene radio unitario y centro en el origen.

En general, es conveniente considerar la densidad de x en términos de las coorde-
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nadas polares esféricas x = ru(6) con § = (6y,...,0,-1)7 donde:

i—1
u; (0) :(:OSHZ'HSinHj, i1=1,...,p, sinfp = cosf, =1 (2.12)
7=0
y
OSQJ‘S?T, OSQP_1<27T, r>0
El jacobiano de la transformacién desde (r, 0) a x estd dado en [Mardia y Jupp, 1999]
y es:
p—1
Jp = PPl H stnP'0;_1, Jo=r (2.13)
i=1

Usualmente se utiliza esta transformacién sobre la hiperesfera de radio uno. Es

importante notar que para p = 2, se tiene que es igual a (2.1).

2.4.2. Distribucion de von Mises-Fisher

[Jammalamadaka y SenGupta, 2001] sugiere como una generalizacién adecua-
da de la distribucién de von Mises (2.8) sobre esferas p — 1 dimensionales, a dis-
tribuciones cuya log-densidad sea lineal en z, es decir, cuya densidad f(z;p, k)
satisfacen:

log f(x; u, k) = kulz + constante, (2.14)

éstas son llamadas las distribuciones von Mises-Fisher.

Un vector aleatorio = sigue una distribucién (p — 1) dimensional von Mises Fisher
(o Langevin en la terminologia de [Watson, 1974]), si la funcién de densidad de
probabilidad es:
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K\ P/2—1 1
f@;p, k) = (5) T2, (%) exp{rp’}, (2.15)

donde k > 0,]|u|| = 1, y I, denota la funcién modificada de Bessel de primer tipo
de orden v. Los pardmetros p y k son llamados media direccional y pardmetro de

concentracion, respectivamente.

En el caso particular de p=2, de (2.15) se obtiene:

y aplicando la transformada polar (2.12) a x:

0= (00 = ()
se obtiene

f(a’ L, lﬁ:) _ en(cosul cos 61 +sin pq sin 61)

encos(Gl —p1)

la cual tiene el mismo comportamiento de la distribucién circular de von-Mises
(2.8), a excepcién del pardmetro de normalizacién 1/(27).
Para el caso de p=3, la distribucién de von Mises-Fisher es llamada la distribu-

cion Fisher, y estd dada por la expresion:

N enle (2.16)

f(x; p, k)

- 2sinh k
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Escribiendo a x y p en coordenadas polares esféricas:

x = (cos(#), sin(f) cos(¢), sin(6) sin(gb))T, = (cos(a), sin(c) cos(3), sin(a) sin(ﬂ))T,

se obtiene:

K K[cos 0 cos a+sin 0 sin o cos(p— )] sin @ (217)

f(x; 1, k)

- 47 sinh s
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Capitulo 3

Métodos de Clasificacion

3.1. Formulacion

El problema de clasificacién de patrones es formulado en [Kulkarni et al., 1998]
y [Devroye et al., 1996] de la siguiente manera. Hay J clases de objetos (estados
en la naturaleza) de interés, los cuales utilizaran el subindice j con j = 1,...,J,
para cada estado respectivamente. La informacién que poseemos sobre los objetos
es resumida en un ntmero finito, p, de medidas de valor real denominadas carac-
teristicas (“features”). Todas juntas forman un vector de caracteristicas v € RP.
En el modelo de incertidumbre que analizaremos a continuacion se supone que hay
probabilidades a prior: I1y,1ls,...,II; para cada una de las clases. Para modelar
la relacién entre el vector de caracteristicas (incluyendo el ruido natural en los pro-
cesos de medicién y ocasionales de la naturaleza misma), se asume que un objeto
de la clase y € {1,2,...,J} es una realizacién del vector de variables aleatorias
con funcién de distribucién condicional a la clase Fy(x). Vectores de caracteristicas

aleatorias X (los observados en el proceso) son generados de acuerdo al siguiente
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proceso de J estados: la clase aleatoria Y € {1,2,..., J} es seleccionada de acuerdo
a las probabilidades a priori {IIy,IIs,...,II;}; el vector de caracteristicas obser-
vadas X, es una seleccion de la distribucion condicional a la clase, Fy. Dada una
realizacién del vector de caracteristicas X, denotado por x, el problema al que se
enfrenta el clasificador es decidir a cudl clase pertence el objeto . Asi, un clasifi-
cador o regla de decisién, es simplemente una funcién g : R — {1,2,...,J}, donde
g(z) denota la clase asignada al vector de caracteristicas x por el clasificador g.
Dado un clasificador g, el rendimiento de g puede ser medido por la probabilidad

de error, dada por:

L(g) = P{g(z) # Y}. (3.1)

Si las probabilidades a priori y las distribuciones condicionales son conocidas,
entonces el problema de clasificar se convierte en un problema de regla 6ptima
de decisién en el sentido minimizar la probabilidad de error, o mas general en
minimizar el riesgo si se asignan diferentes costos a los diferentes tipos de error. La
regla que minimiza esta probabilidad de error es denominada Regla de Decisiéon

de Bayes, denotada por g*. Esta regla de decisién usa las distribuciones conocidas
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y la observacién X = x para calcular las probabilidades a posteriori

m(z) = P{Y =1|X =z}

ne(z) = P{Y =2|X =z}

ni(x) = P{Y = J|X =z}

de las J clases, y se selecciona la clase con mayor probabilidad a posteriori

(equivalentemente menor riesgo), es decir,

g*(xz) = argmax n;(z). (3.2)
je{1.2,...,J}

La tasa de error de Bayes, denotada L*, es dada por:

L* = L(g%) = Elmin{n(X),n2(X),...,ns(X)}]. (3-3)

Desde luego, en la mayoria de las aplicaciones se desconoce por lo menos par-
cialmente las distribuciones condicionales, o no se desea realizar supuestos sobre
ellas. En este caso, generalmente se asume que tenemos realizaciones previas, de-
nominada muestra de entrenamiento del vector de caracteristicas X para las difer-

entes clases. Es decir, se tiene

D, = (X1,Y1),...,(Xn, Yn), (3.4)
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donde Y}, € {1,2,...,J} corresponde a la clase de los objetos, la cual es asum-
ida idéntica e independientemente distribuida con {II;,Ils,...,II;} para cada una
de las clases, y X} es un vector de caracteristicas proveniente de la distribucién de
clase condicional Fy, (x). Asi, la pareja (X}, Yy) es asumida idéntica e independi-
entemente distribuida de acuerdo a las distribuciones (desconocidas) P, y Fy(z),
las cuales caracterizan el problema. Intuitivamente, los datos D,, brindan informa-
cién parcial de las distribuciones desconocidas, y es de interés usar dichos datos
para encontrar buenos clasificadores. Mas formalmente, una regla de clasificacién
o clasificador es una funcién g,(x) = g,(x, D,), construida a partir del conjunto o
muestra de entrenamiento D,,, la cual asigna una etiqueta (1,2, ..., J) a cada pun-
to X € RP. Para un conjunto de datos de entrenamiento fijo D,,, la probabilidad

condicional del error de un clasificador es:

L(gn) = P{gn(X) # Y[Dn} (3.5)

donde la pareja (X,Y) es independiente de D,,. Es importante notar que este
error depende de la muestra de entrenamiento, por lo tanto, la probabilidad de error
L(gy) es una variable aleatoria que depende de D,,. Luego, se define la probabilidad
esperada de error L(g,) = E[L(gn)] = P{gn(X) # Y} tomando este valor esperado
con respecto a la muestra de entrenamiento aleatoria. Tedricamente, cuando se
desea evaluar el rendimiento se usa como cota la tasa de error de Bayes L* la cual

es Optima cuando se considera completamente conocidas las distribuciones.
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3.2. Estimacién de Densidad Noparamétrica

3.2.1. Introduccién

A primera vista, se puede pensar que disefiar buenas reglas de clasificacién
es asumir correctamente distribuciones para F,(z) en cada clase. Estos métodos
paramétricos han sido ampliamente estudiados, los cuales solucionan el problema
al suponer distribuciones ampliamente conocidas (Seccién 3.3) y que se ajusten a la
naturaleza de los problemas particulares. Desafortunadamente en general, es dificil
sustentar los supuestos paramétricos. Asi, el estudio de métodos no paramétricos
y reglas consistentes universalmente han recibido gran atencion. El problema se
convierte entonces en realizar estimaciones eficientes de las densidad Fy(z) para
cada clase, a partir de la muestra de entrenamiento D,,. A continuacién se presenta

la estimacion de densidad por kernel y la estimacion por k-vecinos méas cercanos.
3.2.2. Estimacion de Densidad por Kernel
El método de estimacion de densidad més bésico es el histograma, en el cual

la funcion de densidad se construye a partir de los datos de la muestra: el espacio

RP es particionado en K p-celdas, cada una de ellas con m; observaciones con

j=1,2,..., K y la estimacion de la densidad en « se halla por:
fla) = ——+— (3.6)
Zj:l njdV

donde n; es el nimero de observaciones en la j-ésima celda y dV' es el volumen
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de la j-ésima celda.

A pesar de ser un concepto sencillo y facil de implementar, se presentan prob-
lemas précticos principalmente en dimensiones altas (cuando p es grande). Si
suponemos que tenemos una muestra de tamano n, de vectores p dimensionales, se
tendria n? celdas en las que pueden localizarse la observaciones, por lo tanto en di-
mensiones altas es necesario una gran cantidad de observaciones para evitar zonas
cero amplias en la estimacion de la densidad (en las cuales no se tendria certeza en
la clasificacién). Un problema adicional es que la estimacién de densidad construi-
da por el histograma es discontinua en un ntmero finito de puntos, y toma el valor
cero en las fronteras de la region de manera abrupta. Los métodos de estimacién
de densidad por kernel buscan solucionar el problema de discontinuidad.

El método de kernel [Webb, 1999](también denominado como método de Parzen),
fija el volumen de la celda, encuentra el niimero de muestras en la celda y usa esto
para estimar la densidad. Inicialmente para el caso univariado, sea x1, xo,..., Ty
el conjunto de observaciones univariadas que seran usadas para la estimacién de la
densidad. Para este conjunto la estimacién de la funcién de distribucién empirica
es:

~ numero de observaciones < x

F(z)= ~ (3.7)

La funcién de densidad, f(m) es la derivada de la funcién de distribucién F(z),

pero en este caso es discontinua y su derivada resulta ser un conjunto de picos en

24



10

0.8

0.6

04

0.2

0.0

0.0 05 10 15 20 25 30

Figura 3.1: Funciéon de distribucién empirica

los punto de la muestra, z;, y cero en el resto.

Sin embargo, se puede definir la estimacién de densidad como:

F(z+h)— F(z - h)

fla)= o (38)

~

con h > 0 y relativamente pequeno. De este modo, f(x) es la proporcién de
observaciones que caen en un intervalo (z —h, x+h) dividido por 2h. Reescribiendo

se tiene:

fla) = %ZK<$;x> (3.9)
donde
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Figura 3.2: Densidad de probabilidad estimada por kernel rectangular

K(2) = {0 |z| > 1,

1/2 |z| <1
asi, para los puntos muestrales x;, dentro del intervalo con centro en x y radio h,
la sumatoria (3.9) da un valor de % (Ntmero de observaciones en el intervalo). Asf
cada punto dentro del intervalo contribuye igualmente a la sumatoria. La funcién

K (z) definida anteriormente es denominada, kernel rectangular.

La Figura 3.2 muestra que la estimacién de densidad dada por (3.9) es discon-
tinua. Esto se debe al hecho que los puntos a distancia menor o igual a h del punto
x contribuyen un valor de ﬁ a la densidad y los demés contribuyen con valor de

cero. Es precisamente el salto entre ﬁ y cero lo que causa esta discontinuidad. Se
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Figura 3.3: Densidad de probabilidad estimada por kernel gausiano

puede solucionar este problema y generalizar los estimadores usando otra funcién
de pesos K(z). Por ejemplo, se puede pensar en una ponderacién por una funcién
del tipo gausiano K (z) (también con la propiedad que la integral sobre la recta
real sea la unidad). La Figura 3.3, muestra la estimacién de densidad utilizando la

funcién de ponderacién dada por:

ale) = \ﬂlzw) exp<_222>

para un valor particular de h=0.2.

Al comparar las estimaciones anteriores, Figuras 3.2 y 3.3, se observa que las
funciones K () realizan un ajuste sobre los datos originales. Por esta razén, surge

la formulacién general.

27



Funcién de Kernel K(x)

Rectangular 3 para |z| < 1, 0 en otro caso
Triangular 1 — |z| para |z| < 1, 0 en otro caso
Biweight 2(1 —2?)? para |z] < 1, 0 en otro caso
1 —22/2

Normal Woras
Epanechnikov 3(1 — 2%/5)/V/5 para |z| < v/5, 0 en otro caso

Tabla 3.1: Funciones Kernel

Dado un conjunto de observaciones z1, s, ..., T,, una estimacién de una fun-

cién de densidad, unidimensional, es dada por:

plt) = n—lh ZZ:;K (t _th> (3.10)

donde K (z) es denominada funcion de kernel y h es el pardametro de suavizamiento
(algunas veces llamado ancho de banda). Las funciones de kernel univariadas mas

populares se encuentran en la tabla 3.1.

Los kernel multivariados (p variables), son usualmente extenciones de kernel

univariados simétricos tales como el kernel gausiano,
K(z) = (2m) P2 exp{—a"x/2}
y el kernel de Epanechnikov
K(z)=(1—-a2"2)(p+2)/(2C,) si |z]<1 y 0 en otro caso

donde ¢, = 7/2/y((p/2) 4+ 1) es el volumen de la esfera unitaria p dimensional.
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Si se imponen las condiciones K(z) >0y [, K K (2)dz = 1, entonces la funcién
de densidad estimada satisface las condiciones de funcién de densidad de proba-
bilidad [Webb, 1999].

La extensién de la estimacion para una funciéon de densidad multivariada f en
t=(t1,...,tp), dada una muestra X = (X1, Xo,...,X,,), con X; = (1, xi2, . . ., Tip)

por el método de kernel estd dada por:

~ 1 - 1 —xin t2 — xi2 tp — Tip
)= ———+— K 3.11
f( ) nhlhg...h Z p < h1 ’ hg ’ ’ hp ( )

donde W' = (hi,ha,...,hy) es el vector de anchos de banda y K,(z) es la

funcién de densidad multivariada definida para = p-dimensional y

K(z)dr =1
RP

Otra manera usual de estimar la funcién de densidad de probabilidad es usando

la suma de kernels producto, es decir:

f = o hZHK( w”))

=1 j5=1
donde hay diferentes parametros de suavizamientos asociados con cada variable.

La Kj(x) puede ser cualquier kernel univariado de la tabla 3.1.

En términos més generales, la funcién kernel que estima a x, basada en una
muestra aleatoria de x; con ¢ = 1,...,n, denominada X puede ser representada de

la siguiente forma [Friedman, 2003]:
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K(z,X) = g(d(x,X)/h) (3.12)

donde d(z,X) es un "distancia’definida entre x y X, h es un pardmetro de
escala (suavizamiento), y g(z) es un funcién usualmente simétrica y que disminuye

a medida que |z| aumenta.

3.2.3. Estimacion de Densidad por K-Vecinos mas Cer-
canos

El método de K-NN (K Nearest Neighbor) [Fix y Hodges, 1951], es otro méto-
do de estimacion noparamétrica. Sea x1,T9,...,T, una muestra con funcién de
densidad desconocida f(x). Se estima f(z) a partir de una celda de centro en x y
que crece hasta capturar k elementos, donde k es definido arbitrariamente o como

funcion de n. Estas muestras son las k& vecinos més cercanos a x. Se tiene entonces:

_ k/n
- Vi(z)’

flz) (3.13)

donde Vi (z) es el volumen de un elipsoide centrado en z y de radio la distancia

de z al k-ésimo vecino mas cercano.

3.3. Clasificacion por el método de K vecinos
mas cercanos (KNN)

Si la funcién de clase condicional Fy, (x) es estimada por 3.13 para cada una

de las clases, la regla de decision toma un aspecto més simple, clasificar a la clase
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1 tal que:

kZPz/m > k:ij/nj

Vj#i (3.14)

Usualmente las probabilidades a priori P; son estimadas como la proporcién

de n;/n por tanto (3.14) se reduce a:

ki > kj Vi #i (315)

Es decir gxnn () asigna z a la clase mayoria entre los k-vecinos més cercanos. En

caso de empate la asignacién es aleatoria.

3.4. Analisis Discriminante

El problema de clasificacién paramétrica es formulado por diversos autores,
por ejemplo [Mardia y Jupp, 1999] y [Anderson, 1984] de manera similar al sigu-
iente desarrollo. Considere J poblaciones o grupos Iy, ..., Iy con J > 2. Suponga
que asociada a cada poblacién II; hay una densidad de probabilidad f;(x) en RP.
Entonces el objetivo del andlisis de discriminante es clasificar cada individuo z en

uno de los g grupos, basandose en las mediciones de x.

En ciertas situaciones se tiene que las poblaciones poseen probabilidades a pri-
or. Esto es informacion que se tiene de antemano, la cual da una idea del resultado

global de la clasificacién. Esta informacién debe incorporarse en el andlisis por
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medio de la denominada regla de discriminante bayesiano [Mardia y Jupp, 1999].

Dichas probabilidad a priori, denotadas por 7;, son estrictamente positivas para

3.4.1. Discriminante Bayesiano

[Mardia y Jupp, 1999] define la regla de discriminacién bayesiana por: Si las
poblaciones 11y, ..., II; tienen probabilidades a priori (71,...,7) = 7, entonces
la regla de discriminacién bayesiana (con respecto a 7) asigna una observacién z
a la poblacién en la cual:

Ly () (3.16)

es maxima.

Donde Lj(x) = f,.(z) es la j-ésima funcién de densidad de probabilidad. Se escribe
de esta forma para enfatizar que se estd pensando en la verosimilitud del registro
x como funcién del pardmetro j.

El resultados clasico de clasificar el individuo = a la poblacién II; se obtiene al
suponer distribuciones normales multivariadas en cada clase, con igualdad en las

matrices de covarianza ..
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Capitulo 4

Métodos de clasificacion en
datos direccionales

Un problema especifico en datos direccionales es la clasificacion. Ha sido trata-

do anteriormente solamente en [Morris y Laycock, 1974] y [Ackermann, 1997]. En
[Morris y Laycock, 1974] se presenta la funcién de discriminacién cuando los datos
provienen de distribuciones direccionales univariadas (circulares) y bivariadas (es-
féricas); adicionalmente calcula expresiones para el error de clasificacién tedrico.
[Ackermann, 1997] analiza también el discriminante circular e introduce una ver-
sién de algoritmos de “cluster” basados en distancias circulares.
Un ejemplo concreto de clasificacién para datos circulares es presentado a contin-
uacién. Suponga que un bidlogo registra la direccién de tortugas luego de dejar el
cascarén. Adicionalmente se conoce la especie (Clase). La Figura 4.1 es la repre-
sentacién de estos datos.

Es importante hacer notar que el problema de clasificacién puede ser resuelto

estadisticamente desde dos puntos de vista: paramétricamente, suponiendo alguna
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Direccion de iento para dos especies de tortugas al nacer

Figura 4.1: Ejemplo de datos circulares etiquetados

distribucién conocida para la funciéon de densidad de probabilidad de cada clase
(Seccién 4.1) o noparamétricamente al estimar la funcién de densidad de proba-

bilidad de cada clase (Seccién 4.2).

4.1. Clasificacion por Discriminante direccional

De manera andloga al desarrollo del discriminante en espacios euclideanos, el
discriminante direccional supone la distribucién de von Mises-Fisher p — 1 dimen-
sional. Es decir, suponga que el vector direccional x sigue la distribucién de von
Mises-Fisher (2.15). Se tiene entonces que si las poblaciones Iy, . . ., IT; tiene prob-
abilidades a priori (my,...,77) = 7, entonces la regla de discriminacién bayesiana

(con respecto a m) asigna una observacién x a la poblacién en la cual m;L;(x) es
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maxima. Donde

/q;j)p/Q—l 1

Liw) =) = (F)" ¢ ol ) Sl o) (4.1)

2

y Kj ¥ [j son pardmetros para cada clase j con j =1,...,J.

Proposicién 3 (Funcién de Discriminante Direccional). Bajo el supuesto
de distribucion de von Mises-Fisher en cada clase, la regla de clasificacion n para

un registro x es dada por:

P21 P i—1

_ . J . .. . 3 . at

n(z) = arg;nax {7?3 Ip/2—l(Hj> exp{K; Z(cos(,uw) cos(6;) H Sin fim; sin O,,) }
i=1 m=0

(4.2)

Demostracion. La regla es clasificar a la clase que maximice (4.1):

n(x) = argmax {m; fi(2)}

= argmax T4 — ex Ki - X
& { (3)" Ty o)

2—-1
!

J T
= argmax { m;————~ exp{K;u; T}
j { T pja-a(r5) " }

ij/?—l
= argmax ﬂ'jji eXp{KjU(Mj)TU($)}
j Ip/?—l(/{j)

J p/2_1(Kj) i=1 m=0

Kp/Q—l D i—1
= argmax {71']‘[]7 exp{K; Z(cos(,uij) cos(6;) H Sin fim; sin O,,) }

donde fiy,; ¥ 0, denotan la m-ésima coordenada de la transformada polar para la

media direccional de la clase j y para el vector z respectivamente. O
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Ahora, suponiendo inicialmente igualdad en las probabilidades a priori 7; y del

parametro de centralidad x; en cada clase (homocedasticidad), se tiene:

P 1—1
n(x) = argmax {Z(cos(,uij) cos(6;5)) H Sin [ty sin Hm]} (4.3)

J i=1 m=0
denominada funcion de discriminacion direccional en el caso de igualdad de paramet-

ros de dispersion.

Proposicién 4 (Discriminante Circular con igualdad de x; y II;). La regla
de discriminacion suponiendo distribucion de von Mises-Fisher circular con igual

pardmetro de concentracion k y probabilidades a priori cada clase es:

n(x) = arg;nax (cos(0 — pj)) (4.4)

Demostracion. Para el caso circular, p = 2, utilizando el hecho que en la transfor-

macién polar u(a) (2.12), sin(ag) = cos(a,) = 1 se tiene:

n(z) = arg;nax [exp{(cos(p;) cos(#) + sin(p;) sin(0)) }]

= arginax [exp{ (cos(0 — MJ))}]

= argmax (cos(6 — p;))
J

O

Esta funcién de discriminacion es méxima para la clase j donde 6 esté mas

cercano a p; circularmente. Un esquema de esta clasificacién se observa en la
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Figura 4.2: Clasificacién por discriminante circular

Figura 4.2. Es importante recalcar que la funcién de discriminacién circular (4.4)
es similar a la distancia circular (2.5), es decir, mide la menor longitud de arco
entre 6 y cada pj, pero en (4.4) es méxima para la clase donde 6 = p;.

Sin el supuesto de igualdad en el pardmetro de concentracién se obtiene el

siguiente resultado.

Proposicién 5 (Discriminante Circular). La regla de discriminacion suponien-

do distribucion circular de von Mises-Fisher es:

(o) = argmax {41 (

10(1@)> + #; cos(9 — uj)} (4.5)

Demostracion. Para el caso de p = 2 sin el supuesto de igualdad del parametro de
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dispersion se tiene:

n(z) = argmax{ 1, exp{r; cos(p;) cos(0) + sin(p;) sin(ﬁ)}}

j Io(k;)
L ool cos(0 — )}
= argmax exp{r;cos( — u;
j Io(k;) ! !
1
= argmax < In(II; +ln<—>+ﬁ-cos 0— }
; { ( J) IO(va) J ( NJ)

O

El resultado anterior es equivalente al encontrado por [Morris y Laycock, 1974].

Figura 4.3: Funciones de discriminacién para (k1 = 4,6,8,u1 = 7/2) y (kg =
2,11 = 3m/2)

La funcién de discriminacion tiene una figura estilo cardioide para cada clase
J, centrado en p; con aplanamiento para valores pequenos de k; y tiene un efecto
de apuntamiento para valores grandes de x;. La Figura 4.3 muestra la funciones
de discriminacién en caso de dos clases, para diferentes valores de ;. El valor de
la funcién de discriminacién para cada 6 estd determinado en la Figura 4.3 por

la distancia del centro del circulo al punto de la funcién hacia la direccién . Los
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valores negativos de la funcién de discriminacién, se ubican en sentido opuesto a

El caso esférico p = 3 es de interés principalmente en climatologia, astronomia
y geologia, ya que el problema de clasificacién con mediciones en la esfera celeste
o en coordenadas sobre el globo terreste puede ser solucionados con clasificadores

direccionales esféricos.

Proposicién 6 (Funcién de Discriminante Esférico). Bajo el supuesto de
distribucion esférica de von Mises-Fisher en cada clase, la regla de clasificacion

es:’

— argmax n ; n ﬂ
) = gj In () +1 (—71/2(’%'))

+ rj {cos(p1;) cos(01) + sin(fy) sin(pe1;) cos(62 — poj)}]  (4.6)
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Demostracion. Para el caso de p = 3 se tiene que:

3/2-1
ﬂ'jlij

n(z) = argmax
3/2—1(’433'

; ] exp |:K,j [cos(ulj) cos(61)

+ cos(pa;) sin(p15) cos(f2) sin(0y) + sin(p1;) sin(o;) sin(61) sin(t%)} H

ﬂ'jli}/Q
AGH

= argmax

; exp |:I€j [cos(ulj) cos(61)

+ sin(p;) sin(6q)[cos(pa;) cos(62) + sin(pa;) sin(@z)]]]]

= arg;naX [IT;;(Z ) o [Hj [COS(MU) cos(f1)
+ sin(pq;) sin(6q) cos(62 — M2j)} ] ]
\/?
= s %)+ 1n (275

+ rj {cos(p1;) cos(61) + sin(6y) sin(p1;) cos(da — /1,2]‘)}]

donde el vector # es la transformacién a coordenadas esféricas del vector x y el
vector p;; es la i-ésima coordenada del parametro de centralidad de la j-ésima

clase. O

Proposicién 7 (Discriminante Esférico con igualdad de «; y II;). La regla
de discriminacion suponiendo distribucion de von Mises Fisher esférico con igual

pardmetro de concentracion kj y probabilidad a priori en cada clase es:

n(z) = arg;nax {cos(p1;) cos(61) + sin(y) sin(pe15) cos(62 — pa;)} (4.7)
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4.2. Clasificacion con estimador de densidad
direccional

En la estimacién de densidad por k vecinos mas cercanos para datos circulares
es necesario cambiar la forma de medir distancia utilizando medidas direccionales,
tales como (2.5) 6 (2.6). La regla de clasificar a x serfa asignar a la clase mas
presente entre los vecinos mas cercanos circularmente. En otras palabras, examinar
las etiquetas de los k vecinos més cercanos y escoger la clase de mayor frecuencia.

Actualmente hay un gran ntimero de articulos sobre estimacién no paramétrica
de funciones de densidad de probabilidad de variables aleatorias que toman valores
en RF por medio de funciones kernel. En esta seccién se describe la estimacién de
densidad por kernel para variables aleatorias que toman valores en esferas unitarias
q dimensionales €y, con ¢ > 2. Tedricamente, [Bai et al., 1988], resume el proceso
de estimar la densidad f(z) sobre €, de la siguiente manera. Primero seleccione
una funcién uno a uno, ¢, desde €, a RF=1. Entonces se puede aplicar un kernel
usual sobre los datos transformados ¢(X1),...,#(X,), y encontrar la estimacién
de los datos transformados. Finalmente, utilizando la tranformacién inversa, se
obtiene la estimacién de f(X). En [Bai et al., 1988] se muestra que este proceso
tiene dos dificultades en la practica. Primero, la transformacion inversa puede ser
computacionalmente dificil de calcular, especialmente para valores grandes de k.
Segundo, cualquier transformacion que sea usada deja al menos un punto de la den-

sidad sin estimar. Un desarrollo natural de los estimadores de densidad por kernel
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en datos direccionales es el siguiente. Si dos vectores z y y son unitarios entonces
el &ngulo entre ellos tiene un coseno igual a 27y. Por esta razén [Hall et al., 1987]
sugiere reemplazar la cantidad ¢t — x; en la ecuacién (3.11), por su equivalente es-
férico tTx; si t y x; estan sobre la superficie de la esfera. La interpretacién literal

de esta proposicién contruye el estimador:

(1) = = K (ktTz; 4.8

F) = ene) 6 () (1.9
donde el nuevo pardmetro de suavizamiento (o ancho de banda) k reemplaza el h
de (3.15) y donde co(k) es seleccionado tal que f(t) integre a uno. [Hall et al., 1987]

t son buenas funciones kernel.

muestra que funciones del tipo K(t) = e
Teniendo en mente que cuando ¢ es cercano a x;, t ; €s cercano a uno, pero
t — x; es cercano a cero, se propone otro tipo de estimador de kernel similar en

espiritu a los kernel en espacios euclidianos:

.]? = —do Z K 1 — thi)) (4.9)

donde el nuevo pardmetro de suavizamiento es A, nuevamente, dy(\) es seleccionado
para que la integral sea uno. [Hall et al., 1987] muestra que funciones kernel del
tipo K(t) = e’ en 4.8 y K(t) = e~! son equivalentes a medida que n aumenta.
Una propuesta natural para realizar la estimacién por densidad de kernel en
conjuntos direccionales surge de la ecuacién (3.12) al utilizar la distancia circular
definida en (1) y utilizar como funcién g(z) alguna utilizada en el kernel de Hall,
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es decir, g(z) = et

Proposicién 8 (Kernel Direccional Coseno). Se define el kernel direccional

basado en la distancia circular por la expresion:

~ 1 n
B —kp1(t,zi)
f&)=—Cy ;:1: e

-~ 1 " p
H = = —r 38 (1—cos(tj—zi;))
f) LGy ;1:6 7

donde k es un pardmetro de suavizamiento y Cy es la constante de integracion

~

(para que f(t) integre a uno).

4.3. Extension de la clasificacion direccional
a conjuntos estandares

El desarrollo de clasificadores para datos direccionales tiene aplicaciones limi-
tadas ya que requiere que la matriz de caracteristicas contenga registros angulares.
El procedimiento que se describe en esta seccién, implementa los clasificadores di-
reccionales a conjuntos de datos con observaciones en RP. Suponga que p variables
son medidas en n casos. Se organizan estas mediciones en una matriz X de nxp,
asi las columnas representan las variables. La distincién entre variables y casos
no es fija a priori, ya que en muchas ocasiones la prioridad principal la tiene el
andlisis de relacién entre variables y no entre individuos [Mukherjee et al., 1999].

Sea R = (rj;) denotando la matriz de coeficientes de correlacién nxn calculada
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Figura 4.4: Matriz de correlacion para Iris

apartir de las variables de XT. Recientemente ha sido de interés la clasificacién o
construccién de cluster basado en la matriz de correlacién [Trosset, 2002].

La Figura 4.4 muestra la matriz de correlacion entre individuos para el clasico
conjunto Iris [Fisher, 1936], donde las correlaciones son representadas en tonali-
dades rojas o verdes, de acuerdo a si son cercanas a 1 6 -1 respectivamente. Dicho
conjunto de datos tiene 150 individuos pertenecientes a tres clases. La figura mues-

tra una alta correlacion entre individuos de la misma clase.

Una de las ventajas estadisticas de trabajar con la distancia euclideana es la
existencia de variedad de técnicas multivariadas que operan directamente sobre
X. Si se reemplaza la distancia euclidiana por alguna otra medida de disimilar-

idad, entonces se tienen dos caminos a seguir. Primero, limitarse a métodos que
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operan directamente con similaridad. Segundo, utilizar escalamiento multidimen-
sional para proyectar los objetos a espacios euclidianos. Similaridades son faciles
de convertir en disimilaridad y viceversa. Pero la correlacién varfa entre [—1,1],
por tanto no es una medida de similaridad. La clave de la implementacién de téc-
nicas de clasificacién circular a conjuntos de cualquier tipo esta en el hecho que el
coeficiente de correlacién de producto momento de Pearson entre la variables x; y
T es:

el Eal

atay
plxj,xy) = (]7> = cos(6) (4.10)

donde 6 es el dngulo entre dos las dos variables centradas x; y xj, . Asi, esta cor-
relacién es conocida como un medida de separacién angular. Luego a partir de la
matriz R se puede obtener una matriz de vectores con medidas direccionales C, al
aplicar C' = arc cos(R) donde la columna j-ésima denotada por ¢;, tiene angulo de
separacion entre x; y x; con ¢ = 1,...,n. Esta idea de representacién de matrices

a medidas direccionales es encontrada en [Trosset, 2002].

Otras medidas angulares puede ser utilizadas para el efecto de transformar X a

medidas angulares, por ejemplo el coeficiente de alienacién definido por [Basilevsky,

1/2
o el - @) . .
PR = EIEN o) 1y

toma valores entre 0 y 1, obteniendo valor maximo cuando los vectores son per-

pendiculares.
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4.3.1. Algoritmo de clasificacion por k vecinos mas cer-
canos direccionales

Suponga que se tiene un conjunto de datos X de dimensién nxp y un vector
de clases Y de dimensién nx1, donde Yi, 1] = j indica que la fila i-ésima de X
pertenece a la clase j, con j = 1,...,J. El algoritmo de clasificacién por k vecinos
més cercanos (KNN) direccionales para un nuevo registro V" de dimensién 1xp

se describe a continuacién:

Conversién a datos direccionales: Sea Z = [zVEW|X] con n + 1 filas y p
columnas. Se calcula R = p(Z7), la matriz de correlacién entre individu-
os y luego la funcién inversa © = arccos{R}. Es importante notar que la
matriz © es cuadrada con n + 1 filas, donde ©;; contiene el dngulo entre los

vectores 33?_1 y x?_l. Adicionalmente, la primera fila de © contiene el angulo

entre el vector nuevo para predecir y los vectores de la matriz X.

Aplicacién de clasificadores direccionales: Se calcula la matriz de distancia
Dixn(1,j) entre los vectores fila ©1 y ©; para j = 2,...,n+ 1 donde la dis-

tancia es el promedio de la distancia circular (2.5) coordenada a coordenada.

NEW

Seleccién de la Clase El vector x es clasificado a la clase de mayor votacién

entre los k vecinos més cercanos en la matriz D
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4.3.2. Algoritmo de clasificacién con estimacién de den-
sidad por kernel direccional

Suponga que se tiene un conjunto de datos X de dimensién nxp y un vector
de clases Y de dimensién nx1, donde Yi, 1] = j indica que la fila i-ésima de X
pertenece a la clase j,con j = 1,...,J. Suponga que se tiene ny, no, . .., nj registros
de la clase 1,2, ..., J respectivamente. El algoritmo de clasificacion realizando la
NEW 4o

estimacién de densidad direccional por kernel, para un nuevo registro x

dimension 1xp se describe a continuacion:

Conversién a datos direccionales: Suponga que la matriz X estd ordenada

de acuerdo a la clase a la que pertenece. Sea Z = [zVEW|X] con n + 1

filas y p columnas. Se calcula R = p(Z7) la matriz de correlacién entre
individuos y luego la funcién inversa © = arccos{R}. Es importante no-

NEW

tar que la primera fila ©; contiene el dngulo entre z y los vectores

del matriz X. Especificamente, las columnas 2,3,...,1 + n; contiene las

EW" con los registros de la clase 1. As{ mismo entre

correlaciones de x
1+ n1y 1+ ny+ ne la correlaciéon con la clase 2, y asi hasta las colum-

nas n — ny y n donde se encuentra la correlacién con la clase J. Es de-

cir: ©1 = (0,02, ...,0n,41, 001425 - - -, Onytngt1s -, Onenys - . ., On) y se deno-

Clasel Clase2 ClaseJ
ta @1 = (@11, @12, . ,@1J).

Aplicacién de clasificadores direccionales: Se calcula kernel direccional para
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cada clase, es decir:

fi(©15) = %do()\) > K (M1-(01))70y))

i€Clase;

Con lo que se obtiene una estimacion de densidad para cada clase.

NEW

Seleccion de la Clase El vector x es clasificado a la clase donde la esti-

macién de densidad por kernel direccional sea mayor.

4.3.3. Algoritmo de clasificacion por discriminante di-
reccional

Suponga que se tiene un conjunto de datos X de dimensién nxp y un vec-
tor de clases Y de dimensién nx1, donde Y[i,1] = j indica que la fila i-ésima de
X pertenece a la clase j, con 5 = 1,...,J. Suponga que se tiene ni,no,...,nJy
registros de la clase 1,2,...,J respectivamente. El algoritmo de clasificacién por
discriminante direccional, para un nuevo registro VW de dimensién 1xp se de-

scribe a continuacion:

Conversién a datos direccionales: Suponga que la matriz X estd ordenada
de acuerdo a la clase que pertenece. Sea Z = [zNEW|X] con n + 1 fi-
las y p columnas. Se calcula R = p(Z7) la matriz de correlacién entre

individuos y luego la funcién inversa © = arccos{R}. Es importante no-

NE

tar que la primera fila ©; contiene el angulo entre VW y los vectores

del matriz X. Especificamente, las columnas 2,3,...,1 + n; contiene las

NEW

correlaciones de x con los registros de la clase 1. Asi mismo entre
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1+ n1y 1+ ny+ ne la correlaciéon con la clase 2, y asi hasta las colum-
nas n — ny y n donde se encuentra la correlacién con la clase J. Es de-

cir: @1 = (0, 92, PN ,9n1+1, 0n1+2> ey 9n1+n2+17 PN 7071,77”7 PN ,Gn) y se deno-

Clasel Clase2 ClaseJ
ta @1 = (@11, @12, Ce ,@1J).

Aplicacién de clasificadores direccionales: Se calcula el discriminante direc-

cional para cada clase, es decir:

nj/2—1 n; i—1
/{/‘J J
n;(015) = ij exp{x; ;(COS(Mij) cos(6;;) TEO SIN LUy $I0 Orj)

donde 0; es la i-ésima coordenada de ©;, y x; y el vector u; son calculados a
partir de la matriz ©;; la cual contiene los registro circulares para las 7 que

pertenece a la clase j.

NEW

Seleccion de la Clase: El vector x es clasificado a la clase donde la funcién

de discriminacién sea mayor, es decir:

nj/2-1 n; i—1
n(©1) = argmax{wjm exp{K; Z(cos(,uij) cos(;;) H SIN fim; Sin Op,j) }}
J nj/a— i=1 m=0
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Capitulo 5

Metodologia

Para llevar a cabo esta investigacién se realizaron los siguientes pasos:

I.Revision de Bibliografia: Esta investigacién tiene su origen del estudio
de textos clasicos de anélisis de datos multivariados como [Mardia y Jupp, 1999]
y [Anderson, 1984], luego al observar los principales libros de datos direccionales
[Fisher, 1993], [Mardia, 1999] y [Jammalamadaka y SenGupta, 2001], es notoria
la ausencia de aplicaciones de técnicas multivariadas de discriminacién a datos
direccionales. Un compendio de principales resultados se encuentran en el segundo
y tercer capitulo de este documento.

II.Desarrollo de clasificadores direccionales: Se desarrolla tres tipo de
clasificadores para vectores direccionales. El anélisis de discriminante direccionales
es un aplicacién de la teoria de discriminacién en el caso analogo de la distribucién
normal multivariada en datos direccionales es decir la distribucién de von-Mises
Fisher. Adicionalmente se desarrolla una aplicacién muy natural del clasico clasi-

ficador de K-vecinos mads cercano a vectores direccionales. Finalmente, se aplica la
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teoria de clasificadores de kernel circulares para clasificar conjntos direccionales.
El desarrollo detallado se encuentra en el cuarto capitulo .

ITII.Implementacion de programas: Se construyeron funciones en el pro-
grama estadistico R para el desarrollo de clasificadores por discriminante, knn y
kernel todos ellos direccionales. Adicionalmente para el proceso de estimacién del
error se desarrolla una funcién de estimacién del error de clasificaciéon por vali-
dacién cruzada. El compendio de estos programas se encuentra en el apéndice.

IV.Estudio del rendimiendo en conjuntos simulados:

Bajo simulaciones se compara el rendimiento, en cuanto a porcentaje de error
en la clasificacién, de los clasificadores direccionales en conjuntos de datos que
siguen la distribucién de von Mises-Fisher, sexto capitulo.

V.Analisis del rendimiento en bases de datos de Machine Learning:
Se utilizan cinco bases de datos reales, que han sido analizadas anteriormente por
diversos autores en el marco de analisis de rendimiento de clasificadores. Estas se

presentan en la tabla 5.1.

Nombre | Casos | Clases | Continuas | Discretas
Breastw 683 2 9 -
Diabetes 768 2 8 -
Glass 214 6 9 -
Tonosphere | 351 2 32 -
Iris 150 3 4 -

Tabla 5.1: Descripcion de bases de datos de Machine Learning

La comparacion del rendimiento sobre estos conjuntos se encuentra en el capi-
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tulo 6.

VI.Estudio del rendimiento en bases de datos de datos anchos Se
analiza el rendimiento de clasificadores sobre bases de datos disponibles en internet,
sobre tumores cancerigenos usando datos de expresién genética obtenidos mediante

microarreglos. En la tabla 5.2 se presentan sus caracteristicas principales:

Nombre Casos | Clases | Variables
Golub 72 2 7129
Breastcancer 58 2 6728
Khan 83 4 6567
colonCA 62 2 2000

Tabla 5.2: Descripcion de bases de datos de Microarreglos

Golub es la base de datos de expresién genética sobre cancer de sangre o
leucemia ([Golub et al., 1999]). BreastCancer es la base de datos de expresién
genética para pacientes con cancer de pecho ([Gruvberger et al., 2001]). Khan es la
base de datos, para estudiar tumores cancerigenos pedidtricos ([Khan et al., 2001]).
colonCA es una base de datos de expresién genética en pacientes con céncer de
colon ([Alon et al., 1997]). La comparacién del rendimiento sobre estos conjuntos

se encuentra en el capitulo 6.
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Capitulo 6

Aplicaciones

6.1. Resultados en datos simulaciones

6.1.1. Clasificacion bajo distribucién de von Mises-Fisher

Los clasificadores para datos direccionales desarrollados en el Capitulo 4 pueden
ser aplicados a conjuntos de datos donde cada una de las variables predictoras con-
tenga informacién en forma de angulo. Suponga que se tiene una muestra aleatoria
de 100 individuos, 50 por clase, que proviene de la distribucién de von Mises-Fisher
(vMF), con los siguientes pardametros:

i ~ vMF,(p=(4,4,....,4),k=1) Si z; € Clase 1,
——
p—veces

z; ~ vMF,(1n=(0,0,..,0),k =1) Si z; € Clase 2,
N——

p—wveces

Se realiza la simulaciéon 20 veces para cada p entre 1 y 100, y se calcula el
error por validacién cruzada 10, con 10 repeticiones. La Figura 6.1 compara el
rendimento en cuando a tasa de error, para el clasificador de K-vecinos mas cer-

canos direccionales y el clasificador de K-vecinos mas cercanos cldsico (utilizando
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Error para datos simulados en dos clases

07

—— Discriminante Direccionl
— Kemel Coseno
— -~ Kemel Hall
KNN Usual
——- KNN Direccional

06

05

Error

03

0.2

0.1

00

0 20 40 60 80 100

Figura 6.1: Comparacién en tasa de error para simulacion en dos clases

distancia euclideana).

Esta simulacién ilustra claramente el efecto negativo que tiene sobre el rendimien-
to del clasificador por k-vecinos més cercanos, el no tomar en cuenta la naturaleza
direccional del conjunto de datos. El clasificador por k-vecinos mas cercanos clésico
es afectado por la “maldicién de la dimensionalidad” y tiene pésimo rendimientos
a medida que el niimero de variable p aumenta.

Adicionalmente la Figura 6.1 muestra el rendimiento de los clasificadores basa-
dos en estimacién de densidad por kernel de Hall (4.9) y el kernel utilizando la
distancia circular coseno(8). Es claro que el clasificador de Hall tiene un pobre
rendimiento. En general, se observa que los clasificadores basados en la distancia
circular tanto en K-vecinos maés cercanos y en estimacién por Kernel producen,

para este caso, clasificadores consistentes y con excelentes rendimientos.
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Error para datos simulados en tres clases
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Figura 6.2: Comparacion entre clasificadores en simulacion para tres clases

Se observa que el clasificador por kernel basado en la distancia circular, tiene
un rendimiento éptimo, ya que clasifica adecuadamente al crecer el nimero de
variables, lo cual no sucede con el clasificador basado en el kernel de Hall.

Se puede pensar que el rendimiento de los clasificadores direccionales es favore-
cido en conjunto de datos donde el nimero de clases sea dos. Por tal motivo se
presenta la siguiente simulacion.

Suponga que se tiene una muestra aleatoria de 150 individuos, 50 por clase, que
proviene de la distribucién de von Mises-Fisher (vMF), con los siguiente pardmet-
ros: )

i ~ vMF,(p=(4,4,..,4),k=1) Si z; € Clase 1,
——
p—veces
i~ oMF,(n=1(2,2,..,2),k=1) Si z; € Clase 2,
N——
p—veces

x; ~ vMF,(n=(0,0,...,0),k =1) Si z; € Clase 3,
~——

p—wveces
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Tiempo promedio de procedimiento al aumentar p
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Figura 6.3: Rendimientos para diferentes p
6.1.2. Rendimiento con p mucho mayor de n

Para determinar el rendimiento de los clasificadores al aumentar la dimensién
de los datos, se compara el tiempo promedio en 10 repeticiones, de la clasificacién
del conjunto de datos de expresién genética de Golub ([Golub et al., 1999]), para
diferentes nimeros de variables seleccionadas aleatoriamente.

La Figura 6.3, muestra que la complejidad con respecto a p es lineal para ambos

algoritmos, con menor tiempo de computo para el kernel direccional.

6.2. Resultados en conjuntos de Machine Learn-
ing

Para comparar el rendimiento de los clasificadores desarrollados en esta tesis,
es importante observar su comportamiento sobre conjuntos de datos que han sido

analizados anteriormente en la literatura de Machine Learning. En todos los ca-
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sos se presenta el error de clasificacion estimado por validacién cruzada 10 con 25
repeticiones, con su respectiva desviacién estandar. Adicionalemnte, para el caso
de los clasificadores con estimacién de kernel, se reporta el parametro de suaviza-
miento utilizado en cada caso, el cual fue encontrado como valor éptimo luego
explorar diversos rangos de valores para cada conjunto. De manera analoga, para
el caso del clasificador de k-vecinos mas cercanos direccionales, se incluye el valor

de k 6ptimo en cada caso.

Nombre Kernel Kernel K-NN Discrim. | Mejor
Hall Cos Direcc. | Direcc. | Class

Breastw 20.36* 8.59 8.74 34.5 3.3
(5.48)** | (2.95) (0.43) (5.88) (NN)#
[ [5]

Diabetes 37.53 38.01 31.92 34.9 22.3
(5.97) (5.14) (0.91) (5.35) (Log)t
9] 7]

Glass 60.50 39.89 38.56 65.35 23.8
(4.5) (1.49) (2.51) (9.66) (KNN)
[0.8] [1000] 1]

Tonosphere | 27.93 5.49 4.80 35.91 8.10
(0.21) (0.51) (0.45) (7.50) (C4.5)8
[1] [1000] | [5]

Iris 3.33 3.40 3.20 9.13 2.00
(4.67) (0.30) (0.63) (8.72) (LDA)#
3] [100] [7]

Tabla 6.1: Resultados de Clasificacién en Bases de Machine Learning

*Error por VC-10 50 en repeticiones

**(Desviacion Estandar del Error)

¥ [Parametro del Modelo]

# NN=Redes Neurales ("Neural Network”), Log=Regresién Logistica, C4.5= Clasi-
ficador basado en arboles C4.5, LDA=Discriminante Lineal

En la tabla 6.1 se observa que en el caso de Tonosphere, los clasificadores basados
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en datos direccionales mejoran el mejor resultado reportado en la literatura hasta
el momento. Los resultados en los otros conjuntos de datos pueden denominarse
aceptables en comparacion con el algoritmo de mejor rendimiento, reportando en
la literatura. Dado que los clasificadores direccionales para conjuntos estandares
se basan en la matriz de correlaciéon entre individuos, es légico pensar que si se
tiene una estructura de correlacién fuerte dentro de la clases y débil entre clases,
su rendimiento sera optimo.

Para verificar esta hipétesis de manera exploratoria, se construye el diagrama de
la matriz de correlacion entre individuos, donde valores en rojo representan cor-
relaciones cercanas a 1 y valores en verde representan correlaciones cercanas a -1.

La lineas azules separan los registros de cada clase.

Matriz de Correlacion entre Individuos (Breastw)

Figura 6.4: Matriz de Correlacién entre individuos para el conjunto BreastW
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Matriz de Correlacion entre Individuos (Diabetes)

Figura 6.5: Matriz de Correlacion entre individuos para el conjunto Diabetes

La Figura (6.7) muestra fuertes correlaciones dentro de cada clase y débiles
entre clases; si se observa la tabla 6.1, en estas bases de datos el rendimiento
de los clasificadores direccionales es excelente. Para los demas conjuntos, donde
el rendimiento no es tan 6ptimo, la estructura de correlacién entre individuos no
tiene patrones relacionados con las clases (Ver Figuras 6.5y 6.6). En las figura (6.8)
muestra fuerte correlacion, y por tal motivo se tiene una tasa de error baja, pero
en comparacién al algoritmo LDA (mejor resultado reportando en la literatura),

el resultado no es tan eficiente.
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Matriz de Correlaci6n entre Individuos (Glass)

Figura 6.6: Matriz de Correlacion entre individuos para el conjunto Glass

Matriz de Correlacion entre Individuos (lonosfera)

Figura 6.7: Matriz de Correlacion entre individuos para el conjunto Ionosfera
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Matriz de Correlacién entre Individuos (lris)

Figura 6.8: Matriz de Correlacién entre individuos para el conjunto Iris

6.3. Resultados en conjuntos de Microarreg-
los

En las Secciones 6.1 y 6.1.2 se observa que el aumentar el nimero de variables
con respecto al nimero de individuos, no causa efectos negativos al rendimientos
de los clasificadores direccionales. Por tal motivo, se aplica estos clasificadores a
conjuntos de datos de expresion genética, los cuales tiene la caracteristica de p
(ntmero de variables) mucho mayor que n (nimero de individuos). En la tabla 6.2
se presentan los porcentajes de error por validacién cruzada 10 en 50 repeticiones,
entre paréntesis la correspondiente desviacién estandar del error y en corchete el
parametro del modelo utilizado.

Se puede observar que el resultado de los clasificadores direccionales es bueno.

61



Base de Datos Kernel Hall Kernel Cos K-NN Direcc.
Golub 8.75(2.70)[1] 7.30(2.45)[100] 11.59(2.9)[3]

ColonCA 12.83(2.90)[0.01] | 12.10(2.21)[60] | 14.54(2.64)[7]
Khan 29.20(8.3)[1.2] 19.55(3.04)[750] 24.20(3.12)[3]
Breastcancer 32.41(7.51[0.001] | 26.23(3.74)[900] | 33.43(0.05)[1]

Tabla 6.2: Resultados de Clasificacién en Bases de Microarreglos

*Error por VC-10 50 en repeticiones (Desviacién Estandar del Error) [Parametro
del Modelo]

Matriz de Correlacion para Golub

Figura 6.9: Matriz de Correlacion entre individuos para el conjunto Golub

Es importante hacer énfasis que no se ha seleccionado variables, y el clasificador
se enfrenta a problemas donde el nimero de variables en mucho mayor al nimero

de individuos.
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Matriz de Correlacion para ColonCA

Figura 6.10: Matriz de Correlacién entre individuos para el conjunto Glass

Matriz de Correlacion para BreastCancer

Figura 6.11: Matriz de Correlacién entre individuos para el conjunto Breast-
Cancer
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Matriz de Correlacion para Supplemental

Figura 6.12: Matriz de Correlacién entre individuos para el conjunto Supple-
mental
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Capitulo 7

Conclusiones y
Recomendaciones

En esta tesis se realizan los siguientes aportes basados en la clasificacion de

datos direccionales:

= Se desarrolla teéricamente una férmula general para el discriminante direc-

cional bajo distribucién direccional de von Mises-Fisher.(Seccién 5.1)

= Se realizan las modificaciones necesarias a los clasificadores de k-vecinos
mas cercanos y de estimaciéon por kernel para ser aplicados a conjuntos
direccionales, esto es utilizando la distancia direccional y el kernel de Hall.

(Seccién 5.2)

= Se desarrolla un nueva estimacién de densidad para datos direccionales basa-

do en la distancia direccional. (Seccién 5.2)

= Se formula una metodologia para aplicar los clasificadores direccionales a

conjuntos de datos de cualquier tipo, basados en la correlacién entre indi-
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viduos. (Seccién 5.3)

Adicionalmente se puede observar los siguientes aspectos al aplicar los clasifi-

cadores direccionales:

= El rendimiento de los algoritmos de clasificacién para conjuntos con datos di-
reccionales depende de la correlacién que exista dentro y entre los individuos

de las mismas clases.

= El kernel direccional basados en la distancia direccional tiene un mejor re-

sultado en comparacién con el kernel direccional de Hall.

= Los clasificadores direccionales no-paramétricos tienen un mejor rendimiento

si se compara con los clasificadores paramétricos direccionales.

= Los clasificadores direccionales tienen buen rendimiento en conjuntos de

datos donde el niimero de variables es mucho mayor al niimero de individuos.

Naturalmente se pueden recomendar investigaciones adicionales dirigidas a

mejorar el desarrollo de clasificadores direccionales y estds son:

= Se debe explorar el efecto que tiene la seleccion de variables antes de utilizar
los clasificadores direccionales, especialmente en conjuntos de datos donde n

es muy pequeno.

= Esrecomendable desarrollar clasificadores para datos direccionales siguiendo
los principios de Regresién Logistica y Arboles de Decisién.
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» Es importante, especialmente cuando p es mucho mayor que n implementar
algoritmos similares a Minimos Cuadrados Parciales para conjuntos direc-

cionales.
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Apéndice A

Programas

A.1. k-vecinos mas cercanos direccionales

A.1.1. Distancia Circular
dist.circ<-function(x,y,type)
{
type="c"
ny<-dim(y) [1]
dist<-rep(0,ny)
if (type =="p")

{
for (i in 1:ny)
{
dist[i]<-sum(pi- abs( pi - abs (x-y[i,]1)))
}
dist
}
else
{
for (i in 1:ny)
{
dist[i]<-sum(1-cos(x~y[i,]))
}
dist
}
}
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A.1.2. k-vecinos mas cercanos circular y direccional

Predice para un nuevo registro “rnew”, la clase basado en la matriz “data”
relacionado con su vector de clases “class”. “type” puede ser ¢ o p de acuerdo a la

distancia direccional que se desee.
knn.circ<-function(xnew,data,class,knn,type)

{
mdist<-dist.circ(xnew,data, type)
classknn<-tabulate (class[rank(mdist)<knn+1])/knn
classpred<-which(classknn==max (classknn))
classpred
}
knn.direc<-function(data,class,k, type)
{
n<-dim(data) [1]
p<-dim(data) [2]
res<-rep(0,n)
if (type=="s")
{
data.cor<-cor(t(data))
data<-acos(data.cor)
}
for (i in 1:n)
{
res[i]<-knn.circ(datali,],data,class,k,type)
}

res
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A.1.3. k-vecinos mas cercanos direccionales con con-
junto de entrenamiento y de prueba

knn.direc.test<-function(data.train,data.test,class.train,k,typedata,typedist)
{
n<-dim(data.test) [1]
p<-dim(data.test) [2]
n2<-dim(data.train) [1]
p2<-dim(data.train) [2]
res<-rep(0,n)
if (typedata=="s")
{
data.cor<-cor(t(rbind(data.test,data.train)))
data<-acos(data.cor)
for (i in 1:n)
{
res[ij<-knn.circ(datali,seq(n+1,n+n2)],
datal[seq(n+1,n+n2),seq(n+1,n+n2)],class.train,k, typedist)

}
}
else
{
for (i in 1:n)
{
res[i]<-knn.circ(data.test[i,],data.train,class.train,k,typedist)
}
}
res
}
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A.1.4. Validacién Cruzada 10 para 1-vecino mas cer-
cano clasico

cv10.knnl<-function(data,class)

{

exit<-rep(0,10)

n<-dim(data) [1]

p<-dim(data) [2]+1

dataclass<-cbind(data,class)

sort.data<-dataclass[rank (runif(n)),]

dim.segm<-floor(n/10)

for (j in 1:10)
{
d.s<-((j-1)*dim.segm+1) : (j*dim.segm)
if (j==10){d.s<-((j-1)*dim.segm+1) :n}
data.test<-sort.datald.s,-p]
data.train<-sort.data[-d.s,-p]
class.test<-sort.datald.s,p]
class.train<-sort.datal[-d.s,p]
pred<-knnl(data.train,data.test,class.train)
b<-table(pred,class.test)
miss=sum(b)-sum(diag (b))
exit[jl<-miss
}

error<-sum(exit)/n

exit<-list(missclas=error)

}
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A.1.5. Validacién Cruzada 10 para k-vecinos mas cer-

canos direccionales

cv10.knndirec<-function(data,class,k, typedata, typedist)

{

exit<-rep(0,10)

n<-dim(data) [1]

p<-dim(data) [2]+1

dataclass<-cbind(data,class)

sort.data<-dataclass[rank (runif(n)),]

dim.segm<-floor(n/10)

for (j in 1:10)
{
d.s<-((j-1)*dim.segm+1) : (j*dim.segm)
if (j==10){d.s<-((j-1)*dim.segm+1) :n}
data.test<-sort.datald.s,-p]
data.train<-sort.data[-d.s,-p]
class.test<-sort.datald.s,p]
class.train<-sort.datal[-d.s,p]
b<-table(pred,class.test)
miss=sum(b)-sum(diag(b))
exit[jl<-miss
}

error<-sum(exit)/n

exit<-list(missclas=error)

}
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A.1.6. Validacién cruzada 3 para k-vecinos mas cer-

canos direccionales

cv3.knndirec<-function(data,class,k, typedata, typedist)

{

exit<-rep(0,3)

n<-dim(data) [1]

p<-dim(data) [2]+1

dataclass<-cbind(data,class)

sort.data<-dataclass[rank (runif(n)),]

dim.segm<-floor(n/3)

for (j in 1:3)
{
d.s<-((j-1)*dim.segm+1) : (j*dim.segm)
if (j==3){d.s<-((j-1)*dim.segm+1) :n}
data.test<-sort.datald.s,-p]
data.train<-sort.data[-d.s,-p]
class.test<-sort.datald.s,p]
class.train<-sort.datal[-d.s,p]
pred<-knn.direc.test(data.train,data.test,class.train,k,typedata, typedist)
b<-table(pred,class.test)
miss=sum(b)-sum(diag (b))
exit[jl<-miss
print (paste(j, "-Fold with missclass=",miss))
}

error<-sum(exit)/n

exit<-list(missclas=error)

3
A.2. Kernel direccional

A.2.1. Estimacion de Kernel de Hall y Coseno para un
vector

La funcién “s.r”, convierte a una fila en un vector de norma uno. La funcién
“kdirec.v” calcula para un nuevo registro “vector”, la estimacién de kernel sobre la
matriz de datos “z”y el pardmetro de suavizamiento “kappa”. “type” indica el tipo

de kernel, es decir, si es el kernel de Hall “hall” o el kernel basado en la distancia
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direccional “cos”.
s.r<-function(row)

{
row<-row/(sqrt (sum(row~2)))
row

}
kdirec.v<-function(vector,x,kappa, type)

z€<-dim (x)[1]
if (type=="hall")

1£c<— (1/n) *sum (exp ((-kappa* ((1-t (x)) *vector))))
if (iype==”cos "

1£c<- (1/n) *sum (exp (~kappa* (dist.circ(vector,x))))

F
kc

}

A.2.2. Prediccion con estimacion por densidad de ker-
nel direccional

Calcula para el nuevo registro “vector” la clase que se predice, dado el con-
junto de datos “x” con su respectivo vector de clase “class”, con un pardmetro de
suavizamiento “kappa” con respondiente al kernel direccional seleccionando “hall”
para el kernel de Hall o “cos” para el kernel basado en la distancia direccional.
“typed” especifica el tipo de datos que se tiene, es decir, si se tiene un conjunto
de datos que ya es direccional se utiliza “d”, pero si el conjunto de datos no es

[

direccional, use la opcion “s” y se realiza la clasificacién basado en la correlacién

entre individuos
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v.kdirec<-function(vector,x, class, kappa, typek, typed)
{
class<-as.numeric(class)
J<-length(tabulate(class))
kc<-rep(0,J)
if (typed=="s")
{
x<-acos(cor (t (rbind(vector,x))))
x.v<-x[1,-1]
x.v<-s.r(x.v)
x<-x[-1,-1]
x<-t(apply(x,1,s.r))
for (j in 1:J)
{
class. j=which(class==j)
x.j<-x[class.j,]
kc[jl<-kdirec.v(x.v,x.j,kappa, typek)

}

}

if (typed=="d")

{

for (j in 1:J)
{
class. j=which(class==j)
x.j<-x[class.j,]
kc[jl<-kdirec.v(vector,x. j,kappa, typek)
}

}

p.c<-which(kc==max (kc))
list (kdirec=kc,pred=p.c)
}
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A.2.3. Kernel direccional con conjunto de entrenamien-
to y de prueba

kdirec<-function(xtrain,classtrain,xtest,kappa, typek, typed)
{
n.test<-dim(xtest) [1]
pred<-rep(0,n.test)
class<-as.numeric(classtrain)
kc<-matrix(0,n.test,length(tabulate(class)))
for (i in 1:n.test)
{
a<-v.kdirec(xtest[i,],xtrain,classtrain,kappa,typek, typed)
pred[i]<-a\$pred
kc[i,]<-a\$kdirec
}
list (kdirec=kc,pred=pred) }

A.2.4. Validacién cruzada 10 para el kernel direccional

cv10.kdirec<-function(data,class, kappa, typek, typed)

{

exit<-rep(0,10)

n<-dim(data) [1]

p<-dim(data) [2]+1

dataclass<-cbind(data,class)

sort.data<-dataclass[rank(runif(n)),]

dim.segm<-floor(n/10)

for (j in 1:10)
{
d.s<-((j-1)*dim.segm+1) : (j*dim.segm)
if (j==10){d.s<-((j-1)*dim.segm+1) :n}
data.test<-sort.datald.s,-p]
data.train<-sort.datal[-d.s,-p]
class.test<-sort.datald.s,p]
class.train<-sort.datal[-d.s,p]
pred<-kdirec(data.train,class.train,data.test,kappa, typek, typed) $pred
b<-table(pred,class.test)
miss=sum(b)-sum(diag(b))
exit[j]<-miss
}

error<-sum(exit)/n

exit<-list(missclas=error)

}
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A.2.5. Validacién cruzada 3 para el kernel direccional

cv3.kdirec<-function(data, class,kappa, typek, typed)

{

exit<-rep(0,3)

n<-dim(data) [1]

p<-dim(data) [2]+1

dataclass<-cbind(data,class)

sort.data<-dataclass[rank (runif(n)),]

dim.segm<-floor(n/3)

for (j in 1:3)
{
d.s<-((j-1)*dim.segm+1) : (j*dim.segm)
if (j==3){d.s<-((j-1)*dim.segm+1) :n}
data.test<-sort.datald.s,-p]
data.train<-sort.data[-d.s,-p]
class.test<-sort.datald.s,p]
class.train<-sort.data[-d.s,p]
pred<-kdirec(data.train,class.train,data.test,kappa, typek, typed) \$pred
b<-table(pred,class.test)
miss=sum(b)-sum(diag(b))
exit[jl<-miss
}

error<-sum(exit)/n

exit<-list(missclas=error)

}
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