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In 2005, Colén and others [3] gave necessary and sufficient conditions for a
monomial dynamical system over a finite field to be a fixed point system, that is,
all cycles are of length one. Moreover, in 2009, Ocasio, Colén and others [8] gave
necessary and sufficient stabilization conditions for a boolean monomial dynamical
system. We make use of such criteria to study the concept of stability over n-tuple
cartesian product of the field F,, where n = 2 and ¢ = 2" + 1 prime with » > 1. This
work contains necessary and sufficient conditions to determine when a monomial

dynamic control system with a unique control variable over F3,  ; is stabilizable.
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Por
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En 2005, Colén y otros [3] dieron condiciones suficientes y necesarias para que
un sistema dindmico monomial sobre un cuerpo finito sea un sistema de punto fijo,
esto es, todos los ciclos son de longitud uno. Més atin, en 2009 Ocasio, Colén y otros
[8] dieron condiciones suficientes y necesarias para que un sistema dindmico booleano
sea estabilizable. Utilizaremos éstos para estudiar un concepto de estabilidad sobre
la n-tupla del producto cartesiano del cuerpo F,, donde n = 2 y ¢ = 2" 4 1 primo
con r > 1. Este trabajo contiene condiciones necesarias y suficientes para determinar
cuando un sistema dindamico monomial de control con una tnica variable de control

sobre F3, ., es estabilizable.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Un sistema dinamico finito es una funciéon f : X — X, donde X es un con-
junto finito [8]. Estamos interesados en el caso X = Fy, donde F, es un cuerpo
finito y ¢ es primo. La dinamica de f es generada por iteraciones de f y se codi-
fica en su espacio fase S(f), que es un grafo dirigido. Los vértices de S(f) son los
elementos de X. Existe una arista dirigida @ — b en S(f) si f(a) = b. En par-
ticular, una arista dirigida de un vértice a si mismo es admisible [4]. Decimos que
el espacio fase de f, S(f) contiene un ciclo de longitud ¢ > 0 si existe a € F} tal
que f'(a) = a y no existe un ¢’ mas pequeiio tal que f*(a) = a. Cada componente
conexa del grafo de S(f) consiste de un ciclo dirigido. Decimos que f es un siste-

ma de punto fijo(spf) si todos los ciclos de f tienen longitud 1 [3]. Por simpleza

consideramos f = (f1,..., fn) : [, — F; tal que es un sistema polinomial, con
cada f; un monomial, esto es, f; = x{"x3?---x%", con a;; un entero no negativo,

y por lo menos un a;; # 0. Asociamos con f un Sistema Dindmico Monomial Boo-
leano(SDMB) T'(f) : F} — F% y un sistema lineal L(f) sobre el anillo R = Z,_4
[4]. En [2], Colén y otros, hablan acerca de la importancia de esos sistemas en mode-
lacién genética y su capacidad para modelar la dindmica de la expresion de genes y
relaciones entre genes. Por ejemplo, supongamos que tenemos unas series de tiempos
{s1, $2,...,8:}, donde cada s; es un vector de longitud n, con valores en Zs; es decir,
Si = (Si1s Si2s - - Sin), Sij € {0,1}. Podemos interpretar estos datos como una suce-
sion de lecturas de ARNm durante la infeccion de un organismo. El indice i puede

ser interpretado como el tiempo en que la medida fue tomada y s;; como el estado



en el que el gen j estuvo en el tiempo ¢, en nuestro caso 0 6 1, 6 “apagado”$ “en-
cendido”, ver [1]. Podemos obtener una funcioén f : Z§ — Z3, tal que f(s;) = sit1.
Esto significa que podemos obtener una funcién que modela el comportamiento de
los genes durante la infeccion en un intervalo de tiempo. De igual manera, Sistemas
dinamicos sobre el cuerpo con dos elementos pueden ser usados para modelar redes
booleanas que tienen aplicaciones en la autéomata celular y la biologia computacio-
nal, ver [5]. Elspas menciona en [7] aplicaciones de sistemas dindmicos lineales en

circuito de control por ordenador y sistemas de comunicaciones.

Un Sistema Dindmico de Control(SDC) sobre un cuerpo finito es una funcién
[ Fy x Fr — Ty, donde g es primo y n,m € N. Note que f = (f1, fo, ..., fn),
fi € Fplry, 20, 0y, Uy, - ., Uy ). Llamamos {x1, 2, ..., 2,} el conjunto de varia-
bles estado y {uy,us, ..., uy} el conjunto de wvariables control [1], [8]. Un SDC es
llamado estabilizable si existe una funcién g : Fy — Fy x F*, g = (ug, ..., um) y
cada
w; = x{" g™ - - xn con a;; un entero no negativo, llamada controlador de realimen-
tacion, tal que la composicién f o g : Fy — F} es un sistema de punto fijo [8].
Para el caso booleano, criterios para determinar si un SDC es estabilizable han sido
encontrados [1], [8]. Criterios para determinar cuando un sistema dinamico finito,
f:Fy — F7, es un spf, son escasos. En 2005, Colén, ver [3], da criterios para que
un sistema dindmico monomial sobre un cuerpo finito sea un spf. Tal criterio depen-
de en determinar cuando una matriz n-dimensional L(f) sobre el anillo Z,_; es un
spf también. En [9] se dan condiciones suficientes y necesarias para que los sistemas
dinamicos lineales sean un sistema de punto fijo, pero el autor no considera el papel
que estos criterios juegan en la estabilizacién de un SDC. Ademas, los resultados son

algebraicos y no practicos desde un punto de vista computacional. Nuestro propdsito



es clasificar los Sistemas Dinamicos Monomiales de Control (SDMC) que son estabi-
lizables. Si es posible, dado un SDMC estabilizable hallar una funcién controladora
de realimentacién. Trabajaremos con f : Fy. ; — F5, ;, siempre que 2" + 1 sea un
nimero primo, con r un nimero positivo y n = 2.

En el Capitulo 2, discutiremos resultados previos que establecen criterios para
que un sistema dindmico finito sea un spf. Primero daremos criterios para que un
sistema dindmico Booleano T'(f) sea un spf. Tambien discutiremos un criterio para
que un sistema dindmico sobre un cuerpo finito sea un spf, que nos dice que f es
un spf si y sélo si T'(f) y L(f) ambos son un spf [3]. Ademés, definiremos la Forma
Normal Smith(FNS) de una matriz y un resultado importante de [6]. Ese resultado
serd la herramienta basica para obtener las condiciones necesarias y suficientes para
que un sistema dindmico de control sobre el cuerpo Fyryq sea estabilizable. En el
Capitulo 3, definimos lo que es marcar una fila de L(f). Definiremos formalmente
lo que es un Sistema Dindmico Monomial de Control y encontramos criterios para
que un Sistema Dindmico Monomial de Control(SDMC) sobre el cuerpo Faryy sea

estabilizable.



Capitulo 2
PRELIMINARES SOBRE SISTEMAS
DINAMICOS

Los resultados que vamos a presentar en este capitulo ya han sido publicados
en [3], (8], [4], [5], [6].
Recuerde que un sistema dinamico monomial finito(SDM) es una funcién f de X a
sf mismo, f : X — X, donde X = F}, con ¢ un ntmero primo. Consideraremos
f=1(f1,..., fa) con cada f; un monomial, esto es, f; = x{" x5 ... x%" con a;; entero
no negativo y por lo menos un a;; # 0. Estamos interesados en sistemas de punto
fijo (spf), esto es, en sistemas dindmicos finitos en el que todos los ciclos tienen
longitud 1. Asociamos con f un sistema monomial Booleano T'(f) y un sistema
lineal L(f) sobre el anillo Z, 1, los cuales definiremos formalmente més adelante.
Mostraremos que T'(f) es un sistema de punto fijo si y sélo si cada componente
conectada fuertemente del grafo de dependencia de T'(f) tiene
nimero ciclo 1. También discutiremos un resultado importante en [3] que dice que
f esun spfsiysélosi T(f)y L(f) son ambos un spf.
Comenzaremos la discusién de sistemas dindmicos discutiendo algunos conceptos
de grafos dirigidos. Para una exposicién mas a fondo sobre la relacién entre grafos
dirigidos y SDM vedse [3], [8].
Definicién 2.1 (Definicién 2.2.1, [8]). Un camino p de longitud r en un grafo es
una sucesion de vértices (vi,vs, . ..,v,) donde cada (v;,vj41) es conectado por una

arista. Denotamos el camino p por p : v; — v; y la longitud de p por r = |p|. St un

camino comienza y termina sobre el mismo vértice entonces es llamado un camino



cerrado.

La idea del soporte de un vector es lo que nos permite asociar un SDM con un
grafo dirigido de una manera natural.
Definicién 2.2 (Definicién 2.1,[5]). Para a = (ay, ..., a,) € Fy, definimos soporte

de a, denotado por supp(a) = (b1,...,by,), donde

1 sia; #0;
bl' -
0 sia;=0.
El sistema monomial f = (f1,..., fn) induce un sistema monomial Booleano

T(f) = (917 e 7gn> SObT@ Fg con gl = x?ﬂ P x%n y

para todo i, (bi, ..., bin) = supp(ait, ..., Gp).

Note que si f es un SDM con f; € Fy[zy, ..., z,] entonces T'(f) € Fylay, ..., )
es un SDMB.
Definicién 2.3 (Definicién 2.1.1, [3]). Sea f un SDM, definimos el grafo de depen-
dencia de f, como el digrafo que consiste de un conjunto de vértices V= {vy,...,v,}
tal que existe una arista dirigida de v; a v, es decir, v; — v; st x; es un factor de
fi-

Aristas v; — v; estan permitidas. Tales aristas ocurren si f; tiene el factor
x;. Note que el sistema monomial T'(f) es completamente codificado por el grafo de

dependencia X.

Ejemplo 2.4. Supongamos un f = (z3z3, 2225, v3x3) : F2 — F3. Entonces, T(f) =

(xox3, 122, x123). El grafo de dependencia X es:



Figura 2-1: Grafo de Dependencia

Ahora definiremos una relacién de equivalencia en el grafo de dependencia en
el cual dos vértices a y b son equivalentes si y solo si a y b estan en una componente

conectada fuertemente.

Definicién 2.5 (Definicién 2.2.1, [5]). Supongamos X es el grafo de dependencia de
f, SDM.

1. Para vértices a,b € X, decimos que a y b estan conectados fuertemente, y escribi-
mos a « b, si y solo si existe un camino p : a — b y un camino q : b — a. Observe
que siempre existe un camino de longitud cero (el camino vacio) de b — b.

2. La clase de equivalencia de a € X bajo «~ es llamada una componente conectada
fuertemente(CCF).
Definicién 2.6 (Definicién 2.3.1, [3]). Supongamos que X el grafo de dependencia
de fy donde f es un SDM. El nimero ciclo de b € X, L(b), es el minimo de todos
los mimeros t > 1 con t = |q| — |p| para todos los caminos cerrados p,q:b — b. Si
no existen caminos cerrados de b a b entonces el nimero ciclo es cero.

El siguiente Lema, nos dice que para a,b € X, el nimero ciclo es invariante,

L(a) = L(b), si X es una CCF.



7

Lema 2.6.1 (Lema 2.3.3, [3]). El numero ciclo es constante sobre cualquier CCF,
por lo que el numero ciclo de una CCF es un numero bien definido.

El siguiente lema establece una relacién entre el niimero ciclo y las longitudes
de los caminos en X.

Lema 2.6.2 (Lema 2.3.4, [3]). Supongamos que el nimero ciclo de X es t. Supon-
gamos p' : by — b; y ¢’ : by —> b; son caminos. Entonces |p'| — |¢| € (t) C Z,
donde (t) es el ideal generado por t.

Resultados que se encuentran en [4] establecen la relacién entre el espacio fase
de f y su grafo de dependencia. La idea es asociar la CCF de un grafo de dependencia
con el espacio fase de un t-gono dirigido. El espacio fase de este t-gono es isomorfo a
una accién sobre un hipercubo en Fj. Estos resultados producen como consecuencia
el Teorema 2.7 y el Teorema 2.8.

Teorema 2.7 (Corolario 2.3.17, [3]). Supongamos X es una CCF y es el grafo de
dependencia de f. El sistema T(f) es un sistema de punto fijo si y sélo si el nimero
ciclo de X es 1.

Teorema 2.8 (Teorema 2.2.13, [8]). Supongamos que X es el grafo de dependencia
de f.

T(f) es un sistema de punto fijo si y solo si el nimero ciclo de cada CCF

de X es 1.

Aunque el sistema T'(f) y el grafo de dependencia proveen una idea sobre el
comportamiento de un sistema dindmico monomial finito, f, no son suficientes pa-
ra determinar cuando es de punto fijo. Por ejemplo, considere f = (23w, 2]s) :
FZ — F2, SuT(f) = (w129, 122) es un spf ya que por el Teorema 2.7, la CCF tiene
nimero ciclo 1. Pero f no es un spf, ya que en el espacio fase se encuentra el ciclo
(1,2) — (2,2) — (1,2). Por lo tanto definiremos un sistema lineal n-dimensional,

L(f), sobre un anillo finito, para analizar el comportamiento de f.



Definicién 2.9 (Definicién 3.1.1, [3]). Dado un cuerpo finito ¥y, y una funcion
f=(fi,- . fa) : Fy — BV, donde fi € Fplxy,...,m,), fi = af"ag?- - apin.
Definimos g; = ainx1 + anTa + ... + QinTy €n Ly_1[x1,. .., T, y defina

L(f): Zy y — Zy_y como L(f)(Z) := (91(%), g2(Z), . .., gu()). Llamamos L(f) el
log de f.

Note que la representacion matricial de L(f) puede ser escrita como:

Abusamos de la notacién y de ahora en adelante consideraremos L(f) como la

representacion matricial Aj.

Ejemplo 2.10. Consideremos f = (x23,2%z5) : F2 — F2. Entonces L(f) =
20
2 1

Ahora, mencionaremos un resultado importante de [3], que da condiciones su-

ficientes y necesarias para que un SDM sea un spf.

Criterios para que un sistema dinamico monomial booleano sea un spf fueron
establecidos. Omar Colén en [3] da condiciones suficientes y necesarias para que el
sistema lineal dindmico L(f) sea spf. Con estas teorias podemos dar el siguiente
Teorema que es una caracterizaciéon para que un sistema dindmico monomial sobre

cualquier cuerpo finito de cualquier dimension sea un spf.



Teorema 2.11 (Corolario 3.1.14, [3]). Supongamos f : Fy — Fy es un SDM.
Entonces f es un spf si y solo si T(f) y L(f) son spf.

La siguiente definicién nos dard una herramienta eficaz para determinar cuando
un sistema lineal sea un spf.
Definicién 2.12 (Definicién 3.2, [6]). Supongamos R es un anillo de ideal principal

y A € R™™. Existen matrices invertibles U,V € R™ ™ tales que

S1

Sm

FNS(A) = UAV =

donde s; | siy1 para 1 < i <m —1. FNS(A) es llamado la Forma Normal de
Smith(FNS) de A. Las entradas diagonales s; son llamados los factores invariantes
de A que son unicos modulo multiplicacion por una unidad. Supongamos que M es

un ideal propio de R y 1 es una funcion canonica de R en %. Los elementos 1(s;)

i
M

en <= son llamados los factores invariantes de A sobre %.
En la definicién anterior nosotros vamos a tomar R = Z, al calcular la FNS de
un sistema lineal sobre Z obtenemos los factores invariantes s; y despues utilizamos

la funcién ¢ (s;) en Z,, para analizar la imagen de los factores invariantes.

Al calcular la FNS de una matriz A € Z**2, para encontrar las matrices inverti-
bles U y V' como en la definicion anterior, no es tarea facil y por lo tanto la siguiente

Proposicién nos provee un algoritmo para calcular la FNS de la matriz A € Z2*2.
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a b
Lema 2.12.1. Supongamos A = € Z**? y ged(a,b,c,d) = 1. Entonces

c d
1 0
FNS(A) =
0 ad— be

Demostracién. Supongamos inicamente que gcd(a,b) = 1, entonces existen xq, xo

enteros tales que, 1 = axy + bxs. Entonces,

a b xr; —b 1 0
¢ d - cxr1+drs ad — be
ul
Note que:
~1
xr; —b . a b a b
= (az1+bx2) X =
To Q —T2 X1 —T2 I
T —b
Por lo tanto, , es invertible.
) a
1 0 1 0 1 0
Por tanto, =
—u; 1 u; ad — be 0 ad—bc

Similarmente, si unicamente ged(c,d) = 1, simplemente,

0 1 a b c d
= , volvemos al caso anterior y por tanto
10 c d a b
1 0
FNS(A) =
0 ad—bc

Ahora, supongamos que unicamente ged(a,c) = 1, entonces existen xs, x4 ente-
U1

T3 T4 a b 1 Dxa+dra
ros tales que, 1 = ax3 + cxy. Por tanto, = T3 T4

—Cc a c d 0 ad-—bc
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1 U1 1 —U1 1 0

0 ad— be 0 1 0 ad—bc

Similarmente, si unicamente ged(b, d) = 1, simplemente

a b 0 1 b a
= , volvemos al caso anterior y por tanto
c d 10 d c
0
FNS(A) =
0 ad—bc

Supongamos que inicamente ged(a,d) = 1. Por tanto, para e = gcd(a, c) exis-
ten y1, ya2 enteros tales que, e = ged(a, ) = ayy + cya. Por lo tanto,

——
e by, + dys

—c a d—b
- c d 0  adte

Ahora supongamos que ey = ged(e,u) = eys + uyy, con ys,ys enteros.

Ademds, note que ey | e <= (e) C (e1), donde (e) es el ideal generado por

e €.
Por tanto,
—U
e U s o | el 0 B el 0
0 ad—bc e ad—bc ad—bc e ad—bc ad—bc
el Ya el e 4 e e e 4 el
Ademas, dado que eq | e, entonces “d;bc | %’lbc. Por tanto,

gcd(%ﬁbcy% %‘11’0) # 1. Si ged(eq, @y;l) =% 1, entonces escogemos

“d;bcy4), note que ey | ey, por lo tanto, continuando este proceso entre

ey = ged(ey,
la primera fila y la primera columna, tendremos una sucesion de elementos

e, €1, €, -+ -. En términos de ideales, esto quiere decir que (e) C (e1) C (eg) C -+ -.



12

Dado que cualquier sucesion creciente en un dominio de ideal principal se estabiliza,
entonces existe k € Z tal que ¥ n >k y (e,) = (ged(a,d)) = (1) = Z. Por lo tanto,

volvemos a los casos anteriores y asi:

1 0
FNS(A) =
0 ad—bc

Similarmente si inicamente ged(b, c) = 1, simplemente

a b 01 b a
= , volvemos al caso anterior y por tanto
c d 10 d c
1 0
FNS(A) = OJ
0 ad—bc

Proposicion 2.13. Supongamos A € Z"*". Entonces para cada, k € 7Z,
FNS(k-A)=k-FNS(A).

Demostracién. Por la definicion anterior, existen U,V € Z"*™ tales que FNS(A) =
UAV . Supongamos que los factores invariantes son sy, Sz, donde sy | so. Entonces,
k- FNS(A) = kK(UAV) = U(k - A)V, note que (k- s;) | (k- si41). Por tanto,
FNS(k-A)=k-FNS(A).

La siguiente Proposicion es el algoritmo que estaremos usando para calcular la

FNS de una matriz A € Z2?*2.

a
Proposicion 2.14. Supongamos que A = € Z**%, y ademds que

gcd(a,b,c,d) = e. Entonces, FNS(A) =
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a b
Demostracion. Sea A =
c d
a b
Entonces, %A =1° °
¢ d
Por lo tanto, dado que gcd(, g, g, g) =1, entonces por el lema 2.12.1,
1 0 1 0 1 0
FNS(%A) = = =
0 ad_ be 0 %i_b_g 0 _ad—QbC

Entonces, por la Proposicion 2.13,

e 0 e 0
FNS(A):e-FNS(%A): =
0 e x ade—2bc 0 ad;bc
e 0
Por lo tanto, FNS(A) =
0 ad—bc

e

El siguiente Teorema es la base de nuestros resultados, nos provee condiciones
suficientes y necesarias para que un sistema lineal sea un spf.
Teorema 2.15 (Teorema 5.2,[6]). Supongamos r > 1, p un nimero primo y L es
sistema dindmico lineal.
(Zp, L) es un spf si y solo si (Zy, L) es un spf y cada factor invariante de L — I

sobre Zyr es unidad ¢ 0.

Para nuestros propédsitos vamos a enfocarnos en los casos donde p =2 y n = 2.
Recuerde que los ceros sobre Zsr son de la forma z = 2"k con k € Z.
Note que en Zo- cada elemento distinto de cero es unidad 6 es divisor de cero. Por

tanto, x € Zsyr es un divisor de cero < x es par.
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Definicién 2.16. Decimos que (Z3., B), B es sistema dindmico lineal, satisface la
Propiedad de la Forma Normal de Smith(PFNS) si cada factor invariante de B — I

sobre Zyr es unidad 6 0.



Capitulo 3
SISTEMA DE CONTROL DINAMICO FINITO

Dado un cuerpo finito Fg, ¢ = 2"+1 con 7 > 1y una funcién f : F2 xF, — F2,
tal que f = (f1, f2) con f; € Fy[xq, 2o, u], para i = 1,2. Nos hacemos la siguiente
pregunta, jcualquier sistema dindmico sobre un cuerpo Fy, donde n =2y g =2"+1
primo con r > 1 puede ser manipulado para que sea un sistema de punto fijo? [8].
La respuesta es no, y en este capitulo desarrollaremos condiciones suficientes y ne-

cesarias para que f sea estabilizable.

Definicién 3.1 (Definicién 3.1.1,[8]). Un Sistema Dindmico Monomial de Con-
trol(SDMC) es una funcion f: Fy x Bt — By, con q un nimero primo. Note que
f=0f, o fn), yVi fi € Fyler, ... xp,u1, ... U] Yy fi es un monomial.

Asumiremos que Yi, f; £ 1. Decimos que {x1,...,x,}, es el conjunto de variables

de estado y {uy, ..., un}, el conjunto de variables de control.

Definicién 3.2 (Definicion 3.1.3,[8]). Supongamos que f = (fi,..., fn) : Fy X
Fy — Fy es un SDMC. Decimos que [ es estabilizable si existe una funcion
g Fy = Fy X F, llamado controlador de realimentacion, tal que

h:=fog:Fy — Fy es un sistema de punto fijo.

En ocasiones, queremos ver el comportamiento del sistema dindmico antes de
intervenir y hallar el controlador de realimentacién. Podemos observar este compor-

tamiento asignando u; = 1 para todo 1 < i < m.

15



16

Definicion 3.3. Supongamos que f : Fy x F* — Fj es un SDMC. Definamos

m—Uveces

o .
v Fy = By <P tal que s(zy, ... 2n) = (71, .., Tp, 1, ..., 1), denotaremos f = fou.

Recordamos la Definicién 2.2, donde definimos a T'(f) como la booleanizacién
de f. Utilizaremos las siguientes observaciones y lemas para proveer una clasificacion
de los SDMC que son estabilizables para el caso mas simple descrito en el Teorema
3.6.

Una manipulacion de simbolos sencilla es suficiente para demostrar la observacion
a continuacion.

Observacion 1. Supongamos que f : Fy x F' — Fy es un SDMC. Entonces

—

T(f) =T(f).

La Observacién 2, nos dice que si T'( f) es un spf, para cualquier funciéon de
realimentacion g, si componemos el SDMC T'(f) con esa funcién g, sigue siendo un
spf.

Observacién 2. Supongamos que f : F3, | xF5  — F3,. | es un SDMC. Si T(f)
es un spf entonces para cualquier funcion g : IF%TH — IF%TH x F5;,,, se tiene que
T(fog) es un spf.

Demostracion. Dado que T(f) es un spf. Entonces tenemos lo siguiente:
Supongamos que el grafo de dependencia de T(f) tiene unicamente una componente
conectada fuertemente(CCF). Entonces por Teorema 2.7, el nimero ciclo de esa
CCF es 1. Entonces cualquier valor que adquiera u; unicamente estaria posiblemente
agregando aristas en el grafo de dependencia de T(f), lo cudl no cambiaria el numero
ciclo, que es 1. Por Teorema 2.7, T'(f o g) es un spf.

Por otro lado, supongamos que el grafo de dependencia tiene dos CCF. Entonces la

funcion g tiene las siguientes posibilidades:

(1) convertir las dos CCF en una unica CCF
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(ii) hace que permanezcan las dos CCF
Si se cumple la posibilidad (i), entonces las dos CCF' se convierte en una unica
CCF. Como T(f) es un spf entonces el nimero ciclo de la CCF es 1, ya que, el
Lema 2.6.1, nos dice que el numero ciclo es invariante sobre CCF. Por Teorema 2.7
entonces T'(f o g) es un spf.
Por otro lado si se cumple la posibilidad (ii) entonces dado que cada CCF tiene
nimero ciclo 1, por Teorema 2.8 entonces T(f o g) es un spf. O

Definicién 3.4. Supongamos que f = (f1,..., fn), fi € Fglzr, ...zl yg = (91,---, 9n),

gi € Fylz1, ..., z,). Decimos que “f divide a g7, f | g <= Y,fi | gi-

Dado un SDMC f, es en teorfa mas facil determinar si 7'(f) es estabilizable ya
que existen criterios generales ver [8]. Ademas, para demostrar que f es estabilizable
debemos hallar una funcién de realimentacion g que estabilice simultaneamente a
T(f) vy a L(f)[ver Definicién 2.9]. La siguiente observacién nos permite hallar una
funcion g para f que pudiera servir para estabilizar a f si ya sabemos de antemano
que T'(f) es estabilizable.

Observacién 3. Supongamos que f : F3. ., x Fyi , — F3. ., es un SDMC.

T(f) : F3 x Fy* — F3 es estabilizable si y solo si existe g : F3y — F3 | X Fo
tal que T(f o g) es un spf.

Demostracion. Si suponemos que T(f) es un spf, entonces por la observacion 1y
2 no hay nada que probar.

Supongamos que T(f) no es un spf. Entonces note que T(f) = (x4, 11).

(=) Dado que T(f) es estabilizable entonces existe g : T3 — F2 xFT tal que T(f)og
es un spf.

Entonces la funcion g agrega una arista a;, — a;, en el grafo de dependencia de
T(f).

. T2 2 m Qg
Definamos g : F5.  — F5, . x F5 |, tal que x;

. s
g >

g. Entonces, el
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numero ciclo de la CCF es 1, ya que g agrega una arista a;, — a;, en el grafo de
dependencia de T(f), y por Teorema 2.8, T(f o g) es un spf.

(<) Por hipdtesis existe g : F3, ., — F35.; x F5:y tal que T(f o g) es un spf.
Entonces la funcion g agrega una arista a;, — a;, en el grafo de dependencia de
T(f).

Note que T'(g) : F3 < F2 x FJ*, entonces T(f) o T(g) es un spf, ya que T(g) agrega

una arista a;, — a;, en el grafo de dependencia de T(f), entonces en el nimero

ciclo de la CCF es 1, y por Teorema 2.8, T(f) es estabilizable. (]

Recordamos la Definicién 2.9, que nos define el mapa lineal L(f).
Definicién 3.5. Sea u una variable de control de SDMC' f. Decimos que u “marca”

la i-ésima fila de L(f) siu| f;.

El siguiente Lema nos ayudard a verificar si un sistema lineal sobre Z3 es un
sistema de punto fijo. Ademads, nos servira de base para utilizar el Teorema 2.15 el
cudl es una herramienta esencial en nuestros resultados.

Lema 3.5.1. Supongamos que A € Z3**. A no es invertible 6 A =1 si y sélo si A

es un sistema lineal de punto fijo.

Demostracién. (=) Supongamos que A = I, entonces A es un spf, ya que todos
los ciclos limites en el espacio fase S(A) son de longitud 1.
Supongamos que A no es invertible. Entonces det(A) = 0. Supongamos que,
ai; a2
A=
Q21 Q22

Entonces ajjass — agae = det(A) =0, es decir, ajjas = a91a92.

Las posibilidades son:
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© % RS &t

a1 = az =0
ann = a;p =10
gy = az =0

(g = ajz = 0

a11 = Q22 = A12 = A21

Qg = a12 = ag; =0

an = ajg = ag; =0

ay = aze = ajp =0

aj1 = az =agy =0

Por tanto las posibilidades para la matriz A son:

0 a19

0 a992

0

21
ai 0
0 0

22

0 0

O 9292

a1

0

a2

0

a1

0
0

i

a1

0 a12

0 O

Asigndndole valores a a;; € {0,1} para cada i, j tenemos que:

o O

o O

[

)

—_ =

=

—_ =

o O

ay

ai

a1

aii

19
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Observando su espacio estado concluimos que cada uno de ellos es un sistema

de punto fijo.

(«=) Supongamos que A € Z3*? es un sistema de punto fijo. Supongamos que A

es invertible y A # I. Lleguemos a una contradiccion.

Entonces, 0 # det(A) = aj1a09 — ajaas1. Entonces las posibilidades son:
a2 = ag = ag =1, a;1 =0
a1 = a1 = a =1, a2 =0
a1 = a2 = ag =1, ax; =0
a1 = aip =ag1 =1, agp =0

ail = Qg2 = 0; a1z = ag =1

Por lo tanto las posibilidades para la matriz A son:

Observando el espacio estado de cada uno de ellos tenemos que, ninguno de
ellos es un sistema de punto fijo. Por lo tanto contradice que A es un sistema de
punto fijo. Por lo tanto, lo que habiamos afirmado no puede ser cierto, esto es, A

no es tnvertible 6 A =1.

Con todas las piezas necesarias, analizamos el caso r = 1, con ¢ = 2"+ 1 primo,
y proveemos condiciones suficientes y necesarias para un SDMC sea estabilizable en

el caso mas simple.
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Teorema 3.6. Supongamos [ : F2 x FY* — F% es un SDMC. Entonces,

f es estabilizable <= T(f) es estabilizable.

Demostracién. (=) Supongamos que f es estabilizable, entonces existe

g :F2 < F2 x F? tal que fog es un spf. Por Teorema 2.11, entonces T(f o g) y
L(fog) ambos son un spf. Entonces T(f og) es un spfy por la observacion 3, T(f)

es estabilizable.

(<) Dado que T(f) : F5 x Fy* — F3 es estabilizable, por la observacion 3,

existe h : F2 — F2 x FY tal que T(f o h) : F3 — F3 es un spf.

Definimos F : F3 x Fy* — F3 un SDMC, tal que w; | fj +— w; | Fj y

A

x| (foh); «— xi" | F;. Note que, T(F') es un spf.

(2

R an a
Consideremos L(F) = e

Q21 Q22

Por lema 3.5.1, debemos encontrar g : F2 — F3 x F3 tal que L(Fog) =16

det(L(F o §)) = 0.

Si L(F) =1 ¢ det(L(F)) = 0, definimos § =1, ya que F = Fo§= foh y asi

f seria estabilizable por lema 3.5.1.

Si L(F) # I y det(L(F)) # 0, tenemos dos casos:
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Se tienen las siguientes posibilidades:
(1) Siw; marca inicamente la primera fila, defina w; = x2 yVj #i, u; =10
(2) Si u; marca unicamente la sequnda fila, defina w; =1 yVj #i, u; =106
(3) Si u; marca ambas filas, defina w; = x1 y Vj #1i, u; = 1.

Note que en cada uno de ellos el det(L(F o g)) =0, y por lema 3.5.1, L(F o g)

es un spf.
Caso 2
L(F) es triangular. Es decir, supongamos que unicamente a;; = 0.

Se tienen las siguientes posibilidades:
(1) Si us marca unicamente la fila que contiene el 0, defina us =xz; yVl#su =106
(2) Sius marca unicamente la fila que no contiene el 0, defina us = x; yVMl #sw =16

(3) Si us marca ambas filas. Supongamos que i # j, definimos us = x;, y ¥l # s,
w = 1. i a;; = 0, entonces definimos us = xo y VIl # s, uy = 1. Si ass = 0,

entonces definimos ug = x1 y vVl # s, u; = 1.

Note que en cada subcaso el det(L(F o g)) = 0, y por lema 3.5.1, L(F o g) es
un spf.
Sea g : F%2 — F3 x FY tal que x5 | g; con a; = max{a : x| hy 6 25 | g}

Note que fog=Fog, yaqueh|gygl|g.

Entonces T(f o g) = T(F o g) es un spf, por la observacion 2.
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Ademds, L(f o g) = L(F o g) es un spf. Por lo tanto, f o g es un spf y asi f es

estabilizable. [

Ejemplo 3.7. Supongamos f : F3 x F3 — F2 es un SDMC'y f = (zou,x,). Note
que T(f) = (zau, z1). Si hacemos uw = xy, entonces T(f o g) = (x122,21) que es un
spf y por la Observacion 3, T(f) es estabilizable. Por Teorema 3.6, f también es

estabilizable.

Nota. Denotaremos Bool(L(f o g)), la boolanizacion de L(f o g), es decir,
L(fog) € Z3**.

El Teorema 3.6, simplica el computo para verificar la estabilidad de un SDMC
[ F2 x F* — F2, ya que simplemente lo que tendriamos que verificar es si su
sistema booleano T'(f), es estabilizable. De ahora en adelante estaremos trabajando
con una unica variable de control, a diferencia con el Teorema 3.6 que permite
una cantidad arbitraria de variables de control. Sin embargo, note que aunque los
resultados obtenidos utilizan una tinica variable de control, las condiciones suficientes
para que f sea estabilizable con una variable de control también es suficiente para
estabilizar un f con una cantidad arbitraria de variables de control.
Ahora, nos enfocaremos en el caso con r > 1, que es mas complejo ya que el mapa
lineal L(f) estaria sobre el anillo Zyr.
Asumiremos de ahora en adelante los exponentes 0 < a, b, c,d < 2" de las variables
de estado de f son valores en Zar, ya que recordamos que el mapa lineal L(f) :
Zor — Zor. Ademds, dado que estamos en el cuerpo Faor,q, para cada z € For iy
se tiene que #2*!' = x. Por tanto al estabilizar la funcién f no importa que tan

grandes sean los exponentes a y [ que estabilicen la funcién, siempre se pueden

escoger de tal forma que se encuentren entre 0 y 2". Es necesario que recordemos
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las definiciones 2.12 y 2.16, que definen la Forma Normal de Smith y otras cosas
relacionadas, que utilizaremos de ahora en adelante en cada una de las pruebas de
los Teoremas. También en cada prueba usaremos el Lema 3.5.1 y el Teorema 2.15
junto con la Proposicién 2.14, que son los que nos permiten verificar si un mapa
lineal es un spf. Por tltimo, proveemos ejemplos para que el lector se familiarice con
los Teoremas.

Antes de la demostraciones de los Teoremas 3.8, 3.11 recordamos el Teorema
de la ecuacién diofantina, bastante conocido en algebra abstracta.

La ecuacién diofantina ax+by = m tiene solucién si y solamente si ged(a, b) | m.

Si (2o, ¥o) es solucién, también lo és:

T =Ty — Lk

Y ged(a,b)

=1y + Lk conk €Z
Y ="7Yo gcd(a, b) ) .

Teorema 3.8. Supongamos que f : F3 | X Foryy —> F3 | sea un SDMC con
r > 1. Supongamos f = (z¢u, x9u?) con 0 < a,d < 2" y Vi ¢ € {0,1}. Tenemos

VATL08 CASOS:

(1) Si ey =1 y ey =0. Entonces f es estabilizable <= d =1 ¢ d es par.

(2) Si ey =0 yey=1. Entonces f es estabilizable <= a =1 ¢ a es par.

(3) Sier =1 yey=1. Entonces:

f no es estabilizable <= a —1=2"y;,d—1=2%y con 0 <n,s <r yy,% €Z

mmpares Yy n = s.
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A

Demostracién. Dado que T(f) = (x1,22) es un spf, por la Observacion 2, sola-

mente nos interesa encontrar una funcion g tal que L(f o g) sea spf.

. a 0
Si L(f) =
0 d
. a—1 0
L(f)—1=
0 d-—1
X ged(a—1,d—1) 0
FNS(L(f) = 1) = . (a—1)(d—1)
ged(a—1,d—1)
Sia—11vyd—1 son impares, es decir, a es par y d es par, entonces (L(f), Z3.)
—1(d—-1
es un spf, ya que ged(a — 1,d — 1) es impar y giZ(a _)fd — )1) es impar,
. 0 0
por tanto satisface la PFNS y ademds Bool(L(f)) = , que es un spf, por
0 0

lema 3.5.1.

Por lo tanto es suficiente considerar los casos en que a ¢ d sean impares.

Prueba caso (1). Supongamos que e, =1 y €5 = 0.
(<) Supongamos que d es par y a es impar. Simplemente escogemos u = xq,
y tendriamos que ambos exponentes son pares, que antertormente se mostro que es

estabilizable.

Supongamos que d = 1.

a+1 0
e Sia es impar, simplemente u = x1, ya que L(f o g) =

0 1
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a 0
FNS(L(fog)—1) = , satisface la PFNS.
0 0
00
Ademds, Bool(L(f o g)) = , que es un spf por lema 3.5.1.
0 1

Por lo tanto L(f o g) es un spfy T(f o g) también lo és. Por tanto [ es estabi-
lizable.

e Si a es par, simplemente escogemos g = 1, ya que L(fog) = L(f) y también

. a—1 0
FNS(L(f)—1) = , satisface la PFNS.
0 0
. 0 0
Ademdas, Bool(L(f)) = , que es un spf por lema 3.5.1.
0 1

Por lo tanto L(f o g) es un spfy T(f o g) también lo és. Por tanto f es estabi-

lizable.

(=) Supongamos que d # 1 y d es impar. Probemos que f no es estabilizable.

a+a f
Para ello supongamos que u = x5, L(f o g) = ;
0 d
a+a—1 f
L(fog)—1=
0 d—1
ged(d —1,8,a+a — 1) 0
FNS(L(fog)—1)= (d—1)(a+a—1)

0

ged(d—1,8,a+a —1)
Note que, (d—1)(a+a—1) es par, ya que, d es impar. Entonces consideremos
lo siguiente:
(1) Si B es par y a+ « es impar.

(i) Si f ya+ « ambos impares.
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(i1i) Si B es de paridad arbitraria y a + « par.
Si (i) se cumple entonces ged(d — 1, ,a + a — 1) seria un divisor de cero en
Zor, por lo que no satisface la PFNS.

Si (i1) se cumple entonces,

11
Bool(L(fog)) = , no es un spf por lema 3.5.1.

01
Por tanto la unica posibilidad es que se cumpla (iii). Dado que (d — 1)(a + o — 1)

es par, para que satisfaga la PENS, entonces (d — 1)(a + o — 1) = 2"k, para algin

ke Z.
Entonces:
= k+1
a+« 1-1 +
= k+1
28"}/2
k
— gr=s 2 + 1
Y2
donde d — 1 = 2°y,, con 0 < s < r y vy € Z impar.

Note que a + « es impar, lo cual es absurdo. Por lo tanto (iii) no puede cum-
plirse. Entonces no hay posibilidad que permita que [ sea estabilizable, y asi f no

es estabilizable.
Prueba caso (2). Supongamos que e = 0 y ea = 1. De una forma andloga al
caso (1), se concluye que:

f es estabilizable <= a =1 6 a es par.

Prueba caso (3). Supongamos que e, =1 y €5 = 1.
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(=) Para la prueba de esta implicacion la haremos por contrapositivo. Supon-

gamos que a es impar y d es par. Escogemos, u = x1.

a+1 0
L(fog)= Y
1 d
1 0
FNS(L(fog)—1) = , que satisface la PFNS, ya que a(d — 1)
0 a(d—1)
es impar. Ademds,
0 0
Bool(L(f o g)) = , que es un spf, por el lema 3.5.1. Por lo tanto [ es
10

estabilizable.

De una manera similar, suponiendo que d es impar y a es par. Escogemos,

u = x9, Yy tenemos que f es estabilizable.

Ahora supongamos que a = 1. Entonces,

e Si d es par, simplemente escogemos g = 1. Entonces,
10

L(fog) = L(f) = Y
0 d

. d—1 0
FNS(L(f)—1) = , que satisface la PENS, ya que d — 1 es impar.
0 0

Ademas,
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10

Bool(L(f)) = , que es un spf por el lema 3.5.1. Por lo tanto f es esta-
00
bilizable.
1 1
e Sid es impar, simplemente hacemos u = xo. Entonces L(fog) = ,
0 d+1
Y
10
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS. Ademds,
0 0
11
Bool(L(f o g)) = , que es un spf, por lema 3.5.1. Por lo tanto [ es
00
estabilizable.
Andlogamente, supongamos que d = 1. Entonces,
e Sia es par, simplemente hacemos g = 1. Entonces,
. a 0
L(fog)=L(f) = Y
0 1
. a—1 0
FNS(L(f)—1)= , que satisface la PFNS, ya que a — 1 es impar.
0 O
Ademas,
. 00
Bool(L(f)) = , que es un spf, por lema 3.5.1. Por lo tanto f es estabi-
0 1

lizable.
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e Sia es impar, simplemente hacemos u = x1. Entonces,

a+1 0
L(fog) = Y
1 1
10
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS. Ademds,
0

0
0 0

Bool(L(f o g)) = , que es un spf, por el lema 3.5.1. Por lo tanto f es
11

estabilizable.

Supongamos, a — 1 = 2"y, d — 1 = 2%y,, con v1,7v2 € Z* impares y
0 <n>s<r. Sinperdida de generalidad suponemos ahora mismo que n > s 0
viceversa. Entonces a # 1 yd # 1.

— B .
Supongamos, u = x{xs. Entonces:

at+a f
L(fog)=
a d+p
gedla+a—1,a,8,d+ 5 —1) 0
FNS(L(fog)—1I) = (a+a—-1)(d+p-1)—ap

0

gedla+a—1,a,6,d+ 5 —1)
Dado que ged(a+a—1,a,8,d+ 5 —1) =
ged(ged(a — 1, a), ged(d — 1, 8)) < ged(a — 1,a) y ged(a — 1,a) <a—1<2". Para
que la PFNS se cumpla, ged(a + a — 1,0, B,d + 3 — 1) debe ser impar. Para ello

debemos escoger o impar 6 B impar. Pero si o y 8 son impares. Entonces,

01
Bool(L(fog)) = , que no es un spf por el lema 3.5.1.

10

Por lo tanto debemos escoger v y B de distinta paridad. Al escoger los a y 3

note que (a + o — 1)(d+ 5 — 1) — aff es par. Para que satisfaga la PFNS debemos
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hallar o y B tales que (a+a—1)(d+—1)—af =27k, k € Z.

Entonces, (a —1)(d— 1)+ (d — 1)a+ (a — 1) = 2"k. Por lo tanto:
Para k € 7Z,

2"k a—1
=g By
é
2Tk d—1
= — —(d—1
b a—1 aa—l ( )

Como n > s, entonces escogemos, 3 = 5. Note que [ es impar. Por tanto,

or a—1 or
—(a—1)=
g1 D=7

k—2""%y — (a—1).

Note que existe k € Z tal que « € ZT cond — 1| k y ademds
gedla—1,8—1,a+a,b+ 3) | d—1, entonces ged(a — 1,8 — 1,a+ a,b+ 5) | k.

Ademds, note que o es par. También,

11
Bool(L(fog)) = , que es un spf por el lema 3.5.1. Asi (L(f og),Z3.) es un
0 0

spf. Entonces f seria estabilizable.

(<) Supongamos que n = s < r. Entonces veamos que f no es estabilizable.

Supongamos que, a — 1 = 2"y, d — 1 = 2%y, con 1,72 impares.

2r a—1
— k— —(a -1
a= k=1
27’—8
== k-l oy,
Y2 Y2
oQr—sl. _ ﬁ,yl on
= - ’yl

72
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0

2" d—1

= k — —(d—1

g a—1 aa—l ( )

21"—71

= k— E—28’}/2
gl T
PARNLLY "

_ YTk mam

71

Recuerde que para que f sea estabilizable en este caso, o y 8 deben tener pari-
dades distintas. Hallemos la solucion de la siguiente ecuacion:
27"k — aryy = Iy, la cudl tiene solucion, ya que, ged(27 ", v2) = 1| ly;. Ademds
existen \ y n enteros tales que 2" "\ —nyy = ged(2"", o) = 1, entonces n debe ser

impar, ya que Yo es impar. Note que, ko = Iy, ag = Iy son soluciones.

Entonces las soluciones generales son:
Para M\ € Z,
k=1 + My
a=Iny + 27"\

Por lo tanto,

PARNLLY e
5 = —72 _ 2872
71
27 (I + Aye) = (I + M277) e 9
= - 2
4!
o 2r—nl)\,>/1 + 2T_n)\1’}/2 — 1777172 — )\127"—7172 93
a 71 B

= 2"\ — Iy — 2%
= (277N = 2%7y3) — Inye

Dado que, a = Iy, + 277"\

Si A\ = 0, entonces o = Inyy, note que o depende de la paridad de l, ya que n y 7
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S0M, 1Mpares.

Sil es par, a es par y B también es par, ya que n y y2 son impares.
Si | es impar, o es impar y B también es impar, ya que n y Yo son impares.

Por lo tanto, o y B tienen la misma paridad.

St A1 # 0 entonces no importa la paridad que sea A1, siempre 2"""\; es par.
Por lo tanto o otra vez depende de la paridad de | y asi volvemos al caso cuando
A1 = 0, y por tanto o y [ tienen la misma paridad. Andlogamente, si hallamos la
solucion de 2" °k — [y, = lvys, también o y B tienen la misma paridad.

Por lo tanto, f no es estabilizable. [J

Veamos los siguientes ejemplos del Teorema 3.8. Mostraremos un SDMC que
no es estabilizable y otro que si lo es. Pero antes que todo haremos la siguiente

observacion:

Observacion 4. Sea [ = (z"' x5, x*325*) un SDM sobre For 1 con ay, as, asz, ag
enteros positivos. Entonces existen elementos o), o, of, oy de Zor tal que

of oby o ol c . . . .
f=(zy w2, 2%2,") y ademds o, a; tienen la misma paridad para todo i.
Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que oy > 2" 4+ 1. Por el
algoritmo de la division para ay y 2" + 1 existen enteros unicos q,rg tales que oy =

q(2"+ 1)+ 1o, con 0 <ry < 2"+ 1. Entonces

a; —2"g=q+ry (3.1)

Dado que x € Fyryq, 22 T = 2. Entonces,

xal — xq(2r+1)+r — (x2r+1)q$7'0 — quro — xq-ﬁ-'f’o_

St i es par entonces por la formula 3.1, ¢ + ro también es par.
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St o es impar entonces por la formula 3.1, ¢ + ro también es impar.

Note que podemos utilizar las veces que sea necesario el algoritmo de la division para
encontrar un oy < 2"+1 con o) € Z* y con la misma paridad de oy De una manera
similar podemos hacer lo mismo para los otros exponentes. [

Ejemplo 3.9. Supongamos f = (x1°u,zju) un SDMC sobre F%.. Por Teorema
3.8, parte (3), [ es estabilizable. Ademds, % = %, escogemos a = T, entonces

b= }—2/{—7 X % — 8. Por lo tanto, para k = 14,

B = % — % — 8 =16 — 12 = 4. Definamos a u = x{xj. Obtenemos,

fog= (22?25, xlxd®) = (2823, 2T213) que es un spf.

Ejemplo 3.10. Supongamos f = (x{3u,z3) un SDMC sobre F%,. Uitilicemos la

estrategia del Teorema 3.8, de la parte (1), para probar que f no es estabilizable.

Supongamos que u = x?xg Entonces fog= (:p}3+%§, x3). Por tanto,
134+a p
L(fog) =
0 3

Si B es par y « es par entonces ged(2, 5,12 + «) = 2 es un divisor de cero en

Z1g, que no satisface la PFNS.

11
Si B es impar y « es par entonces Bool(L(f o g)) = , que no es un spf por

0 1
Lema 3.5.1.

Por tanto la unica posibilidad es que B sea de paridad arbitraria y o sea impar.
Pero para que se satisfaga la PFNS, 2(12 + ) = 16k, para algin k € Z. Por tanto,
a = 8k — 12 es par, pero esto es una contradiccion, ya que o es impar.

Por lo tanto f no es estabilizable.
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El siguiente Teorema provee condiciones suficientes y necesarias para que un

SDMC con dos exponentes a, d tales que a = d = 0 sea estabilizable.

Teorema 3.11. Supongamos que f : F3..\ X Foryy —> F3.., sea un SDMC con
r > 1. Supongamos f = (xhut, z5u) con 0 < b,c < 2" y Vi ¢ € {0,1}. Tenemos

Varios casos:
(1) Si ey =1 yey=0.. Entonces f es estabilizable.
(2) Si e =0 yey=1. Entonces f es estabilizable.

(3) Siex =1 yey=1. Entonces: [ no es estabilizable <= b+ 1= 2"y, c+ 1 =27

con 0 <n,s <r ymvy,v €7Z impares y n = .

Demostracién. Prueba caso (1) Supongamos que ¢, = 1 y eo = 0. Supongamos
que b,c € Z, con 0 < b,c < 2". Escogemos u = x,25 . Note que,

T(fog) = (r122,71) es un spf. Ademds,

1 2
L(fog)= :
c 0
1 0
FNS(L(fog)—1) = , que satisface la PFNS, ya que 2"c, es cero
0 2"c
sobre Zor. Ademds,
1 0
Bool(L(fog)) = , con ¢ par 1y,

0 0
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1 0
Bool(L(f og)) = , con ¢ impar. Ambos por el lema 3.5.1, son un spf.

1 0
Por lo tanto L(f o g), es un spfy asi f es estabilizable.

Prueba caso (2) Supongamos que €, = 0 y ea = 1. Supongamos que b,c € 7Z,
con 0 < b,c < 2. Escogemos u = x1 ‘. Note que T(f o g) = (xo,2172) es un spf.

Ademas,

0 b
L(fog)= ,

FNS(L(f o , que satisface la PFNS, ya que 2"b, es cero

27“

(0
) con b par vy,

sobre Zor. Ademds,

(
(1)

con b impar. Ambos por el lema 3.5.1, son un spf.

Bool (L

Por lo tanto L(f o g), es un spfy asi f es estabilizable.

Prueba caso (3) Supongamos que ¢, =1 y e = 1.
(=) La prueba de esta implicacion lo haremos por contrapositivo. Asumamos
que u = x?xg Note que si a £ 0 6 8 # 0 para que T(f o g) es un spf. Por tanto,

nos enfocaremos en encontrar una funcion g, tal que L(f o g) sea un spf.

a b+p
L(fog)= ;
c+a [
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gedla— 1,8 —1,¢c+a,b+ ) 0
. (@ - DB -1~ (cta)p+H)
gedlao — 1,6 —1,a+ o, b+ 5)

FNS(L(fog)—I) =

Note que ged(a—1,8—1,c+a,b+ ) = ged(ged(c+1, c+a), ged(b+1,b+5)) =
ged(ged(c+1,a—1),gcd(b+ 1,58 —1)). Ademds, dado que ged(c+1,c+a) <c+1
y ged(b+ 1,04+ ) < b+ 1. Entonces,

gedla — 1,8 —1l,a+ a,b+ ) < gcd(c+ 1,c+a) < c+ 1, y también < b+ 1.

e Supongamos que b ¢ ¢ ambos son pares. Entonces veamos que f es estabiliza-

ble. En efecto,

Supongamos que b y ¢ ambos son pares. Entonces veamos que f es estabilizable.

Escogemos u = x1x9. Ademds,

1 b+1
L(fog)= ;
c+1 1

ged(b+1,¢+1) 0
(b+1)(c+1) |- que satisface la

0
ged(b+1,c+1)
PFNS, ya que, (c+ 1)(b+ 1) es impar. Ademds,

FNS(L(fog)—1I) =

11
Bool(L(fog)) = , que es un spf por el lema 3.5.1. Por tanto L(f o g)
11

es un spfy asi f es estabilizable.

Supongamos que b es par y ¢ es impar. Entonces veamos que f es estabilizable.

Escogemos u = 2, para que Bool(L(f o g)) sea un spf. Ademds,
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FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS, ya que
0 (b+2)c+1

(b+2)c+ 1, es impar. Ademds,

0 0
Bool(L(fog)) = , que es un spf por el lema 3.5.1. Por tanto L(f o g)

10

es un spfy asi f es estabilizable.

Andlogamente, si b es impar y ¢ es par, escogemos u = x5 entonces [ es esta-

bilizable.

e Supongamos que b=2"—1 6 ¢ = 2" — 1. Entonces, veamos que f es estabili-

zable.

Sib=2"—1 entonces escogemos u = . Ademds,

0 27
L(fog) = :
c 1
1 0
FNS(L(fog)—1) = , que satisface la PFNS y ademds
0 2%
Si ¢ es par, entonces:
00
Bool(L(fog)) = , que es un spf por el lema 3.5.1
01
St ¢ es impar, entonces:
00
Bool(L(fog)) = , que es un spf por el lema 3.5.1

11
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Por lo tanto f es estabilizable.
Andlogamente, si ¢ = 2" — 1, escogemos u = x1 para que [ sea estabilizable.

e Supongamos que b+ 1 = 2"y, ¢+ 1 = 2%y, con 1,7 € Z* impares y
0 <n>s<r. Sinperdida de generalidad suponemos ahora mismo que n > s o
viceversa.

Recordamos que si suponemos u = xff‘xg

ng(CY—l,ﬂ—l,C—FCY,b—Fﬁ) 0
FNS(L(feg)=1) = . (a=1)(B=1) = (c+a)(b+5)
ng(Oé— 175_ 1,C+Oé,b+ﬁ)

Note que b #2" — 1 y ¢ # 2" — 1. Entonces:
ged(a—1,6—1,c+a,b+p) < b+1,c+1 < 2". Entonces para que la PFNS se cumpla

ged(a—1, =1, c+a, b+ ) debe ser impar. Para ello debemos escoger a par 6 5 par.

Pero si o es par y 8 es par. Entonces:

01
Bool(L(f o g)) = , que no es un spf, por el lema 3.5.1.

10

Por lo tanto esos o y 3 deben ser de paridad distinta.
Al escoger los a y B note que (a—1)(B—1) — (c+a)(b+ ) es par, para que sa-
tisfaga la PFNS, debemos hallar o y 8 tales que (a—1)(8—1)— (c+a)(b+B) = 2"k,

para algun k € Z. Entonces,

2" c+1
— (-1
b+1k (B )b—l—l

o = — —C

=N
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A b+1
= — k—(aa—1)— =D
b (o )c+1

Como n > s entonces, escogemos a = ¥ + 1, que seria par y

6:_0—1—1
tal que « € Z* con b+ 1| k y ademds ged(a— 1,8 —1,a+a,b+ ) | b+ 1, entonces

T

k—2""%y —b, que seria impar, ya que b es impar. Note que existe k € Z

ged(a — 1,8 —1,a+ a,b+ B) | k. Por lo tanto f es estabilizable.

(<) Supongamos que n = s < r. Entonces veamos que f no es estabilizable.

Supongamos que, b+ 1 = 2"y, c+ 1 = 2°v,.

" c+1
- _ E—(8—1 —
=gk By e
27"—7'1
Sy A B D SN |
i1 94!
k4 (B —1
_ (6 )72 _ 2572 +1
§a!
é
" b+1
— k—(a—1)— —p
2 c+1 (a )c+1
27’—8
= k(- -2 +1
2 2
or=sk, -1
A el Gl ) o TSP VS
V2

Recuerde que para que f sea estabilizable en este caso, o y B deben tener pari-
dadades distintas. Hallemos la solucion de la siguiente ecuacion:
27"k + (B — 1)y2 = Iy, la cudl tiene solucion, ya que, ged(2"",v9) = 1 | ly;.
Ademds, existen \ y n enteros tales que
27N + e = ged(27", y9) = 1, entonces n debe ser impar, ya que vy, es impar.

Note que, kg = IA\y1, (B — 1)o = Iny1 son soluciones.



41

Entonces las soluciones generales son:
Para M\ € Z,
k=1 1 — A
f=1=lnn+2"""N

Por lo tanto,

2Tk (B 1)

o = — 25/}/2 + 1
2!
27 Ay — A + (! + A2
_ (I 172) + (I 1 )72 N |
7
2 = 27" Ay + e + 2T
_ 71 17?y 72 1 T2 25, + 1
1

=—(2""A+ lpye) — 2%y + 1
= — (2" AN+ 2%yg) — Iy + 1

Dado que, = Iny: +2"7"\ + 1.
St A\ =0, entonces 8 = Invy, + 1, note que 5 depende de la paridad de l, ya que n y

Y1 Son impares.

Sil es par, B es impar y o también es impar, ya que 1 y Yo Son impares
Sil es impar, B es par y « también es par, ya que 1 Y Yo SON impares

Por lo tanto, o y B tienen la misma paridad.

St A1 # 0 entonces no importa la paridad que sea A1, siempre 2"""\; es par.
Por lo tanto [ otra vez depende de la paridad de | y asi volvemos al caso cuando
A1 = 0, y por tanto o y [ tienen la misma paridad. Andlogamente, si hallamos la
solucion de 2" °k + (o — 1)y = lya, también o y B tienen la misma paridad. Por lo
tanto, f no es estabilizable.[]

Veamos los siguientes ejemplos del Teorema 3.11. Que nos mostrara SDMC que

no son estabilizables y otros que si lo son.
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Ejemplo 3.12. Supongamos f = (xju, x1*u) un SDMC sobre F%.. Asumimos,
b+1=10=2x5,c+1=14=2x7, note quen = s = 1. Por Teorema 3.11, parte
(3), f no es estabilizable.

Ejemplo 3.13. Supongamos f = (232, 2%u) un SDMC sobre F%,. Entonces en la

prueba del Teorema 5.11, parte (2), escogemos u = x1%xo, no es dificil comprobar

que fog= (x5, x{%75) es un spf.
El siguiente Teorema provee condiciones suficientes y necesarias para que un

SDMC con dos exponentes b, d tales que b = d = 0 sea estabilizable.

Teorema 3.14. Supongamos que f : F3, | X Foryy — F3.., un SDMC. Suponga-

mos [ = (x§u, z{u?) con 0 < a,c < 2" yVie € {0,1}. Tenemos varios casos:

(1) Sie; =1 yes=0. Entonces [ es estabilizable.

(2) Sie; =0 yex=1. Entonces [ es estabilizable <= a =1 J a es par.

(3) Sie;x =1 yey=1. Entonces f es estabilizable.

Demostracién. Dado que T(f) = (x1,z1) es un spf, por la observacion 2, sola-
mente nos interesa encontrar una funcion g tal que L(f o g) sea un spf.

Ademas,

N a 0
L(f) = ;

Entonces,
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R 1 0
FNS(L(f) - ) =
0 a—1

Para que la PFNS satisfaga, a — 1 debe ser impar, es decir, a debe ser par.

Ademds, note que si a es par, entonces

. 0 0
Bool(L(f)) = , con ¢ par 6
0 0
. 0 0
Bool(L(f)) = , con ¢ impar, los cuales son un spf, por lema 3.5.1.
10

Por lo tanto, f es un spf siempre que a sea par. Por lo tanto, nos interesa

estabilizar f cuando a sea impar.

Ademds, si a = 1. Entonces,

. 10
L(f> = )
c 0
Entonces,
. 0 O
c —1
Entonces,
. 10
FNS(L(f)—1) = , que satisface la PFNS.
0 0
. 10
Bool(L(f)) = , con ¢ par ¢
0 0
. 10
Bool(L(f)) = , con ¢ impar, los cuales son un spf, por lema 3.5.1.
10
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Asi, f es un spf con a = 1. Por lo tanto, nos interesa estabilizar f cuando

a # 1 sea impar.

Prueba caso (1).
Supongamos que €, = 1 y e = 0. Entonces simplemente escogemos u = x1, por lo
tanto a + 1 seria par y por la parte anterior,

f es estabilizable.

Prueba caso (2)

Supongamos que €, = 0 y e = 1. Supongamos que u = x?x’g. Entonces,

a 0

L(foyg) = ;

a+c 8
Entonces,

a—1 0

L(fog)—1I= ’
at+c f-1
ged(la—1,a+¢,0—1) 0

FNS(L(fog)—1) = 0 (a—1)(B-1) ’

ged(a —1l,a+¢,5—1)

Note que ged(a —1,a+¢,f—1) <a—1<2".

Ademas, (a — 1)(8 — 1) es par, ya que a es impar, por lo tanto queremos que
T

(a—1)(8—1) = 2"k, para algin entero k. Es decir, f = k+1, B seria impar,

a—1
ya que a—1 = 2%y, cony1,s €7Z, 2" ta—1y 0 < s < r. Por lo tanto, pongdmosle

condiciones a o + c.
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(i) Si a+ c es par, entonces ged(a — 1, + ¢, B — 1) seria par, y por lo tanto

ged(a — 1,0+ ¢, B — 1) seria un divisor de cero, que no satisface la PFNS.

(11) Si o+ ¢ es impar, entonces,

10
Bool(L(fog)) = , que no es un spf, por lema 3.5.1.

11

Por lo tanto, f no es estabilizable.

Por lo tanto, si a es par 6 a =1 = f es estabilizable y
st a es impar y a # 1 => f no es estabilizable. Esto es equivalente a decir que, f
es estabilizable <= a es par 6 a = 1.
Prueba caso (3)

Supongamos que €, = 1 y e = 1. Entonces, escogemos u = x1. Entonces,

a+1 0
L(fog) = ,
c+1 0
a 0
L(fog)_[: )
c+1 -1
10
FNS(L(fog)—I) =
0 a

Como a es impar, satisface la PFNS y ademds,

0 0
Bool(L(fog)) = , sicespary
10
00
Bool(L(fog)) = , st.c es impar, los cuales son un spf, por el lema 3.5.1.

0 0
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Asi f og es un spf, es decir, f es estabilizable. [

En los ejemplos siguientes hacemos uso del Teorema 3.14. Veremos SDMC que
no son estabilizables y otros que si lo son.
Ejemplo 3.15. Supongamos f = (x7, 2%u) un SDMC sobre F%,. Por Teorema 5.14,
parte (2), f no es estabilizable.
Ejemplo 3.16. Supongamos f = (21°, z{u) un SDMC sobre F.. Por Teorema 3.1/,
parte (2), f es estabilizable, basta escoger u =1, ya que f es un spf.

El siguiente Teorema provee condiciones suficientes y necesarias para que un

SDMC con dos exponentes a, ¢ tales que a = ¢ = 0 sea estabilizable.

Teorema 3.17. Supongamos que f : F3.; X Foryy — F3,. ., sea un SDMC. Su-

pongamos f = (z5u, x3u?) con 0 < b,d < 2" yVi¢; € {0,1}. Tenemos varios casos:

(1) Sie; =1 yex=0. Entonces [ es estabilizable <= d =1 d d es par.

(2) Sier =0 yey=1. Entonces f es estabilizable .

(3) Sie; =1 ye =1. Entonces f es estabilizable.

Demostracién. Dado que T(f) = (x2,22) es un spf, por la observacion 2, sola-

mente nos interesa encontrar una funcion g tal que L(f o g) sea un spf.

N
L(f) = :
0 d
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Entonces,
1 0

FNS(L(f) = 1) =
0 d—1

Para que la PFNS satisfaga, d — 1 debe ser impar, es decir, d debe ser par.

Ademds, note que si d es par, entonces

. 00
Bool(L(f)) = , con b par ¢
0 0
0 1
Bool(L(f)) = , con b impar, los cuales son un spf, por lema 3.5.1.
00

Por lo tanto, f es un spf siempre que d sea par. Por lo tanto, nos interesa
estabilizar f cuando d sea impar.

Ademds, si d = 1. Entonces,

0 b
L(f) = :
0 1
-1 b
0 0
Entonces,
10
FNS(L(f)—1) = , que satisface la PFNS.
00
. 0 0
Bool(L(f)) = , con b par ¢
01
0 1
Bool(L(f)) = , con b impar, los cuales son un spf, por lema 3.5.1.
01
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Asi, f es un spf con d = 1. Por lo tanto, nos interesa estabilizar f cuando d # 1

sea impar.

Prueba caso (1).

Supongamos que €, = 1 y e = 0. Supongamos que u = w?x’g. Entonces,

b+
reg - "7,
0 d
-1 b+
Lifog)—1=|" gl
0 d-1
Entonces,
ged(d — 1,0 — 1,8+ b) 0
FNS(L(fog)—1)= (d—1(a—1) ;

0

ged(d — 1, — 1,8+ b)

Note que, ged(d—1,a —1,4+b) <d—1<2".

Ademas, (d — 1)(a — 1) es par, ya que d es impar, por lo tanto queremos que

T

d—1
ya que d—1 = 25yy, con e, 8 € Z, 2°T1 td—1 y 0 < s < r. Por lo tanto, pongdmosle

(d—1)(a—1) = 2"k, para algin entero k. Es decir, o =

k+1, a seria impar,

condiciones a 3+ b.

(i) St 5+ b es par, entonces ged(d — 1,0 — 1, f + b) seria par, y por lo tanto

ged(d — 1,0 — 1, B+ b) seria un divisor de cero, que no satisface la PFNS.

(i) Si B+ b es impar, entonces,
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11
Bool(L(fog)) = , que no es un spf, por lema 3.5.1.

01

Por lo tanto, f no es estabilizable.

Por lo tanto,
sidespar 6 d =1 = f es estabilizable y si d es impar y d # 1 = f no es
estabilizable. Esto es equivalente a decir que,

f es estabilizable <= d es par ¢ d = 1.

Prueba caso (2).
Supongamos que ¢, = 0 y e = 1. Entonces simplemente escogemos u = 2, por lo

tanto d + 1 seria par y por la parte anterior, f es estabilizable.

Prueba caso (3).

Supongamos que €, =1 y €o = 1. Entonces, escogemos u = xo. Entonces,

0 b+1
L(fog) = ,
0 d+1
-1 b+1
L(fog)_[: )7
0 d
10
FNS(L(f o g)— ) =
0 d

Como d es impar, satisface la PFNS y ademds,
0 1
Bool(L(f o g)) = , sibespary
00
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0 0
Bool(L(fog)) = , sib es impar, los cuales son un spf, por el lema 3.5.1.
0 0

Asi fog es un spf, es decir, f es estabilizable [J.

Veamos los siguientes ejemplos del Teorema 3.17. Veremos SDMC que son 6 no

son estabilizables.

Ejemplo 3.18. Supongamos f = (x5u, z3) un SDMC sobre F2.. Por Teorema 5.17,
parte (1), f no es estabilizable.

Ejemplo 3.19. Supongamos f = (x3u,z3) un SDMC sobre F%,. Por Teorema 3.17,
parte (1), f es estabilizable, basta escoger u =1, ya que f es un spf.

De los Teoremas anteriores, el Teorema 3.11 el T'(f) no es un spf, por lo tanto

habia que estabilizar el T'(f) y también la L(f), asi la manera en que hicimos la
demostracion difiere de los Teoremas 3.8, 3.14, 3.17, exceptuando que utilizamos la
FNS, el Teorema 2.15, y la Proposicion 2.14.
El proximo Teorema es un caso mas general que los anteriores, sin embargo veremos
que las estrategias que utilizamos para resolver los teoremas anteriores son aplicables.
La mayor diferencia en el enunciado de este teorema con el de los anteriores es
que en los teoremas anteriores la estabilidad de f dependia de comparar si dos
exponentes tenian las mismas potencias de 2. Aqui necesitamos que necesariamente
sean diferentes 6 iguales dependiendo donde se encuentre la variable de control.

El Teorema provee condiciones suficientes y necesarias para que un SDMC con

cuatro exponentes a, b, c,d con a lo mas uno de ellos sea cero, sea estabilizable.

Teorema 3.20. Supongamos que f:F3. 1 X Foriy — F3, . un SDMC conr > 1.

Supongamos f = (xdz5u, 2$xdu?) con 0 < a,b,c,d < 2" y Vi ¢ € {0,1} y a lo
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sumo uno de los exponentes a,b,c,d es cero. Tenemos varios casos:

(1) Sie; =1 y ey = 0. Entonces, f no es estabilizable <= ¢ = 2%3, d — 1 = 2%,

Con Y3, Y4 tMpares Yy Sg > Sy.

(2) Sier =0 ye = 1. Entonces, f no es estabilizable <= a — 1 = 251y, b = 2527,

Con Y1, Yo tmpares y So > S1.

(3) Si e = 1 y e = 1. Entonces, f no es estabilizable <= a — c — 1 = 2%,
d—0b—1=2%ry, con 71, yo tmpares y s; = Ss.
Demostracion. Supongamos que a lo sumo uno de los exponentes a,b, c,d es cero.

A A

Note que la inica manera para que T(f) no sea un spf es que T(f) = (xq,21). En

nuestro caso T(f) siempre es un spf. Por lo tanto, sélo nos interesa encontrar una

funcion g tal que L(f o g) sea un spf.

Prueba Caso (1)
(=) Para esta implicacion haremos la prueba por contrapositivo. Supongamos que

€, =1 y e = 0. Entonces tenemos las siquientes condiciones:

(1) a,b,c son pares y d es impar.
(ii) a,c son pares y b, d son impares.
(111) a,d son impares y b, c son pares.
(iv) a,b,d son impares y c es par.
No es dificil ver que bajo cualquier otra condicion la funcion f es estabilizable. (ver
apéndice A).
Note que la condicion (i) y la condicion (ii) difieren inicamente de la paridad de

b. Andlogamente, note que la condicion (iii) y la condicion (iv) difieren unicamente
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de la paridad de b.

Supongamos que u = x‘fxg ,
a+oa b+ [
L(fog)= ;
c d
a—14+a b+
L(fog)_‘[: ’
c d—1
ged(a — 1+, b+ 5,¢c,d—1) 0
FNS(L(fog)—1) = (a—1+4a)(d—1) —c(b+ B)

0

ged(la — 1+ a,b+ B,c,d—1)

Note que si la condicion (i) se cumple, entonces dado que
ged(a — 1+ o, b+ B,¢,d— 1) <27, para que la PFNS se cumpla,
ged(a — 1+ a,b+ B,¢,d — 1) debe ser impar. Para ello debemos escoger a par ¢ 3

impar, pero si o es impar y B es impar entonces,

11
Bool(L(fog)) = , que no es un spf por lema 3.5.1. Por lo tanto, esos o y

01

B deben ser: a par y B impar 6 o par y B par. Es decir, para que la funcion f pueda

ser estabilizable esos o y [ deben ser a es par y [ es de paridad arbitraria.

De un analisis similar, para que la funcion [ pueda ser estabilizable debemos
escoger a esos a y [ de la siguiente manera:
Si la condicion (ii) se cumple entonces a es par y B es de paridad arbitraria.
Si la condicion (iii) se cumple entonces « es impar y B es de paridad arbitraria y
si la condicidon (iv) se cumple entonces « es impar y [ es de paridad arbitraria.

Al escoger los a y B que correspondan a cada una de las cuatro condiciones,
note que (a — 1+ a)(d — 1) — c¢(b+ B) es par, por lo tanto queremos hallar o y [
enteros positivos tales que (a — 1+ a)(d —1) —c(b+ p) =27k, k € Z.

Entonces, para k € Z
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r

C
;
L S BN it B
C C

Note que en las cuatro condiciones ¢ es par y d es impar. Supongamos que d = 1.
Entonces veamos que f es estabilizable para cada una de las cuatro condiciones. FEn
efecto, para las condiciones (i) y (ii) escogemos « =0 y 8 = 2" —b. No es dificil ver
que f o g es un spf. Por lo tanto, f es estabilizable.

Similarmente, para las condiciones (iii) y (iv) escogemos oo =1y B =2"—b. No es
difiicil ver que f o g es un spf. Por lo tanto, f es estabilizable.

Supongamos que ¢ = 0 y d # 1 impar. Entonces veamos que f mno es estabilizable,
en cada una de las cuatro condiciones. En efecto, supongamos que d—1 = 2%, con

Y4 € Z es impar y 0 < sy <71, s4 € Z. Entonces,

2" k
—(a—1)=2"%" —(a—1
k@)= @)

o =

Si la condicion (1) ¢ (ii) se cumplen entonces note que a debe ser par y 5 puede
2%k — (a— 1)y

ser de cualquier paridad, para que f sea estabilizable. Note que, o =

Ya
Ademds, dado que a es par en las condiciones (i) y (it), por tanto
par impar
2"k —( 1)
— a p—
a = 74. Entonces, o es impar, con o € Z. Por lo tanto f no es
L
impar
estabilizable.

Ahora, si la condicion (iii) ¢ (iv) se cumplen entonces note que o debe ser im-

par y B puede ser de cualquier paridad, para que f sea estabilizable. Note que,
27k — (a — 1)y
o= .

Ya
Ademds, dado que a es impar en las condiciones (iii) y (iv), por tanto
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par par

2%k —(a— 1)y,

a = . Entonces, o es par, con o € Z. Por lo tanto f no es esta-
Ya
impar
bilizable.

Supongamos que d # 1, d es impar y ¢ # 0 es par. Ademds, supongamos que
c = 2%y3, d—1 = 2%n~,, tales que 3, v4 son impares con vy3,vs € Z y ademds
0<s3<r,0<sy<r con sz, Sy € 7.

Supongamos que sy > s3. Entonces veamos que f es estabilizable para cada una de

las cuatro condiciones. Para l; € Z,

2"k k
= —_ —_ ]_ — 27’—84_ - - ]_
o] d—1+l1 (a ) 744-[1 (a )
d—1
8= 11—( ) o gsa=sap, 1y
¢ 73

Escogemos 1y € Z impar tal que f € Z*. También escogemos k € Z tal que
aeZr.
Supongamos que se cumple la condicion (i) ¢ la condicion (ii). Si se cumple la con-
dicion (1), entonces v es par ya que a es par y ly es impar, y ademds no importa la
paridad de 3, ya que su paridad es arbitraria. Por lo tanto [ es estabilizable.
Andlogamente, si se cumple la condicion (i1), dado que la condicion (ii) y la condi-
cion (i) difieren unicamente de la paridad de b, entonces a es par ya que a es par y
Iy es impar y ademds no importa la paridad de B, ya que su paridad es arbitraria.
Asi f es estabilizable.
Supongamos que se cumple la condicion (iii) ¢ la condicion (iv). Si se cumple la
condicion (1i1) entonces o es impar ya que a es impar y ly es impar. No importa la
paridad de 3, ya que su paridad es arbitraria. Asi f es estabilizable.
Andlogamente, si se cumple la condicion (iv), dado que la condicion (iv) y la con-

dicion (iit) difieren unicamente de la paridad de b, entonces « es impar ya que a es
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impar y 1y es impar. No importa la paridad de 3, ya que su paridad es arbitraria.
Por lo tanto [ es estabilizable.

(<) Supongamos que s3 > s4. Entonces veamos que f no es estabilizable en ca-
da una de las cuatro condiciones. En efecto, recordamos que ¢ = 2%, d—1 = 2%4~,.

Entonces,

2"k c
a—d_l—(ﬁer)m—(a—l)
ok - 73
—orul pommn(g B (g1
AR ECEE)
_ 2k 29 (B4 b)Y — (a— D)y
V4

No tmporta la paridad de 8 ya que paridad es arbitraria en cada una de las
cuatro condiciones. Si la condicion (i) ¢ (ii) se cumplen entonces note que o debe
ser par para que f sea estabilizable. Ademds, note que a es par en las condiciones

(1) y (it). Por lo tanto,

par _ par impar
2T 2% (B A by — (a— 1)y
V4
N

impar

«

Entonces, o es impar, con a € 7. Asi, f no es estabilizable.
Si la condicion (i) ¢ (1v) se cumplen entonces note que o debe ser impar para que

[ sea estabilizable. Ademds, a es impar en las condiciones (iii) y (iv). Por lo tanto,
par par par
— 7 - O TSN
_ 2R A22T (B4 b)ys— (e — D)
4
—~—

impar

«

Entonces a es par, con a € Z. Asi, f no es estabilizable.

Prueba Caso (2)

(=) Para esta implicacion haremos la prueba por contrapositivo. Supongamos que
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€1 =0 y eo = 1. Entonces tenemos las siguientes condiciones:

(1) a es impar y a,b,c son pares

(i1) a,d son impares y b, c son pares.

(111) a,c son impares y b,d son pares.

(iv) a,c son impares y b es par.
No es dificil ver que bajo cualquier otra condicion la funcion f es estabilizable. (ver
apéndice A).
Note que la condicion (i) y la condicion (iii) difieren inicamente de la paridad de
c. Andlogamente, note que la condicion (ii) y la condicion (iv) difieren dnicamente

de la paridad de c.

Supongamos que u = 18z,
a b
L(fog) = ;
ct+a d+p
a—1 b
L(fog)_‘[: ’
c+a d—1+p
ged(a — 1,b,c+ o, d— 1+ 5) 0
FNS(L(fog)—1) = . (a—1)(d—14B) —b(c+a)

ged(a — 1,b,c+a,d— 1+ )
Note que si la condicion (i) se cumple, entonces dado que

gced(a—1,b,c+a,d— 1+ ) < 2", para que la PFNS se cumpla,
gced(a —1,b,c+ o, d — 1 + B) debe ser impar. Para ello debemos escoger o impar ¢

B par, pero si « es impar y B es impar entonces,

10
Bool(L(f og)) = , que no es un spf por lema 3.5.1. Por lo tanto, esos o y

11

B deben ser: o impar y B par 6 o par y B par. Es decir, para que la funcion f pueda
ser estabilizable esos o y B deben ser o es de paridad arbitraria y B es par.

De un andlisis similar, para que la funcion f pueda ser estabilizable debemos escoger
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a esos o y B de la siguiente manera:

Si la condicion (ii) se cumple entonces « es de paridad arbitraria y 5 es impar.

Si la condicion (iii) se cumple entonces « es paridad arbitraria y B es par y si la
condicion (iv) se cumple entonces « es de paridad arbitraria y 5 es impar. Al es-
coger los o y B que correspondan a cada una de las cuatro condiciones, note que
(a—1)(d—14 pB) —b(c+ «) es par, por lo tanto queremos hallar o y [ enteros
positivos tales que (a —1)(d—1+ ) —b(c+a) =27k, k € Z.

Entonces, para k € Z

2 k+(d—1+6)(a;1)

a = — —C

a—1

[oN

2"k b
—(d—1
a_l—l—(c—l—oz)a_1 (d )

B:_

Note que en las cuatro condiciones a es impar y b es par. Supongamos que a = 1.
Entonces veamos que f es estabilizable para cada una de las cuatro condiciones. En
efecto, para las condiciones (i) y (ii) escogemos o = 2" —c y = 0. No es dificil ver
que f o g es un spf. Por lo tanto, f es estabilizable.

Similarmente, para las condiciones (iii) y (iv) escogemos a« =2" —c y B =1. No es
difiicil ver que f o g es un spf. Por lo tanto, f es estabilizable.
Supongamos que b = 0 y a # 1 impar. Entonces veamos que f no es estabilizable,
en cada una de las cuatro condiciones. En efecto, supongamos que a —1 = 2°1y; con
Y1 € Z es impar y 0 < s1 <71, s; € Z. Entonces,

2" k

k—(d—-1)=2""——(d—-1
k@) =2 )

b=

No importa la paridad de o ya que su paridad en cada una de las cuatro condiciones

es arbitraria.
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Si la condicion (1) 6 (iii) se cumplen entonces note que 3 debe ser par, para que f
251k — (d—1)m
gi! '

Ademds, dado que d es par en las condiciones (1) y (iii), por tanto
par impar

B 2"k —(d—1)m
Ba!

mpar
estabilizable.

sea estabilizable. Note que, § =

B

. Entonces, B es impar, con § € Z. Por lo tanto f no es

Ahora, si la condicion (ii) 6 (iv) se cumplen entonces note que 3 debe ser impar,
2r51k — (d— 1)

7

Ademdas, dado que d es impar en las condiciones (it) y (iv), por tanto
par par

ek -{d—1m

para que f sea estabilizable. Note que, § =

15} . Entonces, 8 es par, con B € Z. Por lo tanto f no es esta-
JL
impar

bilizable.

Supongamos que a # 1, a es impar y b # 0 es par. Ademds, supongamos que
a—1 = 2%y, b = 2% tales que vy, 72 son impares con vi1,v2 € Z y ademds
0<sy<r,0< sy <r con sy, Sy € 7.

Supongamos que s1 > sy. Entonces veamos que f es estabilizable para cada una de

las cuatro condiciones. Para ly € Z,

(a - 1) —c= 231—52l2ﬁ

—c
b Y2

Oz:lg

2"k k
= lh—(d—1)=2""— 4+, —(d—1
f=—7+k-(d-1) %+2 (d—1)

Escogemos ly € Z 1mpar tal que o € Z*. También escogemos k € Z tal que
B elt.
Note que no importa la paridad de o, ya que puede ser de cualquier paridad en cada
una de las cuatro condiciones.
Supongamos que se cumple la condicion (i) ¢ la condicion (iii). Si se cumple la

condicion (i), entonces B es par ya que d es par y ly es impar. Por lo tanto f es
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estabilizable.

Andlogamente, si se cumple la condicion (iii), dado que la condicion (iii) y la con-
dicion (i) difieren unicamente de la paridad de c, entonces 5 es par ya que d es par
y ly es impar. Asi f es estabilizable.

Supongamos que se cumple la condicion (ii) ¢ la condicion (iv). Si se cumple la
condicion (ii) entonces [ es impar ya que d es impar y ly es impar.

Andlogamente, si se cumple la condicion (iv), dado que la condicién (iv) y la con-
dicion (ii) difieren unicamente de la paridad de ¢, entonces [ es impar ya que d es

impar y la es itmpar. Por lo tanto f es estabilizable.

(<) Ahora, supongamos que sy > s1. Entonces veamos que f no es estabilizable
en cada una de las cuatro condiciones. En efecto, recordamos que a — 1 = 2517,
b= 282"}/2.

Entonces,

2"k b
= - — d-1
5= 2 o)t (a1
. K _ Yo
=2 — L 22 (et )= —(d—1
é! ( )’Yl ( )
2T 2% (c+a)y —(d—1)p

T
No importa la paridad de o ya que su paridad es arbitraria en cada una de las

cuatro condiciones. Si la condicion (i) ¢ (iii) se cumplen entonces note que [3 debe
ser par, para que f sea estabilizable. Ademds, note que d es par en las condiciones
() y (ii1). Por lo tanto,

par par impar
7\

2T 2m (c+a)y—(d—1)m
N
—~—

impar

B

Entonces, 8 es impar, con € Z. Asi, f no es estabilizable.

Si la condicion (it) ¢ (iv) se cumplen entonces note que B debe ser impar para que
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f sea estabilizable. Ademds, note que d es impar en las condiciones (ii) y (iv). Por

lo tanto,
par par par
—~ = % —
g kA2 (c+a)yp—(d—1m
2!
~
impar

Entonces B es par, con B € Z. Asi, f no es estabilizable.

Prueba Caso (3)
(=) Para esta implicacion haremos la prueba por contrapositivo. Supongamos que
e =1ye=1.

Entonces tenemos las siguientes condiciones:

(1) a,b son pares y c,d son impares.
(ii) a,d son pares y b,c son impares.
(111) a,d son impares y b, c son pares.
(iv) a,b son impares y c,d es pares.
No es dificil ver que bajo cualquier otra condicion la funcion f es estabilizable. (ver

apéndice A).

U= x‘f‘xg,

at+a b+ p

L(fog) = ’
ct+a d+pf
a—1+a b+p
L(fog)—1= ;
c+ta d—1+p0
gedla—1+a,b+B,c+a,d—1+p 0
FNS(L(fog)-1) = | " )
0 (a=1+a)(d=14+B)—(c+a) (b+8)

ged(a—14a,b+8,c+a,d—1+5)
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Observe que:

gedla =14+ a,b+ f,c+a,d—1+ ) = ged(ged(a — 1+ a,c+ «), ged(b+ 5,d — 1 + 3))
= ged(ged(a — ¢ —1,¢+ a), ged(d —b— 1,0+ 33))
<gcdla—c—1,c+a),ged(d—b—1,b+ )

Ademds, ged(a —c—1,c+a)<a—c—1ygedld—b—1,b+5) <d—b—1. Es
decir,

gedla—14+a,b+f,c+a,d—1+p)<a—c—1,d—b—1.

De una forma similar, gcd(a—1+a,b+f,c+a,d—1+p) <a—c—1,d—b—1.
Entonces,

gedla—14+a,b+ f,c+a,d—1+p)<|la—c—1],|[d=b—1] < 2".

Note que:

Sid>0b entoncesd —b—1<2"

St a > c entoncesa —c—1<2"

Sib>d entoncesb—d+1<2"

Sic>a entoncesc—a+1<2"

Supongamos que |a —c— 1| =2" ¢ |d —b— 1| = 2". Entonces veamos que f es
estabilizable en cada una de las cuatro condiciones.
En efecto, si la—c—1|=2", entonces a—c—1==£2", pero a—c—1= 2" no puede
serya que a = 2" +c+1, y 0 < a,c < 2". Por lo tanto, c —a+ 1 = 2" entonces
c—a=2"—1ylas soluciones sonc=2"+k ya=1+k con k € Z. Pero dado que
0<a,c<2" entonces k =0,—1. Porlo tantoa=1yc=2"6a=0yc=2"—1.
Ahora veamos que f es estabilizable para cada una de las cuatro condiciones.
Ahora supongamos que a = 1 y ¢ = 2". Entonces veamos que f es estabilizable en

las condiciones (iii) y (iv).
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En efecto, si la condicion (iii) se cumple entonces b es par y d es impar. Escogemos

U = T2.
1 b+1
L(fog) = :
2" d+1
0 b+1
L(fog)_[: ’
2" d

Note que ged(b+1,2",d) = 1. Entonces,

1 0
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS y ademds,
0 2"(b+1)
11
Bool(L(fog)) = que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.

St la condicion se cumple entonces b es impar y d es par. Escogemos g = 1.

j
L(f) -1 = :

2" d—1
Note que ged(b,2",d — 1) = 1. Entonces,

1 0
FNS(L(f)—1) = , que satisface la PFNS y ademds,
0 27b
11
Bool(L(f)) = que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.
00

Supongamos que a = 0 y ¢ = 2" — 1. Entonces veamos que f es estabilizable en las
condiciones (i) y (ii).
En efecto, si la condicion (i) se cumple entonces b es par y d es impar. Escogemos

u = x1T9. Entonces,
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1 b+1
L(fog)= :
2" d+1
0 b+1
L(fog)_‘[: )
2" d

Note que ged(b+ 1,2",d) = 1. Entonces,

1 0
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS y ademds,
0 2"(b+1)
11
Bool(L(fog)) = , que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.
0 0

Si la condicion (i1) se cumple entonces b es impar y d es par. Escogemos u = x7.

Entonces,
1 b
L(fog) = ;
2" d
0 b
L(fog) —I= ’
2" d—1

Note que ged(b,2",d — 1) = 1. Entonces,

1 0
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS y ademdas,
0 27
11
Bool(L(fog)) = , que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.
00
Similarmente a la parte anterior, si |d —b — 1| = 2" entonces b = 2" yd =1 6

b=2"—1yd=0. Entonces veamos que f es estabilizable para cada una de las
cuatro condiciones.

Supongamos que b = 2" y d = 1. Entonces veamos que [ es estabilizable en las
condiciones (i) y (iii). En efecto, si la condicion (i) se cumple entonces a es par y

c es impar. Escogemos o =0 y § =0, es decir, g = 1. Entonces,
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c 0

1 0
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS y ademds,
0 27¢c
00
Bool(L(fog)) = , que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.
11

Si la condicion (iii) se cumple entonces a es impar y ¢ es par. Escogemos a = 1 y

£ =0, es decir, u = x1. Entonces,

a+1 25
L(fog) = ,
c+1 1
a 2"
L(fog)_‘[: )
c+1 0

Note que gcd(a,2",c+ 1) = 1. Entonces,

1 0
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS y ademdas,
0 2"(c+1)
0 0
Bool(L(fog)) = , que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.
11

Supongamos que b=2"—1 yd = 0. Entonces veamos que f es estabilizable en
las condiciones (i) y (iv). En efecto, si la condicion (ii) se cumple entonces a es
par y ¢ es impar. Escogemos us, = 5.

a 2"

L(fog) = )
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a—1 27
L(fog)_[: )
c 0

Note que gcd(a — 1,2",¢) = 1. Entonces,

1 0
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS y ademds,
0 2"c
00
Bool(L(fog)) = , que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.
11

Si la condicion (iv) se cumple entonces a es impar y ¢ es par. Escogemos

u = x1T9. Entonces,

a+1 27
L(fog) = ,
c+1 1
a 2"
L(fog)_]: )
c+1 O

Note que ged(a,2",c+ 1) = 1. Entonces,

1 0

FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS y ademds,
0 27(c+1)
0 0
Bool(L(fog)) = , que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.
11

Supongamos que, l[a —c—1| < 2" y |d —b— 1| < 2". Entonces, dado que
gedla—14+a,b+ f,c+a,d—1+ ) <|la—c—1|,|d—b— 1] < 2". Entonces,
gedla—14+a,b+ Be+a,d—14+ ) <27,

Supongamos que d = b+ 1, entonces veamos que f es estabilizable para cada una de
las cuatro condiciones.

En efecto, si se cumplen las condiciones (i) ¢ (ii) entonces a es par y ¢ es impar

con b de distinta paridad que d. Escogemos u = xgr_b. Entonces,
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a 2"
L(fog): ;
c 2"+ 1

a—1 27
L(ng)—_[: )
c 2"

Note que ged(a — 1,27, ¢) = 1. Entonces,

1 0
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS y ademds,
0 2(a—c—1)
00
Bool(L(fog)) = , que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.
11

Si se cumplen las condiciones (iii) ¢ (iv), entonces a es impar y ¢ es par con b

de distinta paridad que d. FEscogemos u = xlxgr_b. Entonces,

a+1 2"
L(fog)= ,
c+1 2" 4+1
a 2"
L(fog)_‘[: )
c+1 2

Note que gcd(a,2",¢+ 1) = 1. Entonces,

1 0
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS y ademds,
0 2(a—c—1)
0 0
Bool(L(fog)) = , que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.
11

Supongamos que a = ¢+ 1, entonces veamos que f es estabilizable para cada una de

las cuatro condiciones. En efecto, si se cumplen las condiciones (i) 6 (iii) entonces

2" —c

b es par y d es impar con a de distinta paridad que c. Fscogemos u = x7 ~“xo. FEn-

tonces,
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2" +1 b+1
L(fog)= ,
" d+1
2" b+1
L(fog)_‘[: )
2" d

Note que ged(2",b+ 1,d) = 1. Entonces,

1 0
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PFNS y ademds,
0 2(d—b—1)
11
Bool(L(fog)) = , que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.
0 0

Si se cumplen las condiciones (ii) ¢ (iv) entonces b es impar y d es par con a de

distinta paridad que c. Escogemos u = x> ~°. Entonces,

2"+1 b
L(fog) = :
2" d
2" b
L(fog)_[: )
2" d—1

Note que ged(27,b,d — 1) = 1. Entonces,

1 0
FNS(L(fog)—1)= , que satisface la PENS y ademds,

0 2°(d—b—1)

11
Bool(L(fog)) = , que es un spf por lema 3.5.1. Asi, f es estabilizable.

00
Recordamos que asumimos u = a:ff:z:g . Ademas,
gedla—1+a,b+ p,c+a,d—1+5) 0

0 (a—14a)(d=148)—(c+a) (b+5)
ged(a—14a,b+B,c+a,d—1+p)

FNS(L(fog)~1) =

Si la condicion (i) se cumple entonces dado que,

gedla— 14+ a,b+ f,c+ a,d— 1+ ) <27, entonces para que la PFNS se cumpla,



68

ged(a — 14+ a,b+ fB,c+ a,d — 14 ) debe ser impar. Para ello debemos escoger «

par o B impar, pero si o es par y 3 es impar entonces,

01
Bool(L(f og)) = , que no es un spf por lema 3.5.1. Por lo tanto, esos a y

10

B deben ser: o par y [ par ¢ o impar y 8 impar, para que la funcion f pueda ser
estabilizable.
De un andlisis similar, para que la funcion f sea estabilizable debemos escoger a «
y B de la siguiente manera:
Si la condicidn (ii) se cumple entonces o es par y 5 es impar ¢ « es impar y 5 es
par.
Si la condicion (i1i) se cumple entonces a es impar y B es par ¢ o es par y B es
impar y si la condicion (iv) se cumple entonces « es impar y B es impar 6 « es par
y [ es par.

Al escoger los o y B que correspondan a cada una de las cuatro condiciones,
note que (a —1+a)(d—1+ ) — (c+a)(b+ ) es par, por lo tanto queremos hallar
a y B enteros positivos tales que (a—1+a)(d—1+0) = (c+a)(b+p) =2"k, k € Z.

Entonces, para k € Z

2" a—c—1
a=———ak—(d-1+f)7————c
0/
or (d=b—1)
b= e la o) b

Note que para cualquier condicion, a —c—1 es par. Similarmente, d —b—1 es
par, para cualquier condicion. Asumamos que a —c — 1 = 2%1yy con vy € Z impar y
0< sy <7, s €7Z. Andlogamente, d—b—1 = 2%27,, con vy, € Z impar y 0 < sy < 1,
Sy € 7.

Supongamos que s1 > so. Entonces veamos que f es estabilizable en cada una de las
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cuatro condiciones. En efecto,

Para ly, € Z,
a—c—1
a:ll—(d—b—l) —(a—l):251_5211%—(a—1)
27‘
f=———k—1;—0
a—c—1

Escogemos |y € Z, impar tal que o € ZT y escogemos k € Z, tal que B € Z™.

Si se cumple la condicion (i), entonces o es impar ya que a es par y B es impar ya
que b es par y Iy es impar. Asi, f es estabilizable.

Si se cumple la condicion (ii) entonces v es impar ya que a es par y 5 es par ya que
b es impar y Iy es impar. Asi, f es estabilizable.

Si se cumple la condicion (iii) entonces « es par ya que a es impar y 3 es impar ya
que b es par y ly es impar. Asi, f es estabilizable.

Si se cumple la condicion (iv) entonces « es par ya que a es impar y [ es par ya

que b es impar y ly es impar. Asi, f es estabilizable.

Similarmente, supongamos que sy > s1. Entonces veamos que [ es estabilizable
en cada una de las cuatro condiciones. En efecto,
Para ly, € Z,
27’

a:mk—lg—c

d—b—1 —sy7 )2
=lp—— —(d—1)=22")—= —(d—1
f=ly——7 —(d-1) o (d—1)

Escogemos ly € 7, impar tal que 8 € Z+ y escogemos k € Z, tal que o € 7" .
Si se cumple la condicion (i), entonces « es par ya que ¢ es impar y ly es impar.

Ademas, B es par ya que d es impar. Asi, [ es estabilizable.
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Si se cumple la condicion (ii) entonces « es par ya que ¢ es impar y ly es impar.
Ademds, B es impar ya que d es par. Asi, f es estabilizable.
Si la condicion (iii) se cumple entonces v es impar ya que ¢ es par y lo es impar.
Ademds, B es par ya que d es impar.. Asi, f es estabilizable.
Si la condicion (iv) se cumple entonces a es impar ya que ¢ es par y ly es impar.

Ademds, B es impar ya que d es par. Asi, [ es estabilizable.

(<) Supongamos que s; = so. Entonces veamos que f no es estabilizable en
cada una de las cuatro condiciones.
En efecto, recordamos que a —c—1=2%y;, con 0 < sy <r yd—b—1= 2%y, con

0 < s9 < r. Entonces,

2k (a—c—1)
sy Sl ol By s
:2T’52£—(d—1+ﬁ)ﬂ—c
V2 2
2k (d =14 B — e
2
2%k (d—b—1)
e G B
:27"731£—(a—1+a)ﬁ—
il Al
27k —(a—1+a)y —bn
§i!

Supongamos que se cumple la condicion (i), entonces a,b son pares y ¢,d son

mmpares.

St es par, entonces
par impar par
— —— A~
5 27k —(a—14a)y— b
71
~~

impar
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Por tanto 8 es impar con § € Z*.

Si - es impar, entonces
par par par
— —— A~
5= 2"k —(a—14a)y— b
i ’
~—~

impar

Por tanto 3 es par con B € 7.

Andlogamente,

Si B es par, entonces

par par impar

oo 2 k- (d- 1+ B)n — T2
Y2 ’

~—~

mpar
Por tanto « es impar con o € 77",

St B es impar, entonces

ar impar .
p D impar

— = —f
vkl -
V2 7
~—~
impar
Por tanto « es par con o € Z+.

Esos a y 8 no estabilizan a f y por lo tanto f no es estabilizable en la condicidon (7).

Si la condicion (ii) se cumple entonces a,d son pares y b, ¢ son impares.

St a es par, entonces

par mpar impar
5= 2"k —(a—1+a)y— by
71 ’
~—

impar

Por tanto 8 es par con € Z*.
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St a es impar, entonces

par ar impar
P D!
5= 2"k —(a—1+a)y,— bn
g4 7
~—
impar

Por tanto B es impar con 3 € ZT.
Andlogamente,

Si B es par, entonces
por impar impar
—_— —
272k —(d =1+ B)n —"cxe
Y2

-

mpar
Por tanto « es par con o € Z+.
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)

Si B es impar, entonces

par par impar

— = —
2k ={d =14 B)m — 0

o =
Yo
~—~
impar
Por tanto « es impar con o € 77T,

)

Esos a y B no estabilizan a f y por lo tanto f no es estabilizable en la condicion
(7).

Si la condicion (ii1) se cumple entonces a,d son impares y b, c son pares.

St a es par, entonces

par par par

= 27k —(a— 14+ a)yn— b
L
impar

Por tanto 8 es par con € Z7.

St a es impar, entonces

par mmpar par
5= 27k —(a—14+ )y — b
71 ’
~—

impar
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Por tanto 8 es impar con § € Z*.
Andlogamente,

Si B es par, entonces

par par par

— = —
a= 22k —{d =1+ 8)1— %
V2 7
~—
impar
Por tanto « es par con o € Z+.

Si B es impar, entonces

par impar par

— ——
TR A
2 ’
—~—
impar
Por tanto o es impar con o € Z".

FEsos a y 8 no estabilizan a f y por lo tanto f no es estabilizable en la condicion (iii).

Si la condicion (iv) se cumple entonces a,b son impares y c,d son pares.

St a es par, entonces

par ar impar
P D!
5= 27k —(a—1+a)yp— by
71 7
~—
impar

Por tanto B es impar con 3 € Z*.

St a es impar, entonces

par mpar mpar
5= 2"k —(a— 14+ a)y— bn
71 7
~—
impar

Por tanto 3 es par con B € 7.
Andlogamente,

Si B es par, entonces
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par impar par

G 2 k—(d—-1+B)n ~
72 ’

~—

impar
Por tanto o es impar con o € 7.

Si B es impar, entonces

par par par

— = ——
TR A
2 7
—~
impar
Por tanto o es par con o € Z™ .

FEsos a y B no estabilizan a f y por lo tanto f no es estabilizable en la condicion

(1v).

Asi, en cada una de las cuatro condiciones f no es estabilizable.[]

Veamos los siguientes ejemplos del Teorema 3.20.
Ejemplo 3.21. Supongamos f = (x{xSu, 2521%) un SDMC sobre F2.. Entonces,
c=8=2x1,d—1=14 = 2 x 7. Note que, s3 = 3 > 1 = s,. Por Teorema
anterior, parte (1), f no es estabilizable.
Ejemplo 3.22. Supongamos f = (x1°23, z323%u) un SDMC sobre F%,. Entonces,
a—1=14=2x7,b=8=23x1. Note que, s, =3 > 1 = s,. Por Teorema
anterior, parte (2), f no es estabilizable.
Ejemplo 3.23. Supongamos [ = (x1*z5u, 2923%u) un SDMC sobre F?.. Entonces,
a—c—1=6=2x3,d—b—1=10=2x5. Note que, s; =1 = sy. Por Teorema
anterior, parte (3), f no es estabilizable.

3.1. Conclusiones

En este trabajo hemos desarrollado criterios para determinar cuando un Sistema

Dindmico Monomial de Control con una tnica variable sobre F3, | es estabilizable.
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Hemos utilizado resultados anteriores sobre Sistemas Dinamicos Monomiales, entre
otros, para encontrar condiciones suficientes y necesarias para determinar su estabi-
lidad. Utilizamos el Teorema 2.15, la Proposicion 2.14, y otros maés, para estabilizar
un sistema dindmico monomial de control con una tnica variable. Al agregar més
variables de control no se pudo estabilizar, ya que, las ecuaciones que nos generaban
al utilizar la Proposicién 2.14, envolvian mas variables lo cudl dificultaba encontrar
los valores pertinentes para estabilizar el sistema.
3.2. Trabajos Futuros

Necesitaremos crear criterios para determinar cuando un Sistema Dindmico Mo-
nomial de Control es estabilizable. Los que trabajan en esta drea pueden considerar
los siguientes:

1. Proveer criterios para determinar la estabilidad de un SDMC utilizando varias
variables de control sobre Fﬁ, con q # (2" + 1) primo.
2. Proveer criterios para determinar la estabilidad de un SDMC con una tnica
variable de control sobre FZ, con q # (2" + 1) primo.
3. Proveer criterios para determinar la estabilidad de un SDMC utilizando varias
variables de control sobre Fy, con n € ZF, n # 2y qun primo arbitrario.
4. Proveer criterios para determinar la estabilidad de un SDMC con una tunica
variable de control sobre Fy, con n € Z*, n # 2y q un primo arbitrario.
5. Analizar la complejidad de los algoritmos para que un SDMC sea estabilizable.
6. Crear un algoritmo que provea una funcién de realimentacion, si existe, para un

SDMC sobre un cuerpo finito.



Apéndice A
TABLAS DE CONTROL

En las siguientes tablas daremos todas las posibles condiciones para que un
sistema dindmico monomial de control sea estabiblizable. Suponemos que u = a:ff‘:ng ,
donde los «, § seran los exponentes que estabilizaran el sistema dinamico monomial
de control. Observe que encontraremos casos en donde o = 0, § = 0, ya que el

sistema dindmico monomial desde un principio es un spf. Denotaremos impar con i

y par con p.
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Cuadro A-1: f = (z$xbu, 2523) con 0 < a,b,c,d < 2"

— a..b cnd r _ o B
f = (zf{zgu,xx§) con 0 < a,b,c,d <27, u = x{x,

c|d|gedla—1+a,d=1,b,c,b+0)| (a—1+a)(d—1)—c(b+[5)
plp i a=0,5=01i
p| i| «pary [ paridad arbitraria PAR
i|p i a=0,5=0,1
ili i a=1,=1,1i
plp i a=0,5=01i
p|i| «apary f paridad arbitraria PAR
i|p i a=0,=11i
ili i a=1, =01
PP i a=1, =01
p | 1| aimpary (8 paridad arbitraria PAR
i|p i a=1, =01
ili i a=0,=11i
pP|p 1 a=1 =01
p | i | aimpar y 3 paridad arbitraria PAR
i|p i a=1, =11
ili i a=0,4=0,1
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Cuadro A-2: f = (2825, 252du) con 0 < a,b,c,d < 2"

f = (2028, 22%u) con 0 < a,b,c,d < 2", u = a9z

cl|d| gdla—1,d=14+p,bc+a) | (a—1)(d—14+p)—blc+«)
plp i a=0,=0i
pli i a=0,=11i
i|p i a=0,=01i
ili i a=0,=1i
plp i a=0, =01
pli i a=0,=1i
i|p i a=1, =01
ili i a=1,=1i
p| p| « paridad arbitraria y 8 par PAR

p | i | a paridad arbitraria y 4 impar PAR
i|p| «paridad arbitraria y 8 par PAR

i | i | a paridad arbitraria y § impar PAR
plp i a=1,=1i
pli i a=1, =01
i|p i a=0,=1i
ili i a=0,0=0,1i




Cuadro A-3: f = (z$2bu, 25xdu) con 0 < a,b,c,d < 2

[ = (z$abu, x$xdu) con 0 < a,b,c,d < 27, u = 28l

d

B

a|blc|d]|gddla—1+a,d—1+p,0+pF,¢c+a) t
(1) |pip|p|P i a=0,8=0,Ii
2) |p|p|p|i i a=0,8=1,i
3) |plpl|i|p i a=0,8=0,1
(4) |p|p|i|i| aparyparé «impary [ impar PAR
B) |p|i|p|p i a=0,8=0,i
6) |pli|p]|i i a=0,=1,i
(7) |p|i|i|p| «aparyf impar 6« impary [ par PAR
(8) |pli|ifi i a=0,=1,i
@) |i[p|p|P i a=1,3=0,i
(10) | i |p|p|i| apary fimpar 6 o impary [ par PAR
(1) |i|p|i]|p i a=1,8=0,1i
(12) |i|p|i]i i a=1 =1,i
(13) |i|i|p|p| aparyf par 6 «impary [3 impar PAR
(14) |i|i|p]i i a=1,0=1,i
(15) |i|i|i]|p i a=1 =0,i
(16) | i|i]1i]i i a=0,=0,1i

Dondet=(a—1+a)(d—1+08)— (c+ a)(b+ B).
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