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There are many situations in which random variables inngh\some kind of percentage, ratio,
or fraction. Many studies have shown that linear regressiodels are not appropriate to model this
type of data. However, the beta distribution is very usebalrhodeling data that are continuous and
restricted to the interval (0,1), and also can be explairysather variables through a regression struc-
ture. Due to this, Ferrari and Cribari-Net®004) proposed a beta linear regression model in which
the response variable is distributed as a beta usinffereint parameterization of its density function,
thus obtaining a regression structure for the mean of thporese with a constant precision parameter.
In this study we extend this theory, proposing a beta noatimeixed regression model, where the
conditional distribution of observations is assumed baththe distribution of the randontfects is
assumed normal. We study the induced marginal distribwitr@hthe properties of the model propo-
sed by means of simulation, which are compared with thossmdd by a nonlinear mixed regression
model assuming normal distribution. The estimates aramddaising the maximum likelihood, until
guasi-Newton technique for the optimization and Gaussiadrpture for the integration. Standard
errors of the model parameters were estimated using thadesstrix. Finally, we apply these re-
sults to studies of disease severity (relative amountfetted tissue in a given time) in plantain crops
in Puerto Rico (2006-2007), which usually estimates thegraage of leaf aredafacted. Nonlinear

models yield a better fit of the disease progress. Furthesnsimce the parameters of the nonlinear
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curve vary, this variability is reflected with the inclusiohone or two randomféects plant. This ge-
nerates a correlation between observations from the saamg pb implicitly the correlation between

repeated measures are incorporated into modeled.
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Existen muchas situaciones en las que se involucran vesialdatorias con algun tipo de porcen-
taje, proporciones o fracciones. Muchos estudios han deatmsgue los modelos de regresion lineal
no son apropiados para modelar este tipo de datos. Sin emiedjstribucion beta es muy util para
modelar datos que se encuentran restringidos continuareard! intervalo (0,1) y que ademas pue-
den ser explicados por otras variables a través de una st ute regresion. Debido a esto, Ferrari
y Cribari-Neto @004 propusieron un modelo de regresion beta lineal en el quarlable respuesta
estéa distribuida como una beta usando una parametrizaif@yerte de su funcién de densidad, ob-
teniendo asi, una estructura de regresion para la mediarégpaesta con un parametro de precision
constante. En este trabajo extendemos esta teoria, pesploniin modelo de regresion beta no lineal
mixto, donde la distribucion condicional de las observaeges asumida beta y la distribucion de
los efectos aleatorios se asume normal. Estudiamos l#disitin marginal inducida y las propieda-
des del modelo propuesto mediante simulacion, que se camgan las obtenidas por un modelo
de regresién no lineal mixto asumiendo distribucién norrhat estimaciones se realizan mediante
maxima verosimilitud usando la técnica quasi-Newton paaptimizacion y la cuadratura Gaussiana
para la integracién. Los errores estandar de los paranutasodelo fueron estimados mediante la
matriz Hessiana. Finalmente, aplicamos estos resultadsisidios de severidad (cantidad relativa de

tejido afectado en un momento dado) de enfermedades evosulte guineo en Puerto Rico (2006-
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2007), donde se estima usualmente el porcentaje del araadgmlafectada. Los modelos no lineales
permitieron obtener un mejor ajuste de las curvas de progtesa enfermedad. Ademas, como los
parametros de la curva no lineal varian, se reflej6 estabibdad mediante la inclusion de uno y

dos efectos aleatorios. Esto nos generara una correlacitelas observaciones provenientes de la
misma planta, por lo que implicitamente se incorporan laetariones por mediciones repetidas en

el modelo.
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CariTuLo 1

Introducciodn

1.1. Antecedentes

Los modelos lineales se utilizan en aquellas situaciondasnouales la media puede ser descrita
como una funcioén lineal de un conjunto de parametros destom Dicho en otras palabras, el

modelo lineal puede explicar el comportamiento de la végiedspuesta a partir de la o las variables
predictoras correspondientes a un conjunto de datosnmisomo base la existencia de y en el cual
intervienen una serie de perturbaciones aleatorias quajenas al proceso, comunmente llamados

errores.

Nelder y Wedderburnl®72 presentan los Modelos Lineales Generalizados (GLM posmglias en

inglés, Generalized Linear Models ) como una nueva formanekestigacion y modelacion de datos
cuando las observaciones son independientes y los supaestmodelo lineal clasico no se cumplen.
De esta manera, los GLM se formulan como una extension a Idsloslineales los cuales permiten
usar distribuciones que no son normales (por ejemplo, baelpoisson, Gamma) y varianzas no

constantes.
Seay la variable respuesta independiente generada a partiraldistnibucién de probabilidad que
pertenece a la familia exponencial, las dos componentesanferman a los GLM son:

= La componente aleatoria, que establece la distribuciomatgapilidad de la variable respuesta

1



y puede escribirse de la siguiente forma:

fi.0) = exp{ ¥=20

_ oy, ¢)}, (L.1)

dondef es llamado parametro naturales el parametro de dispersiérby ¢ son funciones
conocidas correspondientes al tipo de distribucién. Elp@tro natural es una funcion de la
media, que esta determinada por la relagios b’(6). La varianza de/ esta descrita por la

relacionVar(y) = ¢v(u) donde la funcion de varianza es determinada/j@r = b” (6).

= La componente sistematica que viene dada por:
9EM] = 9(w) =n = X8, (1.2)

donden es el predictor lineal es el vector de parametros de efectos fijagse denomina
funcidn de enlace la cual es monétona diferenciable (pon@ie funcion logit, probit y log-
log complementario). La eleccion de la funcién de enlaceusel@ determinar por el ajuste que
se le realice a los datos y por la facilidad en la interprétade los parametros en el predictor

lineal.

La funcién de enlace que transforma la media al pardmetrgalas llamada enlace canonico. Es
decir, el enlace candnico relaciona directamente el par@dmatural con el predictor lineal de la

forma
0=06u)=n=xp, (1.3)

en otras palabrag(u) = 6(u).

En la practica existen muchas situaciones en donde lasvaloganes procedentes de una misma uni-

dad o sujeto (por ejemplo, planta, animal, parcela,..ndé@ a parecerse mas entre si. Esto indica



falta de independencia entre las observaciones corresgmes al mismo sujeto, violando asi los su-
puestos basicos en la solucion de problemas de modelotebngasicos basados en la estimacion
de los parametros por minimos cuadrados ordinarios (OLSsymosiglas en inglés, Ordinary Least
Squares) y GLM basados en estimacion por maxima verogiwhilitos modelos mixtos inducen una
estructura de correlaciéon para las observaciones quedarasiesta falta de independencia. Debido a
casos como estos, surgen los modelos lineales generdiraigtos (MLGM), en los cuales ademas
de tener componentes o efectos fijos en el predictor linaathgyen efectos aleatorios independien-
tes y en general, normalmente distribuidos. La especificageneral de los MLGM viene dada por un
vector de variables respuestas (yi1, Yo, ..., y;) con distribucion condicional de la familia exponencial

como:

9(E(ylb)) = AB + Bb, (1.4)

con media condicional
E(ylb) = , (1.5)

y varianza condicional
var(y|b) = ¢v(u), (1.6)

dondeg es el vector de parametros de efectos fifpes un vector de efectos aleatorios independientes
y Ay B representan matrices de disefio asociadas a los efectog dij@atorios, respectivamente. La

diferencia entre estas matrices es que la m&tnp incluye una columna para el término constante.

Sin embargo, no todos los datos pueden ser caracterizadosamthmente por modelos lineales o
GLM. Muchas de las aplicaciones requieren modelos de riégras lineal (MNL), en los cuales los

parametros ingresan a la ecuacion de la esperanza en folmaaloEl modelo de regresién no lineal



clasico para la-ésima observacion se define como:

E(w) = (%, B), (1.7)

dondef es una funcién no lineal en los parametgd<£n la especificacién del modelo es necesario
indicar la distribucion de la variable respuesta y la indelemcia o dependencia entre los valores de

la variable respuesta

Por otro lado, los supuestos de los MNL pueden ser genattabate la misma forma como se hizo en
los MLGM, incorporando una posible heteroscedasticidagdeificando una funcién de varianza) e
incorporando uno o varios efectos aleatorios y que ademéascesariamente estarian limitados a la

distribucién normal.

1.2. Justificacion

Los modelos de regresion han sido una de las técnicas de msy@n el modelamiento de datos
gue de una u otra forma estan relacionados a otra(s) vasabRarticularmente, el modelo de re-
gresion lineal ha sido un procedimiento muy usado en el naogiehto de datos medidos como una
proporcion continua en el intervalo (0,1) tales como prdlsuzes y proporciones (Paolingp03,
Kieschnick y McCullough2003 Ferrari y Cribari-Neto2004 Santos de Oliveira2004 Salinas et
al., 2006 Smithson y Verkuilen2006 Espinheira2007 Owen,2008. Dicha metodologia requiere
del cumplimiento de los supuestos de linealidad, normdidaomoscedasticidad (varianza constan-
te), necesarios para la aplicacion de la técnica de estimaor OLS. Sin embargo, este tipo de datos
comunmente no cumple con dichos supuestos, aunque enmea#dg investigadores se apoyan en
el argumento asintotico (presentado en muestras de tamaificientemente grande) para asegurar

inferencias confiables.

Por otro lado, se ha recurrido a otras técnicas para cosstarrla falta de cumplimiento de los su-

puestos; como por ejemplo aquellas que asumen distribncidgnal (transformacién de la variable

4



respuesta, aplicaciéon de un modelo normal censurado ydum® respuesta no lineal). Estas me-
todologias de cierta manera ayudan a solucionar los praisiel® linealidad, normalidad y homos-
cedasticidad. Sin embargo, es importante mencionar atgafencias que dichas alternativas siguen

presentando en el ajuste de estos datos. Algunas de eltas son

Los parametros del modelo no pueden ser interpretadosiigaié en términos de la variable

original.

Al estar restringida la variable respuesta al intervalt)(Ge podrian generar valores ajustados

gue sobrepasen las cotas inferior y superior (Ferrari yatirideto,2004).

Las transformaciones no necesariamente estabilizan i@near, por lo que no se garantizan

varianzas constantes (Smithson y Verkui2006).

Se requieren muestras grandes para garantizar inferacrastas y confiables.

Otras técnicas como la regresién robusta y la cuasi-veilgsidhhan sido aplicadas a datos restrin-
gidos al intervalo (0,1). Por otro lado, la distribuciéndet muy conocida por su flexibilidad para
modelar variables en el intervalo (0,1) (Casella y Bergef2. Dependiendo de los parametros es-
cogidos, la funcién de densidad de probabilidad puede tfemera unimodal, forma U, forma J o

uniforme, lo que nos da una facilidad para modelar este &pdatios ya que su distribucion es tipica-
mente asimétrica. Debido a esto, Ferrari y Cribari-Ne@d¢@ propusieron un modelo de regresion
para variables que tienen distribucion beta realizandonuesa parametrizacion de la funcién de
densidad obteniendo asi una estructura de regresion eimoérde la media y un parametro de preci-
sion (dispersion) constante. Con esta parametrizaciovitsel@ necesidad de transformar la variable
respuesta, ya que no impone el supuesto de homoscedastycmrmite relaciones no lineales o

algun tipo de asimetria.

Muchos estudios tornan alrededor de la propuesta de Fgr@ribari-Neto 004). Por ejempilo,
Cribari-Neto y Zeileis 2010 implementaron el paqueteetareg en el software RR-Team 2010,

Cribari-Neto y Souza2011) trabajaron diferentes pruebas de inferencia en un modetegresion

5



lineal beta pero con parametro de dispersion variable yin@spFerrari 007, 2012 generalizaron
el modelo de regresién beta lineal para proporciones asinonteniendo el 0y el 1, es decir, en el

intervalo [0,1].

En este trabajo extendemos los modelos de regresion nbbeteapara datos de proporciones medi-
dos en el intervalo continuo (0,1) con parametro de pratisahstante, proponiendo un modelo de
regresion beta no lineal mixto para asi poder modelar datggtudinales o correlacionados. Estu-
diamos la distribucién marginal inducida, las propiedatisnodelo propuesto y realizamos estima-
ciones por maxima verosimilitud usando métodos numérkiogimente, aplicamos estos resultados
a estudios de severidad (cantidad relativa de tejido afeata un momento dado) de enfermedades
en cultivos de guineo en Puerto Rico, donde se usa como iedalvespuesta una estimacién visual

del porcentaje del area de la hoja afectada.

1.3. Objetivos

Objetivo General

Examinar las propiedades del modelo de regresion betaeal mixto.

Objetivos Especificos

Examinar la distribucion marginal inducida por el modelaelgresion beta no lineal mixto.

Estudiar las propiedades del modelo de regresion betaeal lmixto mediante simulacién.

Aplicar los resultados obtenidos a estudios de severidadf@emedades en cultivos de guineo

en Puerto Rico.

Comparar los resultados obtenidos tanto en las simulaziom®o en la aplicacion de datos

reales con los obtenidos asumiendo distribucién normal lparariable dependienye



1.4. Organizacion del Trabajo

En el Capitulo 2 se sintetizan las diferentes metodologibsaglas en el estudio de datos medidos
como una proporcion en el intervalo continuo (0,1), se nmaedas ventajas y desventajas de cada
uno de ellos y, finalmente, se introduce la teoria de los nesd®d lineales clasicos y modelos no

lineales mixtos.

En el Capitulo 3 se presenta una descripcion detallada dsttddcion beta: su definicién, propieda-
des e inferencia. De la misma manera, se especifican los asodieregresion beta lineal y no lineal,

finalizando con el modelo de regresion beta no lineal mixto.

En el Capitulo 4 se trabajan diferentes simulaciones pastachr algunas propiedades importantes
en el modelo de regresidn beta no lineal mixto. Entre las Isiomnes se plantearon dos escenarios,

uno de ellos es el ajuste de un modelo de regresion no line&d con efecto aleatorio de intercepto.

En el Capitulo 5 se presentan las aplicaciones del modefwupsto a datos reales en estudios de

severidad de enfermedades en cultivos de guineo en Puedo Ri

Finalmente, las conclusiones generales del trabajo etigaesnes futuros se tratan en el Capitulo 6.

1.5. Implementacion Computacional

En este trabajo utilizaremos el procedimiento NLMIXED deftware estadistico SAS (SAS Institu-
te, 2003 el cual permite ajustar modelos no lineales mixtos. Esteqatimiento permite realizar la
estimacion de los parametros por maxima verosimilitudjsied@e diagnodstico y seleccionar diferen-
tes aproximaciones a la funcion de verosimilitud (por ejlenip cuadratura gaussiana adaptativa o el
meétodo de primer orden) y algoritmos de optimizacién nucaéfel método cuasi-newton, Newton-

Raphson y gradiente conjugado, entre otros).



CapITULO 2

Revision de Literatura

Diversas técnicas se pueden aplicar en el ajuste de datadov@bdmo una proporcion continua en
el intervalo (0,1). Sin embargo, no existe un consenso soldees el tipo de modelo que mejor
ajusta este tipo de datos. Aqui se presenta una sintesis adeétodos y procedimientos cominmente
utilizados en la modelacion de estos datos, presentandeesigas y desventajas. Finalmente, se
hace una breve descripcion del modelo clasico de regresidineal y del modelo de regresion no

lineal mixto.

2.1. Modelos Asumiendo Distribucidon Normal

2.1.1. Modelo Lineal

Durante mucho tiempo la regresion lineal ha sido uno de losgalimientos més usados en el mode-
lamiento de datos medidos como una proporcion continudifag001; Kieschnick y McCullough,
2003 Salinas et al.2006 Espinheira2007). La estimacion de los pardmetros es realizada por OLS
y requiere del cumplimiento de los supuestos de linealidadnalidad y homoscedasticidad. Sin
embargo, sin importar si se cumplen o no los supuestoshiistonales los investigadores se apoyan
constantemente en el argumento asintético, ya que perenigrar resultados validos y confiables. Es

importante mencionar, que en la inferencia esto no se cui@pldfrey(1988 es mas estricto al afir-



mar que cuando se realiza una prueba t o F se asume implini@oge la distribucion condicional
es distribuida normalmente sin importar el tamafo de la traue3e esta manera, se presentan varias

falencias originadas con el uso de esta practica. Algunafiateson:

= La varianza esta en funcion de la media, la varianza se aaeres cuando la media se apro-
xima a los limites inferior y superior, o que subestima Isneadores puntuales de los coefi-

cientes, es decir, las varianzas son heterogéiszdinés et a).2006.

= Al estar la variable respuesta medida en el intervalo acot@d), la funcion de la esperanza
debe ser no lineal, es decir, no se puede establecer uni@ndiaeal entre la variable respuesta

y la(s) variable(s) predictora(s).

= Al estar restringida la variable respuesta al intervalt)(&e podrian generar valores ajustados
gue sobrepasen las cotas inferior y superior (Ferrari yatirideto,2004), ya que una funcion

lineal toma valores eR.

Al observar las desventajas que presenta esta técnicaleomsios que el modelo de regresion lineal

no es adecuado para datos de proporciones continuas.

2.1.2. Modelo Lineal: Transformacion de la Variable Respusta

Como su nombre lo indica, se transforma la variable respuyssta que asuma valores Rry asi
solucionar los problemas de linealidad, normalidad y haedasticidad (supuestos necesarios para
la aplicacion de los OLS ), ademas de remediar situaciomas tws valores atipicos. Posteriormente
se aplica un modelo de regresion lineal sobre la variabhsfoanada usando la técnica OLS. Aunque
existen varias transformaciones para datos de propogiopercentajes, las mas usadas son la logity
la logaritmica. De hech@tkinson (1985 recomienda las dos porque generalmente logran linealizar
la relacidon entre la variable respuesta y la(s) variablpefsilictora(s). La transformacion logit se

define como:



logit(y) = In (ﬁ) =X'B+e¢,

donde Ing/(1 - y)) representa la transformacion logit de la variable defsd, la cual evita la
posibilidad de producir valores esperados fuera de las patanitidas. La transformacion logaritmica

genera solo valores no negativos y se define como:
—In(y) =x"B+e¢

Los supuestos de linealidad, normalidad y homoscedaastiddben de cumplirse para tener inferen-
cias validas y confiables. Estos enfoques pueden ser Utigescamplen las condiciones que ellos
imponen. Sin embargo, las desventajas mas relevantesadgrastica en datos de proporciones con-

tinuas son:
= La transformacién no necesariamente estabiliza la vaaigrar lo que no garantiza varianzas
constantes.

= Los parametros del modelo no pueden ser interpretadosii&tié en términos de la variable

original.
= Se requieren muestras grandes para garantizar un ajusgetooy confiable.

= Puede haber valores de 0 6 1 lo que es imposible en el contextagorciones en (0,1).

2.1.3. Modelo No Lineal

El uso de un modelo no lineal en el estudio de proporcionesm@s consiste en ajustar un modelo
de regresiéon no lineal aplicando minimos cuadrados. Encesi® se tiene una estructura no lineal

para una variable aleatoria continua y distribuida norrealt®. Hermalin y Wallacel@72 usaron la
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distribucion normal acumulada como su funcién de espereoadicional y estimaron los parame-
tros con el método de minimos cuadrados. A diferencia, Kigsk y McCullough 2003 usaron la
funcion logistica acumulada porque se enfoca mas al supdesstibucional; sin embargo, Smithson
y Verkuilen 2006 manifiestan que la efectividad de este procedimiento dipda la estabilizacidon

de la varianza y la normalidad de los residuos.

Especificamente, Kieschnick y McCulloug?003 asumen que:

1
1+ exp—(Bo + B1x0)}

E(w) =

donde

¥i ~ N(E(W), o)

La estimacion de los parametros la realizaron usando mgauadrados. Debido a que en la aplica-

cion de este trabajo se ajustan modelos no lineales, end¢&8&c5 se trataran aspectos complemen-

tarios de los modelos clésicos de regresién no lineal.

2.1.4. Modelo Normal Censurado o Modelo Tobit

En algunas investigaciones se ha aplicado el modelo noenalcado o modelo Tobit para datos de

proporciones continuas en el intervalo (0,1). Basicameste procedimiento asume que:

Yi=xB+e& t=12..n
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0, siyf <0,

Yo=Yy, siO<y <1,

1, siyf>1.

donde loge;} son asumidos independientes e idénticamente distriba@os unaN(0, o2). Algunos

de los inconvenientes que tiene este procedimiento son:

» El supuesto de normalidad para lgs se realiza solo para un rango especifico, no se sabe que
sucede con los valores fuera de [0,1] ya que ellos estaniealtsu De esta manera, un modelo

normal censurado es inapropiado para datos de propordiKiesshnick y McCullough2003.

= El modelo normal censurado es equivalente al modelo desiégre@ormal, por lo que las

deficiencias de este enfoque estan sujetas a las mismas digllonde regresion normal.

2.2. Modelos Aplicando Regresion Robusta

Aunque es una técnica poco comun, Smithson y Verku&0§) hacen alusion al método de regre-
sion robusta como una alternativa viable para contrarrasta@ectos importantes como la asimetria
y heteroscedasticidad, comunes en datos de proporciongsietervalo continuo. Inicialmente este
enfoque fue usado para manejar problemas ocasionados p@skencia de outlierscon el fin de
reducir o quizas eliminar el efecto de los residuos grandesdea general de la regresién robusta
para el contexto de proporciones continuas es estimar I@sngdros usando algun tipo de recorte
0 ponderacion de las observaciones mas extremas. Sin emleardga comparacion que hacen los
autores con la regresion beta (técnica tratada mas adetaateionan aspectos en los cuales hay
gue tener bastante cuidado en el momento de aplicar esiaaébos de estos aspectos son que la

regresion robusta tiene como premisa que la variable dep@rdco es acotada y que la distribucion

!La presencia de outliers influyen de manera importante ejustieade datos por el método de minimos cuadrados,
presentando inferencias poco confiables en el andlisissdesiduales.
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subyacente es al menos simétrica. Ademas, sigue teniemaituiencia de datos atipicos (outliers).

Para més detalles sobre regresion robusta ver, Rousseeeray (L987).

2.3. Modelos Aplicando la Técnica de Cuasi-verosimilitud

En la mayoria de las investigaciones se conoce cual es tdbdigbn de probabilidad que tienen los
datos; sin embargo, existen casos en que la informaciéteatésno es suficiente para establecer
la forma de la distribucion que siguen las observacionesedb@ manera no se podria construir la
funcién de verosimilitud y, por ende, no se podrian aplicatados como la maxima verosimilitud.
Inicialmente,Wedderburn(1974) plantea el enfoque de la cuasi-verosimilitud (investagyaths en
detalle por McCullagh y Neldet,989 como un método de cuantificacion sin necesidad de especifica
algun supuesto distribucional, y que aun asi, sigue gederiaferencias confiables. En esta técnica
s6lo se necesita especificar la relacién entre la media yrlanza de las observaciones. De esta
manera, la cuasi-verosimilitud es util cuando dicha rélacgio estd dada por una distribucion de

probabilidad estandar (Smithson y Verkuil@006.

Un modelo cuasi-verosimil especifica tnicamente el primsggundo momento de la distribucion
condicional, donde la varianza de los datos observadoseastancion de la media. A su vez, la

media es una funcidn conocida de los parametros descoisocido

Seay = (Y1, Yo, ..., Yn) Un vector de variables respuestas independientes coorvdetimediag: =
(11, Mo, ..., fn) Y Matriz de covarianza?V (u), dondes? puede ser desconocidd/yu) es una matriz de
funciones conocidas y es diagonal por la independencisdat&ables respuesta, por lo tarkidy) =
diag{Vi(u), Vo(u), ..., Vn(u)}. Los parametros de inter@s= (81,82, ..., Bx) relacionan la dependencia
deu con las variables independientes: (xq, Xo, ..., Xx). En base a esto, se defiBgy) = u, g(E(y)) =
g(u) = X' B, donde g es una funcién de enlace (ver Sec8i@) y Var(y) = o2V (u). La estimacion
de los parametros se halla maximizando la funcion de log-aeassimilitud (en lugar de la funcion
de log-verosimilitud), considerada como funcionidd_a funcion de cuasi-verosimilitud esta dada

por el sistema de ecuaciones diferenciales
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QW ) Y —

O o 2V ()
0 equivalentemente
it
Vi —7
JHt) = d
Q(yt, ue) . o) T

En el contexto de aplicaciones a datos de proporcionesnt@stien el intervalo (0,1;0x (1996
investigo las siguientes cuatro especificaciones paradepdmeros momentos de la distribucion

condicional en dos muestras de datos:

Par candnicou() = 1/(1 + exp0)) y v(u) = u(1 — p),

Par ortogonalu(d) = 1/(1 + exp0)) y v(u) = p?(1 — p)?,

Par candnicou() = 1 — exp{—exp@)} y v(u) = (1 — ) In(1 — w),

Par ortogonali(d) = 1 — exp{— exp@)} y v(u) = (1 — )2 In*(1 - p).

En ellas examina el uso de la funcion de enlace logit y logdogplementario con expresiones
canonicas y ortogonales para la funcién de varianza, cpetio que la combinacién mas adecuada

para su conjunto de datos es la funcién logit con la funciévedienza ortogonal.

Aunque el procedimiento de cuasi-verosimilitud ha sido dedas técnicas mas usadas en la aplica-
ciones de datos reales, requiere un tamafo de muestrastigimente grande y solamente modela los
dos primeros momentos de la distribucion. Por lo tanto, tashypes desventajas se dejan al criterio

de cada investigador, ya que no hay un consenso de las Efsildecias.
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2.4. Modelos Asumiendo Distribucion Beta

La distribucion beta es muy Gtil en el modelamiento de datedidos como una proporcidén continua
en el intervalo (0,1). Ferrari y Cribari-Netd@04 propusieron un modelo de regresion para variables
gue tienen una distribucién beta. Especificamente, realiaana re-parametrizacion de la funcion de
densidad, lo cual permitié definir la media y un parametroigigatsion para el modelo. Ellos indican

gue la distribucion beta tiene ventajas que se adecuan apestie datos. Por ejemplo:

No hay necesidad de transformar la variable dependiente.

La varianza de la variable respuesta esta en funcion de laanpeat lo que se flexibiliza el

supuesto de homoscedasticidad, permitiendo situaciongseslas varianzas son heterogéneas.

Se pueden modelar diferentes formas de la distribucién derdo a los valores que se le

asignen a sus parametros, permitiendo asi algin tipo det&r relaciones no lineales.

Estimaciones de los parametros mas precisas.

Debido a que el objetivo principal de este trabajo de tesexaminar las propiedades del modelo de
regresion beta, en el Capitulo 3 se realiza en forma degallad descripcion de la distribucion beta

tales como su definicion, propiedades e inferencia.

2.5. Modelo de Regresion No Lineal

2.5.1. Definicién y Propiedades

A diferencia de los modelos de regresion lineal en los cuakeparametros ingresan linealmente
en la ecuacion, en los modelos no lineales los parametrosgiesion entran en forma no lineal.

De esta manera, en este tipo de modelos se presenta la espéeda respuesta, como una funcién
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no lineal de los parametros. Usualmente en los modelos aaléa se usan menos parametros que
en un modelo lineal, dando asi una descripcidbn mas parsis@ifiinenos parametros) de los datos.
Ademas, proveen predicciones mas confiables para la variedpuesta fuera del rango observado de

los datos, al contrario de los modelos polinomiales (PinoheBates 2000.

En la especificacion del modelo es necesario indicar laillistion de la variable respuesta y la
independencia o dependencia entre los valores de la \aniespuestgy. Asi, el modelo no lineal

clasico para la-ésima observacion esta definido como:

E() = (X, B). (2.1)

dondey; denota la respuesta tomada en-ésimo valor de la covariabbg cont = 1,2, ..., n, los X
son considerados a menudo como cantidades fijas y la funeiéegdesiorf depende dg en forma
no lineal,B es el vector de parametros de regresion. De esta manera,read&to no lineal clasico

losy; son considerados independientes y hormalmente distabuwion:

Ev) =f(x.,8) y Vary) =" (2.2)

Sin embargo, el supuesto de varianzas constantes es vicd@dentemente en la practica. Por ejem-
plo, en datos de crecimiento donde se muestra el coeficientariacion constante en vez de la
varianza constante; en otras palabras, esto significa qaeidanza es proporcional al cuadrado de la
media de la variable respuesta (Davidian y GiltinB®95. En este caso, un supuesto mas apropiado

gue el dado en la ecuaciop.p) podria ser:

E(yy) = f(x.B) y Var(y) = o%{f(x, B). (2.3)

donde el parametro de escatas el coeficiente de variacion. Para mas detalles de vasidetaro-

géneas ver Davidian y Giltinad995 sec. 2.2.1). Algunos ejemplos de modelos no linealescdasi
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son:
m Modelo Exponencial: E(y) = Bo(1 — exp(=B1X)),
m Modelo bi-Exponencial: E(y) = BoexpB1X) — B2 eXp(B3X)),

m Modelo Gompertz: E(y) = exp(Bo expB1X)),
Bo
[1 + expE(B1 + B2X))]1P’
m Modelo Monomolecular: E(y) = Bo — B1 €XpB2X),
Bo
1+ B1expEB2x)

m Modelo Richards: E(y) =

m Modelo Logistico: E(y) =

2.5.2. Estimacion de Parametros

El principal interés de un modelo de regresion es la infeéaemcerca de los parametros de regresion
B. Aqui, se realiza una breve descripcion de los métodos daasbdn mas usuales en los modelos

de regresion no lineales.
Método de Minimos Cuadrados Ordinarios

El estimador minimo cuadrado ordinario pgreninimiza
n
D Iy - 6B, (2.4)
t=1

equivalentemente, el estimador de minimos cuadradosasidgg resuelve las p-ecuaciones de esti-

macion

of(x. B) _
OB

> Iy - f(x. B)] 0, k=12.p, (2.5)
t=1

Es importante resaltar que bajo los supuestos de indepeiagdanrmalidad y varianzas constantes,

el estimador minimo cuadrado ordinario es también el esliimaaximo verosimil parg (Davidian

y Giltinan, 1995 sec. 2.3.1).
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Método de Minimos Cuadrados Generalizados

En situaciones donde la varianza de la variable respyasbaes constante, el método de minimos
cuadrados ordinarios g&puede ser ineficiente. El procedimiento de minimos cuadrpdede ser
modificado para varianzas heterogéneas si las varianzasde conocidas como una constante de

proporcionalidad, de tal forma que,

0_2

E() = f(x.B) y Var(y) = Wt (2.6)

para alguna constante conocidg t = 1,2,...,n. Cabe resaltar, que con los supuestos de errores
normales e independientes y bajo lo descrito en la ecua2iéf és relativamente sencillo mostrar

gue el estimador maximo verosimil Bees el valor que minimiza
n
> wily - f(x. B2 (2.7)
t=1

Equivalentemente, el estimador por minimos cuadradosegradd deB resuelve las ecuaciones de

estimacion

oM. B) _

) 2.
9Bk 0 (28)

n
D Wy~ (%, 8)]
t=1

El estimador minimo cuadréatico ponderado tiene una intgapion natural: la suma de cuadrados

de las desviaciones es minimizada, pero cada desviaciooretegada por la proporcion inversa

de la magnitud de la respuesta asociada a la incertidumlaradian y Giltinan,1995 sec. 2.3.2).

Finalmente, un estimador que toma en cuenta que la variardieeetamente proporcional a la media

puede ser obtenido calculando las estimaciones pondetadasiguiente forma

_ 1

T (2.9)
' (% BoLs)
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dondeﬁms es el estimador dg por minimos cuadrados ordinarios y resolviendo la ecua@d)
remplazandaey; en lugar den, . Asumiendo lo dado en la ecuaciéhd) esta estimacion es conocida
en el contexto de los modelos de regresion no lineales coimonos cuadrados generalizadgs.

debe ser obtenida de forma iterativa.
Método de Maxima Verosimilitud

En ocasiones la naturaleza de la variable dependiente éntgoigtilizacion de métodos tradicionales
para la estimacion de los parametros, por lo tanto una opdaie es el método de maxima ve-
rosimilitud. Los estimadores maximo verosimiles son dqeelalores para los cuales la funcion de
verosimilitud alcanza su maximo. Sgays,, ..., y, una muestra aleatoria con funcién de densidad con-
juntap(ys, Y2, ... Yal) = [Trey P(Ys; 6), donded es el vector de parametros. La funcién de verosimilitud

para un modelo no lineal esta dada por

n

2 . 2
L(B, oY1, Yar - ¥) = | | POV B.0?), (2.10)
t=1
Asumiendo distribucion normal y respuestas no correlamas, las ecuaciones de estimacion se
obtienen derivando la funcién de verosimilitud dada en leae®n Q.10 respecto a los parametros
de interés. Para ilustrar el procedimiento de maxima vemitigtid en un modelo no lineal se muestra

el siguiente ejemplo:

Seap la funcién de densidad de la distribucion normal

p(y) = exp{—} Sl )2}, yeR. (2.11)

2 o2

2

La funcioén de verosimilitud para la ecuaciéhl1) de un modelo no lineal queda determinada como:

L(B, 721y, Y2 s o) = (210%) 2 eXp{—T; D v- f(xt,,B))z}- (2.12)
t=1
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Asi el logaritmo de la funcién de verosimilitud dada en lagxdn .13 es:
n n 1 <
— 2 _ 2 2
¢ = logL(B, oIy, Y2, ..., Yn) = 5 log(2r) — 5 log(c?) — 252 tél Yy — F(x%, B))". (2.13)

Se escoge el modelo no lineB&ly;) = f(x,B)) = 1 — expexpBo + B1X%)) Y se sustituye en el
logaritmo de la funcién de verosimilitud dada en la ecua¢®h3), se deriva e igualamos a cero para

obtener las ecuaciones de estimacion para cada parametro.
Respecto &,

n

ot i
9o o? =1

[{y: — expexpBo + B1%))} {EXP( expBo + B1x))HexpBo + B1X)}] = 0

Respecto #;

n

ot 1
9B o? t=1

[% (Yt — expE expBo + B1%))} {EXPE expBo + B1x))HexpBo + B1x)}] = 0

Respecto a?

n

ot n+1
doc2 o o3

{yt — exp(expBo +,31Xt))}2 =0

t=1

Estas ecuaciones son no linealeggl 31 y no existe una solucién analitica sencilla. En general, se

deben usar los métodos iterativos para encontrar el vallasdestimaciones de los parametas/
B
2.6. Modelo de Regresion No Lineal Mixto

En la Secciér2.5 se mostré que un modelo no lineal se puede definir cB(y) = f(x, ), donde

B es el vector de parametros de efectos fijosgs una funcion no lineal en los parametros. En
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la practica existen situaciones en donde no se cumplen gestos de independencia y varianzas
constantes basicos del modelo clasico de regresiéon nd.|Exeaste tipo de datos las observaciones
procedentes de un mismo individuo (por ejemplo arbol, pay¢eenden a estar correlacionados, es
decir, cierta medicion puede depender de los resultadolgdeaamedicion pasada; por ejemplo, los
datos de crecimiento o desarrollo de una enfermedad. Histal@aindependencia necesita ser tomada
en cuenta en el ajuste de los datos para obtener inferermiéialdes y validas. Lindstrom y Bates
(2990 propusieron los modelos no lineales mixtos para datostlaigales o correlacionados como
una alternativa de solucion. Una componente o efecto aleae agregada al modelo. Este efecto

ayuda a explicar la correlacién o una posible heterosdedted entre los individuos.

En un nivel, lgj-ésima observacion en cada uno detlgsupos independientes es modelada como:

E(ytjlbt) = f(ﬂ, bt, th), t= 1, 2, .., M, j = 1, 2, vy My (214)

dondeg es el vector de parametros de efectos fipes el vector de parametros de efectos aleatorios,

X;j es el vector de covariables s una funcion no lineal g

Asumiendo normalidad los

b ~N(0, G),

dondeG es la matriz de varianzas-covarianzas.

Para ilustrar la formulacion y ajuste de un modelo no lineattanasumiendo distribucién normal

para la variable dependiente se muestra el siguiente egempl

Ejemplo (Drapery Smith,1981)

Los datos que usaremos para ilustrar el ajuste de un moddipnead mixto consiste en un estudio
longitudinal realizado a 5 arboles de naranja que fueronidosdiurante 7 ocasiones. La variable

respuesta observada fue la longitud de la circunferentiaateo (ver Tabla.1).
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| Observacion| arbol [ dias [y |

1 1 118 | 30
2 1 484 | 58
3 1 664 | 87
4 1 1004 | 115
5 1 1231| 120
6 1 1372 | 142
7 1 1582 | 145
8 2 118 | 33
9 2 484 | 69
10 2 664 | 111
11 2 1004 | 156
31 5 664 | 81
32 5 1004 | 125
33 5 1231 | 142
34 5 1372 | 174
35 5 1582 | 177

Tabla 2.1: Datos observados para la variable respuestéudrdg circunferenciay] en arboles de
naranja.

En la Figura2.1 se muestra los perfiles de los datos observados para cadaarbeés del tiem-
po (dias). Se puede observar que las curvas tienen una farBaydvarian de arbol a arbol, esta

variabilidad se incrementa a medida que va pasando el tiempo

y
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Figura 2.1: Grafica de perfiles para los datos observadospaj@mplo de arboles de naranja.
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Lindstromy Bates1990 proponen un modelo no lineal mixto usando una curva lagigtara ajustar

estos datos. El efecto aleatorin,= by, se adiciona a la asintota. El modelo propuesto es:

Bo + by
1+ expl-(tij — B1)/B2)’

E(y;jlbr) = (2.15)

donde

Yijlb2 ~ N(E(y;jlb), 02)

y el efecto aleatority, es distribuido como:
bIZ ~ N(O’ 0-[2)2)

Los y;; representa Ig-ésima medicion en gtésimo arbol};; es el tiempo en dias g = (Bo, 51, 52)

son los pardmetros de efectos fijos.

Con este modelo se busca ajustar los datos teniendo en daefmt@abilidad que existe de arbol a
arbol, y la falta de independencia de las observacionessmwndientes al mismo sujeto (arbol). El

modelo se ajustd con PROC NLMIXED de SAS (SAS Institute 18803, obteniendo los siguientes

resultados.
| Especificaciones del modelo |
Data Set WORK.TREE
Variable dependiente y
Distribucion para la variable dependiente | Normal
Efecto aleatorio b,
Distribucion para el efecto aleatorio Normal
Sujeto arbol
Técnica de optimizacion Dual Quasi-Newton
Método de integracion Cuadratura Gaussiana Adaptativa

Tabla 2.2: Especificacion del modelo para los datos de arbol
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| Criterios de ajuste |
-2 Log Likelihood 263.1
AIC (mas pequefio es mejor)| 273.1
AICC (mas pequefio es mejof)275.2
BIC (mas pequefio es mejor)| 271.2

Tabla 2.3: Criterios de ajuste.

| Parametros Estimados |

Parametro | Estimacion | Error GL | valort | Prob > |t|
Estandar

Bo 192.05 | 15.6473] 4 | 12.27 | 0.0003

B1 727.9 35.2472 | 4 | 20.65| <.0001

B2 348.07 27.079 4 | 12.85| 0.0002

aﬁz 999.88 647.44 4 1.54 0.1974

o 61.5139 15.8831 | 4 3.87 0.0179

Tabla 2.4: Parametros estimados

En la Figura2.2 se muestran las curvas ajustadas con el modelo no lineab m&tmiendo distri-
bucién normal para la variable respuesta. Como se puedevabst ajuste a los datos observados
es bastante bueno, esto nos indica que el modelo no linet paxece ser una alternativa adecuada

para el estudio de datos longitudinales.

Predicted Value
250
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Figura 2.2: Curvas ajustadas para los datos de arboles agaar
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Enlos Capitulos 3, 4y 5 se analiza en detalle este tipo delosee situaciones en que la distribucion
de la variable respuesta dado el efecto aleatorio no es h@@mdescriben aspectos como los modelos
de regresion beta, se realizan simulaciones y se aplicanddglos de regresion no lineal mixtos a

datos reales.
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CapiTULO 3

Modelos de Regresion Beta

En este Capitulo se presenta una descripcion detalladaldgribucion beta: su definicion, propieda-
des e inferencia. De la misma manera, se especifican los asodieregresion beta lineal y no lineal,

finalizando con el modelo de regresion beta no lineal mixto.

3.1. Distribucidon Beta

3.1.1. Definicién y Propiedades

La distribuciéon beta es una distribucién de probabilidadtioma con dos parametrgsy g definida

en el intervalo (0,1) (Casella 'y Berg@Q02 . La funcion de densidad esta dada por:

1 )
f(ylp,q):my“(l—y)“, O<y<1l, p>0  g>0,

dondeB(p, q) representa la funcion beta :

1
B(p,q) = fo yP i1 - y)*dy.

La funcidn beta esta relacionada a la funcién gamma a travéssiguiente identidad:
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_ (T
I(p+q)

B(p.q)

en dondd’(p) es una funcibn gamma evaluada en el pymtes decir,
I(p) = fo T ylevdy,

De esta manera, la funcién de densidad se puede escribir.como

. TP+ p1pr ot
f(y.p,q)—r(p)r(q)y 1l-y¥, O0<y<l1l p>0  g>0. (3.1)

Asi; la media, la varianza y la moda (que existe cuapdp q son mayores que 1) de variables

aleatorias que siguen una distribucion beta como en la Eou¢t1) estan dadas por:

__P
E)) = oo (3.2)
~ pq
var®) = (P+93(p+0q+1) (33)
y
__p-1
moddqy) = 5rq_2

La distribucion beta es muy conocida por su flexibilidad paraelar variables medidas en el in-
tervalo (0,1). Dependiendo de los valores asignados a lepa@metros, la funcion de densidad de
probabilidad puede tener forma unimodal, forma U, forma ditoume (cuand@ = q = 1), facili-
tando el modelamiento de datos que involucran tasas y igp@s, situaciones en que la respuesta
se encuentra entre 0y 1y su distribucién es tipicamenteéasoa. Algunas de estas formas se mues-
tran en la Figura.1 Las partes (a) y (b) representan funciones de densidadrgiass(p = q), con

forma unimodal en (a) y U, q < 1) en (b); (c), (d) y (e) representan funciones de densidiatkas
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tricas (p # ), con forma U en (c) y unimodal en (d) y (e). Finalmente en€fjisne una funcion de

densidad de forma Bantos de Oliveirg2004).
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Figura 3.1: Funcién de densidad beta para diferentes catibimes deg,0)

3.1.2. Estimaciéon de Parametros

Los métodos mas comunes de estimacion del vector de pacdfieton el método de maxima vero-
similitud y el método de momentos. Particularmente, serdesta estimacion por maxima verosimi-
litud. Seay,, Y, ..., Yo Una muestra aleatoria de tamaticon funcion de densidagly, ), se define la

funcion de verosimilitud como:

n

L1, Y2, - Yo) = | | pOI6),

t=1

(3.4)
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La funcion de verosimilitud para una muestra observadawacidn de densidad como en la ecuacion

(3.1 esta dada por:

n n

1_[ P ﬁ(l -y (3.5)
t=1

t=1

T+ e q_lz[r(pw)
Lo = | | g™ 9" = | o

Aplicando el logaritmo de la funcién de verosimilitud dadel@ ecuaciénd.5) se tiene:

((p.c) = log L (p.ay) =n{log| o+ (- 1)) log) + (0~ 1) Y loata- )
t=1 t=1

=n[log I'(p + A) - logI'(p) - logT(@)] + (P - 1) ) log(:)
t=1

+(a-1) ) log(1-y). (3.6)
t=1

Las ecuaciones de estimacion o funcion score se obtiensaago la ecuacion3(6) respecto a cada

parametro e igualando a cero como:

af(ali; 2 n(w(p+a) - y(p) + ) log®) =0,
t=1
65(5% D Ny (p +a) — y(a) + Z log(1-y) = 0.
t=1

Despejando, se tiene

W)~ u(p+a) = ) logy,
t=1

W@ - u(p+a) = T ) log(1-y),
t=1

dondey(.) es la funcion digamma y esta definida como:

_0dlogI'(@  T'(2
w2 = iz  T@’

z> 0. (3.7)
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La matriz de informacion de Fisher pgrg g se obtiene hallando las segundas derivadas del logaritmo
de la funcién de verosimilitud dada en la ecuacid)respecto a cada parametro. Esta matriz puede

ser escrita como:

. v -y¢'(P+a)  —¢'(p+0)

K(p,q) = (3.8)
-¢'(p+a)  v(@-y¢'(p+0)
dondey/’(.) es la funcion trigammay esta definida como :
2 1/ _m 2
s W@ _PloT@) _T'QrA-M@P 3.9)

0z 072 [T(2)]? ’

Cabe resaltar que las ecuaciones de maxima verosimilitieddistribucion beta no tienen forma ce-
rrada y no es sencillo encontrar soluciones analiticasa estiaciones; debido a esto, los estimadores
de los parametros son obtenidos por medio de métodos nuséecativos de maximizacion como

el método de Newton Raphson.

3.2. Modelo de Regresion Beta Lineal Generalizada

3.2.1. Introduccién

En muchas situaciones es de interés identificar el compmta@onde una variable en funcion de
una u otras variables. En este tipo de casos, los modelogdssi@n son comunmente usados para
identificar una posible relacion entre una variable deparidiy una 0 mas variables independientes.
En el contexto del uso de la distribucién beta para situasan las que la variable respuesta se
distribuye continuamente en el intervalo (0,1) y que adepu&sle ser explicada por otras variables
a través de la estructura de regresion, se encuentra el ondeleegresion beta lineal generalizado
propuesto por Ferrari y Cribari-Net@@04). En esta propuesta se realizé una re-parametrizacion de

la funcion de densidad de la distribucion beta dada en lacemug3.1). Estos autores indican que
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este enfoque tiene ventajas deseables: primero, no setadcassformar la variable dependiente, lo
gue permite una interpretacion directa de los coeficiersaggresion sobre el valor esperado de la
respuesta; segundo, la varianza de la variable de respsatan funcién de la media, por lo que
no se impone el supuesto de homoscedasticidad y finalmestpatametros de la distribucion beta
permiten modelar diferentes formas de la distribucion ddado del valor que le asigne a dichos

parametros, en especial aquellas que muestran algun tggirdetria.

Ferrari y Cribari-Neto 2004 manifiestan que la distribucién beta no pertenece a la i@mipo-
nencial uni-parametrica debido a que su funcién de densidguiede ser escrita en forma candnica
con un parametr@. Sin embargo, esta relacionada a los GLM para modelos cmgjule media y
dispersion. Esto permite aplicar técnicas desarrolladas los GLM como pruebas de bondad de
ajuste y andlisis de residuales. En forma mas detallada N&gbuy Nelder (989 y Agresti(2002

desarrollan conceptos y procedimientos correspondierietamilia exponencial y a los GLM.

3.2.2. Parametrizacion

Para definir el modelo de regresién beta lineal, Ferrari pariNeto 004 propusieron un modelo
para variables aleatorias distribuidas beta realizana® parametrizacion diferente de la funcién de
densidad de la distribucion beta dada en la ecuaddi fara obtener asi una estructura de regresion
en términos de la media y un parametro de precision (digpersonstante.

_P
pP+q
la varianza dadas en las ecuacior&g)(y (3.3) respectivamente, quedan determinadas bajo la nueva

Consideranda = Yy ¢ = p+Q, Se obtiene que = ug y g = ¢(1—pu). De esta forma, la mediay

parametrizacion como:

E(y) = ue =u, Yy Vany)= M,

1) o+1

Dondeu es la media de la variable respuesgaes interpretado como el parametro de precision, en

el sentido en que, para valores fijos dda varianza se hace mas pequefia cuando éste se hace mas
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grande yu(1 — u) es una funcion de varianza. De esta manera, la funcidén dediehdada en3(1)

gueda determinada bajo la nueva parametrizacién como:

fy: i1, ¢) = = (,1¢)rr[g)— 5] YOl 1-yd#91 0<y<1 O<wu<1 ¢>0, (3.10)

y el logaritmo de la funcion de densidad como:
log f(y; u, ) =logI'(¢) — logI'(ug) — logT[(1 - )¢] + (u¢ — 1) logly) + [(1 — p)¢ — 1]log(1-y)

La funcion de densidad dada €h10 origina graficas de diferentes formas dependiendo de los va
res de los parametrgsy ¢. En particular, es simétrica cuandae= 1/2 . En la Figure3.2 se muestra
las densidades de esta distribucion bajo diferentes c@uibimes dey, ¢). Una distribucion uniforme

se obtiene haciengo= 0.5y ¢ = 2.
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Figura 3.2: Funcién de densidad beta para diferentes cacibimes dey, ¢)

Aunque se asume que la variable respuesta esta restririgidaraalo (Q 1), el modelo propuesto
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por Ferrari y Cribari-NetoZ004) puede ser utilizado en formas mas generales, por ejemogdo
la variable respuesta esta restringida a un intenalo)( dondea y b son constantes conocidas, con

(a < b). En este caso, se modele{a)/(b — a) en vez de modelarwadirectamente.

3.2.3. Definicion

Considerandgy, y», ..., Y, variables aleatorias independientes tal que gafia= 1, 2, ..., n) sigue una
funcidn de densidad como en la ecuaci8ri() con medigu; y parametro de precision desconocido

y constante para todgse obtuvo el modelo admitiendo que la medigidgodria ser escrita como

I(u) = X B =mt (3.11)

0 consecuentemente,

e = g7 (m), (3.12)

siendon, = X B el predictor lineal, dondg = (81, 82, ..., B«) €s el vector de parametros desconocidos,
B € R xI = (X1, %o, ..., X) SON las observaciones de lasovariables K < n), las cuales son
asumidas conocidas Yy fijasgf.) es una funcion de enlace. La varianzaydesta en funcion de la
media 'y como consecuencia de los valores de las variablésakms. Cabe resaltar que las variables

respuest®; con varianzas no constantes son naturalmente acomodadasedelo.

3.2.4. Funcién de Enlace

Una funcién de enlacg(.) relaciona el predictor lineglcon el valor esperado de la variable respuesta,
E(y:x) = u, a través de la funciég(u;) = n;. La funcidong es conocida, estrictamente monétona y
dos veces diferenciable. Como consecuencia, la mgdi@ obtiene facilmente de la inversagig;)

como:u, = g-1(i;). Cabe resaltar que existen muchas posibilidades parasci@h. Sin embargo,
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como en los modelos de regresion beta la variable respugatdedinida en el intervalo continuo (0,1)
y por ende su media también, se hace un énfasis especialiatasrfes que realizan la transformacién

del intervalo (0,1) &, como:

Funcioén Logit:

_ J _explp)
gl(ﬂt)—log(l_ﬂt)a t—rxp@t).

Funcién Probit:

Oo(ut) = ©~ (), donded=1(.) es la funcién de distribucion acumulada de una variabktaitiz

gue se distribuye normal; = ®(r).

Funcion Log-Log :

gs(ut) = —log[- log(u)]; ut = expl-expEmny)].

Funcion Log-Log Complementario:

Oa(ur) = log[-log(1 - uy)]; ur = 1 — expl-expn)].

Las cuatro funciones se pueden obtener como las inversamderies de distribucion acumulada
conocidas teniendo como soporte todo el eje real. Las dowepas funciones son simétricas en el
sentido quey;(u;) = —0:1(1 — ). Las dos ultimas no son simétricas en este sentido, pefo est
lacionadas pogs(u:) = —0s(1 — ;). Las cuatro funciones son continuas y crecientes en evalte
(0,1). Adicionalmente, McCullagh y Neldet 489 sec.4.3.1) realizaron una comparacion grafica de
la funcidn logit contra las funciones probit, log- log commplentario y log-log para valores geen

el rango 0.01 a 0.99.

Por lo general se elige la funcidn de enlace que mejor eg@bla relacion entre el predictor lineal

y la media de la variable dependiente. Sin embargo, Ferr@rilyari-Neto 004 afirman que en
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el modelamiento de datos medidos como una proporcidn, estdso funciones pueden presentar
resultados similares. En este contexto la mas usada estldébido a que facilita la interpretacion de
los parametros de regresion. De la misma manera bajo lacgédricuasi-verosimilitud;ox (1996
encontré que la funcién de enlace logit resultd mejor quetias funciones consideradas en el ajuste
de los modelos de regresion. Para més detalles sobre |@fulogit, verAgresti(2002 sec.4.2.3). A

continuacion se describe la funcion logit en detalle

glu) = log(lft ): XB, t=12..,n

Mt

Anélogamente puede ser escrita como

Mt T
= ex ,
T Pk B)

de lo que se obtiene

_expl B)
M7 T expdp)

dondex! = (Xu, X, ..., X)- ESta expresion es la funcién inversagfe,). Cuando la funcién logit es
usada, los parametros de regresion pueden ser interpsetadérminos del cociente de chances (odds
ratio). Suponiendo que el valor de la k-ésima variable saygeha aumentado ¢ unidades , mientras
que las demas variables independientes permanecen desstasea:” la media dey bajo el nuevo
valor de la covariable mientras quees la media dg bajo los valores originales de las covariables,
se obtiene

+

ﬂ/ﬂ = exXplaBi + Xofz + ... + (Xis + C)Fi + ... + XuBi],

1-

asi, el cociente de chances queda determinado por:
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3.2.5. Estimaciéon de Parametros

Ferrari y Cribari-Neto 2004 proponen expresiones para maximizar la funcion de veibiichy
encontrar los estimadores maximo verosimiles de los parasgey ¢ por medio de maximizacion
numeérica, usando un proceso iterativo como algun algoritenoptimizacion no lineal. Algunos de
estos algoritmos son el método de Newton ( Newton RaphsshefFBcoring, etc.) y el algoritmo
de quasi-Newton (BFGS). Este proceso de estimacion ya semeina implementado en el paquete

betareg disponible en el software estadisticolR {eam 2010.

Una funcion de log-verosimilitud basada en una muestraateservaciones independientes estd dada

por:

(B ¢) = > b, 9), (3.13)
t=1

donde,

ti(ue, ¢) =logT'(¢) — logI'(ur¢) — logI (1 — pe)p] + (g — 1) logiyr)

+[(1 — )¢ - 1]log(1 - y) (3.14)

y ur = g~(n;) como esta definido en la ecuacidhi?.

La funcién score se obtiene derivando la funcion de logsieriitud respecto a los parametros des-

conocidos e igualando a cero. De la ecuacii4) se obtiene

9B, ¢) _ an Oti(k, ¢) e O (3.15)

aﬁk t=1 alut d77t aﬁk ’
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d/.lt 1 Gnt .z .
donde— = —— , — = Xy Y de la ecuacion3 .13 se obtiene
dn - g Y 13

0ty (ut,

bwd) _ {Iog( Y ) ~ Wd) - W@ —ut)m} (3.16)

Ot 1-w
dondey(.) es la funcion digamma definida en la ecuaci8ry), Definiendoy; = |Og(l yty ) Y i =

- )t
U(up) — v((1 - wy)d), la expresion dada e (L6 puede ser escrita como:
0l (ut, i
W) _ gy - 1), (3.17)

O -

recordando que el valor esperado de las derivadas de lai@yad 3 se igualan a cero, entonces

i = E(Y;). Por lo tanto, la ecuacion dada éhX5 queda determinada por:

(3.18)

HB.d) _ Npp o L
Nl il

De la misma forma, la derivada del logaritmo de la funcion eesimilitud respecto & esta dada

por:

ot(B, ¢) S AT
_ , 3.19
5 Z 5 (3.19)

donde

+10g(1-yo) - ¥I(1 - p)gl +v(9). (3.20)

0b(u, ¢) Yt
)~ og( 25 ) - w0 + 1@ -

Por lo tanto unduncion scorepara el parametrg, o vector columné&g(B, ¢) de dimensiork, puede
ser escrita de forma matricial como:

Up(B,4) = oX T(Y" — "), (3.21)
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1 1 1
dondeX es una matriz de dimensidxk cuyat-ésimafilaex', T = dia { - , = — }
Y X N6 T ™ g n)
Y = Y o YT Y 1 = (U5, 165, .o )Ty para el pardmetro de precisigrse tiene:

n

Uy(B. ¢) = Z{,ut(Y{ — i) +109(1-y)) - ¢l(1 - p)g] + y(4)}. (3.22)

t=1

siendoU,(B, ¢) un escalar.

Para determinar la variabilidad de las estimaciones dedoénpetros del modelo de regresion be-
ta, Ferrari y Cribari-Neto4004) obtuvieron la matriz de informacion de Fisher como se nraest

continuacion:

SeaW = diag(wy, Wa, ..., Wy), CON

) , 1
W = o{y (o) + ¥'[(1 - Nt)¢]}m,

¢ = (C, Cp, ..., Cn)T, cOnc, = ¢y’ (ed)tr — ' [(1 — )@](1 — 1)}, dondey’(.) es la funcion trigamma
definida como en3.9); ademasD = diag(dy, dy, ..., dy), donded;, = ' () + ' (1 — w)p)(L -

p)? =y (g]-

Por lo tanto, la matriz de informacion de Fisher puede seitasomo:

Kgs K
K:K(ﬂ,qb):( BB ﬂ¢]

Kog Koo

dondeKgs = XTWX, Kgy = K = XTTcy Ky, = tr(D), dondetr(.) denota la traza de una matriz
cuadrada. A diferencia de lo que sucede en los Modelos laa&aéneralizados, los parametfog

¢ no son ortogonales, es dedf,; # 0.

38



3.3. Modelo de Regresion Beta No Lineal

Como extension al modelo de regresion beta lineal dado enukcedn 8.10) y teniendo en cuenta lo
expuesto en la Secciéh5, se considera el modelo de regresion beta no lineal. Pararestelo, la

expresion dada er3(12 puede ser escrita como:
e =04, B). (3.23)

dondef es una funcion no lineal en los parametros, los paramgteoR* y ¢ > 0 es constante.

La estimacién de los parametros de regresion del modelmbdtaeal se realiza de forma similar a
como se desarrollé en la Seccidr2.5 La diferencia més importante estid en que en este modelo la

relacion dada en la ecuacié® {1) no se satisface debido a la no linealidad en los parametros.

Seau; = f(x,B). El logaritmo de la funcién de verosimilitud dada en la et (3.13 queda

definido como :

(B.¢) = > 4. B).9), (3.24)
t=1
asi,
IHPB.9) - I .B).9) 6 (K. B)
B "2 KB (3.25)
donde
oL(f(x . B), ¢) T o
OO PR Ty - FO4, B)), 3.26
Gior g - P T A) (3.26)
por lo tanto,
0B 9) Zw—f(xt B, (3.27)

9P
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Respecto al parametyg la derivada del logaritmo de la funcion de verosimilitutheada por:

(B, ) _ Z (<. B). 4) (3.28)

L Y

Las ecuaciones de estimacion son en general no linealeagntgue ser resueltas iterativamente.

Cabe resaltar que la complejidad de la estimacion va a égaalal al términdf (x|, 8)/0Bx.

3.4. Modelo de Regresion Beta No Lineal Mixto

3.4.1. Introduccion

Existen muchas situaciones en las que el modelo para la naeldianas de sus efectos fijos (el mismo
para todas las observaciones), incorpora efectos alest@®penden de los individuos o sub-grupos
de la poblacién) que son normalmente distribuidos (aungusiempre). Asi, el modelo tiene dos
tipos de parametros: parametros globales que corresparidsiefectos fijos y parametros que varian
con la poblacion, asociados a los efectos aleatorios. Lasa€ule crecimiento no lineal y datos
binomiales con sobre-dispersién son dos casos comunesjgPaplo, es posible que algunos de los
parametros de una curva de crecimiento no lineal varien jééosal sujeto, permitiendo asi reflejar
esta variabilidad mediante la incorporacion de efectcstal®s. En este contexto, la funcion que se
estd modelando expresa la esperanza condicional de |dblearéspuesty dado el efecto aleatorio
b, es decir,E(ylb). Esta formulacion permite incorporar uno o varios efeclestorios y no esta
limitada a datos con distribucién normal. La presencia detes aleatorios origina correlacion entre
las observaciones provenientes de la misma unidad, la eni@ slependiendo de los valores xle

involucrados lacchiavellj 2010.
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3.4.2. Definicion del Modelo

Seay: = (Vu, Yizs ---» Yin) UN VEctor com, observaciones delesimo sujeto , se define el modelo no

lineal mixto beta
ytj|bt ~ betdl’tt]? ¢)? /Jt] = E(yt]lxt]? bt) = ft(th,ﬂ, bt)’ t= 1’ 2’ ceey m J = l’ 27 seey nt’ (329)
dondeb, es el vector de efectos aleatorios independientes y sédigtr

be ~ N(0, G), (3.30)

G es la matriz de varianzas-covarianzas de los efectos aAtEatoB es el vector de parametros de

efectos fijos.

Al integrar a través de la distribucién de los efectos aliaddd; se obtiene la esperanza marginal

inducida dada por:
Eue) = [ fixi-B bia(b)db (3.31)

dondeq(by) es la distribucién de los efectos aleatorios.

3.4.3. Estimacion de Parametros

El principal objetivo en el analisis de un modelo no lineaktmies la estimacion d8 y G. Esta
estimacion se realiza en base a la maximizacion de la furd@édensidad marginal (Lindstrom y
Bates,199Q Davidian y Giltinan,1995 Pinheiro y Bates2000. La funcién de verosimilitud esta

definida como:
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L6.Giy) = | | [ ] [ PosloAater. Gy, (3.32)
t=1 j=1

dondep es una densidad de la distribucion bef@s una densidad de la distribucion norm# s

la matriz de varianzas-covarianzas de los efectos aleatnride dimensiork x k.

Encontrar la estimacién maximo verosimil significa resolae ecuaciones score pg@y G. Recor-
demos que la integral dada en la ecuaci®l2? se realiza a través de la distribucién de los efectos
aleatoriody, lo que hace necesario aplicar una estrategia de aproXximagmeérica ya que en general
se hace imposible resolverlas analiticamente. Sin empewgado el nUmero de efectos aleatorios es
muy grande, la complejidad computacional aumenta coreditlmente. La solucion a este problema
ha sido estudiada bajo diferentes aproximaciones. Algum&®dos consisten en tomar la expan-
sion de Taylor de primer orden alrededor del valor esperafl@fécto aleatorio o usar cuadratura

Gaussiana.

Pinheiro y Bates400(Q sec:7.2.1) describen en forma detallada tres métodosgpapaoximacion de
la funcion de verosimilitud en los modelos no lineales nmextel primero, el Algoritmo Lindstrom y
Bates, aproxima la funcion de densidad marginal por la waitisid de un modelo lineal de efectos
mixtos. En el segundo método se utiliza una aproximaciondcegna de la funcion de verosimilitud

y en el tercero, se usa la cuadratura Gaussiana adaptagivaejara la aproximaciéon Laplaciana.

El método de aproximacion por defecto del procedimiento NXIED de SAS es el de cuadratura
Gaussiana. A continuacioén se describe brevemente el méedproximacion Cuadratura Gaussiana

Adaptativa.

Cuadratura Gaussiana Adaptativa

El método de cuadratura Gaussiana aproxima una integral ptadmedio de una suma ponderada
sobre las abcisas (coordenada horizontal en un eje de ceala®) definidas por los efectos aleatorios.

Una buena aproximacion se puede obtener con un nimero adedagountos de cuadratura o la
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ampliacion de las abcisas. La cuadratura Gaussiana aslajpata la integral sobre ldg se centra en

la integral de las estimaciones empiricas de Bayes d®,ldsfinida como el vectds, gue minimiza
— log[p(ytj1%j. B, br)q(br, G)]

conpy G igual al conjunto de sus estimaciones actuales. Suponganezgy Wy, d = 1,2,...,Q,
denota las abcisas y los pesos estandar de Gauss-Hehatlegctor de parametros. De esta manera,

la aproximacién de la integral por medio de la cuadraturasGana adaptativa esta dada por

f By I 8. b)a(b. G)dh ~

Q Q r
220(x, )2 > > | P 1% B, g, qr)A(Bqz...arlG) | | WakexpZ
gl=1 qr=1 k=1

donder es la dimensién dé, I'(x;, 6) es la matriz Hessianadesde la minimizacién empirica de

.....

! Matriz Hessiana: La matriz de segundas derivadas parciales se conoce comatriz Messiana. La inversa de la
matriz Hessiana se aproxima a la matriz de varianzas-@aagide los parametros estimados. Intuitivamente debe habe
una relacion entre las segundas derivadas de los parametosserrores estandar. Si el cambio de la pendiente es muy
fuerte en torno al minimo entonces las derivadas de segudéa seran muy grandes. Sin embargo las estimaciones de
los parametros seran muy estables en el sentido de que ehondoin respecto al parametro es claramente identificable.
La matriz Hessiana y los errores estandar asintoticos pamgarametros se pueden calcular a través de aproximaciones
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CariTUuLO 4

Simulacion del Modelo Propuesto

En este capitulo estudiamos el modelo de regresion betaneal Imixto detallado en la Seccién
3.4y lo comparamos con un modelo de regresion no lineal mixtonando distribucién normal
para la variable dependiente. El proceso se realiz6 medéamulacion para evaluar las estimaciones
de los parametros (maxima verosimilitud), momentos matgsy valores predichos de la media

condicional para cuando los efectos aleatorios son cero.

4.1. Proceso de Simulaciéon

Para estudiar las propiedades del modelo beta no lineabns&tconsidera la distribuciéon marginal

inducida de las observaciones del sufsgtomo:

Ny ['(¢) id=10q _ _(1_#”)(]5_1} eXp(—%b{G‘lbt)
/ B{Fww)ﬂa—un)w% o) S

Los escenarios de simulacion planteados para el procesmdkasion son:

= Modelo de regresion no lineal mixto con efecto aleatoriondercepto.
= Modelo de regresion no lineal mixto con efecto aleatorio eledente.
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Para la generacion de datos distribuidos beta (datos egtig e fijaron los parametrgg = —1.22,
B1=0.08y¢ =10y¢ = 15. Estos parametros son aproximadamente los que cordsspam GLM
con los datos del problema de la aplicacidn, que se estadéaréetalle en el Capitulo 5. El proceso
se realizo para 10 sujetos, cada uno con 11 mediciones. EBnesadnario se usa la curva logistica
para media del modelo, variando Unicamente en la parte dsddiciona el o los efectos aleatorios.
En la Figurad.1se muestra la curva con efecto aleatorio cero que se usaraliase para el proceso
de simulacion. En el eje horizontal vemos las 11 medicioniesando en el tiempo 0 y finalizando
en el tiempo 50, en intervalos de 5 en 5. En el eje vertical seroh la variable dependientgue se

distribuye beta.

1.0

0.6

0.4

0.2

T T T T T T
o 10 20 30 40 50

Tiempo

Figura 4.1: Curva logistica base para el proceso de sinduiaci

El proceso de simulacion se llevo a cabo en el software esimaSAS (v. 9.1.3). Los efectos aleato-
rios fueron generados con la funcidannor y la variable dependientecon la funciénrand(’beta’,

p, g), dondepy gson los parametros de la distribucion. Para nuestro modelsasla parametrizacion
p=pudyq= ¢(1-u)dada por Ferrari y Cribari-Net@004). Luego de tener los datos generados
en cada uno de los escenarios se utilizé el procedimientoINER para ajustar los modelos corres-
pondientes asumiendo distribucion beta o normal para iablardependientg. Estos modelos de

explicaran mas en detalle en las siguientes secciones.
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En cada modelo ajustado se estudian las siguientes prdedas distribuciones condicionales se

analizan particularmente para cuando los efectos aleatedn cero y se calcula su media. En las

distribuciones marginales se calcula la media, la deswaestandar, el cuartil 25, la mediana, el

cuartil 75, el percentil 95 y la asimetria. Finalmente, seehacomparaciones relevantes entre las me-

dias marginales, medias condicionales, mediana y asamétdontinuacion se presenta el algoritmo

utilizado para las simulaciones en general.

Algoritmo

1. Generar datos.

1.1 Inicia ciclo para cada sujeto especifice 1,2, 3, ..., 10.

i. Generar el efecto aleatorio para cada sujeto JgenN(0, o).
ii. Crear la variable fijsiempq = 0,5, 10,15, ..., 50.

iii. Calcular la media condicional;.

iv. Calcular los parametros de la distribucion bpgay o;.

v. Generar la variable aleatoryg ~ beta(uj, ¢).

1.2 Fin del ciclo.
2. Andlisis de datos generados.

2.1 Estimacion de parametros.

2.2 Calcular el valor predicho de la media condicional cuandzfesdto aleatorio es cero.
3. Repetir los pasos 1y 2, 1000 veces.

4. Estimar parametros de interés de las distribucionesinzeg: estimacion de los parametr

media, desviacion estandar, cuartiles, percentiles yeddian
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4.2. Descripcion Escenarios de Simulacion

4.2.1. Modelo de Regresion No Lineal Mixto con Efecto Aleat@ de Intercep-

to

Al modelo de regresion no lineal mixto le adicionamos el &fedeatorio al interceptdy, = by, el
cual indica que existe una variabilidad entre sujetos qlie der explicada por el efecto aleatorio
asociado a cada sujeto. Una vez generados los datos sa ainste asumiendo distribucion beta
o normal para la variable respuestaAsi, el modelo de regresion no lineal mixto beta con efecto

aleatorio de intercepto se define como:

Yijlbo ~ betay;, ¢), (4.2)

y el modelo de regresion no lineal mixto normal se define como:

ytjlblo ~ N(/’ltjso-g)’ (43)

donde la variablg;; para los dos modelos tiene media condicignal

_ exXpBo + by + 1 = tiempg))
~ 1+expfBo + by + By * tiempg)

Mt (4.4)

y distribucién para el efecto aleatotig:

b ~ N(O, 07 ). (4.5)
Los valores iniciales de los parametggsy 1 fueron calculados realizando una regresion lineal ge-
neralizada (con enlace logit) aplicando un GLM con el praoeehto GLIMMIX de SAS (v.9.1.3).

Los parametros de dispersiagngara la beta y-, para la normal) y todas las varianzas fueron para-
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metrizadas en la escdlag para evitar problemas de acotamiento como:

= ¢ = exfd—logphi), dondelogphi = In(escalg. El valor inicial para el parametro de escala es
obtenido de la regresién lineal aplicando un GLM, tal comsugiere Smithson y Verkuilen

(20086.
s 0, = exflogse

= o, = eXlogsh)

cuyos valores iniciales patagsey logsh, fueron asignados teniendo en cuenta las caracteristicas de

los datos generados, de tal manera que la convergencia delmfaese la mejor posible.

Resultados

A continuacion se muestran los resultados de las distobeasi marginales y condicionales (cuando
el efecto aleatoriby = 0) asumiendo distribucion beta y distribucién normal Umieate para cuando
la variable tiempo toma los valores de 0, 15, 30 y 50 (paradasas valores se encontraron resultados

similares). El parametroy, varia entre 0.22 y 0.33.
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N

¢ | op, | Tiempo Media Q: Mediana Media Q3 Pgs Desviacion | Asimetria
condicional marginal Estandar
bp=0

0 0.2274613| 0.1971774| 0.2259962| 0.2296882| 0.2579297| 0.3165002| 0.0495144 | 0.535829

15 0.4935456 | 0.4544633| 0.4931779| 0.4930897| 0.5303330| 0.6009313, 0.0646820| 0.0227182

0.22 30 0.7637634 | 0.7346818| 0.7639293| 0.7607756 0.7903838| 0.8348579, 0.047915 | -0.524911

50 0.9408765 | 0.9306626| 0.9412699 0.9393824| 0.9507871| 0.9636545 0.0172026 | -0.9795504

0 0.2292304 | 0.2006237| 0.2288655 0.2312315| 0.2578700| 0.3140162 0.0476953 | 0.440334
15 0.4945070 | 0.4565935| 0.4944309 0.4940924| 0.5317328 0.5974020, 0.0625889 | -0.05544112

10| 0.27 30 0.7632737| 0.7343885| 0.7637837| 0.7605511| 0.7901679| 0.8321875 0.0467176 | -0.5383506
50 0.9402388 | 0.9295642| 0.9406240{ 0.9388733| 0.9503983| 0.9625762| 0.0168773| -0.869143

0 0.2277453| 0.1981986| 0.2264182 0.2298110| 0.2575424] 0.3156954] 0.0487925| 0.5767187

15 0.4936157 | 0.4550854| 0.4921177| 0.4931784| 0.5306698| 0.5986391| 0.0635843 | 0.0361417

0.33 30 0.7635357 | 0.7349448| 0.7632440{ 0.7607395 0.7911708| 0.8337099| 0.0.0473115 -0.4968190

50 0.9406667 | 0.9301335| 0.9411402| 0.9392720 0.9508819| 0.9636843 0.0171350| -0.895743

Tabla 4.1: Parametros de las distribuciones marginalesgicionales del modelo de regresion beta no lineal mixtoefento aleatorio
enp, para diferentes valores dg, y ¢ = 10.



a1

¢ | oy, | Tiempo Media Q: Mediana Media Q3 Pgs Desviacion| Asimetria
condicional marginal Estandar
bp=0

0 0.2281073| 0.1978449| 0.2272609 0.2304555| 0.2586867| 0.3163468 0.0487143| 0.498117

15 0.4951411| 0.4545261| 0.4945317| 0.4947302| 0.5342538 0.6054522| 0.0649719| 0.018783

0.22 30 0.7652408 | 0.7557376| 0.7652888| 0.7622191| 0.7928807| 0.8361301| 0.0479026| -0.5059

50 0.9418830 | 0.9314953| 0.9418437| 0.9400782| 0.9510694| 0.9632204| 0.0164987| -0.92381

0 0.2281376 | 0.1985816| 0.2275138 0.23052167 0.2592751| 0.3167145/ 0.0489216| 0.477575

15 0.4934711| 0.4529912| 0.4924705| 0.4930902| 0.5346718 0.6020584| 0.065433 | -0.02152

15| 0.27 30 0.7628048 | 0.7322302| 0.7624782| 0.7597343| 0.7920903| 0.8343274| 0.048663 | -0.5142
50 0.9403331 | 0.9296186| 0.9406868/ 0.938712 | 0.9501023| 0.9626943| 0.0169041| -0.8820

0 0.229040 | 0.1990352| 0.2282922| 0.2313884 | 0.2600501| 0.3166635 0.0489122| 0.5281

15 0.4951606 | 0.4540031| 0.4942216] 0.4947291| 0.5759725 0.6040189 0.065150 | 0.04067

0.33 30 0.764292 | 0.7331564| 0.7639301| 0.7612474| 0.7922479 0.8357981 0.0480908| -0.426886
50 0.9408863 | 0.930244 | 0.9410806| 0.9393663| 0.9506942| 0.9633030| 0.0166578| -0.80783

Tabla 4.2: Parametros de las distribuciones marginalesgicionales del modelo de regresion beta no lineal mixtoefento aleatorio

enp, para diferentes valores dg, y ¢ = 15.




o1

¢ | op, | Tiempo Media Q: Mediana Media Q3 Pgs Desviacion| Asimetria
condicional marginal Estandar
bp=0

0 0.2254503 | 0.1935259 0.2240789| 0.2282649| 0.2593850 0.3242776| 0.0533898| 0.5468683

15 0.4934508 | 0.4504071| 0.4921594| 0.4930451| 0.5345572| 0.6107687| 0.0701065| 0.0412107

0.22 30 0.7656922 | 0.7335590| 0.7659060] 0.7621754] 0.7950525| 0.8431925| 0.0521095| -0.5103675

50 0.9421200| 0.9304343| 0.9426160 0.9403832| 0.9530830 0.9666462 0.0187882| -0.9844653

0 0.2281789 | 0.1971877| 0.2282051| 0.2306894| 0.2589968| 0.3210606] 0.0514210| 0.445761

15 0.4943320| 0.4526197| 0.4942601 0.4939721| 0.5346744] 0.6073045] 0.0675465| -0.0438244

10| 0.27 30 0.7640933| 0.7312485| 0.7639451| 0.7609140 0.7938952| 0.8396871| 0.0508105| -0.5166609
50 0.9407115| 0.9284792 0.9408802 0.9391168| 0.9521407| 0.9654919 0.0185970| -0.8118874

0 0.2262905 | 0.1944970 0.2250343| 0.2288930| 0.2589563| 0.3216684] 0.052549 | 0.5484083

15 0.4935343| 0.4514343| 0.4930028| 0.4931513] 0.5350035| 0.6076905 0.0687145| 0.0259113

0.33 30 0.7649260 | 0.7324333 0.7646303| 0.7616409 0.7938820 0.8406585| 0.0514700| -0.487394

50 0.9414990 | 0.9295760| 0.9418981| 0.9398695 0.9525709| 0.9668129 0.0188704| -0.8870335

Tabla 4.3: Parametros de las distribuciones marginalesgiconales del modelo de regresién normal no lineal migtoefecto aleatorio

enp, para diferentes valores dg, y ¢ = 10.




o1

¢ | oy, | Tiempo Media Q: Mediana Media Q3 Pgs Desviacion| Asimetria
condicional marginal Estandar
bp=0

0 0.227144 | 0.195325| 0.2265255| 0.229954| 0.259745| 0.322644| 0.05159 | 0.499881

15 0.495068 | 0.451727| 0.494941| 0.494734| 0.537271| 0.610106] 0.068933 | 0.02892

0.22 30 0.766094 | 0.73361 | 0.765702| 0.762713| 0.795428| 0.841236] 0.051015 | -0.46682

50 0.942107 | 0.930939| 0.942295| 0.940425| 0.952644| 0.965453| 0.01769 | -0.87298

0 0.227247 | 0.195073| 0.22707 | 0.230076| 0.260763| 0.319836| 0.051772 | 0.48145

15 0.493374 | 0.449493| 0.493053| 0.493076| 0.536705| 0.606813| 0.06911 | -0.01048

10| 0.27 30 0.763597 | 0.730556| 0.763582| 0.760188| 0.79482 | 0.838508| 0.51547 | -0.50003
50 0.940838 | 0.929133| 0.941262| 0.939102| 0.9114 | 0.964425| 0.018047 | -0.87112

0 0.228465 | 0.196327| 0.22813 | 0.231223| 0.261368| 0.321646/ 0.051624 | 0.518498

15 0.495136 | 0.451164| 0.494251| 0.494782| 0.537217| 0.609631| 0.068670 | 0.044692

0.33 30 0.764844 | 0.731236| 0.764347| 0.761497| 0.79518 | 0.839563| 0.050877 | -0.42045
50 0.941196 | 0.929529( 0.941355| 0.939517| 0.951781| 0.965082| 0.017802 | -0.78875

Tabla 4.4: Parametros de las distribuciones marginalesgiconales del modelo de regresién normal no lineal migtoafecto aleatorio

enp, para diferentes valores dg, y ¢ = 15.




A continuacion se muestran los resultados de los promee@idssdparametros estimados tanto para

el modelo beta no lineal mixto como para el modelo normal medi mixto.

Efecto aleatorio engy, ¢ = 10y variando oy,

Estimacion de los parametros

DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.2343 0.154110 -1.2447 0.157924
B 0.0803 0.004472 0.0811 0.005477
Logphi -2.32487 0.141633 - -
Logse - - -2.1056 0.0707
Logsh, -1.3118 0.46496 -1.2419 0.394575

Estimaciones adicionales

Parémetros| Estimacién\ Error Estandar | Estimacién\ Error Estandar

¢ 10.2682 1.466120 - -
Oe - - 0.12256 0.0089
Oy, 0.26058 0.135388 0.28384 0.11305

Tabla 4.5: Promedio de los parametros estimados de los o®delregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio &8y, ¢ = 10 y o, = 0.22.

Estimacién de los parametros

DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.22005 0.151921| -1.226990 0.15446
B 0.07991 0.004472 0.08034 0.00547
Logphi -2.31169 0.141456 - -
Logse - - -2.10339 0.0707
Logsh, -1.34808 0.441021 -1.29695 0.4184

Estimaciones adicionales

Parémetros| Estimacién\ Error Estandar | Estimacién\ Error Estandar

¢ 10.2660 1.462928 - -
Oe - - 0.12266 0.00894
Oy, 0.2498 0.121614 0.27083 0.124498

Tabla 4.6: Promedio de los parametros estimados de los o®delregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio ey, ¢ = 10 y o, = 0.27.
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Estimacién de los parametros

DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.2279 0.1528 -1.2368 0.1557
B 0.0802 0.0044 0.0808 0.0055
Logphi -2.3263 0.1416 - -
Logse - - -2.1052 0.0708
Logsh, -1.3335 0.4485 -1.2826 0.4149

Estimaciones adicionales
Parémetros| Estimacic’)n\ Error Estandar | Estimacic’)n\ Error Estandar

¢ 10.2834 1.4678 - -
O - - 0.1224 0.0089
Tb, 0.2518 0.1229 0.2754 0.1114

Tabla 4.7: Promedio de los parametros estimados de los owdelregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio &8y, ¢ = 10 y o,, = 0.33.

Efecto aleatorio engy, ¢ = 15y variando oy,

Estimacion de los parametros

DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.22488 0.136124 -1.23066 0.137076
B 0.08035 0.004123 0.08072 0.004690
Logphi -2.73483 0.141067 - -
Logse - - -2.29868 0.070710
Logsh, -1.35585 0.3850 -1.31524 0.3634

Estimaciones adicionales
Parémetros| Estimacic’)n\ Error Estandar | Estimacic’)n\ Error Estandar

¢ 15.50201 2.207903 - -
e - - 0.10092 0.00707
Oy, 0.29935 0.09407 0.27500 0.09348

Tabla 4.8: Promedio de los parametros estimados de los o®delregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio 8y, ¢ = 15y o, = 0.22.
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Estimacién de los parametros
DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.22429 0.136930 -1.23117 0.137840
B 0.07989 0.004123 0.08025 0.004690
Logphi -2.72287 0.140996 - -
Logse - - -2.29009 0.070724
Logsh, -1.33747 0.37468 -1.29953 0.368842
Estimaciones adicionales
Pardmetros | Estimacion | Error Estdndar | Estimacién | Error Estandar
¢ 15.3225 2.171382 - -
Oe - - 0.101711 0.007211
(™ 0.26381 0.093487| 0.278620 0.093198

Tabla 4.9: Promedio de los parametros estimados de los owdelregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio &8y, ¢ = 15 y o, = 0.27.

Estimacion de los parametros
DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.220182 0.136102| -1.223447 0.136773
B 0.080023 0.004123| 0.080262 0.004690
Logphi -2.733891 0.141028 - -
Logse - - -2.295201 0.070731
Logsh, -1.347177 0.385516( -1.307088 0.419240
Estimaciones adicionales
Pardmetros | Estimacion | Error Estandar | Estimacion | Error Estandar
¢ 15.51881 2.210692 - -
Oe - - 0.101195 0.022583
(™ 0.26202 0.095655| 0.276019 0.094503

Tabla 4.10: Promedio de los parametros estimados de lodosatkeregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio &8y, ¢ = 15 y o, = 0.33.

Conclusiones

En las Tablagl.1y 4.2 correspondientes al ajuste con la distribucion beta se'adiesiguiente:

= La media marginal es mayor a la media condicional en el tiecepo. Esto se debe a que en el
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modelo marginal le estamos adicionando el efecto aleaabridercepto el cual se presenta en

los primeros valores de la variable tiempo.

= A medida que se aumenta la desviacion estandar del efeatoi@etambién aumenta la media
marginal en el tiempo cero. Notemos que las desviacionéadgt estan relacionadas directa-

mente a la media marginal, de esta manera se espera que@sia.su

= Laasimetria es mayor cuando la desviacion estandar débefieatorio es mayor. Sin embargo,
disminuye a medida que aumenta el valor de la variable tieggio debido a que se le adiciono

un efecto aleatorio de intercepto al modelo.

= Las medias condicionales y marginales se encuentran émeecentil 25 y el percentil 95, lo
cual permite ver que la curva tipica o curva mediana (medidicmnalby = 0) y las curvas

marginales para cada sujeto estan acotadas por las curgatodeercentiles.
En las Tablagl.3y 4.4 correspondientes al ajuste con la distribucién normal semh lo siguiente:

= La media marginal es mayor a la media condicional en el tietapo

= Laasimetria es mayor cuando la desviacion estandar débefieatorio es mayor. Sin embargo,
disminuye a medida que aumenta el valor de la variable tiemadistribucion normal es
simétrica por definicion, y como se observa en la tablas sevavon valores que se pueden
considerar altos, por lo que este ajuste no parece ser eladiepara datos de que se encuentran

entre Oy 1.

= Las medias condicionales y marginales se encuentran émmieecentil 25 y el percentil 95.

En las tablas correspondientes a las estimaciones de las\gtios (Tabla.5a Tabla4.10 se ob-
serva que los errores estandar de los parametros estifBagigds son menores en el ajuste con la

distribucion beta que con la distribucién normal.

Respecto a la convergencia se puede decir que existe dii@@gnificativa entre las proporciones de

convergencia en ambos modelos. Esto se puede verificar gondha no paramétrica de McNemar
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(Kvam y Vidakovic,2007. A continuaciéon se muestra la prueba de McNemar soélo parddtos
de la simulacién correspondiente a la Tablay no hacer muy extensos los resultados. Las demas

pruebas muestran resultados similares.

BETA
Converge | No Converge | Total
Converge 881 39 920
NORMAL | No Converge 19 61 80
Total 900 100 1000

Tabla 4.11: Prueba de McNemar para la convergencia de loslo®djustados

La hipotesis que se plantea es:

= Hp : La proporcidén de convergencias es igual en ambos modelos.

= H; : La proporcién de convergencias es diferente en en amboslosod

El estadistico se calcula como:

, (39— 197

Xcalculado = m = 6.8965 (4.6)

con una distribucion? o = 3.8414 y un valomp = 0.0086. Por lo tanto se rechaza la hipétesis nula
con un nivel de significancia del 0.05y se concluye que si layeshcia significativa en la proporcion

de convergencias de los dos modelos.

Cabe resaltar que a pesar de que el numero de convergeneias paodelo que asume distribucion

normal es mayor, el modelo que asume distribucion beta zddarconvergencia mas rapido.

4.2.2. Modelo de Regresion No Lineal Mixto con Efecto Aleatm de Pendiente

Al modelo de regresion no lineal mixto le adicionamos el &feadeatorio a la pendiente, el cual

definimosb; = by. Una vez generados los datos se realiza el ajuste asumiéstdbution beta
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0 normal para la variable respuestaAsi, el modelo de regresion no lineal mixto beta con efecto

aleatorio de pendiente se define como:

Yijlba ~ beta(uy;, ¢), (4.7)

y el modelo de regresion no lineal mixto normal se define como:

Ytj|bt1 ~ N(/th’a-g)’ (48)

donde la variablg;; para los dos modelos tiene media condicignal

~ exXpfBo + (B1 + b)) * tiempq;) (4.9)
9= T4 expBo + (B1 + bu) » tiempg) |
y distribucién para el efecto aleatotiq:
by ~ N(O, o). (4.10)

Igualmente a los modelos de la seccion anterior, los valpirgales de los parametrgg y 3, fueron
calculados realizando una regresion lineal generalizeda €nlace logit) aplicando un GLM con
el procedimiento GLIMMIX de SAS (v.9.1.3). Los parametras dispersiond para la beta yr,
para la normal) y todas las varianzas fueron parametrizzaésescaldog para evitar problemas de

acotamiento como:

= ¢ = exfd—logphi), dondelogphi = In(escald. El valor inicial para el pardmetro de escala es
obtenido de la regresion lineal aplicando un GLM, tal comeugiere Smithson y Verkuilen

(2008.

= o, = exflogse
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= 01, = exflogsh)

cuyos valores iniciales patagsey logsh fueron asignados teniendo en cuenta las caracteristicas de

los datos generados, de tal manera que la convergencia delmfaese lo mejor posible.

Resultados

A continuacion se muestran los resultados de las distobesimarginales y condicionales (cuando el
efecto aleatoridy; = 0), asumiendo distribucion beta o distribucién normal &aniente para cuando
la variable tiempo toma los valores de 0, 15, 30 y 50 (paradasas valores se encontraron resultados

similares). El parametray, varia entre 0.004 y 0.02.
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¢ | on, | Tiempo Media Q: Mediana Media Q3 Pgs Desviacion| Asimetria
condicional marginal Estandar
b, =0

0 0.2285414 | 0.2136114] 0.2283783| 0.2285414| 0.2427662| 0.2652006, 0.0212951| 0.1302581

15 0.4944838 | 0.4717554| 0.4936741| 0.4932603 0.5153784| 0.5507496| 0.0353243| -0.0315848

0.004 30 0.7635565 | 0.7349135| 0.7622100( 0.7593997| 0.7887268 0.8302264| 0.0465960| -0.5057904

50 0.9400589 | 0.9242454] 0.9462744| 0.9355777| 0.9530624| 0.9698560 0.0273127| -1.5379001

0 0.2270800 | 0.2136124| 0.2266974{ 0.2270800 0.2402699 0.2610107| 0.0202853| 0.0904034

15 0.4942615| 0.4720166| 0.4930041| 0.4930475 0.5146668 0.5511611 0.0353371| -0.0591482

10 | 0.009 30 0.7646550 | 0.7357498| 0.7633219| 0.7605004| 0.7895226| 0.8326879 0.0469421| -0.6023098
50 0.9409280 | 0.9249411] 0.9410398| 0.9364433| 0.9541233| 0.9705823| 0.0276467| -1.8916127

0 0.2277823| 0.2134356| 0.2274930| 0.2277823| 0.2416976| 0.2630291] 0.0206533| 0.1039190

15 0.4944678 | 0.4715620[ 0.4932700| 0.4932598 0.5155662| 0.5506067| 0.0348122| -0.0366121

0.01 30 0.7642814 | 0.7362179 0.7622912| 0.7602012| 0.7890063| 0.8315211 0.0463384| -0.6269812

50 0.9406069 | 0.9247711] 0.9403528| 0.9361768 0.9535982 0.9706314| 0.0276176| -2.0101821

0 0.2288081 | 0.2131499| 0.2283331| 0.2288081| 0.2433187| 0.2665926, 0.0216519| 0.0501860

15 0.4959151 | 0.4735302| 0.4947513| 0.4947069| 0.5166629 0.5511407| 0.0342035| -0.0227524

0.02 30 0.7654317 | 0.7360330] 0.7645139 0.7614190, 0.7901354| 0.8309771 0.0452292| -0.5272148

50 0.9409815| 0.9251868| 0.9414534( 0.9367023 0.9538654, 0.9705600, 0.0265039| -1.5184922

Tabla 4.12: Parametros de las distribuciones marginalesgicionales del modelo de regresion beta no lineal mixtoafecto aleatorio

eng; para diferentes valores dg, y ¢ = 10.
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¢ | on, | Tiempo Media Q: Mediana Media Q3 Pgs Desviacion| Asimetria
condicional marginal Estandar
b, =0

0 0.2278699 | 0.2155950 0.2270898| 0.2278699 0.2391270 0.2592865 0.0179316| 0.2138650

15 0.4947238| 0.4726913| 0.4938619| 0.4935234| 0.5945041| 0.5500642 0.0348232| -0.0713160

0.004 30 0.7644567 | 0.7348625| 0.7632178| 0.7601599 0.7905692| 0.8319537| 0.0475634| -0.6153980

50 0.9407331 | 0.9242011] 0.9408785| 0.9359829 0.9542580 0.9705090 0.0281171| -1.8278170

0 0.2287807 | 0.2161814| 0.2278824( 0.2287800 0.2404426| 0.2597171 0.0180638| 0.2760615

15 0.4951691 | 0.4730952| 0.4941792| 0.4939594| 0.5155776| 0.5497883 0.0345466| -0.0466340

15| 0.009 30 0.7641808 | 0.7337334] 0.7634114| 0.7598906| 0.7906391| 0.8310816, 0.0474546| -0.6128014
50 0.9403896 | 0.9233926| 0.9408823| 0.9356249 0.9538583| 0.9701822 0.0282386| -1.7739678

0 0.2295659 | 0.2181756| 0.2286766| 0.2295650, 0.2407453| 0.2597295 0.0173666| 0.1828735

15 0.4957670| 0.4731477| 0.4947741| 0.4945538 0.5164854| 0.5520669 0.0348778| -0.0891038

0.01 30 0.7642033 | 0.7341581] 0.7632663| 0.7598356| 0.7901104| 0.8328149 0.0480429| -0.6334416

50 0.9402497 | 0.9240420| 0.9404726| 0.9353634| 0.9535596| 0.9706289 0.0286556| -1.8301945,

0 0.2286374 | 0.2163033| 0.2279970| 0.2286374 0.2407973| 0.2599829 0.0183117| 0.1064150

15 0.4949510| 0.4732915| 0.4942200( 0.4937513] 0.5155966| 0.5504093 0.0345806| -0.1009940

0.02 30 0.7640605 | 0.7343082| 0.7638439 0.7598192 0.7890979 0.8313383 0.0469637| -0.6023990

50 0.9404103 | 0.9243635| 0.9407114{ 0.9357262 0.9535545/ 0.9700606| 0.0277071| -1.7128645,

Tabla 4.13: Parametros de las distribuciones marginalesgicionales del modelo de regresion beta no lineal mixtoafecto aleatorio

eng; para diferentes valores dg, y ¢ = 15.
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¢ | on, | Tiempo Media Q: Mediana Media Q3 Pgs Desviacion| Asimetria
condicional marginal Estandar
b, =0

0 0.2271313| 0.2113999| 0.2267756| 0.2271313| 0.2424952| 0.266563 | 0.0230131| 0.0787584

15 0.4944534 | 0.4721755| 0.4940394( 0.4927316| 0.5151089 0.5482737| 0.0353797| -0.1906325,

0.004 30 0.7649143| 0.7364106| 0.7627066{ 0.7601377 0.7891235 0.8317659 0.0471429| -0.6057216

50 0.9408060 | 0.9252861| 0.9406888| 0.9361287| 0.9534997| 0.9712778 0.0279321| -1.6969673

0 0.2256776 | 0.2106792| 0.2256055| 0.2256776| 0.2398353 0.2627086/ 0.0219571| 0.0536016

15 0.4943387 | 0.4726374| 0.4934556| 0.4926165 0.5144540 0.5488945 0.0356523| -0.1884553

10 | 0.009 30 0.7661623 | 0.7367403| 0.7648165| 0.7613071 0.7898264| 0.8330970, 0.0478851| -0.6969134
50 0.9417444 | 0.9255954] 0.9419746| 0.9369697| 0.9544926| 0.9717105 0.0285088| -2.0576634

0 0.2263295 | 0.2104990| 0.2262395| 0.2263295| 0.2414111| 0.2642970, 0.0222071| 0.0905554

15 0.4945518 | 0.4715445| 0.4930722| 0.4928016| 0.5153644| 0.5502487 0.0355075| -0.1281317

0.01 30 0.7658451 | 0.7367459| 0.7627581| 0.7609322| 0.7903006| 0.8339222 0.0477116| -0.6771369

50 0.9414757 | 0.9255102| 0.9407571| 0.9366350 0.9543855/ 0.9718369 0.0286166| -2.1748595

0 0.2273257 | 0.2119146| 0.2273527| 0.2273257| 0.2432321| 0.2651347 0.0229191| -0.0027436

15 0.4961262 | 0.4733857| 0.4954471| 0.4944158 0.5163059 0.5500084| 0.0345775| -0.1276926

0.02 30 0.7671417| 0.7374429| 0.7651172| 0.7624673 0.7904578 0.8335181| 0.0460093| -0.5440913

50 0.9419008 | 0.9263759| 0.9414228| 0.9374154] 0.9545450 0.9717623 0.0269330| -1.6393933

Tabla 4.14: Parametros de las distribuciones marginalemgicionales del modelo de regresiéon normal no lineal medo efecto
aleatorio erB; para diferentes valores dg, y ¢ = 10.
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¢ | on, | Tiempo Media Q: Mediana Media Q3 Pgs Desviacion| Asimetria
condicional marginal Estandar
b, =0

0 0.2266282 | 0.2131175| 0.2261873| 0.2266282| 0.2394155| 0.2586021] 0.0189529| 0.1682449

15 0.4947350| 0.4730616| 0.4943013| 0.4931540 0.5144214 0.5479435/ 0.0345711| -0.2126583

0.004 30 0.7657114 | 0.7369925| 0.7641217| 0.7609944| 0.7902460, 0.8316271 0.0474217| -0.7267170

50 0.9415031 | 0.9259374| 0.9413653| 0.9366803 0.9545018 0.9706967| 0.0282083| -2.0081085,

0 0.2277960 | 0.2144532| 0.2269475| 0.2277960 0.2398375 0.2605792 0.0189662| 0.2149030

15 0.4951679| 0.4733067| 0.4942137| 0.4935632 0.5150644| 0.5481781 0.0341960| -0.1871170

15| 0.009 30 0.7651520| 0.7356646| 0.7642930 0.7604100] 0.7901723| 0.8308994| 0.0474123| -0.7275262
50 0.9409691 | 0.9244408] 0.9413303| 0.9360743 0.9541550] 0.9701989 0.0285426| -1.9797473

0 0.2286864 | 0.2164190 0.2275027| 0.2286864 0.2408701| 0.2593486, 0.0180933| 0.2373778

15 0.4957453 | 0.4737202| 0.4952660| 0.4941247| 0.5158980 0.5493706, 0.0346159| -0.2021940

0.01 30 0.7650246 | 0.7357741] 0.7643024| 0.7601685| 0.7897044( 0.8323614] 0.0481042| -0.7380380

50 0.9407433| 0.9246972| 0.9409719 0.9356856 0.9537186, 0.9706446| 0.0290062| -1.9898452

0 0.2277964 | 0.2152173| 0.2268760| 0.2277964| 0.2411049| 0.2608271] 0.0193644| 0.0745253

15 0.4950315| 0.4738170| 0.4945273| 0.4934270 0.5141185 0.5486568 0.0343899| -0.1743052

0.02 30 0.7650226 | 0.7364520| 0.7643204{ 0.7602815 0.7884443 0.8312687| 0.0469499| -0.6849281

50 0.9409575 | 0.9253986| 0.9408635| 0.9361094| 0.9536056, 0.9704104| 0.0279875| -1.9052496

Tabla 4.15: Parametros de las distribuciones marginalemgicionales del modelo de regresiéon normal no lineal medo efecto
aleatorio erB, para diferentes valores dg, y ¢ = 15.




A continuacion se muestran los resultados de los promee@idssdparametros estimados tanto para

el modelo beta no lineal mixto como para el modelo normal medi mixto.

Efecto aleatorio eng,, ¢ = 10y variando o,

Estimacion de los parametros

DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.22188 0.119979 -1.23875 0.120083
B 0.08009 0.005477 0.08110 0.007071
Logphi -2.33987 0.140890 - -
Logse - - -2.10260 0.070710
Logsb, -4.68517 0.470159 -4.59183 0.504489

Estimaciones adicionales

Parémetros| Estimacién\ Error Estandar | Estimacién\ Error Estandar

¢ 10.36172 1.468790 - -
Te - - 0.123730 0.008717
O, 0.008319 0.004358| 0.008217 0.006324

Tabla 4.16: Promedio de los parametros estimados de lososatkeregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio ¢#, ¢ = 10 yo,, = 0.004.

Estimacion de los parametros

DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.23099 0.120291| -1.249130 0.120776
B 0.08060 0.005830; 0.081508 0.006928
Logphi -2.33683 0.140982 - -
Logse - - -2.100476 0.070731
Logsb, -4.69176 0.458852| -4.582873 0.524125

Estimaciones adicionales

Parémetros| Estimacién\ Error Estandar | Estimacién\ Error Estandar

¢ 10.334780 1.467501 - -
Te - - 0.123776 0.008717
O, 0.008376 0.004690| 0.008223 0.007071

Tabla 4.17: Promedio de los parametros estimados de lososatkeregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio 8, ¢ = 10 yo,, = 0.009.
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Estimacién de los parametros

DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.224053 0.120145| -1.239990 0.120249
B 0.080173 0.005744| 0.081247 0.006928
Logphi -2.338622 0.140946 - -
Logse - - -2.102919 0.070760
Logsb, -4.694562 0.457934| -4.589383 0.621663

Estimaciones adicionales
Parémetros| Estimacic’)n\ Error Estandar | Estimacic’)n\ Error Estandar

¢ 10.416688 1.4787072 - -
Oe - - 0.123368 0.0087177
Op, 0.008308 0.005830] 0.008302 0.006403

Tabla 4.18: Promedio de los parametros estimados de lodosatkeregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio 8, ¢ = 10 yoy,, = 0.01.

Estimacién de los parametros

DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.219712 0.120374| -1.232789 0.120623
B 0.080352 0.005830| 0.081288 0.006928
Logphi -2.332815 0.140985 - -
Logse - - -2.098636 0.070753
Logsb, -4.674721 0.451404{ -4.599340 0.514483

Estimaciones adicionales
Parémetros| Estimacic’)n\ Error Estandar | Estimacic’)n\ Error Estandar

¢ 10.312854 1.461967 - -
Oe - - 0.123870 0.008717
O, 0.008135 0.004472| 0.008128 0.006

Tabla 4.19: Promedio de los parametros estimados de lodosatkeregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio 8, ¢ = 10 yo,, = 0.02.

65



Efecto aleatorio enB,, ¢ = 15y variando o,

Estimacion de los parametros

DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.224850 0.101059| -1.236657 0.099754
B 0.080220 0.005147| 0.080956 0.005831
Logphi -2.733704 0.140804 - -
Logse - - -2.284579 0.070717
Logsb, -4.721534 0.421655| -4.673795 0.473801

Estimaciones adicionales

Parémetros| Estimacién\ Error Estandar | Estimacién\ Error Estandar

¢ 15.451601 2.193548 - -
e - - 0.102839 0.007281
O, 0.008573 0.003860| 0.008412 0.004795

Tabla 4.20: Promedio de los parametros estimados de loslasatkeregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio ¢#, ¢ = 15 yo,, = 0.004.

Estimacion de los parametros

DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.216976 0.100822| -1.226167 0.099461
B 0.079872 0.005128| 0.080472 0.005856
Logphi -2.736685 0.140757 - -
Logse - - | -2.284060 0.070704
Logsb, -4.718626 0.413913| -4.662487 0.461804

Estimaciones adicionales

Parémetros| Estimacién\ Error Estandar | Estimacién\ Error Estandar

¢ 15.530430 2.205750 - -
Te - - 0.102676 0.007253
O, 0.008598 0.003987| 0.008441 0.004785

Tabla 4.21: Promedio de los parametros estimados de lososatkeregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio ¢, ¢ = 15 yoy,, = 0.009.
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Estimacién de los parametros
DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL

Parametros || Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar

Bo -1.213875 0.100528| -1.221383 0.099039
B 0.079794 0.005128| 0.080222 0.005848
Logphi -2.740954 0.140789 - -
Logse - -| -2.285688 0.070726
Logshb, -4.718531 0.422322| -4.665304 0.462068

Estimaciones adicionales

Pardmetros || Estimacién | Error Estandar | Estimacién | Error Estandar

o 15.573223 2.210456 - -
Oe - - 0.102516 0.007239
O, 0.008644 0.003715 0.008530 0.004571

Tabla 4.22: Promedio de los parametros estimados de lodosatkeregresion beta y normal no lineal
mixto con efecto aleatorio #, ¢ = 15 yoy,, = 0.01.

Estimacion de los parametros
DISTRIBUCION BETA DISTRIBUCION NORMAL
Parametros | Estimacion \ Error Estandar | Estimacion \ Error Estandar
Bo -1.217576 0.100891| -1.225875 0.099448
B 0.079895 0.005099| 0.080405 0.005831
Logphi -2.733985 0.140794 - -
Logse - - -2.283011 0.070753
Logsb, -4.726741 0.419062| -4.687035 0.472066
Estimaciones adicionales
Pardmetros | Estimacion | Error Estandar | Estimacion | Error Estandar
¢ 15.4667 2.195611 - -
Oe - - 0.102726 0.007280
O, 0.008516 0.003987| 0.008481 0.004582

Tabla 4.23: Promedio de los parametros estimados de lososatkeregresion beta y normal no lineal

mixto con efecto aleatorio #, ¢ = 15 yoy,, = 0.02.

Conclusiones

En las Tablagl.12y 4.13correspondientes al ajuste con la distribucion beta senad&esiguiente:

= La media marginal es igual a la media condicioral € 0) en el tiempo 0. Esto se debe a
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gue en el modelo marginal se adicion¢ el efecto aleatoriopgaliente, o que indica que el

intercepto no se altera.

= Lamedia condicional cuando el efecto aleatorio es cero geinada mediana marginal excepto

cuando la variable tiempo toma el valor de 50.
= La asimetria disminuye a medida que aumenta el valor de iabkartiempo.

= Las medias condicionales y marginales se encuentran émeecentil 25 y el percentil 95, lo
cual permite ver que la curva tipica (media condicidnat 0) y las curvas marginales para

cada sujeto estan acotadas por las curvas de estos pexentil

En las Tablag.14y 4.15correspondientes al ajuste con la distribucion normal semia lo siguiente:

La media marginal es igual a la media condiciofal£ 0) en el tiempo O.

La media condicional cuando el efecto aleatorio es cero gsmnada mediana marginal excep-

to, cuando la variable tiempo toma el valor de 50.

La asimetria disminuye a medida que aumenta el valor de iablartiempo. Debido a que la

distribucion normal es simétrica, se considera que esgteano parece ser adecuado para los

datos que se encuentran entre Oy 1.

Las medias condicionales y marginales se encuentran émmieecentil 25 y el percentil 95.

En las Tablas correspondientes a las estimaciones de lametios (Tablal.16 a tabla4.23 se
observa que los errores estandar de los parametros estifyal8; son menores en el ajuste con la

distribucion beta que con la distribucién normal.

Respecto a la convergencia, se puede decir que existerdif@rgignificativa entre las proporciones
de convergencia en ambos modelos. A continuacién, se radagirueba de McNemar sélo para los
datos de la simulacién correspondiente a la Tdbl®y no hacer muy extensos los resultados. Las

demas pruebas muestran resultados similares.
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BETA

Converge | No Converge | Total

Converge 648 83 731

NORMAL | No Converge 184 85 269
Total 832 168 1000

Tabla 4.24: Prueba de McNemar para la convergencia de loslo®djustados con efecto aleatorio
de pendiente

La hipotesis que se plantea es:

= Hp : La proporcién de convergencias es igual en ambos modelos.

= H; : La proporcién de convergencias es diferente en ambos osdel

El estadistico se calcula como:

, _ (184- 83y

X calculado = m = 38.2059 (4.11)

con una distribuciow? 45 = 3.8414 y un valomp = 6.36x10'°. Por lo tanto se rechaza la hipotesis
nula con un nivel de significancia del 0.05 y se concluye queagidiferencia significativa en la

proporcion de convergencias de los dos modelos.

Por ultimo concluimos que en el modelo que asume distrilouogia se obtuvo un mayor numero de

convergencias y un tiempo menor de ejecucion para alcardesdconvergencias.
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CAprITULO 5

Aplicaciones: Estudio de Severidad de
Enfermedades en Cultivos de Guineo en

Puerto RIcO

En este capitulo se aplicaran los resultados del modelapsdp a un conjunto de datos reales. Los
datos provienen de un estudio del desarrollo de la enferin8dgatoka negra y se obtuvieron en
un experimento de campo en la Subestacién Experimentat@gréle Isabela, Colegio de Ciencias
Agricolas, Recinto Universitario de Mayaguez, Univerdida Puerto Rico. El objetivo principal es
ajustar modelos de regresion no lineal mixtos bajo la thistiibn beta y la distribucién normal, y ver
cudl de los dos ajusta mejor a los datos. Se expondra bretemlesrigen de la Sigatoka negra y el
indice de severidad, la descripcion de los datos y las Vasate interés, y finalmente se mostraran

los resultados obtenidos.

5.1. Enfermedad de la Sigatoka Negra

La enfermedad de Sigatoka negra en plantas de guineo, eapsaél ascomicetdycosphaerella
fijensisMorelet, se caracteriza por el deterioro del &rea foliaradeldnta, disminuyendo asi su ca-

pacidad fotosintética, rendimiento del cultivo y calidaa fiuto como se observa en la Figusdal
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(Marengq 2010. Cuando un patdgeno se incrementa significativamentésai@e una poblacion de
plantas en un periodo corto de tiempo se le conoce ogpmemia. El estudio de una epidemia y
de los factores que la influyen (relacién causa-efecto) serece comapidemiologiaPara crear
estrategias de manejo de la enfermedad se realiza el art#isilado del progreso de la enfermedad
en funcién del tiempo y de los factores que la influyBtafengq 2010. La descripcion y valoriza-
cion de la epidemia se realiza mediante evaluaciones dieimcia y severidad de la enfermedad del
cultivo, lo cual permite expresar mediante graficas y malefmdemiol6gicos como se comporta la

epidemia Agrios, 1997).

Figura 5.1: Planta con sintomas caracteristicos del atdg&égatoka negrafarengq 2010.

5.2. Descripcion del Area Experimental y los Datos

Con la finalidad de examinar el desarrollo de la Sigatokaanesgr realizé un experimento de campo
en la Sub-estacidén Experimental Agricola de Isabela debBamento de Ciencias Agricolas, Recin-
to Universitario de Mayagtiez, Universidad de Puerto RicgtaEestacion experimental se encuentra
ubicada en el noroeste de Puerto Rico a una altura de 15 nsetsosel nivel del mar y con tempera-
tura promedio de 24°C. Se realiz6 una siembra de guiMes# acuminataAAA cv. “Grand Naine”)

por su importancia econémica en Puerto Rico y su sensillidda Sigatoka Negrafarengq 2010.

En cada parcela se sembraron 40 plantas de guineo, didaghan 10 filas de 10 plantas cada una.
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Se seleccionaron 6 plantas para estudiar el desarrollo eilféamedad y el resto de las plantas fue
usado como borde de cada parcela. La distancia de siembda 14 metros entre filas y 2.1 metros
de planta a planta. Durante el desarrollo del experimensens6 algun tipo de control quimico para

reducir el dafio ocasionado por la enfermedad.

Para medir el desarrollo de la enfermedad, se evaluaroratasl semanalmente durante 48 semanas
consecutivas entre los aflos 2006 y 2007 hasta la cosechaatal de 1,152 observaciones. De esta
manera, tenemos 24 curvas de progreso, cada una con 48amisees. Es importante sefalar que
las observaciones tomadas sobre la misma planta estafac@madas. Las tres variables respuesta
de interés fueron la hoja mas joven enferma, la hoja mas jomamchada y el indice de severidad
(IS). Sin embargo, solo estudiaremos el IS en este trabajta Eabla5.1 se muestra una parte del

conjunto de datos usado para el analisis estadistico usandelos no lineales mixtos.

| Blogue | Fecha | Planta | Nimero de hojas| Grado | Nimero de hojas por grado|

1 11/13/2006 1 7 0 3
1 11/13/2006 1 7 1 1
1 11/13/2006 1 7 2 1
1 11/13/2006 1 7 3 0
1 11/13/2006 1 7 4 1
1 11/13/2006 1 7 5 1
1 11/13/2006 1 7 6 0
1 11/13/2006 2 6 0 3
1 11/13/2006 2 6 1 1
1 11/13/2006 2 6 2 2

Tabla 5.1: Visualizacion de la base de datos para el anésaglistico de la Sigatoka negra.

indice de Severidad

De acuerdo a la escala de Stover(h| 1994 (ver Figura5.2), la severidad se clasifica en uno de

los siete grados de dafio de la hoja:

= Grado 0: Ningun sintoma.
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Grado 1: Menos del 1% de la hoja esta afectada.

Grado 2: Del 1% al 5% del area foliar estéa afectada.

Grado 3: Del 6 % al 15 % del area foliar esta afectada.

Grado 4: Del 16 % al 33 % del area foliar esta afectada.

Grado 5: Del 34 % al 50 % del area foliar esta afectada.

Grado 6: Del 51 % al 100 % del area foliar esta afectada.

=
™|

Grado 0
Gr_a_do 1

Grado3
Grado4

Grado 5

Grado 6

Figura 5.2: Grados de severidad de la enfermedad Sigataka de acuerdo a la escala de Stover
(Marengq 2010.

El indice de severidad (1§ en el tiempgj es el promedio de los grados de severidad de las diferentes

hojas en una planta o parcela representadas en una escafdlde 0

Marengo (2010 realizé un estudio de la curva de progreso de la enfermejistado modelos
no lineales con curvas Gompertz y logistica, concluyendoajunodelo logistico es el que mejor
ajusta. Ademas realizaron correlaciones de Spearmangtatdexer la relacion entre las condiciones

climatolégicas y la severidad de la enfermedad.
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Como objetivo principal de este capitulo se generalizaesteidio deMarengo(2010, ajustando un
modelo no lineal mixto para el indice de severidad y asi éstabla curva de progreso de la severidad

de la Sigatoka negra.

5.3. Meétodos de Analisis

Los datos fueron analizados mediante modelos no lineabdssincorporando efectos aleatorios de
planta. Los efectos aleatorios permiten modelar la canid@aentre las observaciones de la misma
planta. En la Figur®.3 se puede ver la relacion de los datos observados del indisevéeidad y

la variable independiente semana a través de cada platdadose una posible tendencia logistica.
Se ajustaron modelos para la media mediante la curva lcgetumiendo distribucion beta o normal
para la variable respuestg La variabley;; es el indice de severidad para la plarga el tiempgj. Se
ajustaron modelos con uno y dos parametros para la medidi@eng efecto aleatorio de intercepto
y/o pendiente. La mejor combinacién entre el modelo para laanyeel efecto aleatorio sera escogida

mediante el criterio de AIC y grafico de residuales.

is

0.0+

" "'r-'l—v"r*“t-“* PO —— l"'!"‘l*" —— 'l*!"‘l""*'v"!"’ l"l'*l"'v“ v-‘l‘l"'v“‘l)
010CT2006 O1JAN2007 O1APR2007 01JUL2007 010CT2007 01JAN2008
Fecha

Figura 5.3: Datos observados del IS vs. fecha en la enfenindel&igatoka negra.
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A continuacion se formulan los modelos no lineales mixtas @ indice de severidad asumiendo
distribucion beta o normal.
Modelo No Lineal Mixto con Efecto Aleatorio de Intercepto

El modelo de regresion no lineal mixto beta con efecto ateatte intercepto se define como:

Yijlbo ~ betduy;, ¢), (5.1)

y el modelo de regresion no lineal mixto normal como:

Yijlbro ~ Nuayj, o72). (5.2)

Asi, el indice de severidad para los dos modelos tiene med@iconal;:

expBo + by + 1 * semang)
1+ expBo + by + B1 * Semang)

wj = E(1Sy) = (5.3)

y distribucién para el efecto aleatottig:

bo ~ N(O, op). (5.4)

Modelo No Lineal Mixto con Efecto Aleatorio de Pendiente

El modelo de regresién no lineal mixto beta con efecto ateatte pendiente se define como:

Yijlbu ~ betduy;, ¢), (5.5)

y el modelo de regresion no lineal mixto normal como:
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Yijlba ~ N, 072). (5.6)

Asi, el indice de severidad para los dos modelos tiene med@iconal;:

expBo + (81 + bu) * semang)
1+ expBo + (81 + by) * semang)

wi = E(ISy) = (5.7)

y distribucién para el efecto aleatottiq:

by ~ N(O, o). (5.8)

Modelo No Lineal Mixto con Efecto Aleatorio de Intercepto y Rendiente

El modelo de regresién no lineal mixto beta con efecto ateatte intercepto y pendiente se define

como:

Yijlbro, b ~ betawy;, ¢), (5.9)

y el modelo de regresion no lineal mixto normal como:

Ytj|bt0, bll ~ N(/th’ 0-5)’ (510)

Asi, el indice de severidad para los dos modelos tiene mediiconalu;:

exp({Bo + bro) + (B1 + bu) » semang)

Hy = E(1Sy) = 1+ exp(fBo + bro) + (B2 + bu) * semang)’

(5.11)

dondeby y by, son los efectos aleatorios de planta en el intercepto y petelirespectivamente. La

distribucién de los efectos aleatorios se define como:
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b = [byo, bu] ~ N ([0, 0], G) (5.12)

donde la matrizs puede ser escrita como:

2
O'bo PO b0 by

G = (5.13)

2
PObOw O

La correlacionp entre los efectos aleatorios de intercepto y pendiente duanpetrizada usando la

transformacion de Fisher como:

1 (1+p
zZ= 2In(l_p) (5.14)
de donde se obtiene
_exp(2+2) -1 (5.15)

P = exp(2+2) + 1

Y oy, 0, SON las desviaciones estandar de los efectos aleatorios.

El andlisis fue realizado en PROC NLMIXED de SAS (SAS Instita003. Las estimaciones fueron
obtenidas mediante maxima verosimilitud usando la técgiasi-Newton para la optimizacion y

la cuadratura Gaussiana para la integracion. Los errotasdss de los parametros del modelo se
estimaron mediante la matriz Hessiana. El parametro dedigm de la beta y todas las varianzas
fueron parametrizadas en la eschilg para evitar problemas de acotamiento; sus errores estandar

fueron calculados usando el método delta.
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5.4. Resultados

Modelo No Lineal Mixto con Efecto Aleatorio de Intercepto

Los criterios de ajuste para los dos modelos ajustados sstranen la Tabl&.2

Criterios de Ajuste
Estadistico | Beta | Normal
-2 Log Likelihood| -1510| -1876
AlC -1502| -1868
BIC -1497 | -1863

Tabla 5.2: Criterios de ajuste para el modelo no lineal mixto efecto aleatorio de intercepto.

De acuerdo al ajuste de este modelo (ver Anexo A) se obtierffgjedtsumiendo distribucion beta o

normal como sigue:

Asumiendo Distribucién Beta

—— exp(1.20+ by + 0.08 « semang)

ISy = 1+ exp(-1.20+ by + 0.08 + semang) (5.16)
Asi, la distribucion condicional de las observaciones quiEterminada como:
Vijlbro ~ beta(lSy, 6.36), (5.17)
y la distribucién del efecto aleatorio como:
b ~ N (0,0.22%) (5.18)
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Asumiendo Distribucién Normal

5 - exp(0.83 + by + 0.05* semang) (5.19)
Y7 1+ exp(-0.83+ by + 0.05+ semang) '

Asi, la distribucion condicional de las observaciones quiEterminada como:

yijlbo ~ N(ISy;, 0.45%) (5.20)
y la distribucién del efecto aleatorio como:
b ~ N(0,0.01%) (5.21)
En la Figura5.4 se muestran las curvas ajustadas y las graficas de residoalégionados para
ambos modelos. Se puede observar que los residuales dériludi$n beta, a diferencia de la dis-

tribucion normal, estan mas dispersos y muestran un pattdamdefinido. Esto indica un mejor

comportamiento de residuos en el ajuste asumiendo disihibbeta para la variable respuesta.
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Figura 5.4: Curvas ajustadas y gréficas de residuales dedlond lineal mixto con efecto aleatorio
de intercepto asumiendo distribucion beta (-a- y -b-) yritlistion normal (-c- y -d- ).

Modelo No Lineal Mixto con Efecto Aleatorio de Pendiente

Los criterios de ajuste para los dos modelos ajustados sstranen la Tabla.3.

Criterios de Ajuste
Estadistico | Beta | Normal
-2 Log Likelihood | -1604 | -1876
AIC -1596| -1868
BIC -1592| -1863

Tabla 5.3: Criterios de ajuste para el modelo no lineal nixto efecto aleatorio de pendiente.

De acuerdo al ajuste de este modelo (ver Anexo B) se obtid/r&}?jeisumiendo distribucion beta o

normal como sigue:
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Asumiendo Distribucién Beta

S exp1.17 + (0.08 + by) = semang) (5.22)
Y7 1+ exp1.17+ (0.08 + byy) * semang) '

Asi, la distribucion condicional de las observaciones quiEterminada como:

yijlb ~ beta(iS;;, 6.94), (5.23)

y la distribucién del efecto aleatorio como:

b ~ N(0,0.01%) (5.24)

Asumiendo Distribucién Normal

__ exp(-0.83+ (0.05+ by) * semang)

IS = 1+ exp(-0.83+ (0.05+ by;) * semang) (5.25)
Asi, la distribucion condicional de las observaciones quiterminada como:
Wijlbw ~ N(ISy;, 0.207) (5.26)
y la distribucién del efecto aleatorio como:
bro ~ N(0,0.0007) (5.27)

En la Figura5.5 se muestran las curvas ajustadas y las graficas de residoalégionados para
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distribucion beta para la variable respuesta.

Valor predicho

ambos modelos. Se puede observar un mejor comportamientsidieios en el ajuste asumiendo
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Figura 5.5: Curvas ajustadas y grafica de residuales dellmaddineal mixto con efecto aleatorio
de pendiente asumiendo distribucion beta (-a- y -b-) yidistién normal (-c- y -d-)

Modelo No Lineal Mixto con Efecto Aleatorio de Intercepto y Rendiente

Los criterios de ajuste para los dos modelos ajustados sstranen la Tabla.4.

Criterios de Ajuste
Estadistico | Beta | Normal
-2 Log Likelihood| -1604 | -1968
AIC -1592 | -1956
BIC -1585| -1949

Tabla 5.4: Criterios de ajuste para el modelo no lineal medo efecto aleatorio de intercepto y
pendiente.

De acuerdo al ajuste de este modelo (ver Anexo C) se obtielﬁgjeisumiendo distribucion beta o

normal como sigue:
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Asumiendo Distribucién Beta

= exp(1.1797+ by) + (0.08 + by) + semang)
Y7 14+ exp(C1.1797+ by) + (0.08 + by) * semang)

Asi, la distribucion condicional de las observaciones quiEterminada como:

yijlbro, b ~ betdiSy;, 6.94),

y la distribucién de los efectos aleatorios como:

0.000%  -0.000001
[bro, b] ~ N [[0, 0],[ ﬂ

-0.0000012 127

Asumiendo Distribucién Normal

~ exp(-0.82 + by) + (0.05+ byy) * semang)
Y7 1+ exp((0.82+ by) + (0.05+ by) * semang)

Asi, la distribucion condicional de las observaciones quiEterminada como:

Yeilbo, b ~ N(ISy, 0.0%)

y la distribucion de los efectos aleatorios como:

0.0962 -0.0004
[0, bua] ~ N [[O, 0],[ j
-0.00043 0004
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En la Figura5.6 se muestran las curvas ajustadas y las graficas de residoalégionados para
ambos modelos. Se puede observar un mejor comportamienesidieios en el ajuste asumiendo

distribucion beta para la variable respuesta.
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Figura 5.6: Curvas ajustadas y gréficas de residuales dedlond lineal mixto con efecto aleatorio
de intercepto y pendiente asumiendo distribucién betay(-b-) y distribucién normal (-c- y -d-)

5.5. Conclusiones

Mediante el criterio de AIC y grafico de residuales se elmielos dos modelos a los que se les
adicion6 simultaneamente el efecto aleatorio de inteocgpendiente con una curva logistica, como
el que mejor ajusta a los datos observados. Por lo tantopmagotramos en las conclusiones para los

modelos no lineales mixtos con efecto aleatorio de intéocgpendiente. Se concluye lo siguiente:

= El valor estimado de la pendiente (tasa de progreso de laneedad) y su error estandar bajo

la distribucion beta son mayores que en la que la distrilbbuccdmal.

= Los errores estandar para las estimaciones de las varibagadistribucion beta son menores

gue los de la distribucién normal.
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El ajuste bajo la distribucidén beta presenta un mejor apukis datos observados, lo que implica

un mejor comportamiento de residuos (ver Figirasy 5.6).

El ajuste bajo la distribucion normal no contempla varianzeterogéneas mientras que en la

beta si (implicitamente).

El ajuste bajo la distribucién normal necesitdé mas puntosudelratura para poder alcanzar su

convergencia.

El ajuste con la distribucion beta resulté ser mejor altdrague el modelo normal.
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CApITULO ©

Conclusiones Generales y Trabajos Futuros

6.1. Conclusiones Generales

La distribucién beta resulta ser muy util en el modelamiel@alatos medidos como una proporcion

continua en el intervalo (0,1). Este tipo de ajuste preseméajas importantes, como:

= No hay necesidad de hacer transformaciones a los datosg@eadumplir algin supuesto.

= De acuerdo a la parametrizacién que se us6 en este trabsjpuedsto de homoscedasticidad se
flexibiliza, ya que la varianza de la variable respuestaasfancion de la media. Esto es muy
importante porque permite situaciones en que las varias@madeterogéneas, caracteristica

muy comun en este tipo de datos.

= La asimetria es muy comudn en este tipo de datos, por lo quastkagsumiendo distribucién

beta es muy util ya que se pueden modelar diferentes formlasdiribucion.

En situaciones donde se incumplen los supuestos de indapaad/ varianzas constantes, los mo-
delos no lineales mixtos resultan ser una herramienta adagoara obtener inferencias confiables
y validas. Recordemos que este tipo de datos suelen estalacornados, ya que las observaciones

proceden de un mismo individuo.
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De los resultados obtenidos en las simulaciones podematuado siguiente que:

Un modelo no lineal mixto asumiendo distribucion normal sauea buena aproximacion para
datos de proporciones en el intervalo continuo (0,1), agute las falencias que se encontraron

fueron:

= |la asimetria en los datos es bastante clara y por definicidisti@bucion normal es simétrica.

= Este ajuste no contempld varianzas heterogéneas, situacippcomun en este tipo de datos.

Las medias condicionales y las medias marginales en ambdsloscse encuentran entre el per-
centil 25y el percentil 95, lo cual permite ver que la curpic (media condicional pata= 0) y las

curvas marginales para cada sujeto estaran acotadas parvas de estos percentiles.

Las estimaciones de los pardmetros muestran que los eesiéeslar de los parametros estimados
Bo Y B1 son menores en el ajuste del modelo asumiendo distribu@tandue en el que se asume

distribucién normal.

Al intentar ajustar un modelo no lineal mixto con efecto tdda de intercepto y pendiente simul-
taneamente, no fue posible encontrar valores inicialesad®s para los parametros que garantizaran
una convergencia satisfactoria de los modelos. Aunquessswidun mayor nimero de convergencias
para el modelo beta no lineal mixto, no se considera unadaahsuficiente para tomar decisiones o
conclusiones generales. El tiempo de computacion paraitaseson del modelo aumento considera-
blemente respecto al tiempo que se tomo el ajuste de los owockah intercepto o pendiente aleatoria
solamente. Ya se habia dicho con anterioridad que al aument@imero de efectos aleatorios al
modelo el ajuste se hacia mas complejo. Ademas, al trabmjadlatos aleatorios simulados hace un

poco mas dificil la estabilidad de las estimaciones.

De los resultados obtenidos en la aplicaciéon podemos doncie el ajuste bajo un modelo no lineal
mixto asumiendo distribucién beta para la variable redpindice de severidatesulto ser el mejor

ajuste a los datos observados.
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6.2. Trabajos Futuros

= En este trabajo se estudiaron las propiedades del modeloga mixto asumiendo dstribu-
cion beta con parametro de precision constante, por lo g@egséudios posteriores se podria

estudiar el ajuste de modelos con un parametro de preciartable.

= En los estudios de simulacion se considerd Unicamente Va ¢ogistica para la media de los
modelos ajustados, sin embargo se recomienda usar otrddiporvas. Por ejemplo, la curva

Gompertz.

= En este trabajo asumimos que la distribucion de los efetdasogios es normal, pero se podria

estudiar el ajuste de modelos asumiendo otro tipo de disiohes para el efecto aleatorio.

= Se deberian escribir nuevos programas para el ajuste ddosoddineales mixtos asumiendo
distribucion beta para la variable respuesta (por ejengblpaguete nime4 de R esta disefiado

para el ajuste de modelos no lineales mixtos solamente stibdicion normal).
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ANnexos

ANEXO A:

Salidas del Modelo No Lineal Mixto con Efecto Aleatorio de

Intercepto para los Datos de Severidad

Asumiendo distribucién beta

Especificaciones

Data Set WORK.TOTALES

Variable dependiente is

Distribucion para la variable dependiente | General (Beta)

Efectos aleatorios bo

Distribucion para los efectos aleatorios | Normal

Sujeto planta

Técnica de optimizacion Dual Quasi-Newton

Método de integracion Cuadratura Gaussiana Adaptat

va

| Parametros |
Po B1 logphi | logsb0| NegLogLike
-1.22| 0.08| 0.7 -0.7 415.6869
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Criterios de Ajuste |

-2 Log Likelihood | -1510
AIC -1502
AICC -1502
BIC -1497

Parametros Estimados

Parametro | Estimacion Error | GL | valort | Prob > |t| | Alpha | Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
Bo -1.2085| 0.00198| 23| -609.91 <.0001| 0.05| -1.2126| -1.2044
B 0.0820| 0.00028| 23| 286.34 <.0001| 0.05| 0.0814| 0.08261
logphi -1.8507| 0.00044| 23| -4160.6 <.0001| 0.05| -1.8516| -1.8498
logsb0 -1.5324| 0.000991| 23| -1546.0 <.0001| 0.05| -1.5345| -1.5304
| Estimaciones Adicionales |
Nivel | Estimacion Error GL | Valort | Prob > |t| | Alpha | Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
) 6.3644| 0.002831] 23| 2248.11 <.0001| 0.05| 6.3585| 6.3703
oo 0.216| 0.000214| 23| 1008.85 <.0001| 0.05| 0.2156| 0.2165
Asumiendo distribucion normal
| Especificaciones
Data Set WORK.TOTALES
Variable dependiente is
Distribucion para la variable dependiente | Normal
Efectos aleatorios bo
Distribucion para los efectos aleatorios | Normal
Sujeto planta

Técnica de optimizacién

Dual Quasi-Newton

Método de integracion

Cuadratura Gaussiana adaptatjva

| Parametros |
Po B1 | logsbO| logse| NegLogLike
-1.22| 0.08 -4 -0.7 -727.403
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Criterios de Ajuste |

-2 Log Likelihood | -1876
AIC -1868
AICC -1868
BIC -1863

Parametros Estimados

Parametro | Estimacion Error | GL | valort | Prob > |t| | Alpha | Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
Bo -0.8365| 0.02737| 23| -30.56 <.0001| 0.05| -0.8931| -0.7798
B 0.0539| 0.00118] 23| 45.43 <.0001| 0.05| 0.05148| 0.0564
Logsh0 -4 | 64.8096| 23| -0.06 0.9513| 0.05| -138.07| -130.07
Logse -0.7937| 0.01119| 23| -70.9 <.0001| 0.05| -0.8169| -0.7706
| Estimaciones Adicionales |
Nivel | Estimacion Error | GL | Valort | Prob > |t| | Alpha Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
Oho 0.0183| 0.04348| 23 0.01 0.9939| 0.05]| -0.08961| 0.09029
e 0.4521| 0.004577| 23| 44.67| <0.0001| 0.05 0.195 0.2139
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ANEXO B:
Salidas del Modelo No Lineal Mixto con Efecto Aleatorio de

Pendiente para los Datos de Severidad

Asumiendo distribuciéon beta

| Especificaciones

Data Set WORK.TOTALES

Variable dependiente is

Distribucion para la variable dependiente | General (Beta)

Efectos aleatorios by

Distribucion para los efectos aleatorios | Normal

Sujeto planta

Técnica de optimizacion Dual Quasi-Newton

Método de integracién Cuadratura Gaussiana Adaptativa
| Parametros |

Po B1 | logphi | logsbl| NeglLogLike
-1.22|0.08| 0.7 -0.7 415.2368

| Criterios de Ajuste |

-2 Log Likelihood | -1604
AIC -1596
AlCC -1596
BIC -1592
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Parametros Estimados

Parametro | Estimacion Error | GL | valort | Prob > |t| | Alpha | Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
Bo -1.1796| 0.009688| 23| -121.76 <.0001| 0.05| -1.1997| -1.1596
B 0.08057| 0.003169| 23| 25.42 <.0001| 0.05| 0.07402| 0.08713
logphi -1.9376| 0.003451] 23| -561.48 <.0001| 0.05| -1.9447| -1.9305
logsbl -4.3612 0.0533] 23| -81.82 <.0001| 0.05| -4.4715 -4.251
| Estimaciones Adicionales |
Nivel | Estimacion Error GL | Valort | Prob > |t| | Alpha | Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
¢ 6.9442| 0.02396| 23| 289.78 <.0001| 0.05| 6.8925| 6.9916
o1 0.01276| 0.00068| 23| 18.76 <.0001| 0.05| 0.01136| 0.01417
Asumiendo distribucion normal
| Especificaciones
Data Set WORK.TOTALES
Variable dependiente is
Distribucion para la variable dependiente | Normal
Efectos aleatorios by
Distribucion para los efectos aleatorios | Normal
Sujeto planta

Técnica de optimizacién

Dual Quasi-Newton

Método de integracion

Cuadratura Gaussiana adaptatjva

| Parametros |
Po B1 | logsbl| logse| NeglLogLike
-1.22 | 0.08 -7 -1 -655.025

| Criterios de Ajuste |

-2 Log Likelihood | -1876
AlIC -1868
AICC -1868
BIC -1863
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Parametros Estimados

Parametro | Estimacion Error | GL | valort | Prob > |t| | Alpha Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
Bo -0.8369| 0.02741| 23| -30.53 <.0001| 0.05| -0.8936| -0.7802
B 0.0539| 0.001204| 23| 44.82 <.0001| 0.05| 0.05148| 0.05646
Logsbl -7.2100 2.2636| 23| -3.19 0.0041| 0.05]| -11.8927| -2.5273
Logse -1.5882 0.0226| 23| -70.28 <.0001| 0.05| -1.6349| -1.5414
| Estimaciones Adicionales |
Nivel | Estimacion Error | GL | Valort | Prob > |t| | Alpha Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
Ob1 0.000739| 0.001673| 23 0.44 0.6628| 0.05| -0.00272| 0.0042
e 0.2043| 0.004617| 23| 44.25| <0.0001| 0.05| 0.1947| 0.2138
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ANEXO C;
Salidas del Modelo No Lineal Mixto con Efecto Aleatorio de

Intercepto y Pendiente para los Datos de Severidad

Asumiendo distribuciéon beta

| Especificaciones

Data Set WORK.TOTALES

Variable dependiente is

Distribucion para la variable dependiente | General (Beta)

Efectos aleatorios bo by

Distribucion para los efectos aleatorios | Normal

Sujeto planta

Técnica de optimizacion Dual Quasi-Newton

Método de integracién Cuadratura Gaussiana Adaptativa
| Parametros |

Bo B1 | logphi | ztanhr | logsbO | logsbl| NegLogLike
-1.22| 0.08| 0.7 0.4 -8 -4 356.207618

| Criterios de Ajuste |

-2 Log Likelihood | -1604
AIC -1592
AlCC -1592
BIC -1585
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Parametros Estimados

Parametro | Estimacion Error | GL | valort | Prob > |t| | Alpha | Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
Po -1.1797| 0.06323| 22| -18.66 <.0001| 0.05| -1.3108| -1.0485
B 0.08058| 0.003882| 22| 20.76 <.0001| 0.05| 0.07253| 0.08863
logphi -1.9377| 0.002133| 22| -908.43 <.0001| 0.05| -1.9421| -1.9332
ztanhr -1.7055| 0.01259| 22| -135.48 <.0001| 0.05| -1.7316| -1.6794
logsbO -9.1969 0.3197| 22| -28.76 <.0001| 0.05| -9.8599| -8.5338
logsbl -4.361| 0.04354| 22| -100.17 <.0001| 0.05| -4.4513| -4.2707
| Estimaciones Adicionales |
Nivel | Estimacion Error GL | Valort | Prob > [t| | Alpha Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
0o 0.000101| 0.000032| 22 3.13 0.0049| 0.05| 0.000034| 0.000169
O b1 0.01277| 0.000556| 22| 22.97 <.0001| 0.05| 0.01161] 0.01392
[ 6.9425| 0.01481| 22| 468.83 <.0001| 0.05 6.9117| 6.9732
P -0.9361| 0.001558| 22| -600.99 <.0001| 0.05| -0.9393| -0.9329
Asumiendo distribucion normal
| Especificaciones
Data Set WORK.TOTALES
Variable dependiente is
Distribucion para la variable dependiente | Normal
Efectos aleatorios b by W
Distribucion para los efectos aleatorios | Normal
Sujeto planta

Técnica de optimizacién

Dual Quasi-Newton

Método de integracion

Cuadratura Gaussiana adaptatjva

| Parametros |
Bo B1 | logphi | logsbO | logsbl | logse| NegLogLike
-1.22| 0.08| 0.4 -1 -4 -1.2 | -196.44766
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Criterios de Ajuste

-2 Log Likelihood | -1968
AIC -1956
AlICC -1956
BIC -1949

Parametros Estimados

Parametro | Estimacion Error | GL | valort | Prob > |t| | Alpha | Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
Bo -0.8256| 0.03232| 22| -25.55 <.0001| 0.05| -0.8926| -0.7586
B 0.05286| 0.001457| 22| 36.29 <.0001| 0.05| 0.04984| 0.05588
ztanhr -2.1442 1.3117| 22 -1.63 0.1164| 0.05| -4.8645| 0.5762
Logsb0 -2.3434 0.3955| 22 -5.93 <.0001| 0.05| -3.1636| -1.5232
Logsbl -5.3709 0.3407| 22| -15.77 <.0001| 0.05| -6.0774| -4.6644
Logse -2.4001| 0.02278| 22| -105.37 <.0001| 0.05| -2.4473| -2.3528
| Estimaciones Adicionales |
Nivel | Estimacion Error | GL | Valort | Prob > |t| | Alpha Limite Limite
Estandar Inferior | Superior
Oe 0.09071| 0.002066| 22 43.9 <.0001| 0.05| 0.08643 0.095
oo 0.096| 0.03797| 22 2.53 0.0191| 0.05| 0.01726| 0.1747
Ob1 0.00465| 0.001584| 22 2.94 0.0077| 0.05| 0.001365| 0.007935
P -0.9729| 0.07009| 22| -13.88 <.0001| 0.05| -1.1183| -0.8276
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