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ABSTRACT

The study of non-linear Schrodinger (NLS) equation with time dependent co-
efficients (non-autonomous) is of increasing interest for the different applications in
non-linear optics, Bose-Einstein condensates and water waves. In this master thesis
we impose a balance between the time-dependent coefficients; they are part of a non-
linear coupled Riccati system. We will use solutions of this Riccati system to study
the dynamics of soliton solutions for the non-autonomous NLS, for this end we will
use multiparameter solutions for this system proposed by Suslov and Suazo in 2009.
As a contribution, in this thesis we present a modification of the method presented
by Suslov in 2011 that allow us to construct global solutions. In particular, we are
able to construct bright, dark and Peregrine type solitons for the non-autonomous
NLS. Further, we are able to manipulate the parameters in order to produce solitons
with bending. Finally, using a classical uniqueness result for the autonomous NLS
in the space of functions L°LY, with ¢ = 2, 00, we prove uniqueness of the Cauchy

initial value problem for the non-autonomous NLS.
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RESUMEN

El estudio de la ecuacién de Schrédinger no lineal (SNL) con coeficientes de-
pendientes del tiempo (no auténomas) es de interés creciente para las diferentes
aplicaciones en 6ptica no lineal, los condensados de Bose-Einstein y las ondas de
agua. En esta tesis de maestria se impone un balance entre los coeficientes que
dependen del tiempo; que son parte de un sistema de Riccati acoplado no lineal.
Las soluciones de este sistema de Riccati se utilizardn para estudiar la dinamica de
soluciones soliténicas para las ecuaciones SNL no auténomas, para tal fin, las solu-
ciones con multipardmetros para el sistema que fue propuesto por Suslov y Suazo en
el 2009 se aplicara. En esta tesis se presenta como contribucién, una modificacién
del método introducido por Suslov en 2011. Esta modificacién nos permite cons-
truir soluciones globales para la ecuaciéon SNL auténoma. En particular, es posible
construir solitones del tipo brillante, oscuros y Peregrino para las ecuaciones SNL
no autéonomas. Ademads, como se muestra en este trabajo, los parametros pueden
producir solitones con flexiéon. Por ltimo, se usa un resultado clasico de unicidad
para las ecuaciones SNL auténomas en el espacio de funciones Ly° L%, con ¢ = 2, o0,
para probar la unicidad de las soluciones de un problema de Cauchy de valor inicial

para la SNL no auténoma.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Ecuaciones de Schrodinger no lineales no auténomas (con coeficientes que de-
penden del tiempo) surgen frecuentemente en la formulacién de leyes fundamentales
y el analisis matematico de una amplia variedad de problemas en mecanica cuantica
[1], 6ptica no lineal [2], condensados de Bose-Einstein [3], fisica del plasma [4], entre
otras aplicaciones. La versatilidad de este tipo de ecuaciones sienta sus bases en la
importante caracteristica que admiten soluciones con propiedades trascendentales
como los solitones. Un soliton es una onda solitaria no lineal que tiene la capacidad
de propagarse con forma y velocidad constante en medios no lineales (piense en una
ola que preserva su forma sin desaparecer). Desde su primera observacién hecha por
el ingeniero hidrodindmico John Scott Rusell los solitones, han generado diferentes
perspectivas a un sinntimero de problemas fisicos.

Por otro lado, el cardcter no lineal de estas ecuaciones y la dependencia en tiempo
de sus coeficientes dificultan el estudio de las mismas mediante los métodos clasicos
utilizados por ejemplo en el analisis de Fourier y andlisis de la funciéon de Green,
por referenciar algunos. La principal razén para ello reside en la relacion directa que
existe entre muchos de los métodos y el llamado “principio de superposicion lineal”,
el cual establece que en cualquier sistema lineal toda combinacion lineal finita de
soluciones representa una solucién para dicho sistema (es posible extender a sumas
infinitas siempre que el requisito de la convergencia sea satisfecho); pero como es
bien sabido para ecuaciones no lineales no es posible superponer las soluciones de

esta manera.



En el presente trabajo se estudia un tipo general de ecuaciéon de Schrodinger no

lineal con potencial cuadratico introducido por Suslov et al.:

iy = —a(t) e +b(t)2™) —ic(t)wih, — id(t)y — f(t)2e) +ig(t)e + (O, (1.1)

donde a(t),b(t),c(t),d(t), f(t),g(t) y h(t) son funciones reales dadas, ver ([5], [6],
[7], [8]). El prototipo de ecuaciones (1.1) ya han surgido en problemas referentes
al estudio de campos magnéticos uniformes [6], puntos cudnticos [1] (denominados
atomos artificiales) y fenémenos de Bose-Einstein [3]. El estudio del caso lineal de
la ecuacién de Schrodinger anterior (h(t) = 0), ha sido fuente de investigacién por
Suslov et al. en [6]. En [6] los autores construyen la solucién fundamental para la
Ecuacién (1.1) (h(t) = 0) y asi logran dar solucién al problema de Cauchy asociado
mediante el uso del principio de superposicion. Para llevar a cabo la construccion
de esta solucién los autores sujetan el problema a la resoluciéon de un sistema de
ecuaciones que denominan como sistema de Riccati, el cual consiste de un sistema
acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales con coeficientes variables
encabezado por la reconocida ecuacion de Riccati.

El interés de esta tesis consiste en estudiar la dinamica de las soluciones para ecuacio-
nes de Schrédinger del tipo (1.1), concentrando todo el esfuerzo principalmente en la
construccién de soluciones solitonicas. En efecto, a través del trabajo hecho por Sus-
lov en [5], donde establece un método para transformar la ecuacién de Schrodinger
(1.1) en la ecuacién de Schrodinger no lineal estdndar (auténoma), se construye en
esta tesis soluciones soliténicas no auténomas (con amplitud y velocidad variando
en tiempo) para la Ecuacién (1.1) utilizando las soluciones clésicas tipo solitén de
la ecuacion de Schrodinger no lineal auténoma. La conexién establecida entre am-
bas ecuaciones tiene como ente regulador el sistema de Riccati utilizado en [6] y la
familia de multiparametros introducidos por Suslov y Suazo en su estudio acerca

de ecuaciones de difusién y ecuaciones dispersivas, ver [9], por lo que se dificulta la



obtencion de estas ejemplares soluciones.

La transformacion propuesta por Suslov permite determinar condiciones adecuadas
en los coeficientes de la Ecuacién (1.1) que posibiliten la extensién de un resulta-
do clasico de unicidad de las soluciones para la ecuacién de Schrodinger no lineal
estandar hacia un tipo particular de la Ecuacién (1.1).

A continuacién se presenta la organizacién de esta tesis. El Capitulo 2 esta consti-
tuido por parte de la teoria preliminar, iniciando en primera instancia con una breve
descripcion del concepto de solitén y algunas de sus clasificaciones. Se introduce la
ecuacion de Schrodinger no lineal estandar; una deduccion fisica desde el punto de
vista de la 6ptica [10], junto a la exposicién de algunas soluciones soliténicas. Final-
mente, definiciones previas son dadas para la formulacion del resultado de unicidad
para las soluciones clasicas de la ecuacion de Schrédinger no lineal.

El Capitulo 3 tiene como fin principal el estudio de un tipo de ecuaciéon de Schrodinger
no lineal con coeficientes que dependen del tiempo (no auténoma). El método (trans-
formaciones) utilizado para ello es el propuesto por Suslov en [5], el cual permite
la construccién de soluciones para ecuaciones de Schrodinger no lineales no auténo-
mas a partir de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger no lineal estandar. En
este contexto, dos nuevas soluciones soliténicas no auténomas tipo solitén brillante
y oscuro con flexiones hacia izquierda y derecha en su eje central, son construidas
bajo la dindmica de los multipardmetros inmersos en la transformacién, (ver Seccién
3.4). Cabe resaltar que la dindmica de dicho método es regulada por un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales conocido en la literatura como siste-
ma de Riccati. Finalmente, se propone un enfoque alternativo constituido por una
transformacién particular la cual establece una relacion directa entre los dos tipos
de ecuaciones de Schrodinger antes mencionados (Lema 2). La relacién obtenida da
pie a garantizar la unicidad de las soluciones de un problema de Cauchy para ciertas

ecuaciones de Schrédinger no auténomas (Proposicién 2).
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En lo que concierne al Capitulo 4, se exhiben diversas aplicaciones correspondientes
al enfoque alternativo y la Proposicién 2 presentada en el Capitulo 3; se observa
la dindmica de soluciones solitonicas de indole brillante, oscuro y Peregrine para
distintos valores de dos de los coeficientes (d(t) y h(t)) de la Ecuacién (1.1), ver
Secciones 4.1 y 4.2. Adicionalmente, la unicidad de las soluciones de dos problemas
de Cauchy surge como consecuencia de la Proposicién 2 (consultar Seccién 4.3). Fi-
nalmente, las conclusiones y las discusiones de los posibles trabajos futuros pueden
ser encontradas en el Capitulo 5.

En el correspondiente Apéndice de esta tesis el lector podra encontrar las respecti-
vas verificaciones, usando el Sistema de Algebra Computacional Mathematica, de las

soluciones construidas para las ecuaciones de Schrédinger no lineales no auténomas

(ver Apéndice A).



Capitulo 2
CONCEPTOS Y TEORIA PRELIMINAR

El eje central de este capitulo es presentar de manera concisa las pertinentes
bases tedricas y conceptos esenciales que permitan al lector tener una buena com-

prension del trabajo que se desarrollara en los capitulos posteriores.

2.1. Solitones

Un solitén es una onda solitaria no lineal con propiedades exepcionales de esta-
bilidad, la cual surge de un sélido balance entre la dispersion y no linealidad. Esta
tiene la propiedad de propagarse y preservar asintoticamente su forma y velocidad
en interacciones no lineales con otras ondas solitarias o con otras perturbaciones
localizadas (ver Figura 2-1). Desde su primera observacién en 1834 por el ingeniero
hidrodinamico John Scott Russell, éstas ondas tienen fascinado a los cientificos por
sus espectaculares propiedades experimentales y las elegantes teorias matematicas
originadas [11].
Este tipo de ondas determinan una herramienta esencial para describir fenémenos
como la propagacion de ondas hidrodindmicas, propagaciéon de senales en fibras 6pti-
cas y la dindmica de moléculas bioldgicas tales como el ADN y proteinas; entre otras
aplicaciones [11].
Un hecho que explica el gran interés por los solitones en fisica es la propiedad que
tienen éstos de surgir espontaneamente en un sistema fisico en el cual la energia es
alimentada, como por ejemplo energia térmica o por una excitacion con una onda

electromagnética, incluso si la excitacion no coincide exactamente con la solucién



soliton. En consecuencia, si un sistema posee las propiedades necesarias para la exis-
tencia de solitones, es muy probable que cualquier gran excitaciéon conduzca a su

formacién [11].
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liténico que se mueve con velocidad v. de diferentes amplitudes.

Figura 2-1: Visualizacion grafica de las carateristicas principales de un soliton.

2.1.1. Solitones brillantes y oscuros

Dentro de los tipos de solitones que surgen frecuentemente en muchos problemas
fisicos, se encuentran los denominados solitén brillante y solitén oscuro. Los solito-
nes brillantes (resp. oscuros) son el resultado de un exceso (defecto) en la densidad
del medio, son muy robustos por que resultan del “tira” y “afloja” de dos efectos
opuestos, la dispersién y la no linealidad [12] (ver parte (a) y (c) de la Figura 2-2).
Para mostrar el por qué de los términos brillantes y oscuros utilizados para éstos,
el lector puede referirse a las partes (b) (franja brillante) y (d) (franja oscura) de la
Figura 2-2 donde se expone el contorno de las respectivas versiones tridimensionales

de los solitones dados en la parte izquierda de la misma.

2.2. La ecuacién de Schrodinger no lineal
La ecuacién de Schrodinger no lineal unidimensional estda dada de la siguiente

forma:

ity + Buge + Aujul* = 0. (2.1)
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Figura 2-2: Gréafica y contorno de un solitén brillante.

Aqui u(t,x) es un campo escalar complejo, ¢, € R determinan el tiempo y espa-
cio respectivamente, 3, A € R son constantes arbitrarias, ¢ es la unidad imaginaria
con la propiedad i2 = —1 y los subindices denotan derivadas parciales. Su nombre
es debido a su similar apariencia con la bien conocida ecuaciéon de Schrédinger en
mecanica cuantica. La Ecuacién (2.1) aparece como herramienta fundamental en la
descripcién de muchos fendémenos fisicos como condensados de Bose-Einstein ([11],
[13]), ondas de agua [14], 6ptica no lineal ([15], [16]) y fisica del plasma [17], entre
otros.

Se plantea a continuacién una breve derivacién de la Ecuacién (2.1) en términos del

estudio de la dptica no lineal, en este caso la ecuacion que resulta de dicha deduccién



corresponde a los valores 8 = % yA=1.

2.2.1. Breve deduccién de la ecuacion de Schrodinger no lineal desde la
perspectiva de la optica

La ecuacion basica que gobierna la propagacion de pulsos en una fibra optica es
conocida como la ecuacion de Schrodinger no lineal, la cual esta dada por la siguiente
expresion:

Ou  10%u

_0%u 2
5, = 5ap + |u|*u. (2.2)

Aqui z es la distancia a lo largo de la direccién de propagacién y t el tiempo.
La cantidad compleja u(z,t), da la forma temporal del pulso cuando es vista por
un observador en la localizaciéon z. La magnitud absoluta de u que aparece en la
Ecuacién (2.2), representa la envolvente de la amplitud del pulso [10].

En lo que sigue se presenta una breve deduccién de la Ecuacion (2.2). Si el lector
esta interesado en conocer mas detalles sobre la misma, puede consultar la referencia
[10].

Considérese la propagacion de ondas de luz a través de una fibra optica que tiene
tanto dispersion de velocidad de grupo e indice de no linealidad. Astimase que las
ondas de luz estédn representadas por la funcién escalar U(z,t) proporcional a la

amplitud del campo complejo, por lo que la potencia P estda dada por:
P=P|UP,

donde la constante P. puede ser considerada como una unidad de potencia. Para
frecuencias cercanas a una frecuencia central wy, la relacion de dispersion genérica
k(w) = nw/c donde n es el indice de refraccién, puede ser expandida de la siguiente

forma (relacién de dispersién):

1
k(w) = ko + k' (w — wo) + §k”(w —wo)® + kniP, (2:3)



aqui las primas indican derivacién parcial con respecto a w y kyr, es dado por:

27T,

)\Aefect ’

kNL =

donde ns es visto como media de todos los posibles estados de polarizacién, A es
la longitud de onda y Acfee es el area central efectiva de la fibra, es decir, el drea
que produce la intensidad media apropiada cuando la potencia del pulso se divi-
de por éste. La Expresién (2.3) describe adecuadamente la propagacién de ondas
monocromaticas U(z,t) = ugexp(ikz — iwt) siempre que la frecuencia no se aleje

demasiado de wy. Ahora, definiendo
u(z,t) = Uz, t)elwot=ko2) — 4 il(k—ko)z=(w—wo)t] (2.4)

entonces la ecuacién de onda para u que es necesaria y suficiente para reproducir

exactamente la relacién de dispersién inicial (Expresion (2.3)) es:

Ou  _,0u 1 ,0% )
—ig = 1/5'5 - §/€"@ + knp Pelulu. (2.5)

Esta puede ser verificada insertando la Ecuacion (2.4) en la Ecuacién (2.5). Final-

mente, para obtener la Ecuacién (2.2) se introducen las nuevas variables
t'=(t—k2)/t.,
2 =2z/z,
donde los valores t., z. y P, satisfacen las relaciones:
t2)z. = —k",

ZCPC = 1/kNL-

En términos de estas nuevas variables, la ecuacién resultante (después de omitir las

primas sobre z y t) es la ecuacién de Schrodinger dada en (2.2).
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2.2.2. Soluciones solitonicas para la ecuacién de Schrodinger no lineal
La importancia de la ecuacién de Schrodinger radica en gran medida en que ésta
admite soluciones tipo solitén [18]. Las propiedades de las soluciones de la ecuacién
de Schrodinger dependen del signo del producto SA. Si A > 0 la soluciones son de
tipo solitén brillante. El pulso brillante surge cuando |u|? crece desde un valor
finito al infinito y préximamente retorna al mismo valor. Si A < 0 la solucién es
de tipo expansiva, en el cual |u|* decrece desde un valor finito al infinito y después
retorna al mismo estado. Estas soluciones son de tipo solitén oscuro [17].
En los siguientes ejemplos se muestran expresiones explicitas para los tipos de solu-
ciones para la ecuacion de Schrodinger no lineal con las propiedades antes descritas.

Ejemplo 1 (Solitén brillante). La ecuacion de Schrodinger no lineal
ity + Buge + MulPu=0, con BX>0, (2.6)

admite una solucidon soliténica de la forma (ver [17])

ult, ) = \/—TT“ sech (\/%x) exp(—ivt),

donde v es un pardmetro constante. La correspondiente grdfica de esta solucion es
dada en la Figura 2-3.

Ejemplo 2 (Traslacién del pulso brillante). La ecuacion de Schrodinger
iy + Ugy + |uPu =0, txcR, (2.7)
posee la solucion (ver [13]):

2 _ 2
u(t,z) = Aexp {z (g:c + QATUt)] sech {% (x — vt)} , AveR.

La solucion aqui mostrada corresponde a una traslacion del pulso brillante por el

factor vt para cada momento t fijo. La Figura 2—4 describe su evolucion en el tiempo.
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Tiempo tj 10

_5 0
1

=
=
t——at

Figura 2-3: Evolucién del solitén brillante para la Ecuacién (2.6) con parametros
=1, A=3,v=—-2eintervalos —10 <t <10y —10 < z < 10.

Tiempo t 5 5 L0
0.0

Figura 2-4: Solucién de la Ecuacién (2.7) correspondiente a A = —1.8 y v = —4 en
los intervalos —1 <t <1y —10 <z < 10.

Ejemplo 3 (Solitén oscuro). La ecuacion de Schrodinger no lineal
. 1 2
iug + o lae — 2|ul“u =0, (2.8)

aparece también como el limite unidimensional del problema tridimensional de un
condensado confinado en una trampa parabdlica cilindrica simétrica, en el cual la in-

teraccion entre dtomos es repulsiva. Dicha ecuacion presenta soluciones de la forma



12

(puede ver [11]):
u(t,x) = Atanh (A\/§:c> exp(—2iA%*), A€R,

donde A determina la amplitud del soliton oscuro. Puede ver Figura 2-5 para su

descripcion grdfica.

5

Figura 2-5: Vista tridimensional de la evolucion del solitén oscuro para la Ecuacion
(2.8) con A =4 e intervalos —3 <t <3y —6 <z <6.

Ejemplo 4 (Traslacién del solitén oscuro). Considérese la ecuacion de Schrodinger

ctibica (con no linealidad |ul*u),
ity + Uy — |u*u = 0. (2.9)

En este caso la solucion corresponde a un soliton oscuro el cual presenta traslacio-

nes en cada instante del tiempo, éste mismo puede ser escrito en la forma general

(consultar [15]):

u(t,x) = % [v — 2iAtanh A (z — vt)] exp (—% [v* + 4A%] t) :

donde los pardmetros A y v corresponden a la amplitud y velocidad del soliton,

respectivamente. La dindmica de esta solucion es presentada en la Figura 2—6.
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3 Tiempo t

Figura 2-6: Comportamiento de la solucién para la Ecuacién (2.9) dado los valores
A=1ywv=2eintervalos =5 <t <5y —10 <z < 10.

Para finalizar esta parte, se presenta un nuevo tipo de solucién para la ecuacion
de Schrodinger (2.1). En el ano 1983 Howell Peregrine investigador en el departa-
mento de matematicas de la Universidad de Bristol, propuso una nueva solucién
analitica para la ecuacion de Schrodinger no lineal auténoma la cual fué llamada
solitén de Peregrine en su honor. Contrario al clasico soliton que puede mantener
su perfil sin cambios durante la propagacion, el solitén de Peregrine presenta una
doble localizacién espacio-temporal. Su principal caracteristica es que después de
una leve oscilacién en su fondo continuo, éste desarrolla un aumento progresivo de
su amplitud y un estrechamiento de su duracién temporal. En el punto de maxima
compresién la amplitud es 3 veces el nivel del fondo continuo (si se considera la
intensidad, ya que es relevante en la éptica, hay un factor de 9 entre la intensidad
del pico y el fondo circundante) (ver Figura 2-7). Después de este punto de maxima
compresion, disminuye la amplitud de la onda hasta que finalmente desaparece. Es-
tas caracteristicas del soliton de Peregrine lo convierten en una atractiva hipotesis
para explicar la formacién de esas ondas que tienen una alta amplitud y pueden

aparecer de la nada y desaparecen sin dejar rastro alguno [19].
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Ejemplo 5 (Solitén de Peregrine). La ecuacion de Schrodinger no lineal
iUy + Ugy + 2\u)’u=0, t,xe€R,

admite soluciones tipo racionales las cuales pueden ser compactadas en la formula

a sequir (consultar [20]):

3+ 160A% — 16A"? — 4A%2?
1+ 16A%2 + 44222

u(t,x) = Aexp(2iA®t) ( ) , AeR. (2.10)

En la Figura 2-7 se muestra la doble localizacion de este tipo de ondas, ver parte
(a) y (b); mientras que una visualizacion tridimensional de estas mismas tiene lugar
en (c).
2.3. Conceptos previos

En la seccion anterior se mostraron soluciones explicitas tipo solitones para la
ecuacién de Schrodinger no lineal (2.1). En lo que concierne a esta parte surge el
siguiente interrogante: ;Bajo qué condiciones es posible establecer la unicidad de las
soluciones cléasicas para la ecuacion de Schrodinger no lineal?. Para dar respuesta
a esta pregunta se hace necesario recordar al lector las siguientes definiciones. Los
ejemplos aqui mostrados serdn de gran utilidad para la Seccién 3.6.
Definicién 1 (Espacios L?, [21]). Considere el espacio de medida (R™,8, m) donde
B es la o-dlgebra de Borel y m la medida de Lebesque. St 1 < p < oo, entonces se

define el espacio

LP(R™) :={f :R" — C: f es Lebesque-medible y/ |f(z)[Pdx < oo}

n

Dicho espacio es dotado de la norma

1/p
£l ey = {/n |f(x)|pda:} .
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2 2
|ee] = ||

x L I L L I Loy
0 2 4 6 8 10 12

. N
(1] 2 4 6 8 10 12
(a) Perfil espacial del solitén de Peregrine en (b) Perfil temporal del solitén de Peregrine
el punto de méxima compresién, t = 0. en el punto de maxima compresién, z = 0.

Tiempo t

(¢) Evolucién de la Solucién para A =1, v =0.1 y x(0) = 0.

Figura 2-7: Dindmica del solitén de Peregrine para la Ecuacién (2.10) para A = 1.
Es posible extender la anterior definicion al caso p = oo, de la siguiente manera,

considere el conjunto
S:={aeR":m({ze€X:|f(x)]>a}) =0},
en estos términos se define el espacio

LYR") :={f :R" — C: f es Lebesque-medible y inf(S) < oo},
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dotado de forma natural con la siguiente norma

Ejemplo 6. Para cualquier par de nimeros a,b cona > 0, se tiene que sech(ax+b) €
L2(R) y tiene norma | sech(azx + b)| r2w) = \/g En efecto: Como primera medida,
la continuidad de ésta garantiza el hecho de ser medible en el sentido de Lebesgue.

Finalmente, se tiene que

|| sech(ax + b) ||%%(R) = / | sech(az + b)|? d
R

1
= —/seCthdy, y =axr + b,
R

a
1 z

= — lim sech? y dy
a z—roo J_

= — lim tanhz = —,
a z—o0 a

por lo tanto al tomar la raiz cuadrada se obtiene lo deseado.

Ejemplo 7. Las siguientes condiciones se satisfacen:
|| sech(az +b)|| L) = 1, 1V cos t|| Lo ((—r/2,m/21) = 1,

||€%(C08t_1)“L§°(R) =1.

Las condiciones anteriores surgen como consecuencia directa de que toda funcion
continua y acotada en su dominio tiene como supremo esencial el madxrimo de su
valor absoluto.

Definicién 2 (Espacios LP mixtos, [22]). Sea I un intervalo en R y1 < p,q < 0.

Se define el espacio

LPLI(I xR™) :={u: 1 — LIR"):ue L)}, n=>1,
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dotado con la norma

el pa i xmey = [[lw() || e @yl 22 )

El siguiente resultado da respuesta al interrogante planteado al inicio de es-
ta seccion, es decir, se determinan condiciones para garantizar la unicidad de las
soluciones clésicas de un problema de Cauchy para la ecuacién de Schrodinger no
lineal (para cualquier dimensién del espacio). La prueba puede ser consultada en la
referencia [22].

Proposicién 1. [22] Sea I un intervalo de tiempo que contiene a ty y sean uy, us €

CgI(I x R™) dos soluciones cldsicas del problema de Cauchy

iug + Au — AMulPu =0, AeR, p>0,

u(to, ) = up(x).

Asuma también que ui,uy € LPLI(1 X R™) para q = 2,00. Entonces u; = uy.

Cabe resaltar que el resultado anterior no garantiza la existencia de tales solu-
ciones, sin embargo presenta un criterio para la unicidad de las mismas siempre que
las soluciones hayan podido ser obtenidas previamente por algin método particular.
Ejemplo 8 (Unicidad del solitén brillante). Considere el siguiente problema de
valor inicial para la ecuacion dada en el Ejemplo 1 con x € R yt € [-T,T] para
todo T > 0:

iy + Bu+ Mul*u = 0, AB>0, v<0, (2.11)

u(0,z) = \/T%sech (\/%x) . (2.12)

Como se puede ver, se ha considerado el problema de Cauchy que surge de manera

natural de la solucion dada en el Ejemplo 1, por lo tanto, tal problema admite la

ult, ) = \/—77“ sech (\/%x) exp(—ivt),

solucion explicita:
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la cual satisface que

2v
lull Lo za-rxmy = _THH sech (\/T/B*f) HL%R)HL?O([*T’TD
2v
_ _TH sech <\/T/ﬁ$) ||L%(1R)
28 —K—’g, St q = 27

2v s
”_77 81 ¢ = OQ.

Como consecuencia de la Proposicion 1 se tiene que la funcion u(t,z) dada co-
mo antes es la unica solucion al problema de Cauchy (2.11)-(2.12) en el espacio
LeLI([-T,T) xR) con g = 2,00. Note que la norma mizta anterior no depende del
valor de T, por lo que el soliton brillante es a ciencia cierta una solucion global para
el problema de Cauchy.

Este ejemplo sera de gran importancia para la Secciéon 4.3 donde se estudia
la unicidad de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger no lineal no auténoma

(1.1).



Capitulo 3
SISTEMA DE RICCATI ACOPLADO Y
TRANSFORMACIONES

El objetivo de este capitulo radica en presentar el sistema de Riccati como
herramienta esencial frente al estudio de propiedades y construcciéon de soluciones
explicitas para un tipo de ecuaciéon de Schrodinger no lineal con coeficientes va-
riables. El método utilizado para llevar a cabo el pertinente estudio, consiste en
emplear la transformacion entre la ecuacién de Schrodinger no lineal estandar y la
ecuacion de Schrodinger a estudiar, dada por Suslov en su trabajo frente al estudio
de la integrabilidad de este tipo de ecuaciones, ver [5]. Cabe resaltar que la dindmica

de esta transformacion es regulada por el sistema de Riccati.

3.1. Sistema de Riccati acoplado introducido por Cordero, Lépez,
Suazo y Suslov [6]

El sistema de Riccati acoplado que se usara (ver referencias adicionales: [5] y
[9]) es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales con coeficientes
variables, encabezado por una conocida ecuacién de Riccati , ver Ecuacién (3.1). A
continuacion se describe la estructura de dicho sistema, en donde se ha introducido
el parametro adicional [y = =1, con el fin de abarcar muchos de los modelos de
ecuaciones de Schrodinger no lineales autéonomos que aparecen en la literatura, ver

Ecuacién (3.26):

91 b(0) + 26(t)ar + da(t)o? =0, (3.1)
D+ (elt) +4a()a()8 = 0, 52)

19
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dry o
5 Tloa()57() =0, (3.3)
Z_i + (c(t) + 4a(t)a(t))d = f(t) + 2a(t)g(t), (3.4)
% = (g(t) — 2a()6(t)) B(1), (3.5)
Z—f = g(£)3(t) — a(t)3* (1), (3.6)

donde los coeficientes a(t), b(t), c(t), f(t) y g(t) representan funciones de valor real.
En primera instancia, resolver el sistema de Ecuaciones (3.1)-(3.6) podria acarrear
una labor dificil de conseguir, a causa de la no linealidad de la Ecuacién (3.1). La
construcién de la soluciéon general para ecuaciones de Riccati requiere en muchos
casos el conocimiento previo de una solucién particular de la misma, este primer
paso no siempre puede ser dado, debido a la no existencia de un método general que
permita obtener dicha solucién particular.

Frente a este inconveniente Suslov et al. introducen la sustitucion estandar

Ly dw
1at) u(t) ~ 20(t)

o =

(3.7)

la cual junto a la Ecuacién (3.1) conllevan a la ecuacién diferencial lineal de segundo
orden

W' =1t +4o(t)u =0, (3.8)

donde

/ d(d d
T(t):%—Qc—i—lld, a(t)—ab—cd—i-dz—i-i(%—g), (3.9)

de hecho, de la sustitucién de la Ecuacion (3.7) se obtienen las expresiones:

1 = (4d'a + daa’ + 2d') p + (4ac + 2d)*

= (a(4a’ + 16ad) + 4ad’ + 16a*a® + 2d’ + 4d2>u
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!/

() = (zc —4d — %) (4ac + 2d)

a

2a’d
(a(Sac — 16ad — 4a’) + 4ed — 8d* — a4 ) L.
Por lo tanto
p =T +4o(t)p = 4a (¢ + 2ca + 4aa’® + b) p =0,

donde en la ultima igualdad se ha utilizado el hecho que « satisface la ecuacién
de Riccati (3.1). La Ecuacién (3.8) y su solucién, son denominadas la ecuacién
caracteristica y funcién caracteristica del sistema de Riccati, respectivamente. La
importancia de la funcién caracteristica radica en permitir dar formulas explicitas
para la solucién de dicho sistema en términos de sus soluciones, ilustrado por las
Ecuaciones (3.10)-(3.16) (ver [5], [6] v [9]. Aqui se ha adicionando el pardmetro
lo = +1):

p(t) = 2p(0) po (t) (@ (0) + 70 (1)), (3.10)

(3.11)

pt) = — = w(t), (3.12)

1) = 70 - T (3.13)
() = <0)- R, (3.15)



(8 (0) + 20 ())*
(cx
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(3.16)

sujeto a las condiciones iniciales arbitrarias u (0), « (0), 8(0) # 0, v(0), 6(0),

£(0) y k(0). Con ayg, Bo, Y0, %0, €0 ¥ Ko dadas explicitamente por:

00 = W) 2a(t)
o (1) = —;”(ft)) w () = exp (— [ e -2a09) ds) ,
Y (t) _ d (0) 1 H1 (t)

GOm0 [
o) = PR O 1 [ TR (o (9) 804 d

= t ' (0 5) 80 5) {f () -

d(s)
a(s)

9(5)] s

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

con &y (0) = g0 (0) / (2a(0)), €0 (0) = =09 (0), Ko (0) = 0. Aqui o y pq representan

la solucién fundamental de la Ecuacion (3.8) correspondientes a las condiciones ini-

ciales j1o(0) = 0, 1y(0) = 2a(0) # 0 y 1 (0) # 0, 14(0) = 0.

Note que la construccion de la solucion del sistema de Riccati requiere determinar

inicialmente las funciones auxiliares «ag, B9, V0, 00, €0 ¥ Ko, por ello los autores deno-

minan a las soluciones (3.17)-(3.22) como la solucién fundamental del sistema

de Riccati.



23

El enfoque actual para resolver el sistema de Riccati consiste en traducir el proble-
ma de obtener la solucién de la ecuacion de Riccati en el equivalente de resolver
la ecuacién caracteristica para pu(t), sin embargo, la dependencia temporal de los
coeficientes de la ecuacién caracteristica, limita en mayor o igual escala el proceso

de encontrar una optima soluciéon de dicho sistema.

3.2. La ecuacién de Schrodinger no lineal no auténoma propuesta por
Suslov et al. (ver [5] y [7])

El estudio de ecuaciones de Schrodinger no lineales no auténomas (con coefi-
cientes dependiendo del tiempo), ha despertado un gran interés debido a que son
modelos fundamentales para diversos problemas fisicos. Problemas pertenecientes a
fisica cudntica [1], dptica no lineal [2], fisica del plasma [4], entre otros; proveen a
estas ecuaciones un fuerte potencial para el entendimiento y desarrollo de muchos
fenémenos fisicos. La propiedad que tienen este prototipo de ecuaciones de admitir
soluciones con propiedades soliténicas no auténomas (con velocidad y amplitud de-
pendiendo del tiempo) justifican en gran medida la versatilidad de las mismas en
las diferentes dreas del saber.

Un tipo de ecuacién de Schrodinger no lineal no auténoma ha sido introducida por

Suslov et al. ([5], [7]), la cual puede ser escrita en la forma

iy = HY + h(t)[¥]*, (3.23)

donde el Hamiltoniano H (piense en la energia total del sistema) tiene una forma

cuadratica de los operadores —ia% y x; esto es,
Wy = —a(t) e, + ()% —ic(t)arp, —id(t)y — f(t)a) +ig(t)e +h(E)[V]*Y, (3.24)

para a(t),b(t), c(t),d(t), f(t),g(t) y h(t) funciones reales dadas. Ecuaciones con este

singular Hamiltoniano ya han surgido en problemas fisicos concernientes a puntos
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cudnticos [1], campos magnéticos uniformes [6] y fenémenos de Bose-Einstein [3],

por citar algunos. En términos generales, la mayor parte de los coeficientes de la

Ecuacién (3.24) pueden ser justificados en cuanto al cardcter fisico se refiere [23], es

decir;

» ¢(t,z) : Denota la funcién de onda.
La funcién de onda tiene como fin describir a través del tiempo el estado del
sistema.

= a(t) : Pardmetro de gestién de dispersién (dispersion management).
Se denomina dispersién al fenémeno de separacion de las ondas de diferentes
frecuencias al atravesar un material. En el contexto de la dptica, este parametro
caracteriza una fibra éptica en términos de la velocidad de transmisiéon maxima
(méxima velocidad en la que se transmiten los pulsos a través de la fibra), ya que
determina las deformaciones sufridas de un impulso a medida que se propaga por
dentro de la fibra [24].

» b(t)2? : Determina una trampa armdénica o un potencial cuadratico que de-
pende del tiempo al cual estd expuesto el sistema.
Este término permite ver a la Ecuacién (3.24) como una versién generalizada del
oscilador armonico, en el cual el coeficiente b(t) es constante [25].

» d(t) : Término de disipacién (d(t) > 0) 6 ganancia (d(t) < 0).

» f(t)x : Estandariza un potencial lineal arbitrario que depende del tiempo.
Este término permite contemplar la posibilidad que el sistema se encuentre sujeto
a un potencial adicional.

» A(t) : Es una medida de la gestién no lineal (nonlinear management).

El caso lineal de la Ecuacién (3.24) (tome h(t) = 0) ha sido motivacién de estu-

dio para Suslov et al. en [6], en la cual resuelven de forma general un problema

de Cauchy asociado para esta ecuacién particular a través de la construccién de

la solucién fundamental de la misma. El principal cimiento de esta construccion lo
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determina el sistema de Riccati mencionado con anterioridad.

3.3. Sistema de Riccati acoplado y transformacién al caso auténomo
propuesto por Suslov

No cabe duda de la importancia del estudio de ecuaciones del tipo (3.24), pero
resolver explicitamente tal problema resulta en la mayoria de los casos dificil. Sus-
lov en [5], proporciona una forma de enfrentar dicha situacién, éste establece una
conexién entre la ecuacion de Schrodinger no lineal no auténoma, dada con anterio-
ridad, y la ecuacién de Schrodinger no lineal estandar, permitiendo de esta manera
aprovechar las soluciones clasicas de esta tltima en pro de generar nuevas soluciones
para la versién no autéonoma.

El resultado a seguir tiene como base el trabajo de Suslov en [? | con la tnica va-
riante que en esta tesis se ha introducido el pardmetro Iy = 1 (el trabajo original
corresponde al caso [y = 1) para usar otros modelos auténomos que aparecen en la
literatura.

Lema 1 (lp = 1, Suslov [5]). Asumase que h(t) = Xa(t)B*(t)u(t) con X € R.

Entonces la sustitucion

1 .
77/J(t, :L‘) _ N(t ez(a(t)z2+5(t)x+n(t))U(T’ g)) (325)

~—

donde & = B (t)x +e(t) y 7 =7 (t), transforma la Ecuacion (3.24) en la ecuacion

de Schrodinger no lineal estandar
i, — louge + loANul>u =0, o = +£1, (3.26)

siempre que se satisfaga el sistema de Riccati (3.1)-(3.6) y la Ecuacion (3.7).
1 .

Demostracion: Sea (t,r) = W@’S(t’x)u(ﬂ €), con S(t,z) = a(t)z? + §(t)x +
i

K(t) yE=p(t)x+e(t), 7=(t). Entonces diferenciando se obtiene

1S (z,t)

VI

(&

/
iy = —(2* + 0+ K u+i <(6’:c + &g +v'ur — iuﬂ :

2
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Yy = [i(2ax + 6)u + Pug|

1S(z,t)

N

En consecuencia al reemplazar en la Ecuacion (3.24) se tiene

e

Vg = [ (Zia — 40%2? — 4axd — 52) u+ 2i(2ax 4 0)Pue + 52%5] .

Wy + Aty — b2 + ica), +idy + fap — g, — bl =
eiS(ac,t)

Vi

+izug (8 + daaf + cf) + iug(e' + 2468 — gB) + iu (d + 2a00 — 5—M>

[aszu(—a’ — 4ac® — b — 2ca) + zu(—5 — 4aad + f — 6 + 2a9)

h
+u(—+K + g6 — ad?) + <z’7’u7 + af®uee — —u|u|2) }
i
eiS(ac,t)

h

- ) 2 2

= iv'ur + afuge — —ujul )
VI < « H

En la dltima igualdad se ha usado el hecho que las funciones «, 3,6, y Kk satisfa-

cen el sistema de Riccati y que la Ecuacion (3.7) se cumple. Ahora utilizando las

condiciones h = Xaf?u y v + lpaB* = 0 se tiene

h
YUy + afPuge — —ulul* = —ilyaf®u, + af’uge — AaB*ulul? (3.27)
0

= —alpf* (iu, — louge + loAulul?), (3.28)

por lo que si u es una solucion de la Ecuacion (3.26), entonces ¢ satisface (3.24)
como se deseaba probar. 0

El lema anterior presenta de forma puntual un método de transformaciones pa-
ra construir soluciones para la ecuaciéon de Schrodinger no lineal no auténoma. El
eslabon principal de dicho método lo determina el ya discutido sistema de Riccati
en la Seccion 3.1, razén por lo cual el estudio de las soluciones para la ecuacién de
Schrodinger general (3.24) se traduce en elegir coeficientes “6ptimos” de tal forma
que el sistema de Riccati pueda ser enteramente resuelto.

En la siguiente seccion se describen dos aplicaciones del lema anterior, en éstos se
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observa la compleja tarea que puede resultar de utilizar como medio de construccién

de soluciones la transformacién expuesta en el Lema 1.

3.4. Construccion de soluciones soliténicas para la ecuacién de
Schrodinger no lineal no auténoma

En esta seccion se muestra como la dinamica de las soluciones cambia bajo los
multipardmetros que aparecen en las Ecuaciones (3.10)-(3.16), ver Figuras 3-1 y
3-2. En estos términos se resuelven dos ecuaciones del tipo (3.24) bajo la transfor-
macion expuesta en el Lema 1, que presentan soluciones de tipo solitén brillante
y oscuro. Para la construccién de las soluciones de dichas ecuaciones se han uti-
lizado las soluciones tipo solitén de la ecuacién de Schrodinger no lineal estandar
dadas en el capitulo anterior, y de esta manera las soluciones obtenidas poseen ca-
racteristicas solitonicas cuya amplitud y velocidad pueden depender del tiempo, es
decir, representan solitones no autéonomos. Las verificaciones de las mismas han si-
do corroboradas usando el Sistema de Algebra Computacional, “Mathematica”, ver

apéndice A para estos detalles.

3.4.1. Multiparametros y dindmica del solitén brillante para la ecuacién
de Schrodinger no lineal no auténoma

Considere la ecuacion de Schrodinger con coeficientes dependiendo del tiempo

62 senh t sech t
2senht + cosht

1
——, — tx tanh ty, — i coshty —

5 Y|y, z€R, t>0.

iy =
(3.29)

La ecuacion caracteristica correspondiente a dicha ecuacion es
(" — (4cosht — 2tanh t)' 4 (4 cosh®t — 6senht)p = 0,
cuyas soluciones estdndar tienen la forma

po(t) = tanhte?*™ 4 i (t) = py(0)(1 — 2tanht)e?*™™* 141(0) # 0.
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Por lo tanto, la solucion fundamental del sistema de Riccati viene dado por las

exprestones
tht
ap(t) = csch 2t, Bo(t) = —cscht, Yo(t) = CO2 :
50(t> = Eo(t) = /ﬁ?o(t) = O,
y de esta manera su solucion general es:
cschtsecht cscht 1
)= ——— )= —— ) =~(0) - ———
W=Freomt PO 5 ome 070" Haeme
8(0) escht 6(0) 6(0)2

6<t):2+cotht’ 8()28(0)_2+00tht’ H():ﬁ(o)_4+200tht’

((t) = (2 + cotht)e?s™ " tanh ¢.

Por otro lado, la ecuacion de Schrodinger auténoma asociada a este problema es
i —uge —2ufu=0,  §=pB(x+e(t), T=(),
y admite la solucion (ver Ejemplo 1),
u(7, ) = Vusech(v/v€) exp(—ivT), v >0,

se sigue que una solucion para la ecuacion de Schrodinger (3.29) estd dada por:

B _(2x%cschitsecht + 25(0)x cscht — 6(0)? + v
olta) = e i ik +5(0) ~ v(0)

veotht xcscht — §(0)
\/7 2+ cotht "o M (W + €<0>)] exp(—senh ). (3.30)

En la Figura 5—1 se describe el comportamiento de la solucion obtenida. Note que

ésta misma es sensible ante el signo de 6(0) y £(0). Para 6(0) < 0 (¢(0) > 0) y
0(0) > 0 (¢(0) < 0) la solucion presenta flexiones en su eje hacia la izquierda y
derecha, respectivamente. Por otro lado, no existe contribucion alguna por parte de

los parametros k(0) y v(0) debido a que su posible contribucion es anulada via el
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madulo (por ello solo se asume los valores de estos iguales cero). El rapido decai-

—senht

miento del pulso hiperbolico es debido al factor e para t > 0.

3.4.2. Multiparametros y dinamica del solitén oscuro para la ecuacion
de Schrodinger no lineal no auténoma

La ecuacion de Schrodinger no lineal con coeficientes variables
1 1 1 4 cosht
by = —— cosh tt),, +— cosh tz)—i h t1p, —i— cosh tp+ ——|1h|%1, (3.31
iy 5 08 W +2(:os x1p—ix cosh i) i cos ¢+1+senht|¢| Y, (3.31)
conx € Ryt >0, presenta la ecuacion caracteristica
" —tanhty' =0,
cuyas respectivas soluciones estandar estan dadas por la expresiones:

f1o(t) = senht, p(t) = pa(0).

Por ello se tiene que la solucion fundamental del sistema de Riccati asociado toma

la forma:
1 1
ap(t) = é(cscht - 1), Bo(t) = — cscht, Yo(t) = §(cscht +1),

50(t) = €0<t> = Iio(t) =0.

En estos términos las funciones inmersas en la sustitucion son:

1 1 2
o(t) :_2+2080ht’ Blt) = 1+ senht’ V() = 1+ cscht —0),
~6(0) B 26(0) B 62(0)
ot) = 1 +senht £(t) = £(0) 1+ cscht () = £ (0) 24+ 2cscht’

wu(t) =1+ senht.
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L0

1.0 Tiempo t Tiempo t
0.5 0.5
‘0
L0 0.0
1.0

~40 - ‘
. . 20 o
(a) Solucién con pardmetros v = 1, §(0) = —30, (b) Solucién con pardmetros v = 1, §(0) = 0,
k(0) =0, (0) =0y ~(0) =0. k(0) =0, e(0) = —10 y v(0) = 0.
Tiempo t Lo 1.0 Tiempo t

0.5

(¢) Solucién con pardmetros v = 1, §(0) = 20, (d
k(0) =0, e(0) =0y ~v(0) =0. K

) Solucién con pardmetros v = 1, §(0) = 0,
0) =0, £(0) = 10 y »(0) = 0.

—~

Tiempo t
0.5

(e) Solucién con pardmetros v = 1, §(0) = &, £(0) =

0, (0) = —5 vy 7(0) = 0.
Figura 3-1: Aplicacién de los multipardametros 6(0), x(0), €(0) y 7(0) en la dindmica
de la solucién de la Ecuacién (3.29) para t € (0,1] y « € [—40,40].
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Por otro lado, la Ecuacion (3.31) es transformada en la ecuacion de Schrodinger no

lineal auténoma
ity + uge — 2lul*u = 0, =Btz +e(t), T=n(t),
la cual posee una solucion de la forma (ver Ejemplo 3)
u(7, &) = Atanh (AE) exp(—2i A7), AeR.

Asi se tiene una solucion para la ecuacion de Schrodinger no lineal general dada

por:

t
vt ) 24+ 2cscht

A 2z cscht — 26(0)
_— h|A ) .32
V1 +senht fan { ( cscht +1 " 6(0))] (3:32)

El comportamiento en el tiempo de la solucion consequida es muy similar al pro-

[, (—x2 +26(0)x cscht — 6%(0) — 8 A2
= exp |i

X

blema resuelto anteriormente, esto es, aqui la solucion tipo soliton oscuro presenta
flexiones en su eje central como resultado de la eleccion de valores adecuados para
los multiparametros §(0) y €(0) (ver Figura 3-2), adicionalmente la decadencia en
amplitud observada en la Figura 3-2 surge como consecuencia de factor 1 + senht

para t > 0.

3.5. Método alternativo para resolver el sistema de Riccati acoplado
En términos generales, la construccion de la Transformacion (3.25) de manera
explicita resulta un trabajo dificil de llevar a cabo. Un factor contribuyente a esto
lo representa la dependencia de la solucién del sistema de Riccati de la ecuacion
caracteristica (3.8), la cual es una ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes
variables, por lo que en esta tesis se procede a presentar un método alternativo
para resolver el sistema de Riccati acoplado (3.1)-(3.6), bajo este hecho, se asumen

las condiciones a(t) = —ly con ly € {—1,1}, B(t) = 1, 7(t) = t y e(t) = 0, las
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cuales permitiran explorar un poco mas en detalle dicho sistema de Riccati, en
cuanto al estudio y construcién de soluciones para la ecuacién de Schrodinger no
lineal general se refiere. Adicional a esto, las mismas condiciones posibilitan eliminar
las escalas en espacio y tiempo inmersas en la transformacién (3.25). Note que

bajo las hipétesis anteriores y las Ecuaciones (3.1)-(3.6) se obtienen las férmulas

a(t) = loe(t)/4, 6(t) = —log(t)/2, h(t) = —lopAu(t) v el correspondiente sistema
acoplado de ecuaciones:
d
d—‘z 4 2ca — 4lga® + b =0, (3.33)
dd
== f+ 2ga, (3.34)
d
d—’; = 1462 + go, (3.35)
dp
i (2d — 4a) . (3.36)

En consecuencia se puede obtener el sistema final:

de

s ¢? + 4lph = 0, (3.37)

d

S (339)
dr lo 9
— 4+ —g°=0 3.39
T 29 =0 (3.39)
(90— ) (3.40)
pri c)p. :

Cuya solucién esta dada por:

dc

- ¢ 4 dlgb = 0, (3.41)
c(t t

alt) = ZO%, 5(t) = —50§, (3.42)

k(t) = k(0) — l_o/o g% (2)dz, (3.43)

u(t) = p(0)exp ( / <2d<z>—c<z>>dz), u(0) £ 0, (3.44)
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g(t) = g(0) — 2lgexp (— /0 t c(z)dz) /0 exp ( /0 ) c(y)dy) f(2)dz. (3.45)

Las Ecuaciones (3.41)-(3.45) muestran las condiciones necesarias que deben satis-
facer los coeficientes para el funcionamiento de esta transformacion particular. La
primera de estas ecuaciones determina una relacién directa entre c(t) y b(t) a través
de la ecuacién de Riccati, mientras que las funciones d(t) y f(t) ain permanecen
como funciones “arbitrarias”. La Ecuacién (3.45) establece la forma en la que debe
ser elegida la funcién g(¢). Una facil implicacién de las Ecuaciones (3.41)-(3.45) y
que serd de gran utilidad en la Seccién 3.6 es mostrada en la siguiente nota.

Nota 1. Si se asume que las funciones c(t), d(t) y f(t) son de clase C' entonces
a(t), 8(t) y k(t) también estdn en dicha clase y u(t) pertenece a la clase C*.

En el lema que sigue se expone la primera consecuencia relevante del nuevo
sistema de Riccati frente a las soluciones de un problema de Cauchy para la ecuacion
(3.24).

Lema 2 (J. E.). Supdngase que h(t) = —lopAu(t) con A € R, Iy = £1 y que c(t),
a(t), o(t), k(t), u(t) y g(t) satisfacen las Ecuaciones (3.41)-(3.45). Entonces
1
p(t)

es una solucion del problema de Cauchy para la ecuacion de Schrodinger no lineal

%Zf(t 33) _ ei(a(t)IQ-i-é(t)x-‘,-n(t))u(t’ Qf), (346)

no autonoma
Wy = lothae + b(t)2*) — ic(t)arp, —id(t)y — f(t) +ig(t)e + h(t)[W[*Y, (3.47)

(0, 2) = tho(x) (3.48)

si y solo si, u(t,z) es una solucion del problema de Cauchy para la ecuacion de
Schrodinger estandar

ity — lotipe + loMul?u = 0. (3.49)

u(0, ) = /p(0)e OOy (). (3.50)
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Demostracion:(<=). Esta primera parte es consecuencia del Lema 1, debido a
que en este caso £(t) = x y 7(t) = t.
(=). Supongase que 1V satisface el problema de Cauchy (3.47)-(5.48) y definace la
funcion

u(t,x) = /p(t)e P EDe(t, @),
donde S(t,r) = a(t)x® + §(t)x + k(t). Al calcular las derivadas parciales correspon-

dientes se obtiene

T (%M—lﬂ’w —i(d?+dz+K) Y+ wt) )
N \/ﬁe—iS(_i(2a$+5)¢+wx>>

Upy = \/ﬁe’is( — 2iop — (2 + 8)2 1 — 2i (2ax +9) ¢, + ¢m>-
En consecuencia,

iy — lotgy + oM\ u*u = /e (%u‘l,u'w + (o/:v2 +0x+ Hl> W+ i)y + 2l

4 Iy (20 + 6)2 % + 2oi (202 + 8) Py — lothes + zowww).

De las Ecuaciones (3.41)-(3.45) (y por ende (3.37)-(3.40)) se desprende

?

. l l [
iy — lotgy + loMu?u = \/ﬁe_zs (5(2d — o)+ (Zoc’xQ — Eog’a: — ZOQQ) U+ 1y
1 . lo 2 . 2
+ §zcw+ Z(cx—g) U +i(cx — g) Yy — lothee — h|Y|*Y

loIQ

= Jpe (w (z’d + T(c’ +c?) — %x(g’ + cg)> + 1y
= Jpe ™ <i1/}t — lgUpe — D% + icxthy + idi) + faip

— gl —hww) =0,
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por lo tanto u satisface (3.49)-(3.50), y de esta manera el hecho que la funcion
w(t)e SE) £ 0 para todo t y x permite concluir lo deseado. Por wltimo, la con-
dicion inicial es satisfecha. O
La principal ventaja del resultado anterior es que bajo condiciones pertinentes,
es posible establecer una estructura para la solucién de un problema de Cauchy de
este tipo de ecuaciones de Schrodinger, estableciéndolas forma como “multiplos” de
soluciones de un problema Cauchy partucular para ciertas ecuaciones de Schrodinger
no lineales no auténomas. La razon para este hecho, radica en haber sido posible
eliminar las escalas en tiempo y espacio implicitas en la transformacién dada en el
Lema 1, y en adicién, el haber trasladado la ecuacién de Riccati para «(t) hacia uno
de los coeficientes de la Ecuacion (3.46) (ver Ecuacion (3.41)).
Por otro lado, al no haber escalas en tiempo y espacio, como sucede en el Lema
1, se hace més factible la construccién de soluciones globales (definidas para todo
momento del tiempo, ¢ € R) para la ecuaciéon de Schrodinger no lineal general (ver
Seccién 4.1); propiedad que suele caracterizar a la ecuacién de Schrédinger no lineal

usual (es revertible en tiempo).

3.6. Unicidad de las soluciones clasicas para la ecuaciéon de
Schrodinger no lineal con coeficientes variables en
LXLL([-T,T) x R) con g = 2,00

El fin primordial que motiva esta seccion es el estudio de un problema de Cauchy
de valor inicial para la ecuacion de Schrodinger no lineal con coeficientes variables.
Para llevar a cabo tal propdsito, se utilizara la transformacién expuesta en el Lema
2, por lo cual se asumird la validez de las Ecuaciones (3.41)-(3.45).

La transformacion utilizada permite trasladar un resultado clésico de unicidad para
la ecuacion de Schrodinger no lineal usual en su equivalente, bajo ciertas condiciones,

en la ecuacién de Schrodinger no autonoma. De esta manera, se determinan las
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condiciones minimas para la unicidad de las soluciones clésicas del tipo de ecuacién
de Schrodinger general aqui estudiada.

Proposiciéon 2 (J. E.). Asimase que se satisfacen las Ecuaciones (3.41)-(3.45)
(corresp. a ly = —1). Si c(t), d(t), f(t) € CY([-T,T)) para algin T > 0 y h(t) =
AMu(t) con A € R, entonces el problema de Cauchy para la ecuacion de Schrodinger

no lineal no auténoma
W = —ue + b(t)a*) —ic(t)ary, —id(t)Y — f(t)a +ig(t)e, + h(H)|Y]*Y  (3.51)

(0, 2) = to(x), (3.52)

tiene una unica solucion clasica en el espacio L Li([-T,T] x R) para ¢ = 2, cc.

Demostraciéon: Sean ¢',* € C7 ([=T,T] x R) soluciones cldsicas de dicho pro-
blema que estdin en el espacio LY Li([-T,T] x R) para ¢ = 2,00. Debido a las
condiciones asumidas sobre los coeficientes c(t), d(t), f(t) y h(t); el Lema 2 y la

Nota 1, se puede concluir que las funciones

uj(t,x) = ,u(t)e*i(a(t)x2+5(t)x+ﬂ(t))wj(t’ x) c Ct%x([_T, T] % R) con j=1,2
(3.53)
son soluciones cldsicas de la ecuacion de Schrodinger no lineal estdndar asociada

(3.49) sobre [T, T, con dato inicial
W (0,2) = /u(0)e OO Oy (1) para j=1,2.

Ahora, para ver que cada w’ satisface las condiciones de la Proposicién 1, se mos-

trard que tales funciones pueden ser consideradas como aplicaciones
uj : [_T7 T] — LE(R)a q=2,00,

que estdn en el espacio L°([=T,T]). Sea M > 0 el mdzimo de /u(t) en [=T,T]

cuya existencia es garantizada por la continuidad de u(t) sobre [=T,T], la cual es
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directa consecuencia de la hipdtesis que recae sobre c(t) y d(t) (son de clase C1),
entonces se sastisfacen las siguientes condiciones:

(a). Para todo t € [-T,T) se cumple que u(t) € LL(R) para ¢ = 2,00: En efecto,

e O llisw = WaOIE Olsg.  5=1.2

< M|l ()]s < oo

(b). La funcién v’ tiene norma mizta finita: De la parte anterior se desprende que

17| e g -rimyxr) = HH“j(t)HLg(R)“L?"([*T,TD
= H’M|ij(t)HLg(R)“L?’([—T,T])
< M|I¥ Ol ez || e 7y < -

En estos términos se ha probado que v/ € L LL([—T,T] x R) con q¢ = 2,00, por lo
tanto la Proposicion 1 implica que u' = u®. Fl resultado final se obtiene de multi-
plicar ambos lados de la Ecuacion (3.53) por la expresion e/ @=*+00atn®) /. /(1)
O

Cabe notar que el resultado anterior no dice nada de la existencia de dichas
soluciones, en cambio brinda unas condiciones iniciales para que conocidas la solu-
ciones del problema de Cauchy establecer la unicidad de las mismas. En el capitulo
que sigue se muestra la aplicabilidad de la proposicién anterior, al permitir estable-

cer la unicidad de algunas soluciones de ecuaciones de Schrodinger no lineales no

auténomas.



Capitulo 4
SOLUCIONES EXPLICITAS DE ECUACIONES
DE SCHRODINGER NO LINEALES NO
AUTONOMAS

En el presente capitulo se pretende estudiar el comportamiento en el tiempo
que presentan las soluciones de algunas ecuaciones de Schrodinger no lineales y no

auténomas del tipo:

Wy = —a(t)hee + b(t)a*y — ic(t)arp, —id(t)) — f(t)w) + ig(t)ihe + h(t)[¢*

Para tal fin se utiliza la transformacion particular conseguida en el capitulo ante-
rior. Adicionalmente, a través del resultado de unicidad propuesto para esta clase

de ecuaciones se obtienen las unicas soluciones de ciertos problemas de valor inicial.

4.1. Dinamica de las soluciones para ecuaciones de Schrodinger no
lineales no auténomas: Soluciones globales

En el capitulo anterior se introdujo una transformacién particular (Lema 2) que
permite conectar de manera biunivoca soluciones de ecuaciones de Schrodinger no
lineales estandar y ecuaciones de Schrodinger no lineales no auténomas, a través del
sistema (3.41)-(3.45). En éstas las funciones d(t) y f(¢) desempenan un papel im-
portante como “parametros arbitrarios” debido a la no dependencia de los mismos
del resto de los coeficientes.

En esta seccion nos interesa describir la dinamica de las soluciones para ciertas ecua-

ciones de Schrodinger no auténomas, para cuando se eligen diferentes valores para el

39
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término de disipacién/ganancia d(t) (y por ende para h(t)); ya que la constribucién
generada por éste resulta mucho més relevante que la propiciada por f(t), de hecho,
cualquier contribucién por parte de f(¢) es anulada via el médulo de las soluciones
(ver Ecuaciones (3.43) y (3.44)).

En los casos a considerar parte de los valores utilizados para la funcién ¢(t) han sido
tomados de la referencia [13], mientras que las soluciones clasicas de la ecuacién de
Schrodinger expuestas en el Capitulo 2 tienen nuevamente una importante funcion
en esta parte. Para una mayor confianza en las soluciones obtenidas, el lector puede
consultar el Apéndice A para la verificacion de dichas soluciones con el programa

“Mathematica”.

4.1.1. Perturbaciones del solitén brillante: b(t) = sen® t—cost, c(t) = —sent.

Considérese la ecuacion de Schrodinger no lineal no autéonoma

1.2

iy = —wm—kz (sen®t — cost) Y+izsenty, —id(t)Y+h(t)Y|*Y, txzeR. (4.1)

Independientemente de la eleccion de la funcién d(t), los coeficientes de la forma
cuadrdtica asociada (a(t)x? + 6(t)x + k(t)) son:
t
a(t) = SeT“ 5t =0,  w(t) = K(0).
Por otro lado, el Lema 2 traduce el problema en la ecuacion de Schrodinger estandar

ity + Upe + 3|ulu =0, t xR,

cuya solucion tiene la siguiente forma (ver Ejemplo 1):

2
u(t,z) = \/—% sech(v/—vx) exp(—vit), v <O0.
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a). Solucién periddica en tiempo para la Ecuacién (4.1): d(t) =sent y h(t) =
—363_3 COSt.
En este caso se obtiene la correspondiente funcion u(t) = e373°5t. En consecuencia

la ecuacion de Schrodinger general (4.1) admite una solucion de la forma:

Wit z) = \/—Té’ sech(v/—vz) exp E (cost — 1) +i (‘”ZQ sent + k(0) — vt)] (42)

La Figura 4-1 ilustra el comportamiento periddico dominante en estas soluciones
(dadas en términos de la funcion cost) y la dependencia de las mismas frente a la
variacion del pardmetro v. Soluciones con v =2 y v = 0.1 son mostradas en (a) y
(b) respectivamente.

b). Solucién con rapido decaimiento en tiempo para la Ecuacién (4.1): d(t) =
%(415 _sent) y h(t) = —3¢2.

Para la construccion de este tipo de soluciones obsérvese que la funcion caracteristica

es u(t) = 2. Entonces la solucidn toma la forma:

WWOZngwﬁ(—WNWP(§%M+M®—W>—ﬂ- (4.3)

La particular propiedad de estas soluciones se desprende del comportamiento domi-
nante de la funcion p='(t) = e " (decrece rdpidamente) y éste a la vez surge como
consecuencia de una debida eleccion del parametro d(t). La Figura /-2 muestra la
dinamica de dichas soluciones.

c). Perturbacién en el origen del solitén brillante para la Ecuacién (4.1):
t sent 3t +3
d(t) = — h(t) = ————.
®) (t2+1)(t* 4 2) 2 yht) 2+ 2

La toma de estos valores para d(t) y h(t), permitird construir soluciones que sufren

una ligera perturbacion en amplitud en las cercanias del origen, pero que luego de

esto el pulso hiperbdlico “sech(v/—vz)” vuelve a predominar durante el resto de la
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(b) Solucién bajo los pardmetros v = =2 y x(0) = 0.

Figura 4-1: Dindmica de las soluciones de la Ecuacion (4.1) para d(t) = sent y
h(t) = —3e373t en los intervalos —30 <t <30y —10 < z < 10.

2 +2
propagacion. La correspondiente expresion para u(t) y (t, z) son: p(t) = v i LY
20t? 4+ 4 2
Y(t,z) = —;2—::__; sech(v/—vx) exp [z (% sent + k(0) — vt)] . (4.4)

El comportamiento antes mencionado acerca de las soluciones, puede ser apreciado

en la Figura /-35.
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—0.1y k(0) =0.

(a) Solucién bajo los pardmetros v

(b) Solucién bajo los pardmetros v = =2y x(0) = 0.

(4t—sent)/2 y h(t) = —3e2’

Figura 4-2: Soluciones de la Ecuacién (4.1) para d(t)

y —10 <z < 10.

con —2<t<2
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(a) Solucién bajo los pardmetros v = —0.1 y x(0) = 0.

(b) Solucién bajo los pardmetros v = =2y x(0) = 0.

3: Vista tridimensional de las soluciones de la Ecuacién (4.1) con d(t) =

t2+2)—(sent) /2y h(

(
—10 < z < 10.

Figura 4-

en los intervalos —30 < ¢ < 30

—(3t*43)/(t*+2)

t)

)

t?+1

t/(

y
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4.1.2. Perturbaciones del solitén de Peregrine: b(t) = ¢* — 3,

(t) = —2t.
En esta parte se enfoca la atencion en la construccion de soluciones que respon-
dan a determinadas perturbaciones del conocido “soliton de Peregrine”, ver Ejemplo

5 en Capitulo 2. Para esto se plantea la siguiente ecuacion de Schrodinger no lineal
Wy = g+ 2% (2 = 1/2) 0+ 2itai, —id(t)) — etz + 2ite’ b, + h(t)| 2 (4.5)
con t,x € R. Obsérvese inicialmente que los respectivos valores de «, 0, k son:

a(t) = % 5(t) =te”,  k(t) = r(0) + %6%2 <2t - \/§D(\/§t)> ,

donde D(t) es la funcién Dawson dada por la expresion D(t) = e " fot e”’dz. En
sequnda instancia, la ecuacion de Schrodinger no lineal auténoma asociada tiene la

forma:

iy + Ugy + 2)ul’u =0, t,ze€R.
Una solucion para ésta ultima es (ver Ejemplo 5)

3+ 16iA%t — 16A*2% — 4A%22
14+ 16A4¢2 + 4 A222

u(t,x) = Aexp(2iA®t) ( > , AeR

A continuacion se inician las respectivas consideraciones para la funciones d(t) y
h(t).
a). Solitén de Peregrine para la Ecuacién (4.5): d(t) = tanht —t y h(t) =
—8cosh?t.
Bagjo estas elecciones se tiene que p(t) = 4 cosh? t y la solucidn correspondiente toma
la forma:

U(t,x) = exp {z (%:cQ +te’z + K(0) + %6%2 (215 - \/§D(\/§t)> + m%)]

3+ 16iA%t — 16 A*2 — 4A%22
1+ 16 A%4¢2 + 4 A222

X gsecht < (4.6)

En este punto, se presenta una prueba fehaciente de la posibilidad de trasladar
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2.25 (9 veces)

) ) 0.25 ) )
X
—10 -5 [} 5 10 —10 -5

L

5 10
(a) Perfil espacial del solitén de Peregrine per- (b) Perfil temporal del solitén de Peregrine per-
turbado en el tiempo t = 0. turbado en = = 0.

(c) Vista tridimensional del solitén de Peregrine

Figura 4-4: Dindmica del solitén de Peregrine para la Ecuacién (4.5) para d(t) =
tanht — ¢, h(t) = —8cosh*t, A = 0.5y x(0) = 0 en los intervalos —10 <t < 10y
—25 < zx < 25.

soluciones de gran relevancia como lo son aquellas de tipo “soliton de Peregrine”
hacia ecuaciones de Schrodinger mds generales (bajo ciertas perturbaciones). En la
parte (a) de la Figura 4—4 se puede apreciar que la solucion construida ain preserva
la propiedad que su perfil espacial tiene una amplitud de 9 veces la de su fondo
continuo (como sucede con el cldsico soliton de Peregrine, ver Ejemplo 5). Mientras
tanto, el perfil temporal de la solucion no posee dicho fondo continuo, ver parte (b)

para esto.
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b). Solitén de Peregrine para la Ecuacién (4.5) con: d(t) = —(tanh ¢ sech 2t +t)

2
h(t) = ————.
y h(t) tanh?®t + 1 .
Los valores aqui considerados conllevan a las expresiones u(t) = ————
1 P H(t) tanh®t + 1 Y

1
Y(t,r) = exp {z (%xz +te”’ z + K(0) + ge%Q (275 — \/§D(\/§t)> + 2A2t)]
16i A%t — 16 A%? — 4A%22
x A tanhQIH—l(g+ GiA%t — 1647 x) (4.7)

1+ 16A%2 + 4A%22

Al igual que en el caso anterior, la solucion aqui encontrada guarda la propiedad

¢ o
h
".l]‘t III&J] ; \‘. x=0
|..T 2.25 (9 veces) ;f 1.5 IH\
.l"ll [ \\
Il+<{ / I.i]: \\
anl || i__:—-________ 11.5: _,_.----'?_ e
- — MWt1es— . = l

- 20 —10 1} 10 20 - 10 -5 0 5 10

(a) Perfil espacial del solitén de Peregrine per- (b) Perfil temporal de solitén de Peregrine per-
turbado en ¢t = 0. turbadoen x =0y = = 5.

(c) Evolucion tridimensional del solitén de Peregrine perturbado.

Figura 4-5: Solucién de la Ecuacién (4.5) con d(t) = —(tanhtsech 2t +t), h(t) =
—2/(tanh2 t+1), A= 0.5y k(0) = 0 en los intervalos —10 <t < 10y —25 < z < 25.
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que caracteriza al clasico soliton de Peregrine de que su perfil espacial tiene amplitud
mdzxima igual a 9 veces a la de su fondo circundante, ver parte (a) en la Figura 4—
5 para esto. Por otro lado, en la pate (b) de dicha figura se puede observar las
perturbaciones sufridas en el perfil temporal del soliton de Peregrine inicial.

c). Solucién para la Ecuacién (4.5) con: d(t) = —(sen2t+t) y h(t) = —2e 25"t
Con la eleccion de estos valores se tiene que u(t) = e=25e*t oy por lo tanto la solucidn

puede ser escrita como sigue:

Y(t,x) = Aexp {z (%ﬁ +te’z + K(0) + éthQ <2t - \/5D(\/§t)> + 2A2t) + sen” t}

3+ 16iA%t — 16 A% — 4 A%2?
1+ 16 A%2 + 4 A2x2

(4.8)

En esta parte la solucion obtenida no preserva las propiedades que caracterizan al
soliton de Peregrine, debido a que el perfil temporal y espacial de ésta se ven ente-

ramente perturbados, ver Figura 4—6 para mejor apreciacion.

4.1.3. Perturbaciones del séliton oscuro trasladado: b(t) = 2tanh®t — 1,
c(t) = — tanht.

Se construyen tipos de solitones oscuros generales con amplitudes variables a
partir del soliton oscuro trasladado dado en el Ejemplo 4. Para este hecho se propone

la siguiente ecuacion de Schrodinger no lineal no auténoma:

2

iy, = —wm—% (1 — 2tanh®¢t) y-+iz tanh t,—id()Y+h(t) >y, tx €R. (4.9)

En consecuencia, las funciones inmersas en la transformacion son:

B tanht
-

aft)
y la ecuacion de Schrodinger no lineal asociada es:

iy + Ugy — [ulPu =0, tz€R.
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[

2
6

L L T S T S T S S S S S S SRS
-10 -5 1] 5 10 -20 —10 o 10 20

(a) Perfil espacial del solitén de Peregrine per- (b) Perfil temporal del solitén de Peregrine per-
turbado en los tiempos t =1y t = 5. turbado en x = 0.

(&1

[

Tiempo t 10

(¢) Vista tridimensional de la solucién

Figura 4-6: Solucién de la Ecuacién (4.5) con d(t) = —(sen 2t+1), h(t) = —2e~25""1
A=0.5y k(0) =0 para los valores en —10 <t <10y —25 <z < 25.

Y

Una solucion para esta dltima ecuacion es de la forma (ver Ejemplo 4):

u(t,z) = % exp l—%(vZ + 4A2)t} [v— 2iAtanh A(z — vt)], A,v€R.

Para ver la dindmica de este tipo de soluciones, se pasard a considerar los siguientes

Ccasos.

t
a). Un tipo de solitén brillante temporal para la Ecuacién (4.9): d(t) = seTn

y h(t) = cosh tel—cost,
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l—cost

La respectiva expresion para la funcion u(t) es, p(t) = coshte , por lo que la

solucion que se propone en este caso puede ser escrita como:

U(t,x) = exp {% <tar;htx2 + k(0) — %(7} + 4A2)t) + %}
Vsech t [v — 2iAtanh A(z — Ut)}. (4.10)

V2

El cardcter sinusoidal de la funcion d(t) le impregna a las soluciones de la Ecuacion
(4.9) un destacado comportamiento para ciertos valores del pardmetro v (correspon-
diente a la velocidad del cldsico soliton oscuro). Para un valor pequeno de éste, las
soluciones describen el surgimiento de dos pulsos ligeramente separados cuyas ampli-
tudes crecen a medida que se propagan hasta alcanzar un punto mdximo. Después de
este punto, sus amplitudes decrecen rdpidamente hasta desvanecerse por completo,
ver inciso (a) en Figura 4—7. Por otro lado, en la parte (b) se consigue la formacion
de un tipo de soliton brillante en la variable temporal t (su perfil temporal no cambia
mediante su propagacion).

b). Solucién para la Ecuacién (4.9) con: d(t) = —%(senttanh(cos t) + tanht) y

h(t) = cosh(cost).

Las consideraciones aqui tomadas conducen a la funcion u(t) = cosh(cost) y la

correspondiente solucion toma la siguiente forma:

O(t,z) = —COS\I;%COS D exp [z (—taihtaﬂ +(0) — S(0 + 4A2)t)]
x [v—2iAtanh A(z — vt)]. (4.11)

En la Figura /-8 se muestra el comportamiento de la solucion construida.

4.1.4. Sistema sin potencial cuadratico
Para esta parte se muestra la dinamica de las soluciones en ausencia de un

potencial cuadrdtico, b(t) = 0. Considérese la ecuacion de Schrodinger no auténoma:



51

(b) Evolucién de la solucién para A = 0.2, v = 50 y (0) = 1, un tipo de

“soliton brillante” en la variable temporal.
Figura 4-7: Soluciones de la Ecuacién (4.9) con d(t) = (sent)/2y h(t) = cosh te! o
en los intervalos —10 <t <10 y —200 < z < 200.



52

(b) Evolucién de la solucién para A =1, v = 0.1 y k(0) = 0.

Figura 4-8: Soluciones de la Ecuacién (4.9) d(t) = —(senttanh(cost) 4+ tanht)/2 y
h(t) = cosh(cost) en los intervalos —10 <t <10y —30 < x < 30.

iy = by — id(t) — )+ ;it%x LR, o R (4.12)

La ecuacion de Schrodinger autonoma correspondiente a este problema tiene la for-

ma

iy + Uge — 2lul’u=0, t,zcR,
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y admite la solucion!

u(t,z) = Atanh(Az)exp (—2iA%t), A€R.

Adicionalmente, los valores de o, § y Kk son:

alt) =0,  8(t) = % k(1) = £(0) + é—g

a). Dinamica de las soluciones para la Ecuacién (4.12) con: d(t) = 2t —4 tanht
y h(t) = 2¢* sech® .

2t

Para esta parte se tiene que u(t) = e * sech® t, lo que permite construir una solucion

en términos explicitos para la Ecuacion (4.12) en la forma a sequir:

3 7
Y(t,z) = Acosh® t tanh(Ax) exp {z (%x + k(0) + é_?, - 2A2t) — tQ} . (4.13)

Para ver la evolucion en tiempo de las soluciones anteriores consulte Figura 4-9.
b). Ausencia del término de disipacién/ganancia en la Ecuacién (4.12):
d(t) =0y h(t) =2.
Es posible construir soluciones tipo solitones oscuros cldsicos para la ecuacion de
Schrodinger no lineal con coeficientes variables (4.12). Una primera forma de hacerlo
es considerar a la funcion u independiente de la variable temporal t, lo cual se logra
a través de la condicion c(t) = 2d(t) (ver Ecuacion (3.44)). Hecho lo anterior se
obtiene en este caso que u(t) =1 (al tomar u(0) = 1) y la correspondiente solucion
toma la forma:

Y(t,x) = Atanh(Ax) exp lz (gx + k(0) + % — 2A2t>} : (4.14)

Defina u(t,z) = w (t,2/v/2) donde w satisface la Ecuacién (2.8) del Ejemplo 3
dado en el Capitulo 2.
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Tiempo t 5 10

(a) Solucién para A = 0.1y x(0) =0.

Distancia x —200

(b) Solucién para A =2y k(0) =0.

Figura 4-9: Soluciones de la Ecuacién (4.12) d(t) = 2t—4tanht y h(t) = 2> sech®¢
en los intervalos —10 <t < 10y —300 < z < 300.

Es importante notar que en términos generales la condicion c(t) = 2d(t), pro-
vee a la soluciones de la ecuacion de Schrodinger no lineal no auténoma (5.24) del
mismo comportamiento que las soluciones de la ecuacion de Schrodinger no lineal

usual (3.49) (la forma en que se distribuyen las soluciones de ambas ecuaciones es



55

(b) Solucién para A =0.5y x(0) =

0.
Figura 4-10: Soluciones de la Ecuacién (4.12) d(t) = 0 y h(t) = 2 en los intervalos
10<t<10y —10 < < 10.

la misma). En la Figura 4-10 se puede observar el soliton oscuro cldsico construido

para distintos valores de A.
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4.2. Soluciones locales para algunas ecuaciones de Schrodinger no
lineales no auténomas

En la seccién anterior fué posible construir y estudiar la dindmica de solucio-
nes explicitas para la ecuacién de Schrodinger (3.24) definidas para todo tiempo ¢,
encontrando una diversidad de comportamientos para elecciones adecuadas de los
coeficientes.

En lo que concierne a esta parte, no se intenta abundar en la construccion de so-
luciones locales para el tipo de ecuacién de Schrodinger aqui estudiada, ya que el
unico fin es mostrar que de alguna u otra forma existen soluciones que no poseen
un buen comportamiento en todo instante del tiempo (por ejemplo existencia de

singularidades), dando como resultado el no poderlas extender hacia todo t € R.

4.2.1. Traslaciones de un solitén brillante local: b(t) = —1, ¢(t) = — tant.

En este caso, es importante considerar la siguiente ecuacion de Schrodinger con

1
potencial cuadrdtico constante b(t) = e

2
Wy = =y — %1/1 + iz tan th, — x) + 2itanty, — sect|h|*y, |t| < g, x eR.

(4.15)
Como primera medida, la ecuacion anterior tiene como ecuacion de Schrodinger no
lineal estandar asociada

e
o)

iUy + Uge + [uPu =0, [t < 5

r € R,

la cual presenta como una solucion a la funcion (ver Ejemplo 2):

2 _ 2
u(t,z) = Aexp [z (gx + QATUt)] sech [%(m - vt)] , AveR.
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Por otro lado, los valores de la funciones «, §, k y pu correspondientes a este problema

son respectivamente

at) = tajt, 0(t) =tant, k(t) =r(0)+tant —1t, p(t) =sect,

aqui la localidad surge del hecho de construir la funcion u(t) a través de la Ecuacion
(3.44), por lo que se hace necesaria la continuidad de la funcidn c(t) = —tant en
todo momento t. Usando las ecuaciones anteriores se construye una solucion para

la Ecuacion (4.15) en la siguiente forma:

tant

Y(t,z) = Aexp [z <TCL‘2 + <tant+ g) + £(0) + tant + ¢ <M — 1))]

X +/costsech [%(:c — vt)] . (4.16)

Una visualizacion del comportamiento de las soluciones de la Ecuacion (4.15) son
presentadas en la Figura 4—11. Las grdficas (a) y (b) muestran la evolucion de un
pulso que se traslada hacia la izquierda y derecha respectivamente, dichos compor-
tamientos responden a eleciones negativas y positivas de v. El pulso inicial (t = 0)
con perfil tipo “sech (x)” y amplitud A = 1, experimenta un leve decaimiento en su
amplitud como respuesta a la accion del término “cost” para valores de t tales que

lt| — 7.

4.2.2. Singularidad en tiempo finito: b(t) = e’ + 4e*, c(t) = —4e'.
A través de un potencial cuadrdtico cuya dependencia en tiempo es de tipo
exponencial es posible la formulacion de soluciones explicitas. En efecto, asumase la

ecuacion

iy — e + (€' +4e*) 2% + dizelrh, +i(2e" — 5 sec? 5t ) —2e 25 o) 2h = 0, (4.17)



Tiempo t

(a) Solucién para A =1, v =—10y x(0) = 1.

Tiempo t 1

(b) Solucién para A =1, v =10y x(0) = 1.

Figura 4-11: Soluciones de la ecuacién (4.15) en los intervalos —35 < t <

—12 <2 < 12.

con |t| < {5, la cual admite las funciones:

Ahora, la ecuacion asociada tiene la forma

m
1N

iUy — Ugy — 2Jul’u =0, [t < 10

/L(t) — 672 tan 5t.

r € R,

B
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y tiene como solucion (ver Ejemplo 1)
u(t, z) = /vsech (\/ﬂx) exp (—ivt) .
Entonces una solucién para la Ecuacion (4.17) estd dada por:
Y(t, ) = usech (voz) exp [i (e'z® + K(0) — vt) + tan 5t] . (4.18)

En la Figura 4-12 se ilustra el comportamiento de la solucion anterior. En ésta

se observa el caracter creciente no acotado de las soluciones para valores cercanos

T

15)- Este mismo hecho evita extender las

at = 5 (singularidad en el tiempo t =

soluciones a todo instante del tiempo.

4.3. Unicidad de dos problemas de Cauchy en el espacio L;°L! con
q=2,00

El proposito de esta seccion consiste en mostrar la aplicaciéon de la Proposi-
ci6én 2, por lo que apoyados en las soluciones construidas anteriormente (ver parte
(a) de la Seccién 4.1.1 y Seccién 4.2.1) se presentan las tinicas soluciones para dos
problemas de valor inicial para ciertas ecuaciones de Schrodinger no lineales con

coeficientes dependiendo del tiempo.

4.3.1. Unicidad de una solucion global
El problema de valor inicial para la ecuacion de Schrodinger no autonoma con
reR yte[-T,T| para todo T >0

2

Wy = — e + % (senzt — oS t) Y + iz sentih, — isenty) — 335 |42

Y(0,2) =1/ —231) sech(v/—vzx)exp [ik(0)], k(0) € R,v <0,
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=0.

)

0

(

(a) Solucién para A=1,v=0.1y &

e
OON
QO
R0

(b) Solucién para A=0.1, v =1y x(0) = 0.

<

y —12

T
10

<t<

tiene una solucion de la forma (ver la solucion periddica de la Seccion 4.1.1):

Figura 4-12: Soluciones de la Ecuacién (4.17) en los intervalos 0

r < 12.

sent + £(0) — vt>] :

22
4
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Claramente dicha solucion pertenece a la clase C} ([=T,T] xR). Como se satisfacen
las condiciones (ver Ejemplo 7),

V2

4 )

|| sech(v —vz)||L2(r) = | sech(v/—v)||re®) = 1,

<

Hez(cost 1 HLOQ( 1) =1, (no depende de T),

entonces la solucion satisface

3
_ _ _4v h — 5(cost—1) H
191l ge 28 (1-711xR) H H\/ [ sec vz)e 2 L (-T.7))

2v 3 (cost—
= —gllsech( _Ux)HLZ(R)HeQ( ! 1)HL;’O([—T,T])

2¥—v .o
\/g ) 82])—2,
—%”, St p = 00.

En estas circunstancias, la Proposicion 2 permite concluir que dicha solucion es la
unica con la propiedad antes mostrada. Note la no dependencia de T en los argumen-
tos anteriores, por lo que en realidad la solucion local obtenida es a ciencia cierta

una solucion global del problema de Cauchy (definida para todo t > 0).

4.3.2. Unicidad de una solucién local
Considere el problema de Cauchy para la ecuacion de Schrodinger no lineal con
reRylt|<F,

2

Wy = =y — %@/J + iz tanty, — xp + 2itanty, — sect|@/1|2@/1 (4.19)

v

(0, ) = Asech <%x> exp |:’L <§:c + K(0)>:| , (4.20)

con K(0) € R y A > 0. Este problema posee la siguiente solucion (ver Seccion 4.2.1):

2 _ .2
P(t,x) = Aexp{ <ta4 ta:2+x(tant+%>+f~@(0)—|—tant+t<2ATU—1)>]

x V/costsech [%(m - vt)} : (4.21)
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Como se satisfacen las condiciones

V8
|| sech | A(x — vt)/ﬁ] | 22(r) = 7 || sech | A(x — vt)/\/i] lzee®) =1,

IVeostlz((-5.5)) = 1

se desprende que

||¢||L§°L£((f§,%)><R) = H||A\/Esech [A(x—vt)/\/ﬂ ||L£(R)HL?O((_ ))

(-3.3))

INIE]
(ME}

= AH\/EH sech [A(I - Ut)/\/ﬂ ||LZ(R)HL?Q(

VAV, sip=2,
— (4.22)

A, sip = o0.

Por lo tanto la funcion ¢ dada en la Ecuacion (4.21) es la unica solucion al problema
de valor inicial (4.19)-(4.20) sobre (—%,%) x R y que satisface la caracteristica
(4.22). Note que dicha solucion no puede ser extendida hacia una solucion global,
ya que la funcion “cost” no se mantiene siempre positiva en toda la recta real. En
cambio, la solucion encontrada resta aun unica en todo aquellos intervalos donde

“cost” sea positivo.



Capitulo 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

5.1. Conclusiones

El propésito principal de este proyecto fue construir nuevas soluciones explicitas
para un tipo de ecuacién de Schrodinger no lineal con coeficientes dependiendo del
tiempo (no auténoma). En esta tesis se usa una perturbacién de la transformacién
establecida por Suslov en [5], entre la ecuacién de Schrédinger no lineal no auténoma
y la bien conocida ecuacién de Schrodinger no lineal (auténoma). El primer interés
fue estudiar la dindmica de las soluciones tipo solitén brillante, oscuro y Peregrine
a través de la familia de multipardmetros (3.10)-(3.16). Como propésito secundario,
se planted el siguiente interrogante: ;Es posible determinar condiciones en los coefi-
cientes de la ecuacion de Schrodinger no lineal no auténoma y en la transformacion
para garantizar la unicidad de las soluciones para un problema de Cauchy?.
En cuanto al primer objetivo trazado, fue posible observar la dinamica que presentan
dos nuevas soluciones soliténicas (brillante y oscuro) para la ecuacién de Schrédinger
no lineal general (3.24) para variaciones en los multipardmetros (3.10)-(3.16), gene-
rando consigo solitones con flexiones en su eje hacia la izquierda y derecha, ver
Figuras 3-1 y 3-2 respectivamente. La dificultad en la construccién de soluciones
mediante la Transformacién (3.25) recae sobre el sistema de Riccati (3.1)-(3.6) que
regula la dindmica de dicha transformacion, el cual exige un balance complejo en-
tre los coeficientes de la ecuacion de Schrodinger no lineal no auténoma para su
6ptimo funcionamiento. En consecuencia, se propuso llevar a cabo dicha investiga-

cién a través de la transformacién particular dada por la Ecuacién (3.46), resultante
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de eliminar las escalas en tiempo y espacio inmersas en la transformacion origi-
nal (3.25), la cual hizo factible el observar el compotamiento de las soluciones tipo
solitones (brillante, oscuro y Peregrine) frente a la variacién de los términos de
disipacién/ganancia, d(t), y no linealidad, h(t), de la ecuacién de Schrodinger no
auténoma (3.24). Sin embargo, esta tltima transfomacién demanda un vinculo tipo
Riccati entre los coeficientes b(t) y ¢(t) de la ecuaciéon Schrédinger no lineal general
(ver Ecuacién (3.41)), por lo que cierta “arbitrariedad” en los coeficientes se ve per-
dida en comparacion con la transformacién originalmente propuesta.

La respuesta afirmativa al interrogante de la unicidad surgié asimismo como conse-
cuencia de la transformacion particular introducida, debido a las propiedades adicio-
nales que ésta trajo consigo; entre éstas una relacion entre las soluciones de ambas
ecuaciones de Schrodinger no lineales lo que permitié determinar una estructura ge-
neral para las soluciones de la ecuacién de Schrédinger no lineal no auténoma. Como
desenlace de la relacién observada se precisan las condiciones necesarias en los coefi-
cientes de la ecuacién de Schrodinger general para garantizar la unicidad de las solu-
ciones de un problema de valor inicial en el espacio de funciones L°Li([—T,T] x R)
con g = 2, o0.

Finalmente, en el proceso de obtener los resultados se not6 que las siguientes obser-
vaciones seran tutiles para futuras investigaciones:

Aungque la transformacién original dada en la Ecuacién (3.25) aparentemente brinda
cierto grado de “libertad” a los coeficientes de la ecuacion de Schrédinger no lineal
no auténoma (3.24), la exigencia del sistema de Riccati asociado dificulta el proceso
de construccion de las soluciones.

El estudio de un problema de Cauchy de valor inicial y la construccién de solu-
ciones explicitas para este tipo de ecuaciones resulta mas viable a través del uso
de la transformacién particular aqui introducida, Ecuacién (3.46), que mediante la

transformacion dada en sus términos generales, Ecuacién (3.25).
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5.2. Discusion y trabajos futuros
Inicialmente se le recuerda al lector la siguiente definicion:
Definicién 3 (Espacio de Schwartz). Se define el espacio de Schwartz

S (R™) := {f € C°(R") : Va, B € N", sup |2*D” f(z)| < oo}.

z€R™

Este espacio es dotado de la familia contable de seminormas

1fllas = sup |2° D7 f()].

xeR”™

En consecuencia dicho espacio tiene estructura de espacio métrico definiendo la
métrica

—la|— Hf_gHaﬁ
p(f,9) = Sa,52” 7 L vfge S(R)
’ T+ 1/ = dllas

Las funciones en . (R") tienen la propiedad de ser suaves y todas sus derivadas

tienden a cero mds rdpido que cualquier potencia de |z| cuando x — +oo.

2 .
@ es un elemento del espacio

Ejemplo 9. Para cualquier a > 0, la funcion e~
< (R).

El problema de Cauchy en el espacio de Schwartz: En la Proposicién 2 de la
Seccién 3.6 se probd que bajo el cumplimiento de las Ecuaciones (3.41)-(3.45) (co-
rresp. a lp = —1) y los requerimientos c(t),d(t), f(t) € C*([=T,T)) y h(t) = —Au(t)
con A > 0 el problema de Cauchy (3.51)-(3.52) admite una tnica solucién clasi-
ca en el espacio L¥°LL([—T,T] x R) para ¢ = 2,00. En este contexto, un primer
trabajo futuro consistira en probar o refutar que mediante las hipotesis adicionales
lo =1, ¢(t),d(t), f(t) € C=(]0,00)) ¥y ¥ € Z(R) se puede garantizar la existen-
cia de una unica solucién del problema de valor inicial (3.51)-(3.52) en el espacio

Cr.7.([0,T] x R), aqui el resultado correspondiente al caso auténomo, ver Teorema

3.1 de [26], podria ser de vital importancia en el transcurso de la prueba.
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Dentro de los proyectos que podrian realizarse como continuacién de esta tesis pue-
den ser:

e Construir nuevas soluciones para el tipo de ecuacién de Schrodinger no lineal (3.24)
utilizando los multipardmetros (3.10)-(3.16).

e Utilizar la transformacién particular (3.46) propuesta en esta tesis para el estudio
del problema de Cauchy (3.51)-(3.52) en espacios mas relevantes como los espacios
de Sébolev H*(R) con s =0, 1, 2.

e Estudiar la aproximacién numeérica del problema de Cauchy (3.51)-(3.52) emplean-

do la trasformacion particular (3.46).
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Apéndice A
VERIFICACION DE LAS SOLUCIONES DE
LAS ECUACIONES DE SCHRODINGER NO

LINEALES NO AUTONOMAS

El contenido de este apéndice consta de las verificaciones simbodlicas a través
del programa “Mathematica” de las soluciones construidas para la ecuacion de
Schrodinger no lineal no auténoma (3.24).

A.1. Verificacién de la solucién (3.30)

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (3.29):

pdel = IxD[\[Psi] [x, t], t] + (1/2)*xD[\[Psi] [x, t], {x, 2}]
+((Sech[t]*E~(2+Sinh[t]))/(2%Sinh[t] + Cosh[t]))
*\ [Psi] [x, t]*(Abs[\[Psi][x, t]])~(2)

+ Ixx*Tanh([t]*D[\[Psi][x, t], x] + I*Cosh[t]#*\[Psi][x, t]

- )

Solucién a verificar:

soll

\[Psi] -> Function[{x, t}, Sqrt[v]*Sqrt[Coth[t]/(2

+

Coth[t])]* Exp[I*((2*Sech[t]*Csch[t]*(x"2)

+

2%\ [Delta] O*Csch[t]*x - \[Deltal0~(2) + v)/(4

+

2xCoth[t]) + \[KappalO - v*\[Gamma]O)

Sinh[t]]*Sech[Sqrt[v]*((Csch[t]*x - \[Deltal0)/(2

+

Coth[t]) + \[Epsilon]0)1];
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Verificacion de la solucion anterior:
testl = pdel /. solil;
testll = Assuming[{{x, \[Epsilon]O, \[DeltalO, \[Gamma]O, \[KappalO} \

\[Element] Reals, v > 0, t > 0}, FullSimplify[test1]]

True
A.2. Verificacién de la solucién (3.32)
Definicién de la ecuacién diferencial parcial (3.31):
pde2 = I*D[\[Psi] [x, t], t] + (Cosh[t]l/2)*D[\[Psi][x, t], {x, 2}]
- ((Cosh[t]*(x72))/2)*\[Psi] [x, t] + I*x*Cosh[t]
*D[\ [Psi] [x, t], x] + ((I*Cosh[t])/2)*\[Psi][x, t]
- ((4%Cosh[t])/(1 + Sinh[t]))
*\ [Psi[x,t]*(Abs [\ [Psi[x,t]])"(2)== 0;
Solucién a verificar:
sol2 = \[Psi] -> Function[{x, t}, (A/Sqrt[1 + Sinh[t]])
*Exp [Ix(((-(x"2) + 2%\ [Delta]O*Csch[t]l*x - (\[Deltal0~2)
- 8x(A"2))/(2 + 2#Csch[t])) + \[KappalO + (A~2)*\[Gamma]O0)]
*Tanh [A* ((2xx*Csch[t] - 2+\[Delta]0)/(1 + Csch[t])
+ \[Epsilon]0)]1];
Verificaciéon de la solucién anterior:
testl = pde2 /. sol2;
test1l = Assuming[{{x, \[Epsilon]O, \[GammalO, \[DeltalO, \[KappalO,

A} \[Element] Reals, t > 0}, FullSimplify[test1]]

True



A.3. Verificacién de la solucién (4.2), d(t) =sent y h(t) = —3e*> 3 st,

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.1) correspondiente:

pde3 = I«D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi]l[x, t], {x, 2}]

+ 3*%E~ (3 - 3*Cos[t])*\[Psi] [x, t]l*Abs[\[Psi][x, t]1]1°2

((8in[t]"2 - Cos[t])*x~2)/4*\[Psi] [x, t]

Ixx*Sin[t]*D[\[Psil [x, t], x] + IxSin[t]*\[Psil([x, t]
== 0;

Solucién a verificar:

sol3 = \[Psi] -> Function[{x, t}, Sqrt[-(2/3)*v]*Sech[Sqrt [v]*x]
*Exp [(3*Cos[t] - 3)/2 + I*(x"2/4%Sin[t] - v*t +\[Kappal0)]l];

Verificacién de la solucién anterior:

test = pde3 /. so0l3;

testl = Assuming[{{x, t, \[Kappa]O0} \[Element] Reals, v < 0},

FullSimplify[test]]

True
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A.4. Verificacién de la solucién (4.3), d(t) = =50 y h(t) = —3e2”,

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.1) correspondiente:

pde4 = I«D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi]l[x, t], {x, 2}]

+

3*E~ (2% (t72))*\ [Psi] [x, t]l*Abs[\[Psi][x, t]]"2

((8in[t]"2 - Cos[t])*x~2)/4*\[Psi] [x, t]

Ixx*Sin[t]*D[\[Psi] [x, t], x] + I*x((4%t

Sin[t])/2)*\[Psi] [x, t] == O;

Solucién a verificar:

sol4 = \[Psi] -> Function[{x, t}, Sqrt[-(2/3)*v]*Sech[Sqrt [v]*x]
*Exp[-(t~2) + I*(x"2/4%Sin[t] - v*t + \[Kappal0)1];

Verificacién de la solucién anterior:

test = pded /. sol4;

testl = Assuming[{{x, t, \[Kappa]O0} \[Element] Reals, v < 0},

FullSimplify[test]]

True
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A.5. Verificacién de la solucién (4.4), d(t) = mrymy — 5
_ _ 3t243
h(t) = =55

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.1) correspondiente:
pdes = IxD[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psil[x, t], {x, 2}]
+ 3x(((£72) + 1)/((t72) + 2))*\[Psi] [x, t]
* Abs[\[Psi] [x,t]]172 - ((Sin[t]"2 - Cos[t])*x"2)/4
*\[Psi] [x, t] - I*x*Sin[t]*D[\[Psi] [x, t], x]
+ Ix(=(Sin[t]/2) + t/(((£72) + 2)*((£"2) + 1)))
*\ [Psi] [x, t] == O;

Solucién a verificar:

solb = \[Psi] -> Function[{x, t}, Sqrt[((t~2) + 2)/((t"2)

+

1) 1xSqrt [-(2/3) *v] *Sech [Sqrt [-v] *x] *Exp [I* (x~2/4*Sin[t]

vxt + \[Kappal0)]1];

Verificacién de la solucién anterior:

test = pdeb5 /. solb;

testl = Assuming[{{x, t, \[Kappa]O0} \[Element] Reals, v < 0},

FullSimplify[test]]

True

y
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A.6. Verificacién de la solucién (4.6), d(t) = tanht —t y h(t) = —8cosh’t.

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.5) correspondiente:

pde6 = I«D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi]l[x, t], {x, 2}]

+

8*(Cosh[t]~2)*\ [Psi] [x,t]*(Abs[\[Psi] [x, t]])~(2)

((t72) - (1/2))*(x"2)*\[Psi] [x,t] - 2%Ikxxt
*D[\ [Psi] [x, t], x] + I*(Tanh[t] - t)*\[Psil[x, t]
+ Exp[t~2]*xx\[Psi] [x, t] - 2*I*t*Exp[t~2]
*D[\[Psi] [x, t], x] == O;
Solucién a verificar:
sol6 = \[Psi] -> Function[{x, t}, (A*Sech[t]/2)
* Exp[I*(((x"2)*t)/2 + t*Exp[t~2]*x + \[KappalO
+(Exp[2%(£~2)1/8) * (2%t - Sqrt[2]*DawsonF [Sqrt [2]*t])
+ 2% (A”2)*t)]*((3 + 16%xI*x(A"2)*t - 16%(A~4)*(t"2)
- 4x(A"2)*(x72)) /(1 + 16x(A~4)*(£72) + 4x(A"2)*(x72)))];
Verificacién de la solucién anterior:
testl = pde6 /. s0l16;
test1l = Assuming[{x, t, A, \[Kappa]O} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True



A.7. Verificacién de la solucién (4.7), d(t) = —(tanhtsech 2t +t) y
h(t) = — o

" tanhZt4+1°

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.5) correspondiente:

pde7 = I«D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psil[x, t], {x, 2}]

+

(2/((Tanh[t]~2) + 1))*\[Psi] [x,t]*(Abs[\[Psi] [x, t]1)7(2)

((£72) - (1/2))*(x"2)*\[Psi] [x,t]

2+%Ixxxt*D[\ [Psi] [x, t], x] -I*(Sech[2*t]*Tanh[t]+t)
*\[Psi] [x, t] + Expl[t~2]*xx\[Psi] [x, t]
-2xIxt*Exp [t"2]#D[\ [Psi] [x, t], x] == O;

Solucién a verificar:

sol7 = \[Psi] -> Function[{x, t}, A*Sqrt[(Tanh[t]"2) + 1]
*Exp [I*(((x~2)*t)/2 + t*Exp[t~2]*x + \[KappalO
+ (Exp[2*(£°2)1/8)*(2*t - Sqrt[2]*DawsonF [Sqrt[2]*t])
+ 2x(A"2)*t) I*((3 + 16%xIx(A"2)*t — 16%(A"4)*(£"2)
- 4x(A”2)*(x72)) /(1 + 16%x(A"4)*(t72) + 4x(A~2)*(x"2)))];

Verificacién de la solucién anterior:

testl = pde7 /. sol7;

testll = Assuming[{x, t, A, \[KappalO} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.8. Verificacién de la solucién (4.8), d(t) = —(sen2t +1) y
h(t) — _2672561’12t.

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.5) correspondiente:
pde2 = IxD[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]
+2xExp [-2*%(Sin[t]"2) 1*\ [Psi] [x,t]*(Abs [\ [Psi] [x, t]1]1)7(2)
- ((£72) - (1/2))*(x"2)*\[Psi] [x,t] - 2*I*x*t
*D[\[Psi] [x, t], x] - Ix(Sin[2xt] + t)*\[Psi] [x, t]

+ Exp[t~2]*x*\ [Psi] [x, t] - 2*%Ixt*Exp[t~2]*D[\[Psi] [x, t],x]

Solucién a verificar:
sol8 = \[Psi] -> Function[{x, t}, A*Exp[I*(((x~2)*t)/2
+txExp[t~2]*x + \[Kappal0 + (Exp[2*(t~2)]/8)
* (2%t - Sqrt[2]*DawsonF [Sqrt[2]*t]) + 2*(A"2)*t)
+ (8in[t]172)I1*((3 + 16%Ix(A"2)*t - 16%(A"4)*(t"2)
= 4x(A"2)*(x72)) /(1 + 16x(A”4)*(t72) + 4x(A"2)*(x"2)))];
Verificacién de la solucién anterior:
testl = pde8 /. so0l8;
testll = Assuming[{x, t, A, \[KappalO} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.9. Verificacién de la solucién (4.10), d(t) = =t y h(t) = coshte! =",
Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.9) correspondiente:

IxD[\[Psi] [x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

pde9

Cosh[t]*Exp[1 - Cos[t]]*\[Psi] [x,t]*(Abs[\[Psi] [x,t]])"(2)

+ ((1 - 2%(Tanh[t]"2))*x"2)/4*\[Psi] [x, t]

I*xx*Tanh [t]*D[\ [Psi] [x, t], x] + (IxSin[t])/2*\[Psi][x, t]

== Q;

Solucién a verificar:

sol9 = \[Psi] -> Function[{x, t}, (Sqrtl[Sech[t]]/Sqrt[2])
*Exp [I* (((x"2)*Tanh[t])/4 + kO - (1/2)*((v"2) + 4x(A"2))*t)
+ (Cos[t] - 1)/21*(v - 2%I*AxTanh[A*(x - vxt)])];

Verificacién de la solucién anterior:

testl = pde9 /. so0l9;

testll = Assuming[{x, t, A, kO, v} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.10. Verificacién de la solucién (4.11), d(t) = —
y h(t) = cosh(cost).

:(sent tanh(cost) + tanht)

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.9) correspondiente:

pde10 = I*D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

Cosh[Cos[t]]*\[Psi] [x,t]*(Abs[\[Psi] [x, t]])~(2)

+ ((1 - 2%(Tanh[t]"2))*x"2)/4*\[Psi] [x, t]

Ixx*Tanh[t]*D[\ [Psi] [x, t], x] - (1/2)%

*I*%(Sin[t]*Tanh[Cos[t]] + Tanh[t])*\[Psi][x, t] == O;

Solucién a verificar:

s0l110 = \[Psi] -> Function[{x, t}, (Sqrt[Cosh[Cos[t]]]/Sqrt[2])
*Exp [I*x(((x"2)*Tanh[t])/4 + kO - (1/2)*((v~2)
+4x (A~2))*xt)]* (v -2*%IxAxTanh[A*x(x - v*t)])];

Verificacién de la solucién anterior:

testl = pdel0 /. so0l10;

testll = Assuming[{x, t, A, kO, v} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.11. Verificacién de la solucién (4.13), d(t) = 2t —4tanht y
h(t) = 2e*° sech®t .

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.12) correspondiente:

pdell = I«D[\[Psil[x, t], {t, 1}] + D[\[Psil[x, t], {x, 2}]

+ 2xIx(t - 2*Tanh[t])*\[Psi] [x, t] + (t"2)*x*\[Psi] [x, t]

(2/3)*Ix(£"3)*D[\ [Psi] [x, t], {x, 1}]

2% (Sech[t]~8)*Exp [2*(t"2)I*(Abs [\ [Psi] [x, t]]1"2)

*\[Psi] [x, t] == 0;

Solucién a verificar:

solll = \[Psi] -> Function[{x, t}, A*x(Cosh[t] "4)*Tanh [Ax*xx]
* Exp[I*(((£73)/3)*x + \[KappalO + (t~(7)/63)- 2%(A~2)*t)
- t7211;

Verificacién de la solucién anterior:

testl = pdell /. solll;

testll = Assuming[{x, \[KappalO, A, t} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True



A.12. Verificacién de la solucién (4.14), d(t) =0y h(t) = 2.

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.12) correspondiente:

pdel?2

IxD[\[Psil [x, t], {t, 1}] + D[\[Psil[x, tl, {x, 2}]

+

Ix(0)*\[Psi] [x, t] + (t~2)*x*\[Psi] [x, t]

(2/3)*Ix(t"3)*D[\ [Psi] [x, t], {x, 1}]

(2)*x(Abs [\ [Psi] [x, t]]172)*\[Psi] [x,t] == 0;

Solucién a verificar:

sol12 = \[Psi] -> Function[{x, t}, AxTanh[A*x]*Exp[I
*(((£73)/3)*x + \[KappalO + ((t~(7))/63)
- 2x(A”2)*t)1];

Verificacién de la solucién anterior:

testl = pdel2 /. soll2;

testll = Assuming[{x, \[KappalO, A, t} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.13. Verificacién de la solucién (4.16).

Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.15):

pde13 = I*«D[\[Psi] [x, t], {t, 1}] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+

(1/4)x(x~2)*\ [Psi] [x, t] + x*\[Psi] [x, t]

I*xxTan[t]*D[\ [Psi] [x, t], {x, 1}] + Sec[t]
*(Abs [\ [Psi] [x, t]]1"2)*\[Psi][x, t] -2*Ix*Tan[t]

*D[\[Psi] [x, t], {x, 1}] == O;

Solucién a verificar:
sol13 = \[Psi] -> Function[{x, tI},
AxSqrt [Cos[t]]*Sech[(A/Sqrt [2])*(x - v*t)]
*Exp [I*x((Tan[t]*(x"2))/4 + (Tan[t] + (v/2))*x
+ \[Kappal]0 +Tan[t] + t*x((2x(A"2) - (v"2))/4 - 1))1];
Verificacién de la solucién anterior:
testl = pdel3 /. so0ll3;
testll = Assuming[{{x, \[KappalO, A, v} \[Element] Reals,

(-Pi/2) < t < (Pi/2)}, FullSimplify[test1]]

True

80



81

A.14. Verificacién de la solucién (4.18).
Definicién de la ecuacién diferencial parcial (4.17):

pdeld

IxD[\[Psi] [x, t], {t, 1}] -D[\[Psil[x, t], {x, 2}]

+

(Exp[t] + 4*Exp[2 t])*(x"2)*\[Psi] [x,t]

+

4xI*xxExp [t]*D[\ [Psi] [x, t], {x, 1}]

2% (Exp[-2 Tan[5 t]]1)*(Abs[\[Psi] [x, t]1]1~2)*\[Psi][x, t]

+I%(-5%(Sec[5 t]~2) + 2 Expl[t])*\[Psi][x, t] == O;

Solucién a verificar:
sol14 = \[Psi] -> Function[{x, t}, Sqrt[v]*Exp[Tan[5*t]]
*xSech [Sqrt [v]*x]*Exp [Ix(Exp[t]*(x~2) + \[Kappal0 - vxt)]];
Verificacién de la solucién anterior:
testl = pde814 /. soll4;
testll = Assuming[{{x, \[KappalO, A} \[Element] Reals,

v > 0, (-Pi/10) < t < (Pi/10)}, FullSimplify[test1]]

True
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