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LINEAL CON COEFICIENTES VARIABLES:

EXISTENCIA DE SOLITONES Y SU DINÁMICA
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MATEMÁTICAS (APLICADA)

UNIVERSIDAD DE PUERTO RICO
RECINTO UNIVERSITARIO DE MAYAGÜEZ
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ABSTRACT

The study of non-linear Schrödinger (NLS) equation with time dependent co-

efficients (non-autonomous) is of increasing interest for the different applications in

non-linear optics, Bose-Einstein condensates and water waves. In this master thesis

we impose a balance between the time-dependent coefficients; they are part of a non-

linear coupled Riccati system. We will use solutions of this Riccati system to study

the dynamics of soliton solutions for the non-autonomous NLS, for this end we will

use multiparameter solutions for this system proposed by Suslov and Suazo in 2009.

As a contribution, in this thesis we present a modification of the method presented

by Suslov in 2011 that allow us to construct global solutions. In particular, we are

able to construct bright, dark and Peregrine type solitons for the non-autonomous

NLS. Further, we are able to manipulate the parameters in order to produce solitons

with bending. Finally, using a classical uniqueness result for the autonomous NLS

in the space of functions L∞t L
q
x, with q = 2,∞, we prove uniqueness of the Cauchy

initial value problem for the non-autonomous NLS.
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RESUMEN

El estudio de la ecuación de Schrödinger no lineal (SNL) con coeficientes de-

pendientes del tiempo (no autónomas) es de interés creciente para las diferentes

aplicaciones en óptica no lineal, los condensados de Bose-Einstein y las ondas de

agua. En esta tesis de maestŕıa se impone un balance entre los coeficientes que

dependen del tiempo; que son parte de un sistema de Riccati acoplado no lineal.

Las soluciones de este sistema de Riccati se utilizarán para estudiar la dinámica de

soluciones solitónicas para las ecuaciones SNL no autónomas, para tal fin, las solu-

ciones con multiparámetros para el sistema que fue propuesto por Suslov y Suazo en

el 2009 se aplicará. En esta tesis se presenta como contribución, una modificación

del método introducido por Suslov en 2011. Esta modificación nos permite cons-

truir soluciones globales para la ecuación SNL autónoma. En particular, es posible

construir solitones del tipo brillante, oscuros y Peregrino para las ecuaciones SNL

no autónomas. Además, como se muestra en este trabajo, los parámetros pueden

producir solitones con flexión. Por último, se usa un resultado clásico de unicidad

para las ecuaciones SNL autónomas en el espacio de funciones L∞t L
q
x, con q = 2,∞,

para probar la unicidad de las soluciones de un problema de Cauchy de valor inicial

para la SNL no autónoma.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

Ecuaciones de Schrödinger no lineales no autónomas (con coeficientes que de-

penden del tiempo) surgen frecuentemente en la formulación de leyes fundamentales

y el análisis matemático de una amplia variedad de problemas en mecánica cuántica

[1], óptica no lineal [2], condensados de Bose-Einstein [3], f́ısica del plasma [4], entre

otras aplicaciones. La versatilidad de este tipo de ecuaciones sienta sus bases en la

importante caracteŕıstica que admiten soluciones con propiedades trascendentales

como los solitones. Un solitón es una onda solitaria no lineal que tiene la capacidad

de propagarse con forma y velocidad constante en medios no lineales (piense en una

ola que preserva su forma sin desaparecer). Desde su primera observación hecha por

el ingeniero hidrodinámico John Scott Rusell los solitones, han generado diferentes

perspectivas a un sinnúmero de problemas f́ısicos.

Por otro lado, el carácter no lineal de estas ecuaciones y la dependencia en tiempo

de sus coeficientes dificultan el estudio de las mismas mediante los métodos clásicos

utilizados por ejemplo en el análisis de Fourier y análisis de la función de Green,

por referenciar algunos. La principal razón para ello reside en la relación directa que

existe entre muchos de los métodos y el llamado “principio de superposición lineal”,

el cual establece que en cualquier sistema lineal toda combinación lineal finita de

soluciones representa una solución para dicho sistema (es posible extender a sumas

infinitas siempre que el requisito de la convergencia sea satisfecho); pero como es

bien sabido para ecuaciones no lineales no es posible superponer las soluciones de

esta manera.
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En el presente trabajo se estudia un tipo general de ecuación de Schrödinger no

lineal con potencial cuadrático introducido por Suslov et al.:

iψt = −a(t)ψxx + b(t)x2ψ− ic(t)xψx− id(t)ψ− f(t)xψ+ ig(t)ψx +h(t)|ψ|2ψ, (1.1)

donde a(t), b(t), c(t), d(t), f(t), g(t) y h(t) son funciones reales dadas, ver ([5], [6],

[7], [8]). El prototipo de ecuaciones (1.1) ya han surgido en problemas referentes

al estudio de campos magnéticos uniformes [6], puntos cuánticos [1] (denominados

átomos artificiales) y fenómenos de Bose-Einstein [3]. El estudio del caso lineal de

la ecuación de Schrödinger anterior (h(t) = 0), ha sido fuente de investigación por

Suslov et al. en [6]. En [6] los autores construyen la solución fundamental para la

Ecuación (1.1) (h(t) = 0) y aśı logran dar solución al problema de Cauchy asociado

mediante el uso del principio de superposición. Para llevar a cabo la construcción

de esta solución los autores sujetan el problema a la resolución de un sistema de

ecuaciones que denominan como sistema de Riccati, el cual consiste de un sistema

acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales con coeficientes variables

encabezado por la reconocida ecuación de Riccati.

El interés de esta tesis consiste en estudiar la dinámica de las soluciones para ecuacio-

nes de Schrödinger del tipo (1.1), concentrando todo el esfuerzo principalmente en la

construcción de soluciones solitónicas. En efecto, a través del trabajo hecho por Sus-

lov en [5], donde establece un método para transformar la ecuación de Schrödinger

(1.1) en la ecuación de Schrödinger no lineal estándar (autónoma), se construye en

esta tesis soluciones solitónicas no autónomas (con amplitud y velocidad variando

en tiempo) para la Ecuación (1.1) utilizando las soluciones clásicas tipo solitón de

la ecuación de Schrödinger no lineal autónoma. La conexión establecida entre am-

bas ecuaciones tiene como ente regulador el sistema de Riccati utilizado en [6] y la

familia de multiparámetros introducidos por Suslov y Suazo en su estudio acerca

de ecuaciones de difusión y ecuaciones dispersivas, ver [9], por lo que se dificulta la
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obtención de estas ejemplares soluciones.

La transformación propuesta por Suslov permite determinar condiciones adecuadas

en los coeficientes de la Ecuación (1.1) que posibiliten la extensión de un resulta-

do clásico de unicidad de las soluciones para la ecuación de Schrödinger no lineal

estándar hacia un tipo particular de la Ecuación (1.1).

A continuación se presenta la organización de esta tesis. El Caṕıtulo 2 está consti-

tuido por parte de la teoŕıa preliminar, iniciando en primera instancia con una breve

descripción del concepto de solitón y algunas de sus clasificaciones. Se introduce la

ecuación de Schrödinger no lineal estándar; una deducción f́ısica desde el punto de

vista de la óptica [10], junto a la exposición de algunas soluciones solitónicas. Final-

mente, definiciones previas son dadas para la formulación del resultado de unicidad

para las soluciones clásicas de la ecuación de Schrödinger no lineal.

El Caṕıtulo 3 tiene como fin principal el estudio de un tipo de ecuación de Schrödinger

no lineal con coeficientes que dependen del tiempo (no autónoma). El método (trans-

formaciones) utilizado para ello es el propuesto por Suslov en [5], el cual permite

la construcción de soluciones para ecuaciones de Schrödinger no lineales no autóno-

mas a partir de las soluciones de la ecuación de Schrödinger no lineal estándar. En

este contexto, dos nuevas soluciones solitónicas no autónomas tipo solitón brillante

y oscuro con flexiones hacia izquierda y derecha en su eje central, son construidas

bajo la dinámica de los multiparámetros inmersos en la transformación, (ver Sección

3.4). Cabe resaltar que la dinámica de dicho método es regulada por un sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales conocido en la literatura como siste-

ma de Riccati. Finalmente, se propone un enfoque alternativo constituido por una

transformación particular la cual establece una relación directa entre los dos tipos

de ecuaciones de Schrödinger antes mencionados (Lema 2). La relación obtenida da

pie a garantizar la unicidad de las soluciones de un problema de Cauchy para ciertas

ecuaciones de Schrödinger no autónomas (Proposición 2).
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En lo que concierne al Caṕıtulo 4, se exhiben diversas aplicaciones correspondientes

al enfoque alternativo y la Proposición 2 presentada en el Caṕıtulo 3; se observa

la dinámica de soluciones solitónicas de ı́ndole brillante, oscuro y Peregrine para

distintos valores de dos de los coeficientes (d(t) y h(t)) de la Ecuación (1.1), ver

Secciones 4.1 y 4.2. Adicionalmente, la unicidad de las soluciones de dos problemas

de Cauchy surge como consecuencia de la Proposición 2 (consultar Sección 4.3). Fi-

nalmente, las conclusiones y las discusiones de los posibles trabajos futuros pueden

ser encontradas en el Caṕıtulo 5.

En el correspondiente Apéndice de esta tesis el lector podrá encontrar las respecti-

vas verificaciones, usando el Sistema de Álgebra Computacional Mathematica, de las

soluciones construidas para las ecuaciones de Schrödinger no lineales no autónomas

(ver Apéndice A).



Caṕıtulo 2

CONCEPTOS Y TEORÍA PRELIMINAR

El eje central de este caṕıtulo es presentar de manera concisa las pertinentes

bases teóricas y conceptos esenciales que permitan al lector tener una buena com-

prensión del trabajo que se desarrollará en los caṕıtulos posteriores.

2.1. Solitones

Un solitón es una onda solitaria no lineal con propiedades exepcionales de esta-

bilidad, la cual surge de un sólido balance entre la dispersión y no linealidad. Ésta

tiene la propiedad de propagarse y preservar asintóticamente su forma y velocidad

en interacciones no lineales con otras ondas solitarias o con otras perturbaciones

localizadas (ver Figura 2–1). Desde su primera observación en 1834 por el ingeniero

hidrodinámico John Scott Russell, éstas ondas tienen fascinado a los cient́ıficos por

sus espectaculares propiedades experimentales y las elegantes teoŕıas matemáticas

originadas [11].

Este tipo de ondas determinan una herramienta esencial para describir fenómenos

como la propagación de ondas hidrodinámicas, propagación de señales en fibras ópti-

cas y la dinámica de moléculas biológicas tales como el ADN y protéınas; entre otras

aplicaciones [11].

Un hecho que explica el gran interés por los solitones en f́ısica es la propiedad que

tienen éstos de surgir espontáneamente en un sistema f́ısico en el cual la enerǵıa es

alimentada, como por ejemplo enerǵıa térmica o por una excitación con una onda

electromagnética, incluso si la excitación no coincide exactamente con la solución

5
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solitón. En consecuencia, si un sistema posee las propiedades necesarias para la exis-

tencia de solitones, es muy probable que cualquier gran excitación conduzca a su

formación [11].

(a) Dos instantes t0 y t1 de un pulso so-
litónico que se mueve con velocidad v.

(b) Momento de colisión entre dos solitones
de diferentes amplitudes.

Figura 2–1: Visualización gráfica de las carateŕısticas principales de un solitón.

2.1.1. Solitones brillantes y oscuros

Dentro de los tipos de solitones que surgen frecuentemente en muchos problemas

f́ısicos, se encuentran los denominados solitón brillante y solitón oscuro. Los solito-

nes brillantes (resp. oscuros) son el resultado de un exceso (defecto) en la densidad

del medio, son muy robustos por que resultan del “tira” y “afloja” de dos efectos

opuestos, la dispersión y la no linealidad [12] (ver parte (a) y (c) de la Figura 2–2).

Para mostrar el por qué de los términos brillantes y oscuros utilizados para éstos,

el lector puede referirse a las partes (b) (franja brillante) y (d) (franja oscura) de la

Figura 2–2 donde se expone el contorno de las respectivas versiones tridimensionales

de los solitones dados en la parte izquierda de la misma.

2.2. La ecuación de Schrödinger no lineal

La ecuación de Schrödinger no lineal unidimensional está dada de la siguiente

forma:

iut + βuxx + λu|u|2 = 0. (2.1)
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(a) Solitón brillante. (b) Contorno de la vista 3D del so-
litón brillante.

(c) Solitón oscuro. (d) Contorno de la vista 3D del so-
litón oscuro.

Figura 2–2: Gráfica y contorno de un solitón brillante.

Aqúı u(t, x) es un campo escalar complejo, t, x ∈ R determinan el tiempo y espa-

cio respectivamente, β, λ ∈ R son constantes arbitrarias, i es la unidad imaginaria

con la propiedad i2 = −1 y los sub́ındices denotan derivadas parciales. Su nombre

es debido a su similar apariencia con la bien conocida ecuación de Schrödinger en

mecánica cuántica. La Ecuación (2.1) aparece como herramienta fundamental en la

descripción de muchos fenómenos f́ısicos como condensados de Bose-Einstein ([11],

[13]), ondas de agua [14], óptica no lineal ([15], [16]) y f́ısica del plasma [17], entre

otros.

Se plantea a continuación una breve derivación de la Ecuación (2.1) en términos del

estudio de la óptica no lineal, en este caso la ecuación que resulta de dicha deducción
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corresponde a los valores β = 1
2

y λ = 1.

2.2.1. Breve deducción de la ecuación de Schrödinger no lineal desde la
perspectiva de la óptica

La ecuación básica que gobierna la propagación de pulsos en una fibra óptica es

conocida como la ecuación de Schrödinger no lineal, la cual está dada por la siguiente

expresión:

− i∂u
∂z

=
1

2

∂2u

∂t2
+ |u|2u. (2.2)

Aqúı z es la distancia a lo largo de la dirección de propagación y t el tiempo.

La cantidad compleja u(z, t), da la forma temporal del pulso cuando es vista por

un observador en la localización z. La magnitud absoluta de u que aparece en la

Ecuación (2.2), representa la envolvente de la amplitud del pulso [10].

En lo que sigue se presenta una breve deducción de la Ecuación (2.2). Si el lector

esta interesado en conocer más detalles sobre la misma, puede consultar la referencia

[10].

Considérese la propagación de ondas de luz a través de una fibra óptica que tiene

tanto dispersión de velocidad de grupo e ı́ndice de no linealidad. Asúmase que las

ondas de luz están representadas por la función escalar U(z, t) proporcional a la

amplitud del campo complejo, por lo que la potencia P está dada por:

P = Pc|U |2,

donde la constante Pc puede ser considerada como una unidad de potencia. Para

frecuencias cercanas a una frecuencia central w0, la relación de dispersión genérica

k(w) = nw/c donde n es el ı́ndice de refracción, puede ser expandida de la siguiente

forma (relación de dispersión):

k(w) = k0 + k′(w − w0) +
1

2
k′′(w − w0)

2 + kNLP, (2.3)
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aqúı las primas indican derivación parcial con respecto a w y kNL es dado por:

kNL =
2πn2

λAefect
,

donde n2 es visto como media de todos los posibles estados de polarización, λ es

la longitud de onda y Aefect es el área central efectiva de la fibra, es decir, el área

que produce la intensidad media apropiada cuando la potencia del pulso se divi-

de por éste. La Expresión (2.3) describe adecuadamente la propagación de ondas

monocromáticas U(z, t) = u0 exp(ikz − iwt) siempre que la frecuencia no se aleje

demasiado de w0. Ahora, definiendo

u(z, t) ≡ U(z, t)ei(w0t−k0z) = u0e
i[(k−k0)z−(w−w0)t], (2.4)

entonces la ecuación de onda para u que es necesaria y suficiente para reproducir

exactamente la relación de dispersión inicial (Expresión (2.3)) es:

− i∂u
∂z

= ik′
∂u

∂t
− 1

2
k′′
∂2u

∂t2
+ kNLPc|u|2u. (2.5)

Ésta puede ser verificada insertando la Ecuacion (2.4) en la Ecuación (2.5). Final-

mente, para obtener la Ecuación (2.2) se introducen las nuevas variables

t′ = (t− k′z)/tc,

z′ = z/zc,

donde los valores tc, zc y Pc satisfacen las relaciones:

t2c/zc = −k′′,

zcPc = 1/kNL.

En términos de estas nuevas variables, la ecuación resultante (después de omitir las

primas sobre z y t) es la ecuación de Schrödinger dada en (2.2).
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2.2.2. Soluciones solitónicas para la ecuación de Schrödinger no lineal

La importancia de la ecuación de Schrödinger radica en gran medida en que ésta

admite soluciones tipo solitón [18]. Las propiedades de las soluciones de la ecuación

de Schrödinger dependen del signo del producto βλ. Si βλ > 0 la soluciones son de

tipo solitón brillante. El pulso brillante surge cuando |u|2 crece desde un valor

finito al infinito y próximamente retorna al mismo valor. Si βλ < 0 la solución es

de tipo expansiva, en el cual |u|2 decrece desde un valor finito al infinito y después

retorna al mismo estado. Estas soluciones son de tipo solitón oscuro [17].

En los siguientes ejemplos se muestran expresiones expĺıcitas para los tipos de solu-

ciones para la ecuación de Schrödinger no lineal con las propiedades antes descritas.

Ejemplo 1 (Solitón brillante). La ecuación de Schrödinger no lineal

iut + βuxx + λ|u|2u = 0, con βλ > 0, (2.6)

admite una solución solitónica de la forma (ver [17])

u(t, x) =

√
−2v

λ
sech

(√
− v
β
x

)
exp(−ivt),

donde v es un parámetro constante. La correspondiente gráfica de esta solución es

dada en la Figura 2–3.

Ejemplo 2 (Traslación del pulso brillante). La ecuación de Schrödinger

iut + uxx + |u|2u = 0, t, x ∈ R, (2.7)

posee la solución (ver [13]):

u(t, x) = A exp

[
i

(
v

2
x+

2A2 − v2

4
t

)]
sech

[
A√
2

(x− vt)
]
, A, v ∈ R.

La solución aqúı mostrada corresponde a una traslación del pulso brillante por el

factor vt para cada momento t fijo. La Figura 2–4 describe su evolución en el tiempo.
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Figura 2–3: Evolución del solitón brillante para la Ecuación (2.6) con parámetros
β = 1, λ = 3, v = −2 e intervalos −10 ≤ t ≤ 10 y −10 ≤ x ≤ 10.

Figura 2–4: Solución de la Ecuación (2.7) correspondiente a A = −1.8 y v = −4 en
los intervalos −1 ≤ t ≤ 1 y −10 ≤ x ≤ 10.

Ejemplo 3 (Solitón oscuro). La ecuación de Schrödinger no lineal

iut +
1

2
uxx − 2|u|2u = 0, (2.8)

aparece también como el ĺımite unidimensional del problema tridimensional de un

condensado confinado en una trampa parabólica ciĺındrica simétrica, en el cual la in-

teracción entre átomos es repulsiva. Dicha ecuación presenta soluciones de la forma
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(puede ver [11]):

u(t, x) = A tanh
(
A
√

2x
)

exp(−2iA2t), A ∈ R,

donde A determina la amplitud del solitón oscuro. Puede ver Figura 2–5 para su

descripción gráfica.

Figura 2–5: Vista tridimensional de la evolución del solitón oscuro para la Ecuación
(2.8) con A = 4 e intervalos −3 ≤ t ≤ 3 y −6 ≤ x ≤ 6.

Ejemplo 4 (Traslación del solitón oscuro). Considérese la ecuación de Schrödinger

cúbica (con no linealidad |u|2u),

iut + uxx − |u|2u = 0. (2.9)

En este caso la solución corresponde a un solitón oscuro el cual presenta traslacio-

nes en cada instante del tiempo, éste mismo puede ser escrito en la forma general

(consultar [13]):

u(t, x) =
1√
2

[v − 2iA tanhA (x− vt)] exp

(
− i

2

[
v2 + 4A2

]
t

)
,

donde los parámetros A y v corresponden a la amplitud y velocidad del solitón,

respectivamente. La dinámica de esta solución es presentada en la Figura 2–6.
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Figura 2–6: Comportamiento de la solución para la Ecuación (2.9) dado los valores
A = 1 y v = 2 e intervalos −5 ≤ t ≤ 5 y −10 ≤ x ≤ 10.

Para finalizar esta parte, se presenta un nuevo tipo de solución para la ecuación

de Schrödinger (2.1). En el año 1983 Howell Peregrine investigador en el departa-

mento de matemáticas de la Universidad de Bristol, propuso una nueva solución

anaĺıtica para la ecuación de Schrödinger no lineal autónoma la cual fué llamada

solitón de Peregrine en su honor. Contrario al clásico solitón que puede mantener

su perfil sin cambios durante la propagación, el solitón de Peregrine presenta una

doble localización espacio-temporal. Su principal caracteŕıstica es que después de

una leve oscilación en su fondo continuo, éste desarrolla un aumento progresivo de

su amplitud y un estrechamiento de su duración temporal. En el punto de máxima

compresión la amplitud es 3 veces el nivel del fondo continuo (si se considera la

intensidad, ya que es relevante en la óptica, hay un factor de 9 entre la intensidad

del pico y el fondo circundante) (ver Figura 2–7). Después de este punto de máxima

compresión, disminuye la amplitud de la onda hasta que finalmente desaparece. Es-

tas caracteŕısticas del solitón de Peregrine lo convierten en una atractiva hipótesis

para explicar la formación de esas ondas que tienen una alta amplitud y pueden

aparecer de la nada y desaparecen sin dejar rastro alguno [19].
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Ejemplo 5 (Solitón de Peregrine). La ecuación de Schrödinger no lineal

iut + uxx + 2|u|2u = 0, t, x ∈ R,

admite soluciones tipo racionales las cuales pueden ser compactadas en la fórmula

a seguir (consultar [20]):

u(t, x) = A exp(2iA2t)

(
3 + 16iA2t− 16A4t2 − 4A2x2

1 + 16A4t2 + 4A2x2

)
, A ∈ R. (2.10)

En la Figura 2–7 se muestra la doble localización de este tipo de ondas, ver parte

(a) y (b); mientras que una visualización tridimensional de estas mismas tiene lugar

en (c).

2.3. Conceptos previos

En la sección anterior se mostraron soluciones expĺıcitas tipo solitones para la

ecuación de Schrödinger no lineal (2.1). En lo que concierne a esta parte surge el

siguiente interrogante: ¿Bajo qué condiciones es posible establecer la unicidad de las

soluciones clásicas para la ecuación de Schrödinger no lineal?. Para dar respuesta

a esta pregunta se hace necesario recordar al lector las siguientes definiciones. Los

ejemplos aqúı mostrados serán de gran utilidad para la Sección 3.6.

Definición 1 (Espacios Lp, [21]). Considere el espacio de medida (Rn,B,m) donde

B es la σ-álgebra de Borel y m la medida de Lebesgue. Si 1 ≤ p < ∞, entonces se

define el espacio

Lpx(Rn) := {f : Rn −→ C : f es Lebesgue-medible y

∫
Rn
|f(x)|pdx <∞}.

Dicho espacio es dotado de la norma

‖f‖Lpx(Rn) :=

[∫
Rn
|f(x)|pdx

]1/p
.
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(a) Perfil espacial del solitón de Peregrine en
el punto de máxima compresión, t = 0.

(b) Perfil temporal del solitón de Peregrine
en el punto de máxima compresión, x = 0.

(c) Evolución de la Solución para A = 1, v = 0.1 y κ(0) = 0.

Figura 2–7: Dinámica del solitón de Peregrine para la Ecuación (2.10) para A = 1.

Es posible extender la anterior definición al caso p = ∞, de la siguiente manera,

considere el conjunto

S := {a ∈ R+ : m ({x ∈ X : |f(x)| ≥ a}) = 0},

en estos términos se define el espacio

L∞x (Rn) := {f : Rn −→ C : f es Lebesgue-medible y ı́nf(S) <∞},
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dotado de forma natural con la siguiente norma

‖f‖L∞
x (Rn) := ı́nf(S).

Ejemplo 6. Para cualquier par de números a, b con a > 0, se tiene que sech(ax+b) ∈

L2
x(R) y tiene norma ‖ sech(ax+ b)‖L2

x(R) =
√

2
a
. En efecto: Como primera medida,

la continuidad de ésta garantiza el hecho de ser medible en el sentido de Lebesgue.

Finalmente, se tiene que

‖ sech(ax+ b)‖2L2
x(R) =

∫
R
| sech(ax+ b)|2 dx

=
1

a

∫
R

sech2 y dy, y = ax+ b,

=
1

a
ĺım
z−→∞

∫ z

−z
sech2 y dy

=
2

a
ĺım
z−→∞

tanh z =
2

a
,

por lo tanto al tomar la ráız cuadrada se obtiene lo deseado.

Ejemplo 7. Las siguientes condiciones se satisfacen:

‖ sech(ax+ b)‖L∞
x (R) = 1, ‖

√
cos t‖L∞

t ([−π/2,π/2]) = 1,

‖e
3
2
(cos t−1)‖L∞

t (R) = 1.

Las condiciones anteriores surgen como consecuencia directa de que toda función

continua y acotada en su dominio tiene como supremo esencial el máximo de su

valor absoluto.

Definición 2 (Espacios Lp mixtos, [22]). Sea I un intervalo en R y 1 ≤ p, q ≤ ∞.

Se define el espacio

LptL
q
x(I × Rn) := {u : I −→ Lqx(Rn) : u ∈ Lpt (I)}, n ≥ 1,
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dotado con la norma

‖u‖LptLqx(I×Rn) := ‖‖u(t)‖Lqx(Rn)‖Lpt (I).

El siguiente resultado da respuesta al interrogante planteado al inicio de es-

ta sección, es decir, se determinan condiciones para garantizar la unicidad de las

soluciones clásicas de un problema de Cauchy para la ecuación de Schrödinger no

lineal (para cualquier dimensión del espacio). La prueba puede ser consultada en la

referencia [22].

Proposición 1. [22] Sea I un intervalo de tiempo que contiene a t0 y sean u1, u2 ∈

C2
t,x(I × Rn) dos soluciones clásicas del problema de Cauchy

iut +4u− λ|u|pu = 0, λ ∈ R, p > 0,

u(t0, x) = u0(x).

Asuma también que u1, u2 ∈ L∞t Lqx(I × Rn) para q = 2,∞. Entonces u1 = u2.

Cabe resaltar que el resultado anterior no garantiza la existencia de tales solu-

ciones, sin embargo presenta un criterio para la unicidad de las mismas siempre que

las soluciones hayan podido ser obtenidas previamente por algún método particular.

Ejemplo 8 (Unicidad del solitón brillante). Considere el siguiente problema de

valor inicial para la ecuación dada en el Ejemplo 1 con x ∈ R y t ∈ [−T, T ] para

todo T > 0:

iut + βu+ λ|u|2u = 0, λβ > 0, v < 0, (2.11)

u(0, x) =

√
−2v

λ
sech

(√
− v
β
x

)
. (2.12)

Como se puede ver, se ha considerado el problema de Cauchy que surge de manera

natural de la solución dada en el Ejemplo 1, por lo tanto, tal problema admite la

solución expĺıcita:

u(t, x) =

√
−2v

λ
sech

(√
− v
β
x

)
exp(−ivt),
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la cual satisface que

‖u‖L∞
t L

q
x([−T,T ]×R) =

√
−2v

λ

∥∥‖ sech
(√
−v/βx

)
‖Lqx(R)

∥∥
L∞
t ([−T,T ])

=

√
−2v

λ
‖ sech

(√
−v/βx

)
‖Lqx(R)

=

 2 4

√
−vβ
λ2
, si q = 2,√

−2v
λ
, si q =∞.

Como consecuencia de la Proposición 1 se tiene que la función u(t, x) dada co-

mo antes es la única solución al problema de Cauchy (2.11)-(2.12) en el espacio

L∞t L
q
x([−T, T ]×R) con q = 2,∞. Note que la norma mixta anterior no depende del

valor de T , por lo que el solitón brillante es a ciencia cierta una solución global para

el problema de Cauchy.

Este ejemplo será de gran importancia para la Sección 4.3 donde se estudia

la unicidad de las soluciones de la ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma

(1.1).



Caṕıtulo 3

SISTEMA DE RICCATI ACOPLADO Y

TRANSFORMACIONES

El objetivo de este caṕıtulo radica en presentar el sistema de Riccati como

herramienta esencial frente al estudio de propiedades y construcción de soluciones

expĺıcitas para un tipo de ecuación de Schrödinger no lineal con coeficientes va-

riables. El método utilizado para llevar a cabo el pertinente estudio, consiste en

emplear la transformación entre la ecuación de Schrödinger no lineal estándar y la

ecuación de Schrödinger a estudiar, dada por Suslov en su trabajo frente al estudio

de la integrabilidad de este tipo de ecuaciones, ver [5]. Cabe resaltar que la dinámica

de esta transformación es regulada por el sistema de Riccati.

3.1. Sistema de Riccati acoplado introducido por Cordero, López,
Suazo y Suslov [6]

El sistema de Riccati acoplado que se usará (ver referencias adicionales: [5] y

[9]) es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales con coeficientes

variables, encabezado por una conocida ecuación de Riccati , ver Ecuación (3.1). A

continuación se describe la estructura de dicho sistema, en donde se ha introducido

el parámetro adicional l0 = ±1, con el fin de abarcar muchos de los modelos de

ecuaciones de Schrödinger no lineales autónomos que aparecen en la literatura, ver

Ecuación (3.26):

dα

dt
+ b(t) + 2c(t)α + 4a(t)α2 = 0, (3.1)

dβ

dt
+ (c(t) + 4a(t)α(t))β = 0, (3.2)

19
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dγ

dt
+ l0a(t)β2(t) = 0, (3.3)

dδ

dt
+ (c(t) + 4a(t)α(t))δ = f(t) + 2α(t)g(t), (3.4)

dε

dt
= (g(t)− 2a(t)δ(t))β(t), (3.5)

dκ

dt
= g(t)δ(t)− a(t)δ2(t), (3.6)

donde los coeficientes a(t), b(t), c(t), f(t) y g(t) representan funciones de valor real.

En primera instancia, resolver el sistema de Ecuaciones (3.1)-(3.6) podŕıa acarrear

una labor dif́ıcil de conseguir, a causa de la no linealidad de la Ecuación (3.1). La

construción de la solución general para ecuaciones de Riccati requiere en muchos

casos el conocimiento previo de una solución particular de la misma, este primer

paso no siempre puede ser dado, debido a la no existencia de un método general que

permita obtener dicha solución particular.

Frente a este inconveniente Suslov et al. introducen la sustitución estándar

α =
1

4a(t)

µ′(t)

µ(t)
− d(t)

2a(t)
, (3.7)

la cual junto a la Ecuación (3.1) conllevan a la ecuación diferencial lineal de segundo

orden

µ′′ − τ(t)µ′ + 4σ(t)µ = 0, (3.8)

donde

τ(t) =
a′

a
− 2c+ 4d, σ(t) = ab− cd+ d2 +

d

2

(
a′

a
− d′

d

)
, (3.9)

de hecho, de la sustitución de la Ecuación (3.7) se obtienen las expresiones:

µ′′ = (4a′α + 4aα′ + 2d′)µ+ (4aα + 2d)2 µ

=
(
α(4a′ + 16ad) + 4aα′ + 16a2α2 + 2d′ + 4d2

)
µ
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y

−τ(t)µ′ =

(
2c− 4d− a′

a

)
(4aα + 2d)µ

=

(
α(8ac− 16ad− 4a′) + 4cd− 8d2 − 2a′d

a

)
µ.

Por lo tanto

µ′′ − τ(t)µ′ + 4σ(t)µ = 4a
(
α′ + 2cα + 4aα2 + b

)
µ = 0,

donde en la última igualdad se ha utilizado el hecho que α satisface la ecuación

de Riccati (3.1). La Ecuación (3.8) y su solución, son denominadas la ecuación

caracteŕıstica y función caracteŕıstica del sistema de Riccati, respectivamente. La

importancia de la función caracteŕıstica radica en permitir dar fórmulas expĺıcitas

para la solución de dicho sistema en términos de sus soluciones, ilustrado por las

Ecuaciones (3.10)-(3.16) (ver [5], [6] y [9]. Aqúı se ha adicionando el parámetro

l0 = ±1):

µ (t) = 2µ (0)µ0 (t) (α (0) + γ0 (t)) , (3.10)

α (t) = α0 (t)− β2
0 (t)

4 (α (0) + γ0 (t))
, (3.11)

β (t) = − β (0) β0 (t)

2 (α (0) + γ0 (t))
=
β (0)µ (0)

µ (t)
w (t) , (3.12)

γ (t) = l0γ (0)− l0β
2 (0)

4 (α (0) + γ0 (t))
, (3.13)

δ (t) = δ0 (t)− β0 (t) (δ (0) + ε0 (t))

2 (α (0) + γ0 (t))
, (3.14)

ε (t) = ε (0)− β (0) (δ (0) + ε0 (t))

2 (α (0) + γ0 (t))
, (3.15)
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κ (t) = κ (0) + κ0 (t)− (δ (0) + ε0 (t))2

4 (α (0) + γ0 (t))
, (3.16)

sujeto a las condiciones iniciales arbitrarias µ (0) , α (0) , β (0) 6= 0, γ(0), δ(0),

ε(0) y κ(0). Con α0, β0, γ0, δ0, ε0 y κ0 dadas expĺıcitamente por:

α0 (t) =
1

4a (t)

µ′0 (t)

µ0 (t)
− d (t)

2a (t)
, (3.17)

β0 (t) = − w (t)

µ0 (t)
, w (t) = exp

(
−
∫ t

0

(c (s)− 2d (s)) ds

)
, (3.18)

γ0 (t) =
d (0)

2a (0)
+

1

2µ1 (0)

µ1 (t)

µ0 (t)
, (3.19)

δ0 (t) =
w (t)

µ0 (t)

∫ t

0

[(
f (s)− d (s)

a (s)
g (s)

)
µ0 (s) +

g (s)

2a (s)
µ′0 (s)

]
ds

w (s)
, (3.20)

ε0 (t) = −2a (t)w (t)

µ′0 (t)
δ0 (t) + 8

∫ t

0

a (s)σ (s)w (s)

(µ′0 (s))2
(µ0 (s) δ0 (s)) ds (3.21)

+2

∫ t

0

a (s)w (s)

µ′0 (s)

[
f (s)− d (s)

a (s)
g (s)

]
ds,

κ0 (t) =
a (t)µ0 (t)

µ′0 (t)
δ20 (t)− 4

∫ t

0

a (s)σ (s)

(µ′0 (s))2
(µ0 (s) δ0 (s))2 ds (3.22)

−2

∫ t

0

a (s)

µ′0 (s)
(µ0 (s) δ0 (s))

[
f (s)− d (s)

a (s)
g (s)

]
ds,

con δ0 (0) = g0 (0) / (2a (0)) , ε0 (0) = −δ0 (0) , κ0 (0) = 0. Aqúı µ0 y µ1 representan

la solución fundamental de la Ecuación (3.8) correspondientes a las condiciones ini-

ciales µ0(0) = 0, µ′0(0) = 2a(0) 6= 0 y µ1(0) 6= 0, µ′1(0) = 0.

Note que la construcción de la solución del sistema de Riccati requiere determinar

inicialmente las funciones auxiliares α0, β0, γ0, δ0, ε0 y κ0, por ello los autores deno-

minan a las soluciones (3.17)-(3.22) como la solución fundamental del sistema

de Riccati.
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El enfoque actual para resolver el sistema de Riccati consiste en traducir el proble-

ma de obtener la solución de la ecuación de Riccati en el equivalente de resolver

la ecuación caracteŕıstica para µ(t), sin embargo, la dependencia temporal de los

coeficientes de la ecuación caracteŕıstica, limita en mayor o igual escala el proceso

de encontrar una óptima solución de dicho sistema.

3.2. La ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma propuesta por
Suslov et al. (ver [5] y [7])

El estudio de ecuaciones de Schrödinger no lineales no autónomas (con coefi-

cientes dependiendo del tiempo), ha despertado un gran interés debido a que son

modelos fundamentales para diversos problemas f́ısicos. Problemas pertenecientes a

f́ısica cuántica [1], óptica no lineal [2], f́ısica del plasma [4], entre otros; proveen a

estas ecuaciones un fuerte potencial para el entendimiento y desarrollo de muchos

fenómenos f́ısicos. La propiedad que tienen este prototipo de ecuaciones de admitir

soluciones con propiedades solitónicas no autónomas (con velocidad y amplitud de-

pendiendo del tiempo) justifican en gran medida la versatilidad de las mismas en

las diferentes áreas del saber.

Un tipo de ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma ha sido introducida por

Suslov et al. ([5], [7]), la cual puede ser escrita en la forma

iψt = Hψ + h(t)|ψ|2ψ, (3.23)

donde el Hamiltoniano H (piense en la enerǵıa total del sistema) tiene una forma

cuadrática de los operadores −i ∂
∂x

y x; esto es,

iψt = −a(t)ψxx+b(t)x2ψ− ic(t)xψx− id(t)ψ−f(t)xψ+ ig(t)ψx+h(t)|ψ|2ψ, (3.24)

para a(t), b(t), c(t), d(t), f(t), g(t) y h(t) funciones reales dadas. Ecuaciones con este

singular Hamiltoniano ya han surgido en problemas f́ısicos concernientes a puntos



24

cuánticos [1], campos magnéticos uniformes [6] y fenómenos de Bose-Einstein [3],

por citar algunos. En términos generales, la mayor parte de los coeficientes de la

Ecuación (3.24) pueden ser justificados en cuanto al carácter f́ısico se refiere [23], es

decir;

ψ(t, x) : Denota la función de onda.

La función de onda tiene como fin describir a través del tiempo el estado del

sistema.

a(t) : Parámetro de gestión de dispersión (dispersion management).

Se denomina dispersión al fenómeno de separación de las ondas de diferentes

frecuencias al atravesar un material. En el contexto de la óptica, este parámetro

caracteriza una fibra óptica en términos de la velocidad de transmisión máxima

(máxima velocidad en la que se transmiten los pulsos a través de la fibra), ya que

determina las deformaciones sufridas de un impulso a medida que se propaga por

dentro de la fibra [24].

b(t)x2 : Determina una trampa armónica o un potencial cuadrático que de-

pende del tiempo al cual está expuesto el sistema.

Este término permite ver a la Ecuación (3.24) como una versión generalizada del

oscilador ármonico, en el cual el coeficiente b(t) es constante [25].

d(t) : Término de disipación (d(t) > 0) ó ganancia (d(t) < 0).

f(t)x : Estandariza un potencial lineal arbitrario que depende del tiempo.

Éste término permite contemplar la posibilidad que el sistema se encuentre sujeto

a un potencial adicional.

h(t) : Es una medida de la gestión no lineal (nonlinear management).

El caso lineal de la Ecuación (3.24) (tome h(t) = 0) ha sido motivación de estu-

dio para Suslov et al. en [6], en la cual resuelven de forma general un problema

de Cauchy asociado para esta ecuación particular a través de la construcción de

la solución fundamental de la misma. El principal cimiento de esta construcción lo
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determina el sistema de Riccati mencionado con anterioridad.

3.3. Sistema de Riccati acoplado y transformación al caso autónomo
propuesto por Suslov

No cabe duda de la importancia del estudio de ecuaciones del tipo (3.24), pero

resolver expĺıcitamente tal problema resulta en la mayoŕıa de los casos dif́ıcil. Sus-

lov en [5], proporciona una forma de enfrentar dicha situación, éste establece una

conexión entre la ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma, dada con anterio-

ridad, y la ecuación de Schrödinger no lineal estándar, permitiendo de esta manera

aprovechar las soluciones clásicas de esta última en pro de generar nuevas soluciones

para la versión no autónoma.

El resultado a seguir tiene como base el trabajo de Suslov en [? ] con la única va-

riante que en esta tesis se ha introducido el parámetro l0 = ±1 (el trabajo original

corresponde al caso l0 = 1) para usar otros modelos autónomos que aparecen en la

literatura.

Lema 1 (l0 = 1, Suslov [5]). Asúmase que h(t) = λa(t)β2(t)µ(t) con λ ∈ R.

Entonces la sustitución

ψ(t, x) =
1√
µ(t)

ei(α(t)x
2+δ(t)x+κ(t))u(τ, ξ), (3.25)

donde ξ = β (t)x + ε (t) y τ = γ (t), transforma la Ecuación (3.24) en la ecuación

de Schrödinger no lineal estándar

iuτ − l0uξξ + l0λ|u|2u = 0, l0 = ±1, (3.26)

siempre que se satisfaga el sistema de Riccati (3.1)-(3.6) y la Ecuación (3.7).

Demostración: Sea ψ(t, x) =
1√
µ(t)

eiS(t,x)u(τ, ξ), con S(t, x) = α(t)x2 + δ(t)x +

κ(t) y ξ = β (t)x+ ε (t), τ = γ (t) . Entonces diferenciando se obtiene

iψt =
eiS(x,t)
√
µ

[
−(α′x2 + δ′x+ κ′)u+ i

(
(β′x+ ε′)uξ + γ′uτ −

µ′

2µ
u

)]
,
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ψx =
eiS(x,t)
√
µ

[i(2αx+ δ)u+ βuξ]

y

ψxx =
eiS(x,t)
√
µ

[ (
2iα− 4α2x2 − 4αxδ − δ2

)
u+ 2i(2αx+ δ)βuξ + β2uξξ

]
.

En consecuencia al reemplazar en la Ecuación (3.24) se tiene

iψt + aψxx − bx2ψ + icxψx + idψ + fxψ − igψx − h|ψ|2ψ =

eiS(x,t)
√
µ

[
x2u(−α′ − 4aα2 − b− 2cα) + xu(−δ′ − 4aαδ + f − cδ + 2αg)

+ixuξ(β
′ + 4aαβ + cβ) + iuξ(ε

′ + 2aδβ − gβ) + iu

(
d+ 2aα− µ′

2µ

)
+ u(−κ′ + gδ − aδ2) +

(
iγ′uτ + aβ2uξξ −

h

µ
u|u|2

)]
=
eiS(x,t)
√
µ

(
iγ′uτ + aβ2uξξ −

h

µ
u|u|2

)
.

En la última igualdad se ha usado el hecho que las funciones α, β, δ, ε y κ satisfa-

cen el sistema de Riccati y que la Ecuación (3.7) se cumple. Ahora utilizando las

condiciones h = λaβ2µ y γ′ + l0aβ
2 = 0 se tiene

iγ′uτ + aβ2uξξ −
h

µ
u|u|2 = −il0aβ2uτ + aβ2uξξ − λaβ2u|u|2 (3.27)

= −al0β2
(
iuτ − l0uξξ + l0λu|u|2

)
, (3.28)

por lo que si u es una solución de la Ecuación (3.26), entonces ψ satisface (3.24)

como se deseaba probar. �

El lema anterior presenta de forma puntual un método de transformaciones pa-

ra construir soluciones para la ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma. El

eslabón principal de dicho método lo determina el ya discutido sistema de Riccati

en la Sección 3.1, razón por lo cual el estudio de las soluciones para la ecuación de

Schrödinger general (3.24) se traduce en elegir coeficientes “óptimos” de tal forma

que el sistema de Riccati pueda ser enteramente resuelto.

En la siguiente sección se describen dos aplicaciones del lema anterior, en éstos se
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observa la compleja tarea que puede resultar de utilizar como medio de construcción

de soluciones la transformación expuesta en el Lema 1.

3.4. Construcción de soluciones solitónicas para la ecuación de
Schrödinger no lineal no autónoma

En esta sección se muestra cómo la dinámica de las soluciones cambia bajo los

multiparámetros que aparecen en las Ecuaciones (3.10)-(3.16), ver Figuras 3–1 y

3–2. En estos términos se resuelven dos ecuaciones del tipo (3.24) bajo la transfor-

mación expuesta en el Lema 1, que presentan soluciones de tipo solitón brillante

y oscuro. Para la construcción de las soluciones de dichas ecuaciones se han uti-

lizado las soluciones tipo solitón de la ecuación de Schrödinger no lineal estándar

dadas en el caṕıtulo anterior, y de esta manera las soluciones obtenidas poseen ca-

racteŕısticas solitónicas cuya amplitud y velocidad pueden depender del tiempo, es

decir, representan solitones no autónomos. Las verificaciones de las mismas han si-

do corroboradas usando el Sistema de Álgebra Computacional, “Mathematica”, ver

apéndice A para estos detalles.

3.4.1. Multiparámetros y dinámica del solitón brillante para la ecuación
de Schrödinger no lineal no autónoma

Considere la ecuación de Schrödinger con coeficientes dependiendo del tiempo

iψt = −1

2
ψxx − ix tanh tψx − i cosh tψ − e2 senh t sech t

2 senh t+ cosh t
|ψ|2ψ, x ∈ R, t > 0.

(3.29)

La ecuación caracteŕıstica correspondiente a dicha ecuación es

µ′′ − (4 cosh t− 2 tanh t)µ′ + (4 cosh2 t− 6 senh t)µ = 0,

cuyas soluciones estándar tienen la forma

µ0(t) = tanh te2 senh t y µ1(t) = µ1(0)(1− 2 tanh t)e2 senh t, µ1(0) 6= 0.
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Por lo tanto, la solución fundamental del sistema de Riccati viene dado por las

expresiones

α0(t) = csch 2t, β0(t) = − csch t, γ0(t) =
coth t

2
,

δ0(t) = ε0(t) = κ0(t) = 0,

y de esta manera su solución general es:

α(t) =
csch t sech t

2 + coth t
, β(t) =

csch t

2 + coth t
, γ(t) = γ(0)− 1

4 + 2 coth t
,

δ(t) =
δ(0) csch t

2 + coth t
, ε(t) = ε(0)− δ(0)

2 + coth t
, κ(t) = κ(0)− δ(0)2

4 + 2 coth t
,

µ(t) = (2 + coth t)e2 senh t tanh t.

Por otro lado, la ecuación de Schrödinger autónoma asociada a este problema es

iuτ − uξξ − 2|u|2u = 0, ξ = β(t)x+ ε(t), τ = γ(t),

y admite la solución (ver Ejemplo 1),

u(τ, ξ) =
√
v sech(

√
vξ) exp(−ivτ), v > 0,

se sigue que una solución para la ecuación de Schrödinger (3.29) está dada por:

ψ(t, x) = exp

[
i

(
2x2 csch t sech t+ 2δ(0)x csch t− δ(0)2 + v

4 + 2 coth t
+ κ(0)− vγ(0)

)]
×

√
v coth t

2 + coth t
sech

[√
v

(
x csch t− δ(0)

2 + coth t
+ ε(0)

)]
exp(− senh t). (3.30)

En la Figura 3–1 se describe el comportamiento de la solución obtenida. Note que

ésta misma es sensible ante el signo de δ(0) y ε(0). Para δ(0) < 0 (ε(0) > 0) y

δ(0) > 0 (ε(0) < 0) la solución presenta flexiones en su eje hacia la izquierda y

derecha, respectivamente. Por otro lado, no existe contribución alguna por parte de

los parámetros κ(0) y γ(0) debido a que su posible contribución es anulada via el
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módulo (por ello solo se asume los valores de estos iguales cero). El rápido decai-

miento del pulso hiperbólico es debido al factor e− senh t para t > 0.

3.4.2. Multiparámetros y dinámica del solitón oscuro para la ecuación
de Schrödinger no lineal no autónoma

La ecuación de Schrödinger no lineal con coeficientes variables

iψt = −1

2
cosh tψxx+

1

2
cosh tx2ψ−ix cosh tψx−i

1

2
cosh tψ+

4 cosh t

1 + senh t
|ψ|2ψ, (3.31)

con x ∈ R y t > 0, presenta la ecuación caracteŕıstica

µ′′ − tanh tµ′ = 0,

cuyas respectivas soluciones estándar están dadas por la expresiones:

µ0(t) = senh t, µ1(t) = µ1(0).

Por ello se tiene que la solución fundamental del sistema de Riccati asociado toma

la forma:

α0(t) =
1

2
(csch t− 1), β0(t) = − csch t, γ0(t) =

1

2
(csch t+ 1),

δ0(t) = ε0(t) = κ0(t) = 0.

En estos términos las funciones inmersas en la sustitución son:

α(t) = − 1

2 + 2 csch t
, β(t) =

1

1 + senh t
, γ(t) =

2

1 + csch t
− γ(0),

δ(t) =
δ(0)

1 + senh t
ε(t) = ε(0)− 2δ(0)

1 + csch t
κ(t) = κ(0)− δ2(0)

2 + 2 csch t
,

µ(t) = 1 + senh t.
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(a) Solución con parámetros v = 1, δ(0) = −30,
κ(0) = 0, ε(0) = 0 y γ(0) = 0.

(b) Solución con parámetros v = 1, δ(0) = 0,
κ(0) = 0, ε(0) = −10 y γ(0) = 0.

(c) Solución con parámetros v = 1, δ(0) = 20,
κ(0) = 0, ε(0) = 0 y γ(0) = 0.

(d) Solución con parámetros v = 1, δ(0) = 0,
κ(0) = 0, ε(0) = 10 y γ(0) = 0.

(e) Solución con parámetros v = 1, δ(0) = 1
6 , κ(0) =

0, ε(0) = − 1
6 y γ(0) = 0.

Figura 3–1: Aplicación de los multiparámetros δ(0), κ(0), ε(0) y γ(0) en la dinámica
de la solución de la Ecuación (3.29) para t ∈ (0, 1] y x ∈ [−40, 40].
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Por otro lado, la Ecuación (3.31) es transformada en la ecuación de Schrödinger no

lineal autónoma

iuτ + uξξ − 2|u|2u = 0, ξ = β(t)x+ ε(t), τ = γ(t),

la cual posee una solución de la forma (ver Ejemplo 3 )

u(τ, ξ) = A tanh (Aξ) exp(−2iA2τ), A ∈ R.

Aśı se tiene una solución para la ecuación de Schrödinger no lineal general dada

por:

ψ(t, x) = exp

[
i

(
−x2 + 2δ(0)x csch t− δ2(0)− 8A2

2 + 2 csch t
+ κ(0) + 2A2γ(0)

)]
× A√

1 + senh t
tanh

[
A

(
2x csch t− 2δ(0)

csch t+ 1
+ ε(0)

)]
. (3.32)

El comportamiento en el tiempo de la solución conseguida es muy similar al pro-

blema resuelto anteriormente, esto es, aqúı la solución tipo solitón oscuro presenta

flexiones en su eje central como resultado de la elección de valores adecuados para

los multiparámetros δ(0) y ε(0) (ver Figura 3–2), adicionalmente la decadencia en

amplitud observada en la Figura 3–2 surge como consecuencia de factor 1 + senh t

para t > 0.

3.5. Método alternativo para resolver el sistema de Riccati acoplado

En términos generales, la construcción de la Transformación (3.25) de manera

expĺıcita resulta un trabajo dif́ıcil de llevar a cabo. Un factor contribuyente a esto

lo representa la dependencia de la solución del sistema de Riccati de la ecuación

caracteŕıstica (3.8), la cual es una ecuación diferencial ordinaria con coeficientes

variables, por lo que en esta tesis se procede a presentar un método alternativo

para resolver el sistema de Riccati acoplado (3.1)-(3.6), bajo este hecho, se asumen

las condiciones a(t) = −l0 con l0 ∈ {−1, 1}, β(t) = 1, τ(t) = t y ε(t) = 0, las
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(a) Solución con parámetros A = 2, δ(0) = −1,
κ(0) = 0, ε(0) = 0 y γ(0) = 0.

(b) Solución con parámetros A = 2, δ(0) = 0,
κ(0) = 0, ε(0) = −2 y γ(0) = 0.

(c) Solución con parámetros A = 2, δ(0) = 1,
κ(0) = 0, ε(0) = 0 y γ(0) = 0.

(d) Solución con parámetros A = 2, δ(0) = 0,
κ(0) = 0, ε(0) = 2 y γ(0) = 0.

(e) Solución con parámetros A = 2, δ(0) = 0,
κ(0) = 0, ε(0) = 0 y γ(0) = 0.

Figura 3–2: Aplicación de los multiparámetros δ(0), κ(0), ε(0) y γ(0) en la dinámica
de las soluciones de la Ecuación (3.31) para t ∈ (0, 5] y x ∈ [−15, 15].
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cuales permitirán explorar un poco más en detalle dicho sistema de Riccati, en

cuanto al estudio y construción de soluciones para la ecuación de Schrödinger no

lineal general se refiere. Adicional a esto, las mismas condiciones posibilitan eliminar

las escalas en espacio y tiempo inmersas en la transformación (3.25). Note que

bajo las hipótesis anteriores y las Ecuaciones (3.1)-(3.6) se obtienen las fórmulas

α(t) = l0c(t)/4, δ(t) = −l0g(t)/2, h(t) = −l0λµ(t) y el correspondiente sistema

acoplado de ecuaciones:

dα

dt
+ 2cα− 4l0α

2 + b = 0, (3.33)

dδ

dt
= f + 2gα, (3.34)

dκ

dt
= l0δ

2 + gδ, (3.35)

dµ

dt
= (2d− 4α)µ. (3.36)

En consecuencia se puede obtener el sistema final:

dc

dt
+ c2 + 4l0b = 0, (3.37)

dg

dt
+ 2l0f + cg = 0, (3.38)

dκ

dt
+
l0
4
g2 = 0, (3.39)

dµ

dt
= (2d− c)µ. (3.40)

Cuya solución está dada por:

dc

dt
+ c2 + 4l0b = 0, (3.41)

α(t) = l0
c(t)

4
, δ(t) = −l0

g(t)

2
, (3.42)

κ(t) = κ(0)− l0
4

∫ t

0

g2(z)dz, (3.43)

µ(t) = µ(0)exp

(∫ t

0

(2d(z)− c(z))dz

)
, µ(0) 6= 0, (3.44)
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g(t) = g(0)− 2l0exp

(
−
∫ t

0

c(z)dz

)∫ t

0

exp

(∫ z

0

c(y)dy

)
f(z)dz. (3.45)

Las Ecuaciones (3.41)-(3.45) muestran las condiciones necesarias que deben satis-

facer los coeficientes para el funcionamiento de esta transformación particular. La

primera de estas ecuaciones determina una relación directa entre c(t) y b(t) a través

de la ecuación de Riccati, mientras que las funciones d(t) y f(t) aún permanecen

como funciones “arbitrarias”. La Ecuación (3.45) establece la forma en la que debe

ser elegida la función g(t). Una fácil implicación de las Ecuaciones (3.41)-(3.45) y

que será de gran utilidad en la Sección 3.6 es mostrada en la siguiente nota.

Nota 1. Si se asume que las funciones c(t), d(t) y f(t) son de clase C1 entonces

α(t), δ(t) y κ(t) también están en dicha clase y µ(t) pertenece a la clase C2.

En el lema que sigue se expone la primera consecuencia relevante del nuevo

sistema de Riccati frente a las soluciones de un problema de Cauchy para la ecuación

(3.24).

Lema 2 (J. E.). Supóngase que h(t) = −l0λµ(t) con λ ∈ R, l0 = ±1 y que c(t),

α(t), δ(t), κ(t), µ(t) y g(t) satisfacen las Ecuaciones (3.41)-(3.45). Entonces

ψ(t, x) =
1√
µ(t)

ei(α(t)x
2+δ(t)x+κ(t))u(t, x), (3.46)

es una solución del problema de Cauchy para la ecuación de Schrödinger no lineal

no autónoma

iψt = l0ψxx + b(t)x2ψ − ic(t)xψx − id(t)ψ − f(t)xψ + ig(t)ψx + h(t)|ψ|2ψ, (3.47)

ψ(0, x) = ψ0(x) (3.48)

si y solo si, u(t, x) es una solución del problema de Cauchy para la ecuación de

Schrödinger estándar

iut − l0uxx + l0λ|u|2u = 0. (3.49)

u(0, x) =
√
µ(0)e−i(α(0)x

2+δ(0)x+κ(0))ψ0(x). (3.50)
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Demostración:(⇐=). Esta primera parte es consecuencia del Lema 1, debido a

que en este caso ξ(t) = x y τ(t) = t.

(=⇒). Supóngase que ψ satisface el problema de Cauchy (3.47)-(3.48) y def́ınace la

función

u(t, x) =
√
µ(t)e−iS(t,x)ψ(t, x),

donde S(t, x) = α(t)x2 + δ(t)x+ κ(t). Al calcular las derivadas parciales correspon-

dientes se obtiene

ut =
√
µe−iS

(
1

2
µ−1µ′ψ − i

(
α′x2 + δ′x+ κ′

)
ψ + ψt

)
,

ux =
√
µe−iS

(
− i (2αx+ δ)ψ + ψx

)
,

uxx =
√
µe−iS

(
− 2iαψ − (2αx+ δ)2 ψ − 2i (2αx+ δ)ψx + ψxx

)
.

En consecuencia,

iut − l0uxx + l0λ|u|2u =
√
µe−iS

( i
2
µ−1µ′ψ +

(
α′x2 + δ′x+ κ′

)
ψ + iψt + 2l0iαψ

+ l0 (2αx+ δ)2 ψ + 2l0i (2αx+ δ)ψx − l0ψxx + l0λµ|ψ|2ψ
)
.

De las Ecuaciones (3.41)-(3.45) (y por ende (3.37)-(3.40)) se desprende

iut − l0uxx + l0λ|u|2u =
√
µe−iS

(
i

2
(2d− c)ψ +

(
l0
4
c′x2 − l0

2
g′x− l0

4
g2
)
ψ + iψt

+
1

2
icψ +

l0
4

(cx− g)2 ψ + i (cx− g)ψx − l0ψxx − h|ψ|2ψ

)

=
√
µe−iS

(
ψ

(
id+

l0x
2

4
(c′ + c2)− l0x

2
(g′ + cg)

)
+ iψt

+ i (cx− g)ψx − l0ψxx − h|ψ|2ψ

)

=
√
µe−iS

(
iψt − l0ψxx − bx2ψ + icxψx + idψ + fxψ

− igψx − h|ψ|2ψ

)
= 0,
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por lo tanto u satisface (3.49)-(3.50), y de esta manera el hecho que la función√
µ(t)e−iS(t,x) 6= 0 para todo t y x permite concluir lo deseado. Por último, la con-

dición inicial es satisfecha. �

La principal ventaja del resultado anterior es que bajo condiciones pertinentes,

es posible establecer una estructura para la solución de un problema de Cauchy de

este tipo de ecuaciones de Schrödinger, estableciéndolas forma como “múltiplos” de

soluciones de un problema Cauchy partucular para ciertas ecuaciones de Schrödinger

no lineales no autónomas. La razón para este hecho, radica en haber sido posible

eliminar las escalas en tiempo y espacio impĺıcitas en la transformación dada en el

Lema 1, y en adición, el haber trasladado la ecuación de Riccati para α(t) hacia uno

de los coeficientes de la Ecuación (3.46) (ver Ecuación (3.41)).

Por otro lado, al no haber escalas en tiempo y espacio, como sucede en el Lema

1, se hace más factible la construcción de soluciones globales (definidas para todo

momento del tiempo, t ∈ R) para la ecuación de Schrödinger no lineal general (ver

Sección 4.1); propiedad que suele caracterizar a la ecuación de Schrödinger no lineal

usual (es revertible en tiempo).

3.6. Unicidad de las soluciones clásicas para la ecuación de
Schrödinger no lineal con coeficientes variables en

L∞t L
q
x([−T, T ]× R) con q = 2,∞

El fin primordial que motiva esta sección es el estudio de un problema de Cauchy

de valor inicial para la ecuación de Schrödinger no lineal con coeficientes variables.

Para llevar a cabo tal propósito, se utilizará la transformación expuesta en el Lema

2, por lo cual se asumirá la validez de las Ecuaciones (3.41)-(3.45).

La transformación utilizada permite trasladar un resultado clásico de unicidad para

la ecuación de Schrödinger no lineal usual en su equivalente, bajo ciertas condiciones,

en la ecuación de Schrödinger no autónoma. De esta manera, se determinan las
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condiciones mı́nimas para la unicidad de las soluciones clásicas del tipo de ecuación

de Schrödinger general aqúı estudiada.

Proposición 2 (J. E.). Asúmase que se satisfacen las Ecuaciones (3.41)-(3.45)

(corresp. a l0 = −1). Si c(t), d(t), f(t) ∈ C1([−T, T ]) para algún T > 0 y h(t) =

λµ(t) con λ ∈ R, entonces el problema de Cauchy para la ecuación de Schrödinger

no lineal no autónoma

iψt = −ψxx + b(t)x2ψ − ic(t)xψx − id(t)ψ − f(t)xψ + ig(t)ψx + h(t)|ψ|2ψ (3.51)

ψ(0, x) = ψ0(x), (3.52)

tiene una única solución clásica en el espacio L∞t L
q
x([−T, T ]× R) para q = 2,∞.

Demostración: Sean ψ1, ψ2 ∈ C2
t,x([−T, T ]× R) soluciones clásicas de dicho pro-

blema que están en el espacio L∞t L
q
x([−T, T ] × R) para q = 2,∞. Debido a las

condiciones asumidas sobre los coeficientes c(t), d(t), f(t) y h(t); el Lema 2 y la

Nota 1, se puede concluir que las funciones

uj(t, x) =
√
µ(t)e−i(α(t)x

2+δ(t)x+κ(t))ψj(t, x) ∈ C2
t,x([−T, T ]× R) con j = 1, 2

(3.53)

son soluciones clásicas de la ecuación de Schrödinger no lineal estándar asociada

(3.49) sobre [−T, T ], con dato inicial

uj(0, x) =
√
µ(0)e−i(α(0)x

2+δ(0)x+κ(0))ψ0(x) para j = 1, 2.

Ahora, para ver que cada uj satisface las condiciones de la Proposición 1, se mos-

trará que tales funciones pueden ser consideradas como aplicaciones

uj : [−T, T ] −→ Lqx(R), q = 2,∞,

que están en el espacio L∞t ([−T, T ]). Sea M > 0 el máximo de
√
µ(t) en [−T, T ]

cuya existencia es garantizada por la continuidad de µ(t) sobre [−T, T ], la cual es
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directa consecuencia de la hipótesis que recae sobre c(t) y d(t) (son de clase C1),

entonces se sastisfacen las siguientes condiciones:

(a). Para todo t ∈ [−T, T ] se cumple que uj(t) ∈ Lqx(R) para q = 2,∞: En efecto,

‖uj(t)‖Lqx(R) = |
√
µ(t)|‖ψj(t)‖Lqx(R), j = 1, 2,

≤ M‖ψj(t)‖Lqx(R) <∞.

(b). La función uj tiene norma mixta finita: De la parte anterior se desprende que

‖uj‖L∞
t L

q
x([−T,T ]×R) =

∥∥‖uj(t)‖Lqx(R)∥∥L∞
t ([−T,T ])

=
∥∥|√µ(t)|‖ψj(t)‖Lqx(R)

∥∥
L∞
t ([−T,T ])

≤M
∥∥‖ψj(t)‖Lqx(R)∥∥L∞

t ([−T,T ]) <∞.

En estos términos se ha probado que uj ∈ L∞t Lqx([−T, T ]×R) con q = 2,∞, por lo

tanto la Proposición 1 implica que u1 = u2. El resultado final se obtiene de multi-

plicar ambos lados de la Ecuación (3.53) por la expresión ei(α(t)x
2+δ(t)x+κ(t))/

√
µ(t).

�

Cabe notar que el resultado anterior no dice nada de la existencia de dichas

soluciones, en cambio brinda unas condiciones iniciales para que conocidas la solu-

ciones del problema de Cauchy establecer la unicidad de las mismas. En el caṕıtulo

que sigue se muestra la aplicabilidad de la proposición anterior, al permitir estable-

cer la unicidad de algunas soluciones de ecuaciones de Schrödinger no lineales no

autónomas.



Caṕıtulo 4

SOLUCIONES EXPLÍCITAS DE ECUACIONES

DE SCHRÖDINGER NO LINEALES NO

AUTÓNOMAS

En el presente caṕıtulo se pretende estudiar el comportamiento en el tiempo

que presentan las soluciones de algunas ecuaciones de Schrödinger no lineales y no

autónomas del tipo:

iψt = −a(t)ψxx + b(t)x2ψ − ic(t)xψx − id(t)ψ − f(t)xψ + ig(t)ψx + h(t)|ψ|2ψ

Para tal fin se utiliza la transformación particular conseguida en el caṕıtulo ante-

rior. Adicionalmente, a través del resultado de unicidad propuesto para esta clase

de ecuaciones se obtienen las únicas soluciones de ciertos problemas de valor inicial.

4.1. Dinámica de las soluciones para ecuaciones de Schrödinger no
lineales no autónomas: Soluciones globales

En el caṕıtulo anterior se introdujo una transformación particular (Lema 2) que

permite conectar de manera biuńıvoca soluciones de ecuaciones de Schrödinger no

lineales estándar y ecuaciones de Schrödinger no lineales no autónomas, a través del

sistema (3.41)-(3.45). En éstas las funciones d(t) y f(t) desempeñan un papel im-

portante como “parámetros arbitrarios” debido a la no dependencia de los mismos

del resto de los coeficientes.

En esta sección nos interesa describir la dinámica de las soluciones para ciertas ecua-

ciones de Schrödinger no autónomas, para cuando se eligen diferentes valores para el

39



40

término de disipación/ganancia d(t) (y por ende para h(t)); ya que la constribución

generada por éste resulta mucho más relevante que la propiciada por f(t), de hecho,

cualquier contribución por parte de f(t) es anulada via el módulo de las soluciones

(ver Ecuaciones (3.43) y (3.44)).

En los casos a considerar parte de los valores utilizados para la función c(t) han sido

tomados de la referencia [13], mientras que las soluciones clásicas de la ecuación de

Schrödinger expuestas en el Caṕıtulo 2 tienen nuevamente una importante función

en esta parte. Para una mayor confianza en las soluciones obtenidas, el lector puede

consultar el Apéndice A para la verificación de dichas soluciones con el programa

“Mathematica”.

4.1.1. Perturbaciones del solitón brillante: b(t) = sen2 t−cos t, c(t) = − sen t.

Considérese la ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma

iψt = −ψxx+
x2

4

(
sen2 t− cos t

)
ψ+ix sen tψx−id(t)ψ+h(t)|ψ|2ψ, t, x ∈ R. (4.1)

Independientemente de la elección de la función d(t), los coeficientes de la forma

cuadrática asociada (α(t)x2 + δ(t)x+ κ(t)) son:

α(t) =
sen t

4
, δ(t) = 0, κ(t) = κ(0).

Por otro lado, el Lema 2 traduce el problema en la ecuación de Schrödinger estándar

iut + uxx + 3|u|2u = 0, t, x ∈ R,

cuya solución tiene la siguiente forma (ver Ejemplo 1):

u(t, x) =

√
−2v

3
sech(

√
−vx) exp(−vit), v < 0.
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a). Solución periódica en tiempo para la Ecuación (4.1): d(t) = sen t y h(t) =

−3e3−3 cos t.

En este caso se obtiene la correspondiente función µ(t) = e3−3 cos t. En consecuencia

la ecuación de Schrödinger general (4.1) admite una solución de la forma:

ψ(t, x) =

√
−2v

3
sech(

√
−vx) exp

[
3

2
(cos t− 1) + i

(
x2

4
sen t+ κ(0)− vt

)]
. (4.2)

La Figura 4–1 ilustra el comportamiento periódico dominante en estas soluciones

(dadas en términos de la función cos t) y la dependencia de las mismas frente a la

variación del parámetro v. Soluciones con v = 2 y v = 0.1 son mostradas en (a) y

(b) respectivamente.

b). Solución con rápido decaimiento en tiempo para la Ecuación (4.1): d(t) =

1

2
(4t− sen t) y h(t) = −3e2t

2
.

Para la construcción de este tipo de soluciones obsérvese que la función caracteŕıstica

es µ(t) = e2t
2
. Entonces la solución toma la forma:

ψ(t, x) =

√
−2v

3
sech(

√
−vx) exp

[
i

(
x2

4
sen t+ κ(0)− vt

)
− t2

]
. (4.3)

La particular propiedad de estas soluciones se desprende del comportamiento domi-

nante de la función µ−1(t) = e−t
2

(decrece rápidamente) y éste a la vez surge como

consecuencia de una debida elección del parámetro d(t). La Figura 4–2 muestra la

dinámica de dichas soluciones.

c). Perturbación en el origen del solitón brillante para la Ecuación (4.1):

d(t) =
t

(t2 + 1)(t2 + 2)
− sen t

2
y h(t) = −3t2 + 3

t2 + 2
.

La toma de estos valores para d(t) y h(t), permitirá construir soluciones que sufren

una ligera perturbación en amplitud en las cercańıas del origen, pero que luego de

esto el pulso hiperbólico “ sech(
√
−vx)” vuelve a predominar durante el resto de la
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(a) Solución bajo los parámetros v = −0.1 y κ(0) = 0.

(b) Solución bajo los parámetros v = −2 y κ(0) = 0.

Figura 4–1: Dinámica de las soluciones de la Ecuación (4.1) para d(t) = sen t y
h(t) = −3e3−3 cos t en los intervalos −30 ≤ t ≤ 30 y −10 ≤ x ≤ 10.

propagación. La correspondiente expresión para µ(t) y ψ(t, x) son: µ(t) =
t2 + 2

t2 + 1
y

ψ(t, x) =

√
−2vt2 + 4v

3t2 + 3
sech(

√
−vx) exp

[
i

(
x2

4
sen t+ κ(0)− vt

)]
. (4.4)

El comportamiento antes mencionado acerca de las soluciones, puede ser apreciado

en la Figura 4–3.
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(a) Solución bajo los parámetros v = −0.1 y κ(0) = 0.

(b) Solución bajo los parámetros v = −2 y κ(0) = 0.

Figura 4–2: Soluciones de la Ecuación (4.1) para d(t) = (4t−sen t)/2 y h(t) = −3e2t
2

con −2 ≤ t ≤ 2 y −10 ≤ x ≤ 10.
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(a) Solución bajo los parámetros v = −0.1 y κ(0) = 0.

(b) Solución bajo los parámetros v = −2 y κ(0) = 0.

Figura 4–3: Vista tridimensional de las soluciones de la Ecuación (4.1) con d(t) =
t/(t2+1)(t2+2)−(sen t)/2 y h(t) = −(3t2+3)/(t2+2) en los intervalos −30 ≤ t ≤ 30
y −10 ≤ x ≤ 10.
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4.1.2. Perturbaciones del solitón de Peregrine: b(t) = t2 − 1
2
, c(t) = −2t.

En esta parte se enfoca la atención en la construcción de soluciones que respon-

dan a determinadas perturbaciones del conocido “solitón de Peregrine”, ver Ejemplo

5 en Caṕıtulo 2. Para esto se plantea la siguiente ecuación de Schrödinger no lineal

iψt = −ψxx +x2
(
t2 − 1/2

)
ψ+ 2itxψx− id(t)ψ− et2xψ+ 2itet

2

ψx +h(t)|ψ|2ψ (4.5)

con t, x ∈ R. Obsérvese inicialmente que los respectivos valores de α, δ, κ son:

α(t) =
t

2
, δ(t) = tet

2

, κ(t) = κ(0) +
1

8
e2t

2
(

2t−
√

2D(
√

2t)
)
,

donde D(t) es la función Dawson dada por la expresión D(t) = e−t
2 ∫ t

0
ez

2
dz. En

segunda instancia, la ecuación de Schrödinger no lineal autónoma asociada tiene la

forma:

iut + uxx + 2|u|2u = 0, t, x ∈ R.

Una solución para ésta última es (ver Ejemplo 5)

u(t, x) = A exp(2iA2t)

(
3 + 16iA2t− 16A4t2 − 4A2x2

1 + 16A4t2 + 4A2x2

)
, A ∈ R.

A continuación se inician las respectivas consideraciones para la funciones d(t) y

h(t).

a). Solitón de Peregrine para la Ecuación (4.5): d(t) = tanh t − t y h(t) =

−8 cosh2 t.

Bajo estas elecciones se tiene que µ(t) = 4 cosh2 t y la solución correspondiente toma

la forma:

ψ(t, x) = exp

[
i

(
t

2
x2 + tet

2

x+ κ(0) +
1

8
e2t

2
(

2t−
√

2D(
√

2t)
)

+ 2A2t

)]
× A

2
sech t

(
3 + 16iA2t− 16A4t2 − 4A2x2

1 + 16A4t2 + 4A2x2

)
. (4.6)

En este punto, se presenta una prueba fehaciente de la posibilidad de trasladar
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(a) Perfil espacial del solitón de Peregrine per-
turbado en el tiempo t = 0.

(b) Perfil temporal del solitón de Peregrine per-
turbado en x = 0.

(c) Vista tridimensional del solitón de Peregrine

Figura 4–4: Dinámica del solitón de Peregrine para la Ecuación (4.5) para d(t) =
tanh t − t, h(t) = −8 cosh2 t, A = 0.5 y κ(0) = 0 en los intervalos −10 ≤ t ≤ 10 y
−25 ≤ x ≤ 25.

soluciones de gran relevancia como lo son aquellas de tipo “solitón de Peregrine”

hacia ecuaciones de Schrödinger más generales (bajo ciertas perturbaciones). En la

parte (a) de la Figura 4–4 se puede apreciar que la solución construida aún preserva

la propiedad que su perfil espacial tiene una amplitud de 9 veces la de su fondo

continuo (como sucede con el clásico solitón de Peregrine, ver Ejemplo 5). Mientras

tanto, el perfil temporal de la solución no posee dicho fondo continuo, ver parte (b)

para esto.
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b). Solitón de Peregrine para la Ecuación (4.5) con: d(t) = −(tanh t sech 2t+ t)

y h(t) = − 2

tanh2 t+ 1
.

Los valores aqúı considerados conllevan a las expresiones µ(t) =
1

tanh2 t+ 1
y

ψ(t, x) = exp

[
i

(
t

2
x2 + tet

2

x+ κ(0) +
1

8
e2t

2
(

2t−
√

2D(
√

2t)
)

+ 2A2t

)]
× A

√
tanh2 t+ 1

(
3 + 16iA2t− 16A4t2 − 4A2x2

1 + 16A4t2 + 4A2x2

)
. (4.7)

Al igual que en el caso anterior, la solución aqúı encontrada guarda la propiedad

(a) Perfil espacial del solitón de Peregrine per-
turbado en t = 0.

(b) Perfil temporal de solitón de Peregrine per-
turbado en x = 0 y x = 5.

(c) Evolucion tridimensional del solitón de Peregrine perturbado.

Figura 4–5: Solución de la Ecuación (4.5) con d(t) = −(tanh t sech 2t + t), h(t) =
−2/(tanh2 t+1) , A = 0.5 y κ(0) = 0 en los intervalos −10 ≤ t ≤ 10 y −25 ≤ x ≤ 25.
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que caracteriza al clásico solitón de Peregrine de que su perfil espacial tiene amplitud

máxima igual a 9 veces a la de su fondo circundante, ver parte (a) en la Figura 4–

5 para esto. Por otro lado, en la pate (b) de dicha figura se puede observar las

perturbaciones sufridas en el perfil temporal del solitón de Peregrine inicial.

c). Solución para la Ecuación (4.5) con: d(t) = −(sen 2t+ t) y h(t) = −2e−2 sen
2 t.

Con la elección de estos valores se tiene que µ(t) = e−2 sen
2 t, y por lo tanto la solución

puede ser escrita como sigue:

ψ(t, x) = A exp

[
i

(
t

2
x2 + tet

2

x+ κ(0) +
1

8
e2t

2
(

2t−
√

2D(
√

2t)
)

+ 2A2t

)
+ sen2 t

]
×

(
3 + 16iA2t− 16A4t2 − 4A2x2

1 + 16A4t2 + 4A2x2

)
. (4.8)

En esta parte la solución obtenida no preserva las propiedades que caracterizan al

solitón de Peregrine, debido a que el perfil temporal y espacial de ésta se ven ente-

ramente perturbados, ver Figura 4–6 para mejor apreciación.

4.1.3. Perturbaciones del sóliton oscuro trasladado: b(t) = 2 tanh2 t − 1,
c(t) = − tanh t.

Se construyen tipos de solitones oscuros generales con amplitudes variables a

partir del solitón oscuro trasladado dado en el Ejemplo 4. Para este hecho se propone

la siguiente ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma:

iψt = −ψxx−
x2

4

(
1− 2 tanh2 t

)
ψ+ix tanh tψx−id(t)ψ+h(t)|ψ|2ψ, t, x ∈ R. (4.9)

En consecuencia, las funciones inmersas en la transformación son:

α(t) =
tanh t

4
, δ(t) = 0, κ(t) = κ(0),

y la ecuación de Schrödinger no lineal asociada es:

iut + uxx − |u|2u = 0, t, x ∈ R.
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(a) Perfil espacial del solitón de Peregrine per-
turbado en los tiempos t = 1 y t = 5.

(b) Perfil temporal del solitón de Peregrine per-
turbado en x = 0.

(c) Vista tridimensional de la solución

Figura 4–6: Solución de la Ecuación (4.5) con d(t) = −(sen 2t+t), h(t) = −2e−2 sen
2 t,

A = 0.5 y κ(0) = 0 para los valores en −10 ≤ t ≤ 10 y −25 ≤ x ≤ 25.

Una solución para esta última ecuación es de la forma (ver Ejemplo 4):

u(t, x) =
1√
2

exp

[
− i

2
(v2 + 4A2)t

] [
v − 2iA tanhA(x− vt)

]
, A, v ∈ R.

Para ver la dinámica de este tipo de soluciones, se pasará a considerar los siguientes

casos.

a). Un tipo de solitón brillante temporal para la Ecuación (4.9): d(t) =
sen t

2

y h(t) = cosh te1−cos t.
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La respectiva expresión para la función µ(t) es, µ(t) = cosh te1−cos t, por lo que la

solución que se propone en este caso puede ser escrita como:

ψ(t, x) = exp

[
i

(
tanh t

4
x2 + κ(0)− 1

2
(v2 + 4A2)t

)
+

cos t− 1

2

]
×
√

sech t√
2

[
v − 2iA tanhA(x− vt)

]
. (4.10)

El carácter sinusoidal de la función d(t) le impregna a las soluciones de la Ecuación

(4.9) un destacado comportamiento para ciertos valores del parámetro v (correspon-

diente a la velocidad del clásico solitón oscuro). Para un valor pequeño de éste, las

soluciones describen el surgimiento de dos pulsos ligeramente separados cuyas ampli-

tudes crecen a medida que se propagan hasta alcanzar un punto máximo. Después de

este punto, sus amplitudes decrecen rápidamente hasta desvanecerse por completo,

ver inciso (a) en Figura 4–7. Por otro lado, en la parte (b) se consigue la formación

de un tipo de solitón brillante en la variable temporal t (su perfil temporal no cambia

mediante su propagación).

b). Solución para la Ecuación (4.9) con: d(t) = −1

2
(sen t tanh(cos t) + tanh t) y

h(t) = cosh(cos t).

Las consideraciones aqúı tomadas conducen a la función µ(t) = cosh(cos t) y la

correspondiente solución toma la siguiente forma:

ψ(t, x) =

√
cosh(cos t)√

2
exp

[
i

(
tanh t

4
x2 + κ(0)− 1

2
(v2 + 4A2)t

)]
×

[
v − 2iA tanhA(x− vt)

]
. (4.11)

En la Figura 4–8 se muestra el comportamiento de la solución construida.

4.1.4. Sistema sin potencial cuadrático

Para esta parte se muestra la dinámica de las soluciones en ausencia de un

potencial cuadrático, b(t) = 0. Considérese la ecuación de Schrödinger no autónoma:
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(a) Evolución de la solución para A = 0.2, v = 0.001 y κ(0) = 1.

(b) Evolución de la solución para A = 0.2, v = 50 y κ(0) = 1, un tipo de
“solitón brillante” en la variable temporal.

Figura 4–7: Soluciones de la Ecuación (4.9) con d(t) = (sen t)/2 y h(t) = cosh te1−cos t

en los intervalos −10 ≤ t ≤ 10 y −200 ≤ x ≤ 200.
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(a) Evolución de la solución para A = 0.2, v = 6 y κ(0) = 0.

(b) Evolución de la solución para A = 1, v = 0.1 y κ(0) = 0.

Figura 4–8: Soluciones de la Ecuación (4.9) d(t) = −(sen t tanh(cos t) + tanh t)/2 y
h(t) = cosh(cos t) en los intervalos −10 ≤ t ≤ 10 y −30 ≤ x ≤ 30.

iψt = −ψxx − id(t)ψ − t2xψ +
2

3
it3ψx + h(t)|ψ|2ψ, t, x ∈ R. (4.12)

La ecuación de Schrödinger autónoma correspondiente a este problema tiene la for-

ma

iut + uxx − 2|u|2u = 0, t, x ∈ R,
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y admite la solución1

u(t, x) = A tanh(Ax) exp
(
−2iA2t

)
, A ∈ R.

Adicionalmente, los valores de α, δ y κ son:

α(t) = 0, δ(t) =
t3

3
, κ(t) = κ(0) +

t7

63
.

a). Dinámica de las soluciones para la Ecuación (4.12) con: d(t) = 2t−4 tanh t

y h(t) = 2e2t
2

sech8 t.

Para esta parte se tiene que µ(t) = e2t
2

sech8 t, lo que permite construir una solución

en términos expĺıcitos para la Ecuación (4.12) en la forma a seguir:

ψ(t, x) = A cosh4 t tanh(Ax) exp

[
i

(
t3

3
x+ κ(0) +

t7

63
− 2A2t

)
− t2

]
. (4.13)

Para ver la evolución en tiempo de las soluciones anteriores consulte Figura 4–9.

b). Ausencia del término de disipación/ganancia en la Ecuación (4.12):

d(t) = 0 y h(t) = 2.

Es posible construir soluciones tipo solitones oscuros clásicos para la ecuación de

Schrödinger no lineal con coeficientes variables (4.12). Una primera forma de hacerlo

es considerar a la función µ independiente de la variable temporal t, lo cual se logra

a través de la condición c(t) = 2d(t) (ver Ecuación (3.44)). Hecho lo anterior se

obtiene en este caso que µ(t) = 1 (al tomar µ(0) = 1) y la correspondiente solución

toma la forma:

ψ(t, x) = A tanh(Ax) exp

[
i

(
t3

3
x+ κ(0) +

t7

63
− 2A2t

)]
. (4.14)

1Defina u(t, x) = w
(
t, x/
√

2
)

donde w satisface la Ecuación (2.8) del Ejemplo 3
dado en el Caṕıtulo 2.
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(a) Solución para A = 0.1 y κ(0) = 0.

(b) Solución para A = 2 y κ(0) = 0.

Figura 4–9: Soluciones de la Ecuación (4.12) d(t) = 2t−4 tanh t y h(t) = 2e2t
2

sech8 t
en los intervalos −10 ≤ t ≤ 10 y −300 ≤ x ≤ 300.

Es importante notar que en términos generales la condición c(t) = 2d(t), pro-

vee a la soluciones de la ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma (3.24) del

mismo comportamiento que las soluciones de la ecuación de Schrödinger no lineal

usual (3.49) (la forma en que se distribuyen las soluciones de ambas ecuaciones es
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(a) Solución para A = 2 y κ(0) = 0.

(b) Solución para A = 0.5 y κ(0) = 0.

Figura 4–10: Soluciones de la Ecuación (4.12) d(t) = 0 y h(t) = 2 en los intervalos
−10 ≤ t ≤ 10 y −10 ≤ x ≤ 10.

la misma). En la Figura 4–10 se puede observar el solitón oscuro clásico construido

para distintos valores de A.
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4.2. Soluciones locales para algunas ecuaciones de Schrödinger no
lineales no autónomas

En la sección anterior fué posible construir y estudiar la dinámica de solucio-

nes expĺıcitas para la ecuación de Schrödinger (3.24) definidas para todo tiempo t,

encontrando una diversidad de comportamientos para elecciones adecuadas de los

coeficientes.

En lo que concierne a esta parte, no se intenta abundar en la construcción de so-

luciones locales para el tipo de ecuación de Schrödinger aqúı estudiada, ya que el

único fin es mostrar que de alguna u otra forma existen soluciones que no poseen

un buen comportamiento en todo instante del tiempo (por ejemplo existencia de

singularidades), dando como resultado el no poderlas extender hacia todo t ∈ R.

4.2.1. Traslaciones de un solitón brillante local: b(t) = −1
4
, c(t) = − tan t.

En este caso, es importante considerar la siguiente ecuación de Schrödinger con

potencial cuadrático constante b(t) = −1

4
:

iψt = −ψxx −
x2

4
ψ + ix tan tψx − xψ + 2i tan tψx − sec t|ψ|2ψ, |t| < π

2
, x ∈ R.

(4.15)

Como primera medida, la ecuación anterior tiene como ecuación de Schrödinger no

lineal estándar asociada

iut + uxx + |u|2u = 0, |t| < π

2
, x ∈ R,

la cual presenta como una solución a la función (ver Ejemplo 2):

u(t, x) = A exp

[
i

(
v

2
x+

2A2 − v2

4
t

)]
sech

[
A√
2

(x− vt)
]
, A, v ∈ R.



57

Por otro lado, los valores de la funciones α, δ, κ y µ correspondientes a este problema

son respectivamente

α(t) =
tan t

4
, δ(t) = tan t, κ(t) = κ(0) + tan t− t, µ(t) = sec t,

aqúı la localidad surge del hecho de construir la función µ(t) a través de la Ecuación

(3.44), por lo que se hace necesaria la continuidad de la función c(t) = − tan t en

todo momento t. Usando las ecuaciones anteriores se construye una solución para

la Ecuación (4.15) en la siguiente forma:

ψ(t, x) = A exp

[
i

(
tan t

4
x2 + x

(
tan t+

v

2

)
+ κ(0) + tan t+ t

(
2A2 − v2

4
− 1

))]
×
√

cos t sech

[
A√
2

(x− vt)
]
. (4.16)

Una visualización del comportamiento de las soluciones de la Ecuación (4.15) son

presentadas en la Figura 4–11. Las gráficas (a) y (b) muestran la evolución de un

pulso que se traslada hacia la izquierda y derecha respectivamente, dichos compor-

tamientos responden a eleciones negativas y positivas de v. El pulso inicial (t = 0)

con perfil tipo “ sech (x)” y amplitud A = 1, experimenta un leve decaimiento en su

amplitud como respuesta a la acción del término “ cos t” para valores de t tales que

|t| → π
2
.

4.2.2. Singularidad en tiempo finito: b(t) = et + 4e2t, c(t) = −4et.

A través de un potencial cuadrático cuya dependencia en tiempo es de tipo

exponencial es posible la formulación de soluciones expĺıcitas. En efecto, asúmase la

ecuación

iψt−ψxx+(et+4e2t)x2ψ+4ixetψx+ i(2et−5 sec2 5t)ψ−2e−2 tan 5t|ψ|2ψ = 0, (4.17)
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(a) Solución para A = 1, v = −10 y κ(0) = 1.

(b) Solución para A = 1, v = 10 y κ(0) = 1.

Figura 4–11: Soluciones de la ecuación (4.15) en los intervalos −π
2
≤ t ≤ π

2
y

−12 ≤ x ≤ 12.

con |t| < π
10
,, la cual admite las funciones:

α(t) = et, δ(t) = 0, κ(t) = κ(0), µ(t) = e−2 tan 5t.

Ahora, la ecuación asociada tiene la forma

iut − uxx − 2|u|2u = 0, |t| < π

10
, x ∈ R,
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y tiene como solución (ver Ejemplo 1)

u(t, x) =
√
v sech

(√
vx
)

exp (−ivt) .

Entonces una solución para la Ecuación (4.17) está dada por:

ψ(t, x) =
√
v sech

(√
vx
)

exp
[
i
(
etx2 + κ(0)− vt

)
+ tan 5t

]
. (4.18)

En la Figura 4–12 se ilustra el comportamiento de la solución anterior. En ésta

se observa el carácter creciente no acotado de las soluciones para valores cercanos

a t = π
10

(singularidad en el tiempo t = π
10

). Este mismo hecho evita extender las

soluciones a todo instante del tiempo.

4.3. Unicidad de dos problemas de Cauchy en el espacio L∞t L
q
x con

q = 2,∞

El propósito de esta sección consiste en mostrar la aplicación de la Proposi-

ción 2, por lo que apoyados en las soluciones construidas anteriormente (ver parte

(a) de la Sección 4.1.1 y Sección 4.2.1) se presentan las únicas soluciones para dos

problemas de valor inicial para ciertas ecuaciones de Schrödinger no lineales con

coeficientes dependiendo del tiempo.

4.3.1. Unicidad de una solución global

El problema de valor inicial para la ecuación de Schrödinger no autónoma con

x ∈ R y t ∈ [−T, T ] para todo T > 0

iψt = −ψxx +
x2

4

(
sen2 t− cos t

)
ψ + ix sen tψx − i sen tψ − 3e(3−3 cos t)|ψ|2ψ

ψ(0, x) =

√
−2v

3
sech(

√
−vx) exp [iκ(0)] , κ(0) ∈ R, v < 0,
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(a) Solución para A = 1, v = 0.1 y κ(0) = 0.

(b) Solución para A = 0.1, v = 1 y κ(0) = 0.

Figura 4–12: Soluciones de la Ecuación (4.17) en los intervalos 0 ≤ t ≤ π
10

y −12 ≤
x ≤ 12.

tiene una solución de la forma (ver la solución periódica de la Sección 4.1.1):

ψ(t, x) =

√
−2v

3
sech(

√
−vx) exp

[
3

2
(cos t− 1) + i

(
x2

4
sen t+ κ(0)− vt

)]
.
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Claramente dicha solución pertenece a la clase C2
t,x([−T, T ]×R). Como se satisfacen

las condiciones (ver Ejemplo 7),

‖ sech(
√
−vx)‖L2

x(R) =

√
2

4
√
−v

, ‖ sech(
√
−vx)‖L∞

x (R) = 1,

‖e
3
2
(cos t−1)‖L∞

t ([−T,T ]) = 1, (no depende de T),

entonces la solución satisface

‖ψ‖L∞
t L

p
x([−T,T ]×R) =

∥∥∥‖√−2v

3
sech(

√
−vx)e

3
2
(cos t−1)‖Lpx(R)

∥∥∥
L∞
t ([−T,T ])

=

√
−2v

3
‖ sech(

√
−vx)‖Lpx(R)‖e

3
2
(cos t−1)‖L∞

t ([−T,T ])

=


2 4√−v√

3
, si p = 2,√

−2v
3
, si p =∞.

En estas circunstancias, la Proposición 2 permite concluir que dicha solución es la

única con la propiedad antes mostrada. Note la no dependencia de T en los argumen-

tos anteriores, por lo que en realidad la solución local obtenida es a ciencia cierta

una solución global del problema de Cauchy (definida para todo t > 0).

4.3.2. Unicidad de una solución local

Considere el problema de Cauchy para la ecuación de Schrödinger no lineal con

x ∈ R y |t| < π
2
,

iψt = −ψxx −
x2

4
ψ + ix tan tψx − xψ + 2i tan tψx − sec t|ψ|2ψ (4.19)

ψ(0, x) = A sech

(
A√
2
x

)
exp

[
i
(v

2
x+ κ(0)

)]
, (4.20)

con κ(0) ∈ R y A > 0. Este problema posee la siguiente solución (ver Sección 4.2.1):

ψ(t, x) = A exp

[
i

(
tan t

4
x2 + x

(
tan t+

v

2

)
+ κ(0) + tan t+ t

(
2A2 − v2

4
− 1

))]
×
√

cos t sech

[
A√
2

(x− vt)
]
. (4.21)
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Como se satisfacen las condiciones

‖ sech
[
A(x− vt)/

√
2
]
‖L2

x(R) =
4
√

8√
A
, ‖ sech

[
A(x− vt)/

√
2
]
‖L∞

x (R) = 1,

‖
√

cos t‖L∞
t ((−π2 ,

π
2 )) = 1,

se desprende que

‖ψ‖L∞
t L

p
x((−π2 ,

π
2 )×R) =

∥∥∥‖A√cos t sech
[
A(x− vt)/

√
2
]
‖Lpx(R)

∥∥∥
L∞
t ((−π2 ,

π
2 ))

= A
∥∥∥√cos t‖ sech

[
A(x− vt)/

√
2
]
‖Lpx(R)

∥∥∥
L∞
t ((−π2 ,

π
2 ))

=


√
A 4
√

8, si p = 2,

A, si p =∞.
(4.22)

Por lo tanto la función ψ dada en la Ecuación (4.21) es la única solución al problema

de valor inicial (4.19)-(4.20) sobre
(
−π

2
, π
2

)
× R y que satisface la caracteŕıstica

(4.22). Note que dicha solución no puede ser extendida hacia una solución global,

ya que la función “cos t” no se mantiene siempre positiva en toda la recta real. En

cambio, la solución encontrada resta aún única en todo aquellos intervalos donde

“cos t” sea positivo.



Caṕıtulo 5

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

5.1. Conclusiones

El propósito principal de este proyecto fue construir nuevas soluciones expĺıcitas

para un tipo de ecuación de Schrödinger no lineal con coeficientes dependiendo del

tiempo (no autónoma). En esta tesis se usa una perturbación de la transformación

establecida por Suslov en [5], entre la ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma

y la bien conocida ecuación de Schrödinger no lineal (autónoma). El primer interés

fue estudiar la dinámica de las soluciones tipo solitón brillante, oscuro y Peregrine

a través de la familia de multiparámetros (3.10)-(3.16). Como propósito secundario,

se planteó el siguiente interrogante: ¿Es posible determinar condiciones en los coefi-

cientes de la ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma y en la transformación

para garantizar la unicidad de las soluciones para un problema de Cauchy?.

En cuanto al primer objetivo trazado, fue posible observar la dinámica que presentan

dos nuevas soluciones solitónicas (brillante y oscuro) para la ecuación de Schrödinger

no lineal general (3.24) para variaciones en los multiparámetros (3.10)-(3.16), gene-

rando consigo solitones con flexiones en su eje hacia la izquierda y derecha, ver

Figuras 3–1 y 3–2 respectivamente. La dificultad en la construcción de soluciones

mediante la Transformación (3.25) recae sobre el sistema de Riccati (3.1)-(3.6) que

regula la dinámica de dicha transformación, el cual exige un balance complejo en-

tre los coeficientes de la ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma para su

óptimo funcionamiento. En consecuencia, se propuso llevar a cabo dicha investiga-

ción a través de la transformación particular dada por la Ecuación (3.46), resultante

63
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de eliminar las escalas en tiempo y espacio inmersas en la transformación origi-

nal (3.25), la cual hizo factible el observar el compotamiento de las soluciones tipo

solitones (brillante, oscuro y Peregrine) frente a la variación de los términos de

disipación/ganancia, d(t), y no linealidad, h(t), de la ecuación de Schrödinger no

autónoma (3.24). Sin embargo, esta última transfomación demanda un vinculo tipo

Riccati entre los coeficientes b(t) y c(t) de la ecuación Schrödinger no lineal general

(ver Ecuación (3.41)), por lo que cierta “arbitrariedad” en los coeficientes se ve per-

dida en comparación con la transformación originalmente propuesta.

La respuesta afirmativa al interrogante de la unicidad surgió asimismo como conse-

cuencia de la transformación particular introducida, debido a las propiedades adicio-

nales que ésta trajo consigo; entre éstas una relación entre las soluciones de ambas

ecuaciones de Schrödinger no lineales lo que permitió determinar una estructura ge-

neral para las soluciones de la ecuación de Schrödinger no lineal no autónoma. Como

desenlace de la relación observada se precisan las condiciones necesarias en los coefi-

cientes de la ecuación de Schrödinger general para garantizar la unicidad de las solu-

ciones de un problema de valor inicial en el espacio de funciones L∞t L
q
x([−T, T ]×R)

con q = 2,∞.

Finalmente, en el proceso de obtener los resultados se notó que las siguientes obser-

vaciones serán útiles para futuras investigaciones:

Aunque la transformación original dada en la Ecuación (3.25) aparentemente brinda

cierto grado de “libertad” a los coeficientes de la ecuación de Schrödinger no lineal

no autónoma (3.24), la exigencia del sistema de Riccati asociado dificulta el proceso

de construcción de las soluciones.

El estudio de un problema de Cauchy de valor inicial y la construcción de solu-

ciones expĺıcitas para este tipo de ecuaciones resulta más viable a través del uso

de la transformación particular aqúı introducida, Ecuación (3.46), que mediante la

transformación dada en sus términos generales, Ecuación (3.25).
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5.2. Discusión y trabajos futuros

Inicialmente se le recuerda al lector la siguiente definición:

Definición 3 (Espacio de Schwartz). Se define el espacio de Schwartz

S (Rn) := {f ∈ C∞(Rn) : ∀α, β ∈ Nn, sup
x∈Rn
|xαDβf(x)| <∞}.

Este espacio es dotado de la familia contable de seminormas

‖f‖α,β := sup
x∈Rn
|xαDβf(x)|.

En consecuencia dicho espacio tiene estructura de espacio métrico definiendo la

métrica

ρ(f, g) = Σα,β2−|α|−|β|
‖f − g‖α,β

1 + ‖f − g‖α,β
, ∀f, g ∈ S (R)

Las funciones en S (Rn) tienen la propiedad de ser suaves y todas sus derivadas

tienden a cero más rápido que cualquier potencia de |x| cuando x→ ±∞.

Ejemplo 9. Para cualquier a > 0, la función e−ax
2

es un elemento del espacio

S (R).

El problema de Cauchy en el espacio de Schwartz: En la Proposición 2 de la

Sección 3.6 se probó que bajo el cumplimiento de las Ecuaciones (3.41)-(3.45) (co-

rresp. a l0 = −1) y los requerimientos c(t), d(t), f(t) ∈ C1([−T, T ]) y h(t) = −λµ(t)

con λ > 0 el problema de Cauchy (3.51)-(3.52) admite una única solución clási-

ca en el espacio L∞t L
q
x([−T, T ] × R) para q = 2,∞. En este contexto, un primer

trabajo futuro consistirá en probar o refutar que mediante las hipótesis adicionales

l0 = 1, c(t), d(t), f(t) ∈ C∞([0,∞)) y ψ0 ∈ Sx(R) se puede garantizar la existen-

cia de una única solución del problema de valor inicial (3.51)-(3.52) en el espacio

C∞t Sx([0, T ]×R), aqúı el resultado correspondiente al caso autónomo, ver Teorema

3.1 de [26], podŕıa ser de vital importancia en el transcurso de la prueba.
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Dentro de los proyectos que podrian realizarse como continuación de esta tesis pue-

den ser:

• Construir nuevas soluciones para el tipo de ecuación de Schrödinger no lineal (3.24)

utilizando los multiparámetros (3.10)-(3.16).

• Utilizar la transformación particular (3.46) propuesta en esta tesis para el estudio

del problema de Cauchy (3.51)-(3.52) en espacios más relevantes como los espacios

de Sóbolev Hs(R) con s = 0, 1, 2.

• Estudiar la aproximación numérica del problema de Cauchy (3.51)-(3.52) emplean-

do la trasformación particular (3.46).



APÉNDICES



Apéndice A

VERIFICACIÓN DE LAS SOLUCIONES DE

LAS ECUACIONES DE SCHRÖDINGER NO

LINEALES NO AUTÓNOMAS

El contenido de este apéndice consta de las verificaciones simbólicas a través

del programa “Mathematica” de las soluciones construidas para la ecuación de

Schrödinger no lineal no autónoma (3.24).

A.1. Verificación de la solución (3.30)

Definición de la ecuación diferencial parcial (3.29):

pde1 = I*D[\[Psi][x, t], t] + (1/2)*D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+((Sech[t]*E^(2*Sinh[t]))/(2*Sinh[t] + Cosh[t]))

*\[Psi][x, t]*(Abs[\[Psi][x, t]])^(2)

+ I*x*Tanh[t]*D[\[Psi][x, t], x] + I*Cosh[t]*\[Psi][x, t]

== 0;

Solución a verificar:

sol1 = \[Psi] -> Function[{x, t}, Sqrt[v]*Sqrt[Coth[t]/(2

+ Coth[t])]* Exp[I*((2*Sech[t]*Csch[t]*(x^2)

+ 2*\[Delta]0*Csch[t]*x - \[Delta]0^(2) + v)/(4

+ 2*Coth[t]) + \[Kappa]0 - v*\[Gamma]0)

- Sinh[t]]*Sech[Sqrt[v]*((Csch[t]*x - \[Delta]0)/(2

+ Coth[t]) + \[Epsilon]0)]];
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Verificación de la solución anterior:

test1 = pde1 /. sol1;

test11 = Assuming[{{x, \[Epsilon]0, \[Delta]0, \[Gamma]0, \[Kappa]0} \

\[Element] Reals, v > 0, t > 0}, FullSimplify[test1]]

True

A.2. Verificación de la solución (3.32)

Definición de la ecuación diferencial parcial (3.31):

pde2 = I*D[\[Psi][x, t], t] + (Cosh[t]/2)*D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

- ((Cosh[t]*(x^2))/2)*\[Psi][x, t] + I*x*Cosh[t]

*D[\[Psi][x, t], x] + ((I*Cosh[t])/2)*\[Psi][x, t]

- ((4*Cosh[t])/(1 + Sinh[t]))

*\[Psi[x,t]*(Abs[\[Psi[x,t]])^(2)== 0;

Solución a verificar:

sol2 = \[Psi] -> Function[{x, t}, (A/Sqrt[1 + Sinh[t]])

*Exp[I*(((-(x^2) + 2*\[Delta]0*Csch[t]*x - (\[Delta]0^2)

- 8*(A^2))/(2 + 2*Csch[t])) + \[Kappa]0 + (A^2)*\[Gamma]0)]

*Tanh[A*((2*x*Csch[t] - 2*\[Delta]0)/(1 + Csch[t])

+ \[Epsilon]0)]];

Verificación de la solución anterior:

test1 = pde2 /. sol2;

test11 = Assuming[{{x, \[Epsilon]0, \[Gamma]0, \[Delta]0, \[Kappa]0,

A} \[Element] Reals, t > 0}, FullSimplify[test1]]

True
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A.3. Verificación de la solución (4.2), d(t) = sen t y h(t) = −3e3−3 cos t.

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.1) correspondiente:

pde3 = I*D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+ 3*E^(3 - 3*Cos[t])*\[Psi][x, t]*Abs[\[Psi][x, t]]^2

- ((Sin[t]^2 - Cos[t])*x^2)/4*\[Psi][x, t]

- I*x*Sin[t]*D[\[Psi][x, t], x] + I*Sin[t]*\[Psi][x, t]

== 0;

Solución a verificar:

sol3 = \[Psi] -> Function[{x, t}, Sqrt[-(2/3)*v]*Sech[Sqrt[v]*x]

*Exp[(3*Cos[t] - 3)/2 + I*(x^2/4*Sin[t] - v*t +\[Kappa]0)]];

Verificación de la solución anterior:

test = pde3 /. sol3;

test1 = Assuming[{{x, t, \[Kappa]0} \[Element] Reals, v < 0},

FullSimplify[test]]

True
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A.4. Verificación de la solución (4.3), d(t) = 4t−sen t
2

y h(t) = −3e2t
2
.

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.1) correspondiente:

pde4 = I*D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+ 3*E^(2*(t^2))*\[Psi][x, t]*Abs[\[Psi][x, t]]^2

- ((Sin[t]^2 - Cos[t])*x^2)/4*\[Psi][x, t]

- I*x*Sin[t]*D[\[Psi][x, t], x] + I*((4*t

- Sin[t])/2)*\[Psi][x, t] == 0;

Solución a verificar:

sol4 = \[Psi] -> Function[{x, t}, Sqrt[-(2/3)*v]*Sech[Sqrt[v]*x]

*Exp[-(t^2) + I*(x^2/4*Sin[t] - v*t + \[Kappa]0)]];

Verificación de la solución anterior:

test = pde4 /. sol4;

test1 = Assuming[{{x, t, \[Kappa]0} \[Element] Reals, v < 0},

FullSimplify[test]]

True
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A.5. Verificación de la solución (4.4), d(t) = t
(t2+1)(t2+2)

− sen t
2

y

h(t) = −3t2+3
t2+2

.

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.1) correspondiente:

pde5 = I*D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+ 3*(((t^2) + 1)/((t^2) + 2))*\[Psi][x, t]

* Abs[\[Psi][x,t]]^2 - ((Sin[t]^2 - Cos[t])*x^2)/4

*\[Psi][x, t] - I*x*Sin[t]*D[\[Psi][x, t], x]

+ I*(-(Sin[t]/2) + t/(((t^2) + 2)*((t^2) + 1)))

*\[Psi][x, t] == 0;

Solución a verificar:

sol5 = \[Psi] -> Function[{x, t}, Sqrt[((t^2) + 2)/((t^2)

+ 1)]*Sqrt[-(2/3)*v]*Sech[Sqrt[-v]*x]*Exp[I*(x^2/4*Sin[t]

- v*t + \[Kappa]0)]];

Verificación de la solución anterior:

test = pde5 /. sol5;

test1 = Assuming[{{x, t, \[Kappa]0} \[Element] Reals, v < 0},

FullSimplify[test]]

True
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A.6. Verificación de la solución (4.6), d(t) = tanh t− t y h(t) = −8 cosh2 t.

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.5) correspondiente:

pde6 = I*D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+ 8*(Cosh[t]^2)*\[Psi][x,t]*(Abs[\[Psi][x, t]])^(2)

- ((t^2) - (1/2))*(x^2)*\[Psi][x,t] - 2*I*x*t

*D[\[Psi][x, t], x] + I*(Tanh[t] - t)*\[Psi][x, t]

+ Exp[t^2]*x*\[Psi][x, t] - 2*I*t*Exp[t^2]

*D[\[Psi][x, t], x] == 0;

Solución a verificar:

sol6 = \[Psi] -> Function[{x, t}, (A*Sech[t]/2)

* Exp[I*(((x^2)*t)/2 + t*Exp[t^2]*x + \[Kappa]0

+(Exp[2*(t^2)]/8)*(2*t - Sqrt[2]*DawsonF[Sqrt[2]*t])

+ 2*(A^2)*t)]*((3 + 16*I*(A^2)*t - 16*(A^4)*(t^2)

- 4*(A^2)*(x^2))/(1 + 16*(A^4)*(t^2) + 4*(A^2)*(x^2)))];

Verificación de la solución anterior:

test1 = pde6 /. sol6;

test11 = Assuming[{x, t, A, \[Kappa]0} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.7. Verificación de la solución (4.7), d(t) = −(tanh t sech 2t+ t) y
h(t) = − 2

tanh2 t+1
.

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.5) correspondiente:

pde7 = I*D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+ (2/((Tanh[t]^2) + 1))*\[Psi][x,t]*(Abs[\[Psi][x, t]])^(2)

- ((t^2) - (1/2))*(x^2)*\[Psi][x,t]

- 2*I*x*t*D[\[Psi][x, t], x] -I*(Sech[2*t]*Tanh[t]+t)

*\[Psi][x, t] + Exp[t^2]*x*\[Psi][x, t]

-2*I*t*Exp[t^2]*D[\[Psi][x, t], x] == 0;

Solución a verificar:

sol7 = \[Psi] -> Function[{x, t}, A*Sqrt[(Tanh[t]^2) + 1]

*Exp[I*(((x^2)*t)/2 + t*Exp[t^2]*x + \[Kappa]0

+ (Exp[2*(t^2)]/8)*(2*t - Sqrt[2]*DawsonF[Sqrt[2]*t])

+ 2*(A^2)*t)]*((3 + 16*I*(A^2)*t - 16*(A^4)*(t^2)

- 4*(A^2)*(x^2))/(1 + 16*(A^4)*(t^2) + 4*(A^2)*(x^2)))];

Verificación de la solución anterior:

test1 = pde7 /. sol7;

test11 = Assuming[{x, t, A, \[Kappa]0} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.8. Verificación de la solución (4.8), d(t) = −(sen 2t+ t) y
h(t) = −2e−2 sen

2 t.

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.5) correspondiente:

pde2 = I*D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+2*Exp[-2*(Sin[t]^2)]*\[Psi][x,t]*(Abs[\[Psi][x, t]])^(2)

- ((t^2) - (1/2))*(x^2)*\[Psi][x,t] - 2*I*x*t

*D[\[Psi][x, t], x] - I*(Sin[2*t] + t)*\[Psi][x, t]

+ Exp[t^2]*x*\[Psi][x, t] - 2*I*t*Exp[t^2]*D[\[Psi][x, t],x]

== 0;

Solución a verificar:

sol8 = \[Psi] -> Function[{x, t}, A*Exp[I*(((x^2)*t)/2

+t*Exp[t^2]*x + \[Kappa]0 + (Exp[2*(t^2)]/8)

*(2*t - Sqrt[2]*DawsonF[Sqrt[2]*t]) + 2*(A^2)*t)

+ (Sin[t]^2)]*((3 + 16*I*(A^2)*t - 16*(A^4)*(t^2)

- 4*(A^2)*(x^2))/(1 + 16*(A^4)*(t^2) + 4*(A^2)*(x^2)))];

Verificación de la solución anterior:

test1 = pde8 /. sol8;

test11 = Assuming[{x, t, A, \[Kappa]0} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.9. Verificación de la solución (4.10), d(t) = sen t
2

y h(t) = cosh te1−cos t.

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.9) correspondiente:

pde9 = I*D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

- Cosh[t]*Exp[1 - Cos[t]]*\[Psi][x,t]*(Abs[\[Psi][x,t]])^(2)

+ ((1 - 2*(Tanh[t]^2))*x^2)/4*\[Psi][x, t]

- I*x*Tanh[t]*D[\[Psi][x, t], x] + (I*Sin[t])/2*\[Psi][x, t]

== 0;

Solución a verificar:

sol9 = \[Psi] -> Function[{x, t}, (Sqrt[Sech[t]]/Sqrt[2])

*Exp[I*(((x^2)*Tanh[t])/4 + k0 - (1/2)*((v^2) + 4*(A^2))*t)

+ (Cos[t] - 1)/2]*(v - 2*I*A*Tanh[A*(x - v*t)])];

Verificación de la solución anterior:

test1 = pde9 /. sol9;

test11 = Assuming[{x, t, A, k0, v} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.10. Verificación de la solución (4.11), d(t) = −1
2
(sen t tanh(cos t) + tanh t)

y h(t) = cosh(cos t).

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.9) correspondiente:

pde10 = I*D[\[Psi][x, t], t] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

- Cosh[Cos[t]]*\[Psi][x,t]*(Abs[\[Psi][x, t]])^(2)

+ ((1 - 2*(Tanh[t]^2))*x^2)/4*\[Psi][x, t]

- I*x*Tanh[t]*D[\[Psi][x, t], x] - (1/2)*

*I*(Sin[t]*Tanh[Cos[t]] + Tanh[t])*\[Psi][x, t] == 0;

Solución a verificar:

sol10 = \[Psi] -> Function[{x, t}, (Sqrt[Cosh[Cos[t]]]/Sqrt[2])

*Exp[I*(((x^2)*Tanh[t])/4 + k0 - (1/2)*((v^2)

+4*(A^2))*t)]*(v -2*I*A*Tanh[A*(x - v*t)])];

Verificación de la solución anterior:

test1 = pde10 /. sol10;

test11 = Assuming[{x, t, A, k0, v} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.11. Verificación de la solución (4.13), d(t) = 2t− 4 tanh t y
h(t) = 2e2t

2
sech8 t .

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.12) correspondiente:

pde11 = I*D[\[Psi][x, t], {t, 1}] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+ 2*I*(t - 2*Tanh[t])*\[Psi][x, t] + (t^2)*x*\[Psi][x, t]

- (2/3)*I*(t^3)*D[\[Psi][x, t], {x, 1}]

- 2*(Sech[t]^8)*Exp[2*(t^2)]*(Abs[\[Psi][x, t]]^2)

*\[Psi][x, t] == 0;

Solución a verificar:

sol11 = \[Psi] -> Function[{x, t}, A*(Cosh[t]^4)*Tanh[A*x]

* Exp[I*(((t^3)/3)*x + \[Kappa]0 + (t^(7)/63)- 2*(A^2)*t)

- t^2]];

Verificación de la solución anterior:

test1 = pde11 /. sol11;

test11 = Assuming[{x, \[Kappa]0, A, t} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.12. Verificación de la solución (4.14), d(t) = 0 y h(t) = 2.

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.12) correspondiente:

pde12 = I*D[\[Psi][x, t], {t, 1}] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+ I*(0)*\[Psi][x, t] + (t^2)*x*\[Psi][x, t]

- (2/3)*I*(t^3)*D[\[Psi][x, t], {x, 1}]

- (2)*(Abs[\[Psi][x, t]]^2)*\[Psi][x,t] == 0;

Solución a verificar:

sol12 = \[Psi] -> Function[{x, t}, A*Tanh[A*x]*Exp[I

*(((t^3)/3)*x + \[Kappa]0 + ((t^(7))/63)

- 2*(A^2)*t)]];

Verificación de la solución anterior:

test1 = pde12 /. sol12;

test11 = Assuming[{x, \[Kappa]0, A, t} \[Element] Reals,

FullSimplify[test1]]

True
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A.13. Verificación de la solución (4.16).

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.15):

pde13 = I*D[\[Psi][x, t], {t, 1}] + D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+ (1/4)*(x^2)*\[Psi][x, t] + x*\[Psi][x, t]

- I*x*Tan[t]*D[\[Psi][x, t], {x, 1}] + Sec[t]

*(Abs[\[Psi][x, t]]^2)*\[Psi][x, t] -2*I*Tan[t]

*D[\[Psi][x, t], {x, 1}] == 0;

Solución a verificar:

sol13 = \[Psi] -> Function[{x, t},

A*Sqrt[Cos[t]]*Sech[(A/Sqrt[2])*(x - v*t)]

*Exp[I*((Tan[t]*(x^2))/4 + (Tan[t] + (v/2))*x

+ \[Kappa]0 +Tan[t] + t*((2*(A^2) - (v^2))/4 - 1))]];

Verificación de la solución anterior:

test1 = pde13 /. sol13;

test11 = Assuming[{{x, \[Kappa]0, A, v} \[Element] Reals,

(-Pi/2) < t < (Pi/2)}, FullSimplify[test1]]

True
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A.14. Verificación de la solución (4.18).

Definición de la ecuación diferencial parcial (4.17):

pde14 = I*D[\[Psi][x, t], {t, 1}] -D[\[Psi][x, t], {x, 2}]

+ (Exp[t] + 4*Exp[2 t])*(x^2)*\[Psi][x,t]

+ 4*I*x*Exp[t]*D[\[Psi][x, t], {x, 1}]

- 2*(Exp[-2 Tan[5 t]])*(Abs[\[Psi][x, t]]^2)*\[Psi][x, t]

+I*(-5*(Sec[5 t]^2) + 2 Exp[t])*\[Psi][x, t] == 0;

Solución a verificar:

sol14 = \[Psi] -> Function[{x, t}, Sqrt[v]*Exp[Tan[5*t]]

*Sech[Sqrt[v]*x]*Exp[I*(Exp[t]*(x^2) + \[Kappa]0 - v*t)]];

Verificación de la solución anterior:

test1 = pde814 /. sol14;

test11 = Assuming[{{x, \[Kappa]0, A} \[Element] Reals,

v > 0, (-Pi/10) < t < (Pi/10)}, FullSimplify[test1]]

True
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