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Por
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Departamento: Ciencias Matematicas

Considera los métodos para encontrar intervalos de estimacion para alguno
o varios parametros, cuando hay parametros de interés y parametros de estorbo
utilizados en modelos de probabilidad del problema on/off. Hacemos la comparacién
en cada uno de los métodos del ancho del intervalo y de la probabilidad de cobertura,
y con esto poder usar el método mas adecuado para el problema. También hacemos
algunas extensiones y el calculo de integrales de forma exacta, lo que permite mejorar
la precision del intervalo y la cobertura. Los ejemplos que tratamos muestran que con
algunos métodos obtenemos lo deseado, aunque la seleccon del método dependera de

la informacion disponible o del investigador.
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We consider methods for finding intervals estimation for one or more parame-
ters, when parameters of interest and nuisance parameters are used in probability
models of the on/off problem. We make the comparison for each of the methods,
the interval width and coverage probability, and thereby use the most appropriate
method for the problem. Also we make some extensions and integral calculus ac-
curately, thereby improving the accuracy of the range and coverage. The examples
tried show that some methods we obtain what was wanted,, although the selection

of the method depends on the information available or the investigator.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

En muchos problemas actuales, tanto en estadistica como en teoria de la prob-
abilidad o cualquier disciplina donde se apliquen, por ejemplo en fisica, el interés
principal(en algunos problemas) es encontrar intervalos de estimacién, de uno o var-
ios parametros, que tengan muy buena precisién y la cobertura correcta. Hasta el
momento, este problema no tiene un método o una técnica especifica que nos diga,
cual o cuales son los intervalos adecuados.

Existen una variedad de modelos de probabilidad en los que el interés principal es
encontrar intervalos de confianza o intervalos de credibilidad cuando hay pardametros
de interés y parametros de estorbo. A manera de ejemplo, consedere el modelo de
probabilidad para el problema on/off (de gran importancia en fisica de alta veloci-
dad y en astrofisica), el cual depende de los parametros p y b de interés y de estorbo

respectivamente, con datos que tienen distribucion de probabilidad independientes:
X ~ Pois(u+b),Y ~ Pois(Tb)

donde X, Y son las observaciones en el area “on”y area “oft”, y 7 es la relacién entre
los tamanos de las dreas. La funcién de verosimilitud estd dada por: £(p, b/ X,Y) =
f(X,Y|u,b). Para encontrar un intervalo de confianza de nivel 1—q, para el parametro

i, se buscan los limites del intervalo L(z,y) y U(z,y) tales que

P(L(z,y) <p<U(x,y)| X =2,Y =y)=1—«



Existe varios métodos para encontrar L y U. Muchos de estos estan basados en el
articulo de J.Neyman [2] 1937, en este lo que se hace es encontrar L y U tal que
fLU L(p X, b)dp >1—«a (o Zg £(p]X,b) > 1 — «) donde la integral( o la suma )
se toma después de ordenar las probabilidades de X de mayor a menor. Desde este

articulo no se tindn muchos trabajos al respecto, hasta que Cousins y Feldman [1]

£y X,b)

en 1998 hacen uso de la razén de maxima verosimilitud A(u|X) = i E gy Y se

hace el mismo ordenamiendo de Neyman pero con respecto a A\. Cousins y Feldman
sélo consideran X ~ Pois(u+b) y b es conocido.

En 2009, Bodhisattva Sen, Matthew Walker, and Michael Woodroofe [13], motiva-
dos por el trabajo de Cousins y Feldman describen una forma para encontrar L y U
siempre y cuando se conozca la distribucién de A(u|X).

W.A. Rolke, A.M. Lépez [3]; W.A. Rolke, A.M. Lépez y Conrad [4] describen un
método y algunas extensiones al mismo, en este método a diferencia de los anteriores
se estudia tanto p y b, y por lo cual ya no tendremos un intervalo de confianza, si
no una region de confianza, la cual la construyen de dos formas, una usando sélo la
informacion de las probabilidades de las distribuciones y el otro usa la informacion
del perfil de verosimilitud.

Otro método es descrito por J. Conrad, O. Botner, A. Hallgren y C. Perez de los
Heros en [8] y [11]. Se dice semi-bayesiano, pues utiliza elementos bayesianos y fre-
cuentistas.

También existen métodos bayesianos, considerando distintas distribuciones a pri-
ori, por ejemplo una Gamma con parametros «, . En este caso los intervalos de
credibilidad los consideraremos como de confianza, para poder hacer el calculo de
probabilidades de cobertura, ya que los bayesianos no lo hacen, con lo que resultaria
imposible hacer la comparacién con intervalos calculados con un método frecuen-
tista.

En este trabajo incluiremos nuevos métodos y algunas extensiones a los métodos



ya creados, para estimar los limites de intervalos de estimacién para el problema
on/off.

En la mayoria de problemas en los que deseamos encontrar un intervalo de esti-
macién existe un gran dilema, y es acerca del nivel de confianza 1 — «, no se sabe
cual es el valor 6ptimo a usar y es que va a depender del investigador o del problema
que se esté trabajando, los valores que se usan frecuentemente en una variedad de
aplicaciones son 0-90,0-95 y 0-99. En los ejemplos trabajados en esté documento se
usa un nivel de 0-90 y en las aplicaciones los niveles de confianza del 0-95 y 0-999
695% vy 99-9%.

Todos estos métodos tienen en comun un unico objetivo y es encontrar L y U. Sin
embargo, se puede de formas distintas, unos pueden ser menos costosos computa-
cionalmente y otros pueden tener intervalos mas anchos. Para ver que método usar
en determinado problema, se tiene que comparar tanto el ancho del intervalo como

su probabilidad de cobetura.



Capitulo 2
PRELIMINARES

Este capitulo contiene las nociones basicas que ocuparemos en el resto de este
trabajo, como lo son: los intervalos de estimacién, los métodos mas utilizados para
encontrar dichos intervalos y probabilidades de cobertura.

2.1. Intervalos de Estimacion

En muchos problemas de Inferencia Estadistica de una variedad de modelos
de probabilidad estamos interesados en la estimacion de uno, digamos p o varios
parametros, el cual casi siempre no se puede encontrar. Por ende buscamos un con-
junto C' tal que p € C, donde C' = C(x) es un conjunto determinado por el valor
X = z de los datos, con que certeza este conjunto contendra nuestro parametro de
interés.

Las siguientes definiciones y algunos ejemplos nos dan una idea mas clara de como
funciona.

Definicién 2.1.1 (Intervalo de Estimacién). Un intervalo de estimacion de un
pardmetro real j1 es un par de funciones, L(x1,xq, - ,x,) y U(zy, 20, -+ ,2,), de
una muestra que satisface L(z) < U(x) para todo x € X. Si X = x es una obser-
vacion, se hace la inferencia L(z) < p < U(z). El intervalo aleatorio [L(X),U(X)],
es llamado un intervalo estimador.

Usaremos la notacién anterior [L(X),U(X)] para denotar un intervalo de es-
timacién basado en la muestra X, aunque a veces se suele escribir este intervalo

como (L(X),U(X)). Para los casos donde el intervalo sea unilateral, es decir que si
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L(X) = —oc0 osea que pn < U(X) y se escribirdn como (—oo, U(X)] similarmente si
U(X) = oo, tenemos el intervalo [L(X), 00).

Ejemplo 2.1.1. Sea X ~ Pois(u), para p grande, donde p es la un intervalo de
estimacion de p es [X +2 —2vX +1,X +2+2vX +1]. La probabilidad de que p

esté, en este intervalo es:
P(ue [X+2—2\/X+1,X+2+2\/X+1]>

:P<X+2—2\/X+1§u§X+2+2\/X+1]>
(VXF1-1)"<p< (VX +1+1)7)

Il
i
—~

(VE-1<VX+1< i+1)

<2)~ P(—2< Z <2)=0-9545

Esto es tenemos un 95 % de certeza de que el parametro estard en dicho inter-
valo. Cuando u es pequena no se puede aplicar el teorema de limite central, por lo
que tiene que buscarse otra forma de encontrar intervalos de estimacion.

Ahora supongamos que tenemos todos los intervalos de estimacién que contienen a
L.

Definicién 2.1.2. Para un intervalo estimador [L(X),U(X)] de un pardmetro p,
la probabilidad de cobertura de [L(X),U(X)] es la probabilidad de que el inter-
valo aleatorio [L(X),U(X)] contenga el verdadero pardmetro u, es decir, P,(pn €
(LX), U(X)]) o P(p € [LX), U(X)]|)-

Definicién 2.1.3. Para un intervalo estimador [L(X),U(X)] de un pardametro p,
el coeficiente de confianza de [L(X),U(X)] es el infimo de las probabilidades de
cobertura, inf,, P,(n € [L(X),U(X)]).

Los intervalos de estimacién, con una medida de confianza( o coeficiente de con-
fianza) son los llamados intervalos de confianza(frecuentista) o intervalos de credi-

bilidad (bayesianos), y al conjunto de todos los intervalos de confianza se le llama



conjunto de confianza.

A un conjunto de confianza con coeficiente de confianza 1 — «, simplemente se le
dice conjunto de confianza de nivel 1 — a.

Ejemplo 2.1.2. Sea Xy, Xy una muestra aleatoria de una poblacion E$p(i), un
estimador para v estd dado i = X. Consideremos dos intervalos candidatos a in-
tervalos de estimacion: [%, aX) y[X —b,X+0b paraa>0yb<X.

Para el primer intervalo tenemos

P € [ aX]) = B

Sabemos que si x1,2o,- - , 1, ~ Erxp(L) entonces X ~ F(n,ﬁ). Por lo que en

nuestro ejemplo tendriamos

Pyl

SRS

v ak ﬂ a 1 ]_
SXéau)I/ = —e (G D)+ e (4 ])
I3 a

La probabilidad de cobertura del primer intervalo es independiente del parametro p,
y el coeficiente de confianza del intervalo estd dado por: —e_%(% +1) —i—e‘i(% +1).

Para el seqgundo se hace de manera similar, para 1 > b

PpeX=b,X+b)=P,(X-b<pu<X+b)=P,(p—-b<X<pu+b)

1_5 .3 b
+

b, 1,53 b

ﬂ)ﬂLG : 2“(5—5)):0

[NIE

_b
2u(

N W

lim (—e +

U—>00

por lo que existiran intervalos con cobertura cercana a cero.
2.2. Meétodos Para Encontrar Intervalos de Estimacion
En el ejemplo 2.1.2, para los intervalos dados, obtuvimos su probabilidad de
cobertura y el coeficiente de confianza. Pero si estamos interesados en encontrar

intervalos de estimacién con un coeficiente de confianza del 1 — «, y con buena
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precisién, hay muchas formas de hacerlo. Para esto actualmente existe una gran
cantidad de métodos. En esta secciéon describiremos los mas usados.
2.2.1. Invirtiendo una Prueba Estadistica

Existe una fuerte relacion entre pruebas de hipotesis e intervalos de estimacion,
se puede decir en general que a cada conjunto de confianza le corresponde una prueba
de hipotesis y viceversa.
Teorema 2.1. Para todo ug € A, sea A(ug) la region de aceptacion con un nivel
1 — « de la prueba H : p = po. Par todo © € x, defina un conjunto C(x) en el

espacio de pardmetros por

C(x) = {po € Alpo)}

Entonces el conjunto aleatorio C(X) es un conjunto de confianza del 1 — a.. Simi-
larmete, sea C(X) un conjunto de confianza del 1 — c.
Para algiun g € A, defina

Alpo) = {po € C(a)}.

Entonces A(po) la region de aceptacion con un nivel 1 —« de la prueba Hy : = po.
Ejemplo 2.2.1 (Invirtiendo la LRT(Prueba de la Razén de Verosimilitud) ). FEste
ejemplo se basa en el ejemplo 9-2-3 de Casella y Berger [ver [5]]. Suponga que se
quiere encontrar un intervalo de confianza para p de una distribucion Weibull(u, k),
podemos obtener tal intervalo por inversion de la prueba de nivel 1—a. St Hy @ 1 = g
vs Hy @y # pg. Si se tiene una muestra aleatoria xy,xo, -+ ,x, el LRT estd dado

por:



L) ()" (Bt ZR G
sup,(£(p|z)) supu((ﬁ)n H%ixl)k 1 (_ n (qu)k)>
_ (B (m () o (2)) (2.1)
Ho
_ (A5 Eyey o () s (7))
(2 C)

Para un py fija, la region de aceptacion esta dada por

Alpo) = {w (Z (ﬁ)’“> (T ) zkl} (2.2)

— Mo

k

Donde ky es una constante que satisface P, (X € A(uo)) = 1—a, @3% = ZZZT””
Para invertir esta region de aceptacion y obtener un conjunto de confianza con nivel
1 — a, se hace lo siguiente:

Se sabe que

P(aceptarHo|p = o) = P(po € A(po)) = Pu(p € C(x)) =1 — o

donde
Cla)=qp: (D ()] =00 >
i1 M
La expresion C(z) sélo depende de x, especificamente de Y ., x¥ por lo que el

intervalo de confianza se expresa de la forma

o(S)teor () oo (50))

donde L y U estan sujetas a las restricciones de el conjunto 2.2, que tiene probabil-
wdad 1 — o, y

(i(%)k>"e<— POUECSD L (i}%y)”e(— (3R (2.3)

=1 1=

Seaa =" (3) yb=>3"" ()" entonces la Ecuacion 2.3 se transforma en



a"e = b'e " (2.4)

Para un caso particular, sea n = 2, sabemos que Y; = (XT)’“ ~ FExp(l) y

S22 Y ~T(2,1), entonces el intervalo de confianza para p estd dado por

2 2
Zi:l xf < Mk < Zi:l xf
. = < =

{p:L<pr<U}={n: , b

donde a y b satisfacen

- M (2.5)

=elb+1)—e“at+1)=1—a

Por ejemplo si queremos un intervalo de confianza del 95 % se resuelve el sis-
tema dado por las Ecuaciones 2.5y 2./, que se resuelven numericamente, obteniendo

a = 6-40122 y b = 0- 303501 y por tanto el intervalo de confianza para p estda dado

KZ?:le)i <Z?:1$§>i]
6-40122) *\0-303501/ |

Ejemplo 2.2.2. Sea X ~ Pois(i1), podemos obtener un intervalo de confianza para

por

[ por inversion de la prueba de nivel 1 — o para Hy : = po vs Hy @ o # g, el LRT

esta dado por,

poe Ho
el (@)xe—(uo—w)
Te—H
sup () T
La region de aceptacion estd dada por A(ug) = {z : pfe " > k} que satisface

Pu(@ € A(po) = 1 -«

Invirtiendo la prueba se obtiene el conjunto de confianza del 1 — «

Clz) ={p: pe ™ >k}
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La espresion C(x) solo depende de x, un intervalo de confianza tiene la forma

{p: L(x) < p <U(x)},
donde L y U satisfacen

PL(z) <p<Ux)=1-a

Otro ejemplo seria la Inversién de una Prueba Normal [ver [5]]
2.2.2. Cantidades Pivote
Definicién 2.2.1. Una variable aleatoria Q(X, pu) = Q(X, X1, Xo, -+, X, 1) €s un
cantidad pivote( o pivote) si la distribucion de Q(X, u) es independiente de todos los
pardmetros; es decir que si X ~ F(x|u), entonces Q(X,p) es alguna distribucion
para todos los valores de yu.

[lustraremos este método con un ejemplo.
Ejemplo 2.2.3. Consideremos la distribucion del ejemplo 2.2.1, el estadistico T =
S xk es suficiente para p oy i—j,: = 22?:1(%)’“ ~ T'(n,2) esta distribucion no

2T

depende de i, por lo que Q(X, ) = S €5 un pivote. Para encontrar un intervalo de

confianza encontramos constantes a y b tal que

Pa < QUX) S8 = Pula< = <H) = Pla<d, <B) = 1-a
A(p)={t:a < % < b} invirtiendo el conjunto se obtiene C(t) = {p : 2 < p < 2}
es un intervalo de confianza del 1 — .
2.2.3. Pivoteando la CDF
Teorema 2.2 (Pivoteando una cdf). Sea T un estadistico con cdf continua Fr(t|u).
Sea a1 + s = a con 0 < a < 1 wvalores fijos. Suponga que para cada t € A, las
funciones py(t) y pp(t) estin definidas por:

(1). Si Fr(tln) es una funcion decreciente de u para cada t, define py(t) y pr(t) por

Fr(pu(t)) = o, Fr(pc(t) =1— oz
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(ii). Si Fr(t|u) es un funcion no decreciente de p para todo t, define py(t) y pur(t)
por
Fr(pu(t) =1 — as, Fr(pc(t) =

Entonces el intervalo aleatorio [ (T), py(T)] es un intervalo de confianza del 1 — «
para fu.

Estos dos 1iltimos métodos casi siempre se usan cuando se tienen PDF continuas,
por lo que en los que resta de este trabajo no los usaremos. Para més detalles y
ejemplos ver [5].
2.2.4. Intervalos Bayesianos

En este método cambiamos todo lo de confianza por credibilidad, es decir,

Intervalo de credibilidad, conjunto de credibilidad y usamos la propiedad

f(@|p)m(p)
(@|p)m(pe)dp (26)

m(plr) = =7

Donde 7 es la distribucién a priori del pardmetro .
Ejemplo 2.2.4. Consideremos X ~ Pois(u) y una distribucion a priori

p~m(p) =T(a, ), con a,B > 0. La distribucion posteriori para . es:

To— 1 a—1 6_
m(ule) = e
o ll‘ e K MU‘ 1
jb ! T(a)p™
i e (1+g)ﬂ (27)
fo zta—1p~ 1+ﬁ)udu

(1+5)n

=

e_%du

rz+a—1

Hm+a71€

T T+ a)(1+ Hy=re

por lo que w(plz) ~ T(a + a, 125).

Para encontrar un intervalo de confianza del 1 — o, encontramos py y ps tal que

l—a= /le m(p|z)du (2.8)

1
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y w(ymlz) = 7(pal)

Por ejemplo, si f = l,a = 2 y & = 4, se tiene que 7(ulr = 4) ~ F(G,%), un
intervalo de confianza del 90 % para p estd dado por [1-065,4- 862].
Ejemplo 2.2.5. Consideremos la distribucion y el primer intervalo del Problema

2.1.2, pero con 0 = i se tenia que

Py(

ST IS

= a 1 1
<X <al)=—-e2(=+1 T2 (— +1
< X < ab) e (2+)+e (2a+)

si queremos un intervalo confianza del 95%, a = 9-553 y si X = 1 entonces el
intervalo estd dado por 6 € [0-105,9-553] o p € [0-105,9-524], Ahora supongamos

que p tiene distribucion a priori, w(pn) = e, la distribucion posteriori es:

() = b
T(p|T) = -5
Jo pemrrdp
—(z+1)p
— uef = (z+ 1)2,[;6*(‘”“)“
(@+1)?

Con estd expresion un intevalo de confianza del 95 % para p, con x = 1, es [0- 021, 2- 383].
St calcularamos py y po al invertir una prueba de hipotesis obtendriamos que un in-
tervalo de confianza del 95 %, con x =1 es [0-0424,4- 765].

Este método se trabajara méas detalladamente en el siguiente capitulo.

2.3. Distribucién de LRT

En muchos de los métodos que veremos en el siguiente capitulo, usaremos la
Razén de Méaxima Verosimilitud, para encontrar intervalos de confianza en modelos
de probabilidad que dependen de més de un parametro. Serfa mucho mas fécil si se
conociera la distribucién de la RMV( o LRT), pero en la mayoria de los casos es
casi imposible saberla. Por ende, es pertinente utilizar los métodos que discutiremos
a lo largo de este trabajo.
Para los casos donde es posible saber la Razén de Maxima Verosimilitud existen

varios métodos y técnicas para encontrar los limites del intervalo, por ejemplo en [13]
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se da un método unificado para tratar problemas que tienen parametros de interés
y parametros de estorbo, donde se discuten varios casos, entre ellos el siguiente.

La razén cuando se tiene mas de un parametro es

sup, (£(o|x,y, 1)) (2.9)

Aplz,y) = suppo (£ (1,07, y))

Supongamos que se tienen X e Y v.a independientes con
Y
X ~ N(uaoz)a,u > 07; ~ X?ﬂ
y se encuentra que un intervalo de confianza del nivel 1 — « para p estda dado por

[ —bs|y < pu<x+bs

2
x? tr 1-ia
— 2 - )
b= tr,l—%a + 52 L+ r )
2

st =Y y_ = —min[0,y], [v — bs|y = maz[0,x —bs] , t

donde

r1-1a €s el 1 — Lo percentil
’ 2

de una distribucién 7" con r grados de libertad.

Para ilustrar el procedimiento necesario para calcular intervalos de confianza para

1 con este método daremos el siguiente ejemplo:

Consideremos el modelo de probabilidad

Y
X ~ L(p,0),p >0,— ~T(n,1)
o

Donde L es la distribucion de Laplace o doble exponencial. Asi, la funcién de

verosimilitud es
n—1

2[(n)om

6_( \w*gler)

£(o,plz,y) =
Para algin p, £ es maximizado por

. e —pl 4y
JM—T
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y £ es maximizado con respecto a p y o simultaneamente por

a=mazx(0,x) =z

T —pl+y oty
n n

o=

sustituyendo en la Ecuacién 2.9 y aplicandole logaritmo se obtiene

Tp |X_M|+Y>

(ke ) = —ntn(2) = —nin (= —E

o
Haciendo los cambios W = @ y /4 = % se tiene que W y Z son v.a independientes

con W~ Exp(l)y Z ~T(n,1),y

Z+W )

(Al ) = =nin( 7

Esta expresion es decreciente en o, para todo p > 0. Y por el hecho que las distribu-

ciones de W'y Z no dependen de los parametros,

, , Z+ W\
Mg Ly (A ptlz,y) > ¢) = lim P, ,(AM(plz,y) > ¢) = P(( ) > c)
pn—0 Z
Sea V=1+% ~mr(v) =
En general si W ~ Exp(p) y Z ~ T'(r, ") entonces V = 1+ ~ 7(v) = L5, 0 > 1.

Con esto se obtiene que

1

P(v_">c):P(UZC_%):1—a:>c:a_E

Por otro lado, como A(u|x,y) > ¢ se obtiene el intervalo del 1 — «
1 1
[r+y—ci(y+ar )l Sp<a+y+en(y+a).

Por ejemplo, sin =4, a =0-05y y = 1, en la Figura 2-1, se muestran los intervalos

de confianza para pu.
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Figura 2-1: Intervalos de Confianza del 95% para p > 0, de una Doble

Exponencial(u,0).

2.4. Problema on/off

El término On / Off se originé en el campo de la Astronomia. Aqui a veces uno se
enfrenta a la siguiente pregunta: se sospecha que en una determinada érea o zona del
cielo, ademas de las fuentes de luz normales existe una adicional . Asi un telescopio
especializado observa el area “on” y el nimero de fuentes de luz se cuentan. A
continuacion, el telescopio se mueve al area “off”, donde sabemos que no hay fuente
adicional, y el nimero de fuentes de luz se cuenta.
Digamos que observamos 9 fuentes de luz en el drea “on” y 4 en “off”. ; Qué se puede
decir acerca de la tasa de estas fuentes de luz adicionales?.
Si X es la variable aleatoria que cuenta las fuentes de luz en el area “on”, y Y la
variable aleatoria de los recuentos en el area “off”. Ademaés 7 es la relacién entre los
tamanos de las areas, de modo que % es la estimacion de la tasa de fuentes de luz

regulares (o “fondo” ). Teoria astronémica y probabilidad sugieren que tanto X y

Y se pueden modelar como una variable aleatoria de Poisson, y asi nos encontramos
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con el siguiente modelo de probabilidad para este problema
X ~ Pois(u+b),Y ~ Pois(1b) (2.10)

donde 1 y b son los tasas de las fuentes respectivas, fuentes de el area “on”.

Claramente X — % es el estimador de maxima verosimilitud de p. En el ejemplo
anterior, si se utilizan las areas de igual tamano, se estima la tasa de fuentes de
luz adicionales para ser p = 9 — % = 5. Pero, jcudl es un intervalo de confianza
(digamos) 95 % para u?.

El mismo problema se plantea en otros campos también. Por ejemplo, en experi-
mentos de fisica de alta energia que cuenten con mediciones de desintegraciones de
particulas. Uno de ellos es la masa de la particula. Digamos que queremos saber si
en un determinado rango de masas hay un exceso de eventos. Aquitambien se puede

utilizar el modelo dado en la ecuacién 2.10.



Capitulo 3
METODOS USADOS EN EL PROBLEM
ON/OFF

En la busqueda de intervalos de estimacion, para ciertos médelos de probabil-
idad se han creado muchos métodos para encontrar los limites del intervalo, o sea,
encontrar los valores de L y U. Sin embargo todos estén tras el mismo objetivo,
difieren ya sea en la anchura del intervalo, es decir ganan o pierden precision, o en
que las probabilidades de cobertura no sean las requeridas. Para los problemas a
tratar, usaremos varios métodos y algunas formas alternativas de los mismos.

En los métodos clasicos, por ejemplo los que hemos discutido en la Seccion 2.2, si
tenemos la funcién de probabilidad P(z|u) para encontrar los limites del intervalo

de confianza del 1 — «, se tiene la siguiente condicién

Pu(n € [L(x),Ux)]) 2 1 —a (3.1)

Sin embargo, esta ecuacién tiene dos valores desconocidos, por lo que se necesita
otra condicién para poder resolverla, de tal forma que el conjunto C'(X) tenga una
cobertura corecta, es decir P,(u € [L(x),U(x)]) > 1 — a. Si existe p para el cual
P,(n € [L(x),U(x)]) < 1— a, se dice que este intervalo esta falto de cobertura, y
por tanto tendremos problemas al momento de rechazar la hipétesis nula.

Existen muchas formas de establecer la otra condicién que se necesita, pero
hasta el momento no hay una de tal forma que obtengamos un intervalo éptimo es
decir, menos ancho y con mayor cobertura.

Las mas usadas son:

17
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o
Pulp < LIX) = Pulpr > UIX) = 5. (3.2)

P(L|X) = P(U|X). (3.3)

Claro que lo anterior, es después de hacer la inversién o cuando ya sabemos la
region de rechazo. Por otro lado, ecuaciéon 3.3 sélo se usa cuando la distribucién de
X es continua o para el caso de métodos bayesianos. Construir esta region del 1 — «,
es encontrar z; y xo tal que P(x € [x1,22]) = 1 — «a, para poder encontrar estos
valores necesitamos otra condicién, que podemos usar cualquiera de las Ecuaciones

3.2,y 3.3, pero con xy y s, es decir

Pz < z1|p) = Pz > 2a|p) = % (3.4)

P(a1|p) = P(x2|p) (3.5)

A los intervalos que cumplen las Ecuaciones 3.2 y 3.4 se les llama intervalos de

confianza centrales, en algunos casos se usan las condiciones,

P(x < x1|p) = a1, P(x > x2|p) = ag, a1 + ag = . (3.6)

La condicién 3.6 usa el método descrito en la Seccion 2.2.3 para encontrar p; y
2, que es lo mismo encontrar L y U antes mencionados.
Antes de tratar el problema on/off daremos algunos ejemplos donde se ilustra, las
limitaciones que tienen los métodos clasicos para encontrar los limites del intervalo
de estimacion.

Ejemplo 3.0.1. Consideremos X ~ N(u,1) es decir,

1
Plal) = —=e 3

V2r
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Para encontrar intervalos que cumplan la Condicion 3.4 y un o = 0- 10, se obtiene
la region de rechazo |x — u| > zp.05 = 1-645 entonces se tiene que x1 = p — 1-645
Yy To = i+ 1-645, para cierto valor de p, st deseamos encontrar un intervalo de
confianza para [, hacemos la inversion y obtendriamos un intervalo [ui, ps] con
= —1-645 y puo = = + 1-645. En la Figura 3-1 se puede observar que para
encontrar [x1, 23|, se fija un valor de p, y para encontrar 1, ps], se fija un valor de

x.

B e e e i

X

I
N
[HEN

Figura 3-1: Intervalos de Confianza del 90 % para p,de una v.a N(u,1).

En esta figura los intervalos de confianza, sus limites estan sobre las dos rectas,
es decir las regiones de aceptacién, estan incluidas en la banda, que se le llama banda
de confianza.

Ahora supongamos que la distribucion cumple al menos una de las siguientes condi-
ciones: no es continua, no es simétrica alrededor de p o el pardmetro p tiene alguna

restriccion.
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Veamos el siguiente ejemplo para mostrar el caso cuando el parametro esta restringi-
do.

Ejemplo 3.0.2. Supongamos que

fe_%(’”_“)Q st x>,

0 st x < .

Si usamos la Condicion 3.4 y a = 0-10, P(x < z1|p) = P(xz > xo|p) = 0-05,
entonces los valores de x1 y xo para un intervalo de confianza de 90 % se calculan

ast,

o2 1 2 2 /ml_“ 1,2
- (z—,u) — — 35U
e 2 dr = —— e 2% du =
/u v 2m V21 Jo

1  0-05
T =p+ qnorm(§ + T) =+ 0-063.

Similarmente xo = p + 1-960 como se necesita que p > 0, al invertir la prueba
w1 = max(0,x — 0-063) y uz = max(0,z + 1-960).

Con esta restriccion algunos intervalos de confianza para p no tendridn la cobertura
deseada, es decir que P(pg € [p1, 12]) < 0-90. Por ejemplo para pg = 0-5, se tiene

que
P(uo € [p1, p2]) = Py < po < p2) = P(x —0-063 < g < x + 0-960)

= P(—0-460 < z < 0-563) = 2(0- 21318) = 0- 42636.

En la Figura 3-2 se muestra la banda de confianza del 90 %.
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Figura 3-2: Banda de Confianza del 90 %,de una v.a N(u, 1), con g > 0, usando un
método Clasico.

Como nos hemos dado cuenta en el Ejemplo 3.0.2, estd no seria la manera
adeacuada de encontrar z; y x,. Cuando restringimos a p, los intervalos de confi-
anza no siempre tendran la cobertura correcta, por lo que para problemas donde
tengamos estas restricciones no convendria usar esta técnica. Para ello en lo que res-
ta de este capitulo describiremos varios métodos, algunos de los cuales estan basados
en lo siguiente.

En 1937, J.Neyman [1] propone una forma alternativa, para encontrar intervalos de
confianza, es uno de los métodos mas clasicos, y simples que existen. Acontinuacion
se describe es una manera de usar este método.

Si tenemos la funcién de probabilidad P(z|u), la regién de confianza serdn todos los

valores de P(z|u) tales que:
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(i) 2 Plxlp) >1—ab f;f P(z|lp) >1—«

(ii.) Para todo x € [z, 25] y para todo y ¢ [z, x5, entonces P(x|u) > P(y|u).

A este método se le conoce como el Principio de Ordenamiento.

El siguiente ejemplo muestra como construir con este método un intervalo de confi-
anza de 90 % para p.

Ejemplo 3.0.3. Consideremos la v.a X ~ Pois(u+0b), es decir

(/’L + b)xe_(u+b)
P(x|p,b) = o (3.7)

Donde x es el total de eventos observados, p es la media de los eventos de la
senal (se denomina pardmetro de interes) y b la media de los eventos de ruido o de
fondo (denominado parametro de estorbo). Por el momento supondremos que b es
conocido.

La Tabla 3-1, muestra los valores cuando p = 0-5, b = 3: En la primera columna
los wvalores de x, en la sequnda los valores de P(x|u,b) y en la tercera los valores
mostrados estdn de tal forma, que el 1, es el mayor de la sequnda columna o el
término de mayor probabilidad, el 2 es el mayor excluyendo el que le a correspondido
el 1, es decir la sequnda probabilidad mds grande, asi sucesivamente hasta que la
suma de los elementos que han sido numerados de la sequnda columna sea mayor o
wgual a 1 — .

Por ejemplo, si consideramos los valores de la tercera fila, aqui x = 2, P(x = 2,1 =
0,5,0 = 3) = 0-18496 y el valor de 3, quiere decir que la probabilidad anterior es
la tercera mas grande de la sequnda columna. Por ende, tenemos valores de x tal
que > P(x|p = 0,5,b=3) > 0-90, 0 sea que tenemos la region de confianza que
estd dada por [1,6], la cual es la que se representa el la columna 4.

El siguiente paso es la inversiion para obtener un intervalo de confianza para j, para
encontrar este intervalo se fija un x, ver Figura 3-3,buscamos los valores de iy y

Lo que estén dentro de la banda de confianza, por ejemplo para x = 2 se obtiene el
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intervalo [0-000, 3-477], y para x = 8 el intervalo de confianza es [0- 586, 10- 039)].

Para comprobar si estos intervalos tienen la cobertura correcta, se encuentran todos
los intervalos de confianza que contienen a = 0-5, que es 0-90452. En la Figura
3—4, se muestra la cobertura de p € [0,12]. Mientras que en la siguiente seccion se

volvera a tratar este ejemplo y se explicard como se encuentran estos limites.

15

10

Figura 3-3: Banda de Confianza del 90 %, para una v.a Pois(u + b), unsando el

método de Neyman.
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Cuadro 3-1: Ilustra las calculaciones en la construccién de la region de confianza
para la senal u, en presencia de un parametro de estorbo b = 3- 0. Aqui se encuentra
el intervalo de aceptacion para pu = 0- 5.

x | P(x|p,b) | rank | > P(z|p,b) | IC
0 | 0-03020
1 | 0-10569 5 0- 82742 1
2 | 0-18496 3 0- 58956 2
3 | 0-21579 1 0-21579 3
4 | 0-18881 2 0-40460 4
5 | 0-13217 4 0-72173 )
6 | 0-07710 6 0-90452 6
7 | 0-03855
8 | 0-01687
9 | 0-00656
10 | 0-00230
11 | 0-00073
P \
° — T T T T |
0 2 4 6 8 10

Figura 3-4: Probabilidad de Cobertura de los IC del 90 % para p,usando el método

de Neyman.
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Para el problema con Ecuacién 3.7 existen muchas variantes para calcular
[z1,x2], una dada por Crow y Garber [15]. En las siguientes secciones discutire-
mos los métodos propuestos en la actualidad y que se estan usando en una variedad
de problemas tanto en fisica, como en otras areas afines.

3.1. Método de FC

El método FC o de Feldman y Cousins( ver [1]), se basa en el Principio de
Ordenamiento de J.Neyman, con la variante que ya no ordenaremos los valores de
P(z|u,b), como en el Ejemplo 3.0.3, si no que consideraremos los valores de la razén

de méxima verosimilitud( ver Ecuacién 2.2.1), es decir que consideramos

_ Eplz,d)  P(x|p,b)
M) = (£ (ul,9) ~ Plalint) (38)

Donde [ es el estimador de méxima verosimilitud, que en este caso consideraremos,
de la distribucion Poisson, el valor se encuentra como sigue.

La razén de maxima verosimilitud estd dada por:

(Iu _|_ b)xef(l"“i’b)
x!

£(plz,0) =

(1) = In(£(ul2, b)) = aln(n+b) — (1 +b) — Ina!)
derivando e igualando a cero,

dl_x

== —1=0
dp  p+b

por lo que p = = — b, como p > 0 entonces i = max(0,z — b). Por ejemplo los
calculos para ;= 0-5 y b = 3-0 se encuentran en la Tabla 3-2.

Suponga que x = 2, se encuentra en la primera columna, la probabilidad es P(z =
2| = 0-5,b = 3-0) = 0-18496 en la segunda columna, i = 0-0 es el valor del
estimador de maxima verosimilitud tercera columna.

P(x = 2| = 0-5,b = 3-0) = 0-22404 es el valor de méxima verosimilitud cuarta

0-18496

029104 = 0-82556 es el valor de la maxima verosimilitud la

columna, A(u = 0-5) =
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quinta columna y las otras columnas su explicacion es la misma que la del Ejemplo
3.0.3.

Hasta este momento tenemos para pu = 0-5, b = 3-0 la regién de confianza de 90 %,
que es [0, 6], para construir la banda de confianza, solo necesitamos hacer variar a p,
por ejemplo,iniciamos en 0 y en cada paso vamos aumentando 0- 005, hasta donde
deseemos o necesitemos, en la Figura 3-5 se puede apreciar la banda de confianza

90 %.
Cuadro 3-2: Tlustra las calculaciones en la construccion de la regién de confianza

para la senal i, en presencia de un parametro de estorbo b = 3-0 con el metodo FC.
Aqui se encuentra el intervalo de aceptacion para p = 0- 5.

z | P(zlp,b) | p | Pxlp,b) | AMp) | rank | 30, P(z|p,b) | 1C

0 | 0-03020 | 0-0 | 0-04979 | 0-60653 | 6 0-85761 0
1 | 0-10569 | 0-0 | 0-14936 | 0-70762 | 5 0- 82742 1
0-21579 | 0-0 | 0-22404 | 0-96315 | 2 0-40460 3
0-18881 | 1-0 | 0-19537 | 0-96645 1 0- 18881 4
0-13217 | 2-0 | 0-17547 | 0-75324 | 4 0-72173 )

7 0-93471 6

0-03855 | 4-0 | 0-14900 | 0-25871
0-01687 | 5-0 | 0-13959 | 0-12082
0-00656 | 6-0 | 0-13176 | 0-04978
10 | 0-00230 | 7-0 | 0-12511 | 0-01835
11 | 0-00073 | 80 | 0-11938 | 0-00612

3
4
5
6 | 0-07710 | 3-0 | 0-16062 | 0-48000
7
8
9

Con este método se soluciona el caso cuando x = 0, que con el ordenamiento de
Neyman se obtienen intervalos de confianza para p vacios, como se puede observar

en el Grafico 3-3.
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15

10
|

Figura 3-5: Banda de Confianza del 90 %, para una v.a Pois(u + b), unsando el
método de FC.

0.94
|

Cobertura
0.92
|

0.88
|

Figura 3-6: Probabilidad de Cobertura de los IC del 90 % para p, usando el método
FC.
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Para la inversiéon de la prueba se fija un valor de x, y encontraremos los valores
de p11 y po que le corresponda. Esto se puede hacer de muchas formas, una es aplicarle
el método de biseccién, para cada uno de los limites, la probabilidad de cobertura
para b =0-5 es 0-93471.

En la Figura 3-6, se puede apreciar la probabilidad de cobertura para este método,
p e [0,12].
Existen varias variantes de este método, por ejemplo Roe and Woodroofe [12],

Aqui ya no usan el principio de ordenamiento para los cocientes de las probabilidades,

£(plz,b)

s EGT) con P(z|u,b). Sino que la reemplaza por qi(z|u, b) definida por;

P(k|p,b) ;
P(x‘rb) si k<,
a(|p,b) =

Zf:o —P(i“}l@(ﬁ;““) si k> uw.

k—i

donde P(z|b) = 22 Pk — ilp) = % con k < x, luego se procede como el

z!

método de J.Neyman.

Y Giunti [10], reemplaza en la Ecuacién 3.8 a i por p,.f, definida por

Href _/ /LP(M"%ab)d,u
0

Donde P(u|x,b) es la distribucién de probabilidad posteriori para i, asumiendo una

distribucién a priori constante. haciendo las calculaciones se obtiene.

Plufrb) = (u-+ b (1 32 )"

=0

Por lo que

Href =r+1-— (Z Z]%Z)(Z %)_1 (39)

=0 =0

y la razén de maxima verosimilitud estarda dada por

Plalp, b)

M) = Bl )



29

Estas dos variantes tienen una gran mejoria en la anchura de la banda de confianza
de la Figura 3-5.
Otra variante es, cuando incluimos la eficiencia en la medicion de p. Si consideremos
el modelo

X ~ Pois(ep +b),

para algin e, se obtiene que [ es: maz(0, ”T_b)

3.2. Método de RLC

Considere ahora el método RLC o de Rolke, Lopez y Conrad.
En los métodos mostrados hasta el momento se tiene que tener un conocimiento pre-
ciso de la tasa b, que se ha tomado fijo. Estos métodos pueden fallar cuando hay un
error o incertidumbre en la calculacion, por ejemplo, cuando se usan métodos Monte
Carlo para estimarlo. Una posible solucién se discute en Cousins y Highland [14] en
la que sugiere el tratamiento del error de b como error sistematico( se discutird en
la Seccién 3.3). En esta seccién trataremos este error, como un error estadistico y
se desarrolla un método adecuado para esta situacion.
Este método se basa en la prueba de razén de verosimilitud, junto con un ajuste
para las situaciones en que hay poca (o ninguna ) observacién de la senial. Se de-
mostrara que este método tiene una probabilidad de cobertura correcta y que tiene
una buena precision.
La tasa b puede ser estimado, ya sea a partir de los datos o a través de Monte
Carlo. Estos dos métodos tienen sus fortalezas y sus debilidades. El uso de los datos
requiere la eleccién de las bandas laterales, e implicitamente asume que la densidad
de los eventos de fondo es la misma que los de la regién de la senal.
Esto lleva a un dilema: Si elegimos una pequena banda lateral , este supuesto parece
mas razonable, pero entonces veremos también que resulta un menor nimero de
eventos de fondo y por lo tanto tienen un mayor error estadistico en la estimacion

de la tasa b. La eleccion de una region grande podria producir estadisticos mas altos,
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pero hace la suposiciéon de un fondo lineal mas delicado. Una forma alternativa para
estimar la tasa de fondo es por Monte Carlo.
Un problema con este enfoque es que un buen Monte Carlo es a menudo dificil de
hacer, porque nunca podemos estar completamente seguros de que hemos modela-
do todos los efectos pertinentes correctamente. Esto es particularmente cierto en la
busqueda de senales pequenas ya que los esfuerzos para reducir el fondo significan
a menudo, que uno esta investigando los extremos de las distribuciones que pueden
ser dificiles de modelar.
En la actualidad, en Fisica de Altas Energias la ejecucion de simulaciones Monte
Carlo de un experimento puede ser una tarea muy costosa desde el punto de vista
computacional, y es posible que el método Monte Carlo sea suficiente para eliminar
efectivamente el error en la estimacién de fondo. Por esto, es que en muchos casos
no es posible hacer caso omiso del error en la tasa de fondo.
El método aqui presentado hace frente al error que presentan estos dos casos, aque-
llos en los que el fondo se calcula a partir de los datos y asi como aquellos en las
que se estima el fondo usando Monte Carlo. Este método se adapta cualquiera de
las dos estimaciones.
Para definir el método necesitamos la siguiente notaciéon. Supongamos que observa-
mos x eventos en una region de la senal adecuadamente elegida y un total de eventos
y en la region de fondo. Aqui la region de fondo se puede elegir con bastante libertad
y no tiene que estar contiguo. Ademas, se supone que la relacion entre el tamano de
la region de fondo y el tamano de la region de la senal es 7.
Por ejemplo, si utilizamos dos regiones, y la regién de fondo del mismo tamano que
la region de la senal se tiene 7 = 2. Un mddelo de probabilidad para los datos viene
dado por

X ~ Pois(u+b),Y ~ Pois(1b)
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Donde u es la tasa de senal, b es la tasa de fondo y Pois es la Distribucién de

Poisson. Suponga que X e Y son independientes, por lo que

(1 + )=t (7h)¥eT?
x! y!

Si se desea encontrar una regién de confianza (o intervalos de confianza para los
pardmetros en una dimensién) para p y b, se hard con la misma técnica que los
demas métodos descritos hasta el momento han usado, que es encontrar una prueba
de hipotesis correspondiente y luego invertir la prueba.

Comencemos con una prueba de hipdtesis simultdnea para p y b, con la hipdtesis
nula Hy : pt = pp, b = by. Los pasos son los siguientes:

(i.) Lista de todas las observaciones (z;,¥;),i = 1, .., n, junto con sus probabilidades,

que se dan por

(pto + bo)®ie—(Ho+00) (7, )vie=bo

P(X =z;,Y = yi|po, bo) = . y;!

donde 1o y by son los valores especificados en la hipdesis nula. En general, puede
que hayan un ntimero grande de observaciones, pero sélo se toman aquellas que
tienen una probabilidad mayor que una tolerancia dada (ejemplo tol = 107°).
(ii.) Ordenar todas las observaciones desde la mds probable hasta la més improba-
ble.
(iii.) Encuentra las sumas parciales desde la més grande a la k- ésima observacién
hasta llegar a 1 — «, si el nivel deseado de la prueba es .
(iv.) Si lo observado (x,y) aparece en la lista de posibles observaciones antes de
alcanzar el nivel 1 — «, aceptar la hipdtesis nula, de lo contrario rechazarla.
Si solo se utilizan las probabilidades como las cantidades de ordenamiento, la
prueba simplemente comprueba si la observacién (x,y) es compatible con los tipos
de pp y by especificado en la hipotesis nula. Y por eso el uso de los coeficientes

de probabilidad como la cantidad de ordenamiento de manera similar a Feldman y
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Cousins [1], serfa un principio superior.

La inversion de la prueba de hipotesis a continuacion, implica una buisqueda a través
de todos los pares (u,b). Si para algin par se llega a la aceptacion de la hipotesis
nula, lo anadimos a la regiéon de confianza, de lo contrario no lo hacemos.

Como ejemplo tenemos la Figura 3-7, donde se muestran la regién de confianza
obtenida para x = 3 y y = 3 observaciones. Los limites de la regién mencionada
tienen cambios bruscos, y es debido a la naturaleza discreta de la variable aleatoria

Poisson, las cuales se calcularon usando la razén de maxima verosimilitud es decir,

£(p, bz, y)
A, blx,y) = ,
(bl y) = o (0, bl )
xX=3,y=3
[ [ [ [ |
(@] 2 4 6 8

Figura 3-7: Region de confianza del 90 % con el método RLC, para p y b simultédnea-

mente, con r = 3,y = 3,7 = 2.
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donde £(u,b|lz,y) = P(X =z,Y =y|p,b) y el sup,,P(X =z,Y = y|u,b). Se

calcula asi,

L1, 0) = In(£(p, blz,y)) = zin(p+b) — (u+ ) — In(z!) + yln(1b) — 70 — In(y!),

por lo que

ol
AR —— (3.10)
ou  p+b

ol x Y

- Z_ =0 3.11

TR L (3.11)

Por ende, la solucién de las Ecuaciones 3.10 y 3.11es: =2 — 2y b= =

Si se desea encontrar un intervalo de confianza para pu, usa algo similar a lo descrito

anteriormente, con un cambio en el numerador de la razén de maxima verosimilitud,

Supb£<b|x7 Y, /“L)
sup,p(£(p, bz, y))

Aplz.y) =

A esta razén se le llama perfil de verosimilitud.

Los valores que hacen maximo el denominador son los, ya encontrados antes, es decir

fp=x—2%y b= ¥, para encontrar sup, P(X = x,Y = y|u,b), tenemos que % es la

misma que la de la Ecuacién 3.11, esta ecuacion se puede resolver algebraicamente,

resultando ser:

i )_x+y—(1+r)u+\/(x+y—(1+7)u)2+4(1+7)yu
= 2(1+7) |

(3.12)

En caso de no poderse resolver aplicariamos un método numeérico para resolverla.

Un resultado muy importante es que la razon,

~ supy(L(b|7, y, 1))
Aplz,y) = suppy (£, b]7, )
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es que —2in(\(pu|z,y)) es aproximadamente x?. Esta aproximacion sélo es posible
usarla cuando z > %

Ya teniendo la regién de aceptacién, el siguiente paso es la inversion de la prueba,
que se hace similar que en los otros métodos, aunque va a depender de qué método
de aproximacion de los limites se utilice, aqui hemos usado el método de biseccion.
En el capitulo 4 se detallaran como se han hecho las calculaciones.

Otras extenciones de este método es considerar distintas ditribuciones para los datos
Y ( ver [4]).

Aqui se enumeran tres extenciones del método:

(1) Una primera opcién es incluir una segunda regién de fondo presente en los datos.
Se ejecuta a Monte Carlo n veces y se observa un total de eventos z de este tipo.
Considere que tenemos = observaciones en la region de la senial y las observaciones
de Y en una regién de fondo convenientemente elegido.

El modelo de probabilidad esta dado por
x ~ Pois(p+b+mn),Y ~ Pois(1b),

Z ~ Pois(nn),

donde p es la razon de la senal, b es la razén de la primera senal de fondo y 7 es la

segunda razon de fondo y se supone que X,Y y Z son independientes, por lo que

(pt+ b +m)e” Ut (rb)ve ™ (n)*e "

P(X =2Y =y, Z=zpbn) = o m .

Para construir un intervalo de confianza para p tendremos que calcular:

5upb,n(£(b7 n|$7 Y, /L))
sup (£ (1, b, 17, 9))

Aplz,z,2) =

Por ende,

l(p) = In(£(D, 0]z, y, 1) =
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zln(p+b+n)— (u+b+n)+yln(rd) — 70+ zln(nn) — nn — In(x!y!2!)

Entonces
ol x
o p+b+n ( )
ol x Yy
=" 172 _1 =0 3.14
b u+b+17+b (1+7)=0, (3.14)
y
[
0 A € A () (3.15)

o ptbtn
Usando las Ecuaciones 3.13, 3.14 y 3.15 se obtiene los valores que hacen méaximo
el denominador es, (f, b, n) = (maz(0,z — %), %, 2). Para encontrar los valores que
maximizan el numerador se usan solamente las Ecuaciones 3.14 y 3.15, de las cuales

se obtiene

i )_x+y—(1+7>(/~b+ﬁ)+\/(x+y—(1+T)(u+ﬁ))2+(1+7)y(u+ﬁ)
= 2(1+7) ’

donde 7(u), se calcula resolviendo la ecuacién cibica a;n® + asn® + asn+as =0y
a; = (1+n)(n—r1),

as=(r+z—(1+n)u)(r—n)—(1+n)(z+y),
a3 =xz+ (T —n)zp+ 2" +yz — (L +n)zp,
ay = p2’,
por lo que la razén quedaria asi

P(X =Y =y,Z = z|u,b,n)
P(X =2Y =y, Z =z2|j1,b,59)

Aplx,x, 2) = (3.16)

(2) La segunda extensién del método considera el tratamiento de eficiencia y

errores sistematicos.
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El moédelo esta definido por
X ~ Pois(ep+b),Y ~ Pois(th), Z ~ Bin(n,e)

donde Bin es la distribucién binomial, igual que en el modelo anterior, para encon-
trar un intervalo de confianza para p tendremos que resolver las siguientes ecuaciones

para calcular la razon de maxima verosimilitud,

ol exr

i —e=10 3.17

ou  eu+bd c= (3.17)
al x Y
- Z_ 1 =0 3.18
By o =0 (3.18)
ol T z n-—z
- — — A =0. 1
Jde eu+b 'u+e 1—e 0 (3.19)

_Yy
—),%,2) y sélo

De las Ecuaciones 3.17, 3.18 y 3.19 se obtiene, (f, b, ¢) = (max(0, =
usando 3.18 y 3.19 para algun valor de p, se tiene un sistema no lineal, que la mejor
opcion es aplicarle un método numeérico para resolverlo, con esto podriamos calcular
los valores de la ecuacién 3.16.

(3) La tercera extension es cuando los eventos de fondo no tienen distribucién Poisson

e igual que la del error sistematico. Por ejemplo si el modelo a considerar es
X ~ Pois(ep+b),Y ~ N(b,0p),Z ~ N(e, o).

De igual forma que en los demas métodos se encuentra que

o ex
o eu+b

—e=0, (3.20)

o x y—>b

< 1= 21
ob e,u+b+ o? 0 (3:21)
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ol Tl z—e
de eu+b o2

— 0, (3.22)
de las cuales se obtiene:

P r—vy
(/1’7 ba 6) = (max(O, T)7yaz)7

y
R —B+ VB2 +4AC
e(p) = 5 :
b(p) = aé(p) — (az —y),
donde
i
a = —
po?
A= a(a+ p),
B = (u+a)(az — 03) +alaz — y),
y

C = xo} — (az — y)(az — 0}).

Existen mas extenciones, que daremos mas adelante.
3.3. Método CH
El método CH o de Cousins y Highland [14] y [7], como ya se ha mencionado
de la incorporacion de errores sistematicos en el calculo de intervalos de confianza
es, en cierta medida, un problema no resuelto. El método presentado en esta seccién
es semi-Bayesiano que tiene un comportamiento intuitivo satisfactoria y es relati-
vamente facil de calcular, y también anadiremos varias variantes para el método.
Igual que en todos los métodos frecuentistas la probabilidad de cobertura es muy
importante, asi, que si tienen muy buena cobertura y por ser un método bayesiano,
estos métodos suelen ser aceptados con mayor facilidad por la comunidad de la fisica

de particulas. Por lo que, la cobertura seréd siempre de gran interés.
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La forma en que se incorpora la incertidumbre en este método es mediante la in-
tegraciéon de las funciones de densidad de probabilidad de la parametrizacién de
las incertidumbres, que tiene en cuenta las incertidumbres en la prediccién de los
eventos de fondo, incertidumbres en la eficiencia de deteccién de senal y la eficiencia
de fondo. En el Capitulo 4 presentamos estudios de cobertura, de éste y los demas
métodos. Por construccion, aunque este método es de una precision limitada en el
limite de las incertidumbres sistematicas relativas altas.

Algunas extenciones de este método fueron propuestas por Conrad , Hallgren y
Heros [8], [9] aqui incluyen las incertidumbres sistemdticas tanto en la senal y la
eficiencia de fondo, asi como incertidumbres tedricas en la prediccién de fondo. Co-
mo ya se mencioné este método presentado es referido como “semi-bayesiano”, que
combina elementos clasicos y bayesianos. Se tendréan en cuenta las incertidumbres
sistemédticas asumiendo (o, si es posible determinar) una PDF que incluye pardmet-
ros para nuestro conocimiento acerca de las incertidumbres y la integracion en esta
PDF, es decir con un enfoque bayesiano.

Primero consideramos que las incertidumbres vienen descritas por una distribucion
normal, y se hard el cdlculo “exacto” de la integral, y no lo haremos con métodos
Monte Carlo como se hace en los articulos citados anteriormente, luego daremos
varias extensiones posibles del método.

Se ha venido hablando anteriormente de pardmetros de incertidumbre sistematicas,
que generalmente son llamados pardmetros de estorbo(nuisance parameters).

A continuacion describimos dos casos del método.

(1.) En el caso en que sélo hay una tnica incertidumbre presente.

Sean x los eventos observados en la regién de la senal, la PDF ¢(z|u, b), se define
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de la siguiente forma,

q(z|p,b) = _ /Oo(u + b/)e*("*b')e_%(%ydb’ (3.23)
’ ! 2moy Jo ’

donde b es la tasa de fondo estimada y o3 es el error en la estimacién de fondo.
Una forma alternativa de plantear esta integral es tomando que cuenta que asi como
estd dada q(x|u,b), no es una distribucién de probabilidad, para esto se hard un

pequeno cambio en la ecuacién 3.23, es decir considere

a(eli ) = [ Pl )P0, (3:24)
0
donde
1 _%(b;_b)2 . b
\/ﬂab(k@(f%))@ b st oy — o 20,
Pl (l’|b, Ub) -
0 si oy — Uib <0,

b 2
y CI)(_U%) = ffo‘ff’ e\/% dt.

Con esta expresién podriamos redefinir ¢(x|u, b) de forma que esté bien definida,

como una PDF.
Si se hacen las calculaciones de la integral obtenemos una representacion alterna-

tiva, dada por

—(pt+b—22) x _ o
e 2 X . . z—itl xXr Z+1
2|, b) = Vo= (T T (2, (3.25
o) = 5 sy 2 (1) 2T ). 6

1-— @F(x_ng)(zo) st wg > 0,
pi(20) =
L4 (=) ®pemsin 5)(20) s wp < 0.
A las Ecuaciones 3.24 y 3.25 sera el método FC modificado, la demostracién de

Ecuacion 3.25 se hace en Apendice A, Teorema 4.



40

(2.) Si ademéds de la incertidumbre tedrica para el fondo, existe la necesidad de
incluir la incertidumbre en la eficiencia de la deteccién de senal, la expresién para

q(z|u, b) podria extenderse a:

e AR de 3.26
f 2\ oy 2 oc .
2770—1;0'5/ / De ,u+b € €, ( )

Esta variante es distinta a las dadas en los articulos citados, que dan el caso cuando

q(x|ep, b)

e = 1 y hacen el estudio de la incertidumbres por separado. El ya visto antes para
la incertidumbre en el calculo de b, y para el caso de la eficiencia, g(x|eu,b) se

calcula resolviendo la integral

1 & 7l5 —€
q(z|ep, b) = N /0 P(z]é'p,ble 27 de (3.27)

De igual forma que para la Ecuacién 3.23, se puede definir como

q(z|ep, b):/ P(x|€ 1, b) Py(€|e, 0?)de (3.28)
0
1 e e
Faa-2)© S 0= 5,20
Py(e|e, 0?) =
0 st o.— = <0.

Haciendo el calculo de la integral se obtiene

6—(5u+

q(xlep, b) =

u22g?) T 2 . Hl it
V(=05 2 (7 )t 2 = na
(3.29)

donde g = ey + b — p2o?, U)O:Ub_g%a zo=wiy

1 — ®paziss 5)(20) st wy >0
pi(z0) =

1 + (—1)I_i(br(zfé+l72) (ZO) Si Wo < 0
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ver Apendice A, Teorema 5, para la demostracién.

Igual que las Ecuaciones 3.24 y 3.27, la Ecuacién 3.26 la podemos reescribir

como:
a(alep,b) / / P(alé' D) Py(¢]e, o) de
donde
( 1 G b~
VEai-aZy© " S 5,20
P1($|b7 Ub) = 3
L 0 si%—%<&
y
( 1 %(6/ S €
oz vamas ARG si oc— 20,
Py(e|e, 0?) =
\ 0 St Oc — Uie < 0.

Haciendo el calculo de la integral se obtiene que g(x|eu, b) es igual a:

e 2 e (i i— il i+l
2 T—i 1+2 -
B — ( ) ( _)g (lwe) 2 F( 5 )F( 5 )pi,j<ZO)Qj(w0):
1= =0

donde ¢ = (1 — @(—%))(1 - ®(—%)),

O¢

_ b 2 _2 2 _ b _ b
g=eu+b—po; —o,v=0,——,up =0 — —,
Op O¢
y
2 —
20 = Ug,Wo = Vg
1-— (bl—x(ifé+172)(zo) St Up > 0,

1+ (—1)1'7]'(1)“2‘—]24-172)(20) st ug <0
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1= Ppas (wo) si vy > 0,
q;(wo) =

1+ (—l)jq)r(%z)(wg) si vy <0
ver Apendice A, Teorema 1, para la demostracion.
En estos casos se ha considerado que la medicién de la incertidumbre y la eficiencia
tienen distribuciones normales o casi normales. Otras variantes de este método es
considerar otra distribucién, aqui discutiremos el caso donde se tiene distribucion
Gamma 6 Poisson. Veamos dos cosos con la distribucién Gamma:

(1) Sea

bb’

00 b/%—le— 5
dfalid) = [ Plalnt) b,
0 L(5)(5)°

con b >0y d >0, para este caso se desea que o sea un valor bastante pequeno, ya
que E(')=by Var(t) =4, stV es v.a con PDF F(%, %), ya que b’ estima a b.

Integrando se obtiene la siguiente expresién para q(z|u, b)

55 e n T . 7 et
otelp.t) = Ty (>u(r(;5) (3.30)

ver Apendice A, Teorema 6.

(2)Sea
a(xlep,b) = / " Pl s

haciendo el calculo de la integral se obtiene

2 T . 2
(&)5e® 2\ , . lx—i+%)
q(zlep,b) = % > S e—m_zfﬁ (3.31)
()l = (1+5) ’
La demostracion se hace similar a la del Teorema 6, Apendice A.
Ahora si consideramos que la incertidumbre tiene una PDF Poisson, supongamos x

los eventos observados en la region de la senal y y los observados en la region de

fondo, la nueva distribucién esta dada por,
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> (o + b)Te~ W) (rh)ve Y
oyl = [T Ry
0 ! y!

que haciendo las calculaciones adecuadas obtenemos

DS (D [t
zlyl =\t

0

et~ (7 Ty i)
aly! Z i) (1 + 7)vtitt’

En estos métodos descritos hasta el momento en esta seccion solo se ha con-

siderado el problema con eventos en la regién de la senal. Supongamos ahora que
observamos x eventos en una region de la senial y un total de eventos y en la region
de fondo. Aqui la regién de fondo se puede elegir con bastante libertad y no tiene
que estar contiguo y 7 como en la Seccién 3.2.

Consideremos el modelo de probabilidad dado por

donde
ozl b) = / Pl )Py (i |, 02)d (3.32)
0
a(ylrb) = / Ply|r) Pa(b']b, o2) b (3.33)
0
y /
_%(#(;MF
—\/ﬁau(ll—@(;—‘))e " st 0, — % >0,
Palu ) = 334
0 51 0y, — £ <0
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1 -ty b
mab(l_é(%))e 2V si Ub—U—bZO;
Py(b'|b,07) = (3.35)
0 st oy — 2 <0
Las Ecuaciones 3.32 y 3.33 se pueden reescribir como
(b )
e~ (utb—— a $> a1+ 1
xlp,b) = , +b—02) i 2a T i(20),
et = Sy 3 () oo P e
(rb-Th)
Tyef T P} y INy—i ] 41 j —|— 1
Th) = )b —T10) 0722 T'(——)p;(wy),
dol7t) = Sty O (1) 6 ey e )
o)/ j=
donde vy = 1oy — J%,uo =0, — i v 20 = ud,wy = v}
4
1-— @F(%,Q)(Zg) st uy > 0,
pi(20) =
|1+ (—1)i<I>F(i;1’2)(20) st ug <0
y (
11— q)r(%,z)@}o) si vg > 0,
pj(wo) =
|1+ (—l)jfbr(%yz) (wo) si vy <0,

ver Apendice A, Teorema 7, para la demostracion

Un segundo modelo propuesto estd dado por:

Sea
X ~q(x|p,b),Y ~ q(y|Td),
donde /
oo /“T—le—“g
otalinh) = [ Pl (3.36)
0 I(5)(5)s
[e¢) b/ﬁflefb—b/
ol = [ Pl (3.37)
0 I(5) ()«
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con ¢, ¢, i, b > 0. Calculando las integrales se obtiene

q(z|p,b) = (IE()% Z (f) bmi(r(i;?)ﬂ’
5 ; 5

14 &)+

2
() T(i+5)

yID(5) (14 Ly

ver Apendice A, Teorema 8, para la demostracion.

q(y|Tb) =

Hasta este momento en todos los métodos sélo tenemos la funcién de densidad de
probabilidad. Ahora, como nuestro objetivo es encontrar intervalos de confianza(o
regiones de confianza) y su correspondiente probabilidad de cobertura, para esto
usaremos el método descrito en la Seccién 3.1 es decir el método FC y para los
ultimos dos usaremos el métod RLC( ver Seccién 3.3). Las calculaciones de los
estimadores para calcular la razén de maxima verosimilitud se haran nimericamente,
pues como se puede apreciar las ecuaciones no son posible tratarlas algebraicamente
para maximizarlas.
3.4. Meétodos Bayesianos

Ya se ha dado la nociéon que necesitamos para encontrar intervalos de cred-
ibilidad usando algin método bayesiano. Estos métodos se pueden aplicar a una
variedad de problemas bastante extensa y con diferentes funciones de densidad de
probabilidad a priori. Sin embargo, sélo trataremos el problema que hemos estado

describiendo, entonces el modelo de probabilidad a considerar sera
X ~P(u+0b),Y ~ P(rb),

o el modelo tratando la eficiencia en el calculo de u sera
X ~ P(epp+b),Y ~ P(7h).

Con X y Y independientes, para métodos frecuentistas las distribuciones de X e Y

son mas que suficientes para encontrar la regién de confianza, pero para poder usar
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una idea bayesiana necesitamos distribuciones a priori para los parametros p y b,
y mas general seria que también e tenga su propia distribuciéon. Una pregunta que
hasta el momento no tiene repuesta es, jcudl es la distribucién a priori éptima a
usar?.

Aqui trataremos tres casos:

Caso (1): Las distribuciones a priori m estan dadas por

po~ Do, B1), b ~ T(az, Ba) (3.38)
Para ciertos valores de o, ai, 81, B2 dados.

La distribucion a posteriori para p y b ese calcula usando la siguiente definicion

<me><mw
fp.bler ) = IS fla,yl, by (p, b)dpdb

que integrando y simplificando se obtiene

(M+b)x a]— 1by+a2 16*(1+ Y= (1+T+ )b

fp, bl y) = (3.39)

Zx (1‘) I'(z—itoa1)T(y+itasz)
=1 \s (1+L)I*i+a1(1+7+i)y+i+a2
A1 B2

La demostracion se hace en Apendice A, Teorema 1.
Con esta expresion podemos encontrar un intervalo de credibilidad de 1 — « para el

parametro u, es decir encontrar p; y ue de tal forma que

f(:U/1|'T7 y) = f(M2|x7 y)? (340)

H2
1—a=/)fWMwMM (3.41)
1
Por ende,

F(ule,y) = / £ (o1, bl ) db

- k/oo(l“" b)xﬂal_1by+0‘2—16—(1+ﬁ)u—(1+7+%)bdb
0



47

t 0

y+Z+Oé2) r—itaq— 1 (+g)
kZ() 14+7+ )y+i+a2'u '

Y la segunda condicién se calcula de la siguiente forma

K2
/)fwwwﬂu

N (r\ T(y+i+a) w‘i+o‘1‘le*(1+ﬁ)“du
— (147 + g )vHite ’

— I (x) Mm—i+a1—16(1+511)ﬂ/ by+i+a2—1€*(1+7+%)bdb7
i=0

12
-,
H1 4

[z Fy+z+a2) M-l —(4 1)
T—11T« B
kZ() 1+7 4 Lyrtite: /#l H e hdp,

)

=0
- (x Fx—z+a1)F(y+i+a2)

—k ' (1) — s ’
- 1 + x z+a1<1 + 7+ )y—i—z-‘rozg (p (/JJ2) p (Ml))
donde
pi(p) = q’(m B )(,u),
2 71487
y
1

S (90) [(z—ita)(y+itas)
=0 \4 (1+%)1—1+a1(1+7+%)y+z+a2

Las Ecuaciones 3.40 y 3.41 es un sistema no lineal por lo que se resuelve niimeri-
camente, para encontrar los valores de p; y po.
Si se desea encontrar una intervalo de credibilidad para p y b simultaneamente, que

seria una region de credibilidad, se encuentran puy, po y b1 y by tal que

f(/vbl,b1|xay) = f(//’27b2|x7y)7 (342)

2 b
l—a= / f(p, blz, y)dbdp. (3.43)

by

De manera similar se obtiene:
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k ;) (f) i JFr(x —i+a)l(y+i+as) (pi(p2) — pi(p)) (@i (b2) — qs(b)),

%)x—i—&-al(l + 7+ %)y—i—i-‘raz
donde

pi(ﬂ) = q)(m B1 )(u),

2 T+5

qz(b) = ®(y+i%’(1+7+6712)—1) (b)

Caso (2): Las distribuciones a priori son,
po~m(p) =p* b~ m(b) = b2t (3.44)

para ciertos ay, as € (0, 1), entonces se tiene que la distribucién posteriori para

iy b esta dada por:

(u + b)xulal—lby+a2—1€—,u—(1+7—)b

Zz‘ (x) F(z—i+a1)F(y+i+a2)
=0 \ 7 (1+7—)y+i+a2

J(p,blz,y) =

Un intervalo de credibilidad del 1 — « para pu, se obtiene encontrando i1 y fio

tal que f(ui|z,y) = f(p2|z,y) y

l—a=k Z (x) Dz —ita)lly£i+ar) (pi(p2) — pi(p1)),

— \1 (1 4 7)ytitaz

donde

f(ulz, y) =/ fu, blz, y)db = kl/ (1 + b)" e~ prtez—lemn=(4mbgp,
0 0

— fye ™ Z <5L’> el (y +i+ as)

—~ \1 (14 7)ytitaz’

Pi(1) = Po—itar 1) (1),
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I 1
1= & (2 De—ita)l (ytitas)
ST, () e

Caso (3): Las distribuciones a priori son Normales,

B~ N(:uOv Ji)v b~ N(b()a 0'2) (345)

La distribucién posteriori f(u, blx,y) es,

—e

(1 + byrwe (BUEPHICED?)
Tu0b Y i Z?:o Zzzo (f) (?) (,Z) (e + g)x_igy_jai_kai+k
donde

I; j k (20, wo) ’

o o0
i—k, —Liu? ktj —iv?
Lijr = u e 2% du v e 2" du,
uo Vo

it t—k+1 _ j4+k+1
=272 I 5 )T( 5 )Pik(20)qk,j (wo)-

Aqui zp = ud, wo = v2 y
(

1- (I)(i—kTJrlQ)(Z()) st ug > 0,
pik(20) = <

| 1+ (—1)i_k®(¢7§+172)(20) st ug <0
.

1-— (I)(j+§+172)(w0) st vy > 0,
Qk,j(wo) =

\ 1+ (—1)j+k¢(j+§+1’2)(wg) st vy < 0.
Para encontrar los limites de un intervalo de credibilidad para p, se hace igual

que en los casos anteriores y las ecuaciones que se resolverian son: f(u1|b,z,y) =

f(/vb2|b7 Z, y) y

l—a=
Yoo 20 ko (D () G (e + 9)*"gv ot ko ™I (2, wo)
>0 20 2kmo (5) (D) () (e + g)r~igvIoi ko

Z+kli,j,k(207 wo) ’
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donde
ug 0o
I; ;1 (20, wo) :/ ulkeQ“Qdu/ V"3 dy
ul Vo
itz 4 — k41 J+k+1
(T I E T i (0a) — @i ) (),
con esto se encontrarian los valores de u; = “;—;g Y Uy = “20—;'3 y por lo tanto se

tendrian los de pq v po.



Capitulo 4
IMPLEMENTACION Y RESULTADOS DE LOS
METODOS

Hasta el momento sélo se ha dado la parte tedrica de los métodos para encontrar
intervalos de estimacién, aqui se presentara la imprementacién en R y sus respectivos
resultados.

4.1. Meétodo FC

En la Tabla 4-1 se muestran intevalos de confianza del 95% con el método
FC( ver Seccién 3.1) para py b = 0-5,1, 3, para encontrar los limites se aplicé el
método de biseccién. Por ejemplo, para encontrar el limite inferior L del intervalo
cuando x = 8, b = 0- 5, comenzamos preguntando si L € [0, 1], si la aceveracién es
verdadera bisecamos el intervalo y obtentendriamos que L € [0,0-5] 6 L € [0-5,1]
y en el intervalo que pertenezca lo volvemos a bisecar hasta donde deseemos, si
la aceveracion inicial es falsa preguntamos si L € [1,2] y procedemos como antes,
asi se va busacando hasta encontrar el intervalo al que pertenece este, en nuestro caso
particular L € [2,3] y se encuentra que L = 2-632813. Similarmente encontramos
U, para calcular la probabilidad de cobertura para algin p, se encuentran todos los
intervalos que contienen a p y para cada uno de estos se evalua la CDF en z,b y p,
luego se hace la suma de estos valores y esta es la probabilidad deseada, que para
que sea correcta tiene que ser mayor o igual a 1 — «, supongamos que pu = 0-5 se

obtiene que la probabilidad de cobertura es de 0-981012.

ol
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Cuadro 4-1: Intervalos del 95 % para la Poisson con sefial media p, de un total z

eventos observados, con b =0-5,1-0y 3-0.

z || 1C95%,b=0-5 | IC95%,b=1-0 | IC95%,b=3-0
L U L U L U
0 || 0-000 | 2-637 || 0-000 | 2-336 || 0-000 | 1-621
1 | 0-000 | 4-645 | 0-000 | 4-145 || 0-000 | 2-629
310316 | 7-754 || 0-000 | 7-254 || 0-000 | 5-254
4 11 0-863 | 9-262 | 0-363 | 8-762 || 0-000 | 6-762
5 || 1-469 | 10-762 || 0-969 | 10-262 || 0-000 | 8-262
6 || 1-898 | 12-254 || 1-605 | 11-754 || 0-000 | 9-754
7] 2-266 | 13-313 || 1-969 | 12-813 || 0-285 | 10-813
8 || 2-633 | 14-793 || 2-332 | 14-293 | 0-980 | 12-293
9 || 3-855 | 16-273 || 3-355 | 15-773 || 1-617 | 13-773
10 || 4-250 | 17-316 | 3-750 | 16-816 || 2-250 | 14-816
11 || 4-641 | 18-793 || 4-141 | 18-293 || 2-625 | 16-293
12 || 5-816 | 19-836 | 5-316 | 19-336 || 3-438 | 17-336
13 || 6-219 | 21-305 || 5-719 | 20-805 || 3-836 | 18-805
14 || 7-336 | 22-445 | 6-836 | 21-945 || 4-836 | 19-945
15 || 7-750 | 23-809 || 7-250 | 23-309 | 5-250 | 21-309

FC, b=0.5, 1.0, 3.0, IC95%

0.99  1.00
| |

0.98
|

Cobertura
0.97
|

0.96
|

17N

0.93
|

— FC,

10

Figura 4-1: Probabilidad de Cobertura para la senal media p con el método FC,

para b= 0-5,1-0 y 3-0 de los 1C95 %.
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La Figura 4-1 muestra las probabilidades de cobertura de los intervalos de
confianza del 95 %, para todos los valores de u € [0,10], con b = 0-5, 1, 3.
La Figura 4-2 y la Tabla 4-2 muestran los mismos calculos con los mismos valores de
b, pero con una confianza del 99-9 %, aqui nos podemos dar cuenta que al aumentar
la confianza estamos perdiendo precision, digamos que x = 8,b = 1, el intervalo pasa

de ser [2-632813,14-792969] a [1- 468750, 21- 105469].
Cuadro 4-2: Intervalos del 99,9 % para la Poisson con senal media p, de un total
eventos observados, con b = 0-5,1-0 y 3-0.

z [ 1C99,9%,b=0-5 | 1C99,9%,b = 1-0 | 1C99,9%, b = 3-0
L U L U L U
0 | 0-000| 6566 || 0-000| 6-066 | 0-000| 4824
1 [[0-000| 8879 | 0-000| 8379 | 0-000]| 6 789
3 0000 12:969 || 0-000 | 12-469 || 0-000 | 10-469
40000 | 14-645 | 0-000 | 14-145 || 0-000 | 12-145
5 0238 | 16-508 | 0-000 | 16-008 || 0-000 | 14-008
6 || 0-605 | 18-047 || 0-105 | 17-547 || 0-000 | 15 547
7 1019 19574 | 0-519 | 19-074 | 0-000 | 17-074
8 | 1-469 | 21-105 | 0-969 | 20-605 || 0-000 | 18605
9 1949 | 22:672 || 1-449 | 22-172 || 0-000 | 20-172
10 [ 2-457 | 24-179 || 1-957 | 23-679 || 0-000 | 21-679
11 || 2-988 | 25-629 || 2-488 | 25-129 || 0-488 | 23-129
12 [3-539 | 27-113 || 3-039 | 26-613 || 1-039 | 24-613
13 [ 4-109 | 28609 || 3-600 | 28-109 | 1-609 | 26-109
14 [ 4-695 | 30-102 || 4-195 | 29-602 || 2-195 | 27-602
15 || 5-203 | 31-504 || 4-793 | 31-094 || 2-793 | 29-094
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FC, b=0.5, 1.0, 3.0, 1C99.9%

1.0000
|

2
g; p—
o
g \ \ N\
o
o
© 3
g & \
[ o
2
6] g \‘
2 PR
. A
& .
o ]
o : — FC, b=05
g | | — FC, b=1.0
3 ; —— FC,b=3.0
T T T T T 1
0 2 4 6 8 10

Figura 4-2: Probabilidad de Cobertura para la senal media g con el método FC,
para b= 0-0,1-0 y 3-0 de los 1C99,9 %.

Ahora si consideramos la eficiencia en la medicion de p, para este caso la efi-
ciencia la tomamos constante. La Tabla 4-3 muestras la calculaciones con b = 3- 0,
para € = 0-8,0-9 y cuando la eficiencia es 1 y con una confianza del 99-9 %. Pode-
mos observar como( era de esperarse) que los intervalos son mas anchos o sea que a
menor eficiencia menor precisién y en la Figura 4-3 se muestran las probabilidades

de cobertura pu para b =3-0 con e =0-8,0-9 y 1.
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Cuadro 4-3: Intervalos del 99,9 % para la Poisson con senal media p, de un total x
eventos observados, con una eficiencia de ¢ = 0-8,0-9 y b = 3-0.

T e=0-8 e=0-9 e=1-0
L U L U L U

0 | 0-000 | 6-031 || 0-000 | 5-359 | 0-000 | 4-824
1 |/ 0-000 | 8488 || 0-000 | 7-543 | 0-000 | 6-789

3 || 0-000 | 13-086 || 0-000 | 11-633 | 0-000 | 10-469
4 1| 0-000 | 15-184 || 0-000 | 13-496 || 0-000 | 12-145
5 || 0-000 | 17-508 || 0-000 | 15-563 || 0-000 | 14-008
6 || 0-000 | 19-434 || 0-000 | 17-273 || 0-000 | 15-547
7
8
9

0-000 | 21-344 || 0-519 | 18-973 || 0-000 | 17-074
0-000 | 23-254 || 0-000 | 20-672 || 0-000 | 18-605
0-000 | 25-215 || 0-000 | 22-414 || 0-000 | 20-172
10 || 0-000 | 27-098 || 0-000 | 24-086 || 0-000 | 21-679
11 || 0-613 | 28-910 || 0-543 | 25-695 || 0-488 | 23-129
12 || 1-301 | 30-766 || 1-156 | 27-348 || 1-039 | 24-613
13 || 2-012 | 32-637 || 1-789 | 29-008 || 1-609 | 26-109
14 || 2-742 | 34-500 || 2-438 | 30-668 || 2-195 | 27- 602
15 || 3-492 | 36-363 || 3-102 | 32-324 || 2-793 | 29- 094

FC, b=3.0, 1C99.9%

1.0000
|

Cobertura

N\
_ AR
I — FC

— FC, eficiencia=0.9
— FC, eficiencia=0.8

0.9988 0.9990 0.9992 0.9994 0.9996 0.9998

8 10

S
N
~
(2]

Figura 4-3: Comparaciéon de la probabilidad de cobertura para la senal media p con

el método FC, para b=3-0y e = 0-8 de los 1C99,9 %.
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4.2. Método RLC

Para el método RLC considere primero el modelo de probabilidad
X ~ Pois(p+b),Y ~ Pois(7h).

La implementacion es similar que el método FC, con la diferencia que ya se incluyen
mas valores y el costo computacional es mucho mayor. Es decir, para el método FC
para hacer la calculacién de la razén de maxima verosimilitud sélo es necesario un
vector, mientras que para el método RLC se necesita una matriz y los vectores que
se utilizan son de mayor dimensién. Para encontrar los limites de los intervalos, igual
se aplico biseccion.

En la Figura 4-4 se muestran las probabilidades de cobertura para p € [0, 10] con
b=0-5y7=0-5,1,3 con una confianza de 95 %, mientras que la Tabla 4-4 muestra
los intervalos de confianza de p para x = 0,1,2,3,4,5y y = 0,2,4 con los mismos

valores de b y 7 antes mencionados.
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Cuadro 4-4: Intervalos del 95 % para p con el método RLC, para z =0,1,2,3,4,5,
y=0,1,2yb=0-5conT=0-5,1,3.

z |y || IC95 %, 7=0-5|1C95%,7=1-0 | ICO95%, 7 =3-0
L U L U L U
001 0-000 | 2-445 | 0-000 | 2-289 || 0-000 | 1-339
1101 0-000| 4-777 || 0-000 | 4-645 0-000 | 3-582
3101 0-289 | 8164 0-391 | 8-023 0-602 | 6-508
4101 0-82 | 9-679 0-922 | 9-570 0-969 | 8-004
5101 1-336 | 11-179 || 1-336 | 11-102 || 1-336 | 9-488
0|11 0-000 | 3-281 0-000 | 3-203 || 0-000 | 2-762
1711 0-000]| 4-211 0-000 | 4-902 || 0-000 | 5-336
211 0125 | 5-781 0-000 | 6-809 || 0-000 | 7-105
3111 0621 7-441 0-281 | 8-469 0-113 | 8-719
4 |1 1-117 | 8977 || 0-742 | 10-082 || 0-535 | 10-297
511 1-484 | 10-348 || 1-227 | 11-429 || 0-887 | 11-598
0|21 0-000| 3-563 0-000 | 2-934 0-000 | 3-074
1121 0-000]| 3-574 || 0-000 | 3-613 || 0-000 | 5-434
2121 1-08 | 3-582 | 0-227 | 5-281 2-195 | 7-152
3121 1-664 | 3-738 0-832 | 6-758 0-105 | 8-793
4121 4-016 | 5-339 1-281 | 8-262 0-527 | 10-395
5121 3734 | 5-945 1-645 | 9-699 0-883 | 11-969

RLC, b=0.5,tau=0.5, 1.0, 3.0, IC95%

0.98
]

Cobertura

0.96
]

0.93
|

— tau=0.5
— tau=1.0
— tau=3.0

10

Figura 4-4: Probabilidad de Cobertura de p con el método RLC, para b = 0-5 y

7=20-5,1,3 de los IC95 %.
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La Figura 4-5 muestra las probabilidades de cobertura para p € [0,10] con
b =25y 7 =0-51,3 de los intervalos de confianza del 95% y la Figura 4-6
igual muestra las probabilidades de cobertura con b = 2-5 y 7 = 0-5,1,3. Las
Tablas 4-5 y 4-6 muestran los intervalos de confianza del 95 % para u, con b = 2-5
y b = 5-0 repectivamente, para ciertos valores de x y y. Por ejemplo con x =
2,y = 3y b = 25 se tienen los intervalos de confianza del 95 %, [0-000, 5- 535],
[0- 000, 1- 324] y [0- 000, 2-457] para T = 0-5, 1, 3 respectivamente. Podemos apreciar
que al aumentar 7 el ancho del intervalo disminuye y la probabilidad de cobertura
sigue siendo correcta. En las tablas cuando el valor del limite superior del intervalo
es NA, ocurre cuando el punto (z,y), cae fuera de la regién de aceptacién en la

prueba de hipdtesis, es decir no hay intervalo con estos valores de z, y para pu.
Cuadro 4-5: Intervalos del 95% para p con el método RLC, para z = 0,1,2,3,4,5,
y=3,4,5yb=2-5 conT=0-51,3.

x|y || IC95 %, 7=0-5|1C95%,7=1-0 | ICO95%, 7 =3-0
0]31 0000 | 5313 | 0-000 | 3-320 0- 000 NA
1131 0-000| 5-519 0-000 | 4-269 0-000 | 0-660
3131 0-000| 7-188 0-000 | 2-805 0-0000 | 4-113
4131 0-000 | 8-758 0-000 | 3-984 0-000 | 5-688
5131 0-000 | 10-277 || 0-000 | 5-395 0-250 | 7-078
01|41 0-000 | 6-371 0-000 | 4-109 0-000 | 0-582
1141 0-000 | 6-531 0-000 | 4-695 0-000 | 1-926
2141 0-000| 5-695 || 0-000 | 4-492 0-000 | 3-727
3141 0-000 | 6-809 0-000 | 6-172 0-000 | 5-555
4141 0-000| 8277 | 0-000 | 7-797 0-000 | 7-156
5141 0-000 | 9-645 0-000 | 9-391 0-000 | 8-543
0|51 0-000| 7-105 0-000 | 4-574 0-000 | 1-445
115 0-000]| 7-074 || 0-000 | 4-852 0-000 | 2-750
2151 0-000| 5570 0-000 | 5-160 0-000 | 4-570
3151 0-000 | 6-254 0-000 | 6-984 0-000 | 6-324
4151 0-000 | 8645 0-000 | 8-648 0-000 | 7-855
5151 0297 | 6-813 0-000 | 10-258 0-000 | 9-367
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RLC, b=2.5,tau=0.5, 1.0, 3.0, IC95%

0.98
|

0.96
|

Cobertura

0.94
|

Figura 4-5: Probabilidad de Cobertura de p con el método RLC, para b = 2-5 y
7=0-5,1,3 de los IC95 %.
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Cuadro 4-6: Intervalos del 95 % para p con el método RLC, para z =0,1,2,3,4,5,
y=3,4,5yb=50,conT=0-51,3.

z |y || IC95 %, 7=0-5|1C95%,7=1-0 | ICO95%, 7 =3-0
0]61( 0-000 | 8238 0-000 | 3-629 0- 000 NA
1161 0-000 | 8320 | 0-000 | 4-129 | 0-000 NA

0-000 | 8695 || 0-000 | 5-469 | 0-000 NA
0-000 | &8-891 || 0-000 | 6-355 || 0-000 NA
0-000 | 9-047 || 0-000 | 7-582 | 0-000 NA
0-000 | 9-363 || 0-000 | 4-375 | 0-000 NA
0-000 | 9-379 || 0-000 | 4-797 | 0-000 NA
0-000 | 9-422 || 0-000 | 5-223 | 0-000 NA
0-000 | 9-445 || 0-000 | 5-773 | 0-000 NA
0-000 | 9-473 || 0-000 | 6-508 || 0-000 NA
0-000 | 9-500 || 0-000 | 7-488 || 0-000 NA
0-000 | 10-324 || 0-000 | 5-035 || 0-000 NA
0-000 | 10-281 || 0-000 | 5-418 || 0-000 NA
0-000 | 10-215 || 0-000 | 5-664 || 0-000 NA
0-000 | 10-172 || 0-000 | 6-086 || 0-000 | 0-566
0-000 | 10-055 || 0-000 | 6-586 || 0-000 | 2-004
0-000 | 9-902 || 0-000 | 7-289 || 0-000 | 3-457

CUBR I WIN R OO W PO O W
QO 0O 00| 00|00 || ||| J| OO O

RLC, b=5.0,tau=0.5, 1.0, 3.0, IC95%

Cobertura
0.955 0.960 0.965 0.970
| | | |

0.950
|

— tau=0.5
— tau=1.0
— tau=3.0

0.945
|

0.940

Figura 4-6: Probabilidad de Cobertura de p con el método RLC, para b = 5-0 y
7=0-5,1,3 de los 1C95 %.
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Cuadro 4-7: Intervalos del 99-9 % para p con el método RLC, para x = 1,2,3,4, 5,
y=0,1,2yb=0-5conT=0-5,1,3.

1C99-9%,7 =0-5 | 1C99-9 %, 7 =1-0 | IC99-9%, 7 =3-0
0- 000 9-258 0- 000 9-125 0- 000 8-117

7
1

o=

0-000 | 13-426 0-000 | 13-184 0-000 | 12-188
0-000 | 14-551 0-000 | 14-371 0-043 | 13-746
0-203 | 15-293 0-258 | 15-102 0-395 | 14-418
0- 000 8-461 0-000 9-395 0-000 9-508
0-000 | 10-738 0-000 | 11-523 0-000 | 11-679
0-000 | 12-762 0-000 | 13-559 0-000 | 13-723
0-082 | 14-328 0-000 | 14-551 0-000 | 14-539
0-359 | 15-051 0-211 | 15-293 0-195 | 15-281
0-000 7-871 0-000 7-914 0-000 9-605
0- 000 9-465 0-000 | 10-188 0-000 | 11-691
0-019 | 10-293 0-000 | 12-160 0-000 | 13-758
0-449 | 12-105 0-152 | 13-894 0-000 | 14-551
0-875 | 13-793 0-449 | 14-629 0-164 | 15-293

QU | W O | WD ] O W
NN NN =IO OO

RLC, b=0.5, tau=0.5, 1.0, 3.0, 1C99.9%

1.0000
|

0.9995
|

Cobertura

g =R |

3 4 Nhs
— tau=05
— tau=1.0
— tau=3.0

0.9985
|

Figura 4-7: Probabilidad de Cobertura de p con el método RLC, para b = 0-5 y
7=10-5,1,3 de los 1C99- 9 %.



62
Cuadro 4-8: Intervalos del 99-9 % para p con el método RLC, para x = 1,2,3,4, 5,
y=3,4,5yb=2-5 cont=0-51,3.

i
1

1C99-9%,7 =0-5 | 1C99-9 %, 7 =1-0 | IC99-9%, 7 =3-0
0- 000 9-633 0-000 8-141 0-000 6- 195

wi

0-000 | 11-621 0-000 | 11-918 0-000 | 10-695
0-000 | 12-769 0-000 | 14-039 0-000 | 12-551
0-000 | 14-391 0-000 | 15-711 0-000 | 14-316
0-000 | 10-434 0-000 8- 750 0-000 7-281
0-000 | 10-879 0-000 | 10-031 0- 000 9-609
0-000 | 11-746 0-000 | 11-484 0-000 | 11-676

QU | W O | WD ] O W
QU O O O O W | i s W W W

0-000 | 12-566 0-000 | 13-441 0-000 | 13-582
0-000 | 13-660 0-000 | 15-086 0-000 | 15-391
0-000 | 10-871 0-000 8- 938 0-000 7-918
0-000 | 11-211 0-000 | 10-016 0-000 | 10-234
0-000 | 12-133 0-000 | 11-332 0-000 | 12-316
0-000 | 12-387 0-000 | 12-758 0-000 | 14-195
0-000 | 12-859 0-000 | 14-293 0-000 | 16-102

RLC, b=2.5, tau=0.5, 1.0, 3.0, 1C99.9%

1.0000
|

0.9995
|

Cobertura

0.9990
|

— tau=0.5
— tau=1.0
— tau=3.0

0.9985
|

Figura 4-8: Probabilidad de Cobertura de p con el método RLC, para b = 2-5 y
7=0-5,1,3 de los 1C99- 9 %.
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Cuadro 4-9: Intervalos del 99-9 % para p con el método RLC, para x = 1,2,3,4, 5,
y=3,4,5yb=50,conT=0-51,3.

1C99-9%,7 =0-5 | 1C99-9 %, 7 =1-0 | IC99-9%, 7 =3-0
0- 000 8-023 0- 000 5-496 0- 000 NA

7
1

wi

0-000 | 10-047 0- 000 8-918 0- 000 NA
0-000 | 11-457 0-000 | 10-820 0- 000 NA
0-000 | 13-031 0-000 | 12-809 0- 000 NA
0- 000 9-715 0- 000 6-617 0-000 NA
0-000 | 10-301 0-000 7-906 0- 000 NA
0-000 | 11-277 0- 000 9-496 0- 000 0-645
0-000 | 12-117 0-000 | 11-429 0-000 2-063
0-000 | 13-281 0-000 | 13-203 0- 000 3-621
0-000 | 11-070 0- 000 7- 586 0- 000 NA
0-000 | 11-484 0- 000 8- 738 0- 000 1-348
0-000 | 12-105 0-000 | 10-145 0- 000 3-019
0-000 | 12-836 0-000 | 11-633 0- 000 4-762
0-000 | 13-582 0-000 | 13-516 0-000 6- 238

QU | W O | WD ] O W
QU O O O O W | i s W W W

RLC, b=5.0, tau=0.5, 1.0, 3.0, 1C99.9%

0.9994 0.9996 0.9998
| | |

Cobertura
0.9992
|

0.9990
|

0.9988
|

0.9986
|

Figura 4-9: Probabilidad de Cobertura de p con el método RLC, para b = 5-0 y
7=0-5,1,3 de los IC99- 9 %.
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En las Figuras 4-7, 4-8 y 4-9 se muestran las probabilidades de cobertura para
los mismos valores de b y 7 antes mencionados pero con un nivel de confianza del
99-9 %. En éstas se puede observar que la mayoria de valores de u tienen cobertura
correcta y los trayectos donde la grafica baja del la linea de confianza es debido a
que se ésta usando una aproximacion de los limites del intervalo. Sin embargo, lo
mas bajo que llegan es alrededor de 0-949 y 0-9989 para los distintos niveles de
confianza. En las Tablas 4-7, 4-8 y 4-9 se dan las calculaciones de los limite de los
intervalos para p con una confianza del 99-9 %, para algunos valores de z y v.

4.3. Método CH

Presentamos calculaciones del mdédelo discutido con el método CH, con sus
respectivas modificaciones, es decir, consideramos a x con la funcién de probabili-
dad dada en la Ecuacion 3.23. Para poder usar este método tiene que cumplirse la
restricciéon del oy, y b.

b

(07
— > (I)_l(l - _)a
Jp 2

Esto, debido a que tanto la distribucion Poisson y la normal tienen que estar cercanas
alrededor de b, esta condicién nos limita a que tenemos que ser bastante precisos en
la medicion de b, para que o}, sea bastante pequena. Sin embargo, cuando agregamos
la constante de integraciéon 1 — @(—fb), se puede ser més flexible en el error cometido
al medir b, siempre y cuando las dos distribuciones no se separen demasiado, de lo
contrario se estaria encontrando los intervalos incorrectos.

La implementacion y los resultados de este método se hicieron con los resultados
obtenidos en la Seccién 3.3, de los cuales todas las ecuaciones a excepcion de las
Ecuaciones 3.23, 3.26 y 3.27 son nuevos resultados que se han incluido en éste tra-
bajo.

La Tabla 4-10 muestra las calculaciones de intervalos de confianza del 95 % para p,
con b = 0-5 y usando los métodos FC, CH y el CH cuando incluimos la constante(

en los dos 1ltimos se usa un o, = 0-1). Se puede observar los limites del intervalo,
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son bastante idénticos, pero si los calculos lo hacemos con o, = 0- 25, aqui con CH,
los intervalos van perdiendo precision, mientras que con la modificacion que se le
ha hecho seguimos con la misma o mejor precisiéon que FC, como se puede observar
en la Tabla 4-11. Igual en la Tabla 4-12 y Figura 4-12, se hacen la calculaciones
de los intervalos y la cobertura, cuando b = 5-0 y g, = 0-4, aqui también se puede
observar la pequena mejoria en la precision de los intervalos con la modificacién
hecha al método CH. Mientras que en la Tabla 4-13 y 4-13 se hacen las calcu-
laciones de los intervalos y probabilidades de cobertura cunado la distribucion de
la incertidumbre es una F(%, #), conp = 0-1,0-25,0-4 y b = 0-5,1,5 respectiva-

mente. Se obtienen intervalos muy similares a los encontrados con el CH modificado.

Cuadro 4-10: Intervalos del 95 % para la Poisson con senal media p, de un total x
eventos observados, con b = 0- 5, usando FC, y CH con ¢, = 0- 1.

x FCb=0-5 CH,b=0-5 CH modificado b =0-5
L U L U L U
0 || 0-000 | 2-637 || 0-000 | 2-633 || 0-000 2-633
1 ] 0-000 | 4-645 | 0-000 | 4-648 || 0-000 4- 648
3110316 | 7-754 | 0-309 | 7-754 | 0-309 7-754
4 11 0-863 | 9-262 || 0-859 | 9-262 || 0-859 9-262
5 || 1-469 | 10-762 || 1-465 | 10-762 || 1-465 10- 762
6 || 1-898 | 12-254 || 1-895 | 12-254 || 1-895 12-254
7 || 2266 | 13-313 || 2-262 | 13-313 || 2- 262 13-313
8 || 2:633 | 14-793 || 2-629 | 14-793 || 2-629 14-793
9 || 3-855 | 16-273 || 3-859 | 16-273 || 3-859 16- 273
10 || 4-250 | 17-316 || 4-250 | 17- 316 || 4- 250 17-316
11 || 4-641 | 18-793 || 4-645 | 18-793 || 4-645 18-793
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FC, CHy CH modificado, b=0.5, 95%

1.00
|

0.99
|

Cobertura

0.96
|
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|
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0.94
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Figura 4-10: Probabilidad de Cobertura de p con CH,para b = 0-5 de los IC95 %.

Cuadro 4-11: Intervalos del 95 % para la Poisson con sefial media p, de un total
eventos observados, con b = 0-5, usando FC, y CH con ¢, = 0- 25.

x FCb=0-5 CH,b=0-5 CH modificado b = 0-5
L U L U L U

0 || 0-000 | 2-637 || 0-000 | 3-339 | 0-000 2-629
1 ] 0-000 | 4-645 | 0-000 | 5-309 || 0-000 4-641
3 (10316 | 7-754 || 0-070 | 8-559 | 0-262 7742
4 || 0-863 | 9-262 || 0-566 | 10-082 || 0-816 9- 250
5 || 1-469 | 10-762 || 1-117 | 11-586 || 1-426 10- 750
6 || 1-898 | 12-254 || 1-711 | 13-086 | 1-875 12-242
7 || 2266 | 13-313 || 2-238 | 14-578 || 2-238 13- 305
8 || 2:633 | 14-793 || 2-605 | 15-902 || 2-605 14- 781
9 || 3-855 | 16-273 || 2-969 | 17-121 || 3- 852 16- 262
10 || 4-250 | 17-316 || 3-855 | 18-605 || 4-246 17-305
11 || 4-641 | 18-793 || 4-637 | 20- 086 || 4-637 18- 781
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Figura 4-11: Probabilidad de Cobertura de p con CH,para b = 0-5 de los IC95 %.

Cuadro 4-12: Intervalos del 95 % para la Poisson con sefial media pu, de un total
eventos observados, con b = 5-0, usando FC, y CH con ¢, = 0-4.

x FCb=0-5 CH,b=0-5 CH modificado b = 0-5
L U L U L U
0 || 0-000 | 1-379 || 0-000 | 1-363 || 0-000 1-363
1 ]/ 0-000 | 1-879 | 0-000 | 1-867 || 0-000 1-867
3 11 0-000 | 3-582 || 0-000 | 3-578 || 0-000 3-578
4 || 0-000 | 4-844 || 0-000 | 4-848 || 0-000 4-848
5 |/ 0-000 | 6-262 || 0-000 | 6-269 || 0-000 6- 269
6 || 0-000 | 7-754 || 0-000 | 7-758 | 0-000 7-758
7 1/ 0-000 | 8813 || 0-000 | 8-934 || 0-000 8-934
8 || 0-000 | 10-293 || 0-000 | 10-297 || 0-000 10- 297
9 || 0-000 | 11-773 || 0-000 | 11-777 || 0-000 11-777
10 || 0-422 | 12-816 || 0-371 | 12-820 || 0-371 12- 820
11 || 1-168 | 14-293 || 1-117 | 14-297 || 1-117 14- 297
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FC, CHy CH modificado, b=0.5, 95%
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Figura 4-12: Comparaciéon de Probabilidades de Cobertura para p con FC.CH Y

CH modificado,para b = 5-0, de los IC95 %.

Cuadro 4-13: Intervalos del 95 % para la Poisson con sefial media p, de un total
eventos observados, con b = 0-5, CH con § = 0-1,0-25,0-4 e incertidumbre I.

z || CHb=0-5,0=0-1| CHb=0-5,0=0-25 | CHb=5-0,0 =0-4
L U L U L U
0 || 0-000 2-679 0- 000 2-816 0- 000 1-339
1 | 0-000 4- 656 0-000 4-656 0-000 1-848
3 || 0-246 7-758 0-148 7-762 0-000 3-570
4 || 0-805 9-266 0-723 9-269 0- 000 4- 848
5 || 1-418 10- 766 1-344 10- 766 0- 000 6- 277
6 || 1-871 12-254 1-844 12-258 0- 000 7-766
7| 2-234 13- 363 2-195 13-555 0-000 9-250
8 || 2-598 14-797 2-551 14-797 0- 000 10- 305
9 || 3-871 16- 277 3- 754 16- 277 0- 000 11-781
10 || 4-262 17-320 4-269 17-344 0-293 13-031
11 || 4-652 18-797 4-652 18-797 1-043 14- 301
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CH_Gamma, b=0.5, 95%
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Figura 4-13: Comparaciéon dee Probabilidades de Cobertura para o con FC,CH Y
CH modificado,para b = 5-0, de los IC95 %.

La Tabla 4-13 muestra las calculaciones de intervalos de confianza del 95 %,
cuando la distribucién de la incertidumbre es una Gamma con b = 0-5, 5- 0.
4.4. Bayesiano
En las Tablas 4-14, 4-15 y 4-16 se hacen algunas calculaciones de intervalos con
iguales distribuciones a priori para gy b, I'(1,1), I'(3,2) y \/Lﬁ, \/LB respectivamente,
con 7 = 0-5,1,3. Aqui se puede observar que los limites de los intervalos, tienen

crecimientos muy pequenos de un valor a otro en z y .
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Cuadro 4-14: Intervalos de credibilidad del 95% para p con distribuciones a
priori; p ~ T'(1,1) y b ~ I'(1,1), para = = 0,1,2,3,4,5, y = 3,4,5 y con
7 =0-5,1, 3.(Bayesiano)

z |y || 1CB%,7=0-5|1C0%%, =10 |I1CI5%,7=3-0
0]61| 0000 | 1-498 || 0-000 | 1-498 || 0-000 | 1-498
116 0-000| 1-706 | 0-000 | 1-737 | 0-000 | 1-836
[2]6][0-000] 1.922 [0-000 [ 1-992 [0-000 | 2-218 |
3161 0-000| 2-146 || 0-000 | 2-263 || 0-000 | 2-644
4161 0-000 | 2-377 | 0-000 | 2-550 || 0-000 | 3-111
5|61 0-000| 2-617 | 0-000 | 2-855 || 0-000 | 3-614
0|71 0-000| 1-498 | 0-000 | 1-498 || 0-000 | 1-498
1171 0-000{ 1-686 | 0-000 | 1-714 | 0-000 | 1-809
271 0-000| 1-879 | 0-000 | 5-223 | 0-000 | 2-160
3|71 0-000| 2-080 | 0-000 | 2-188 || 0-000 | 2-552
4171 0-000 | 2-288 || 0-000 | 2-447 | 0-000 | 2-985
5| 71 0-000| 2-503 | 0-000 | 2-721 | 0-000 | 3-455
0|81 0-000| 1-498 | 0-000 | 1-498 || 0-000 | 1-498
118 0-000 | 1-669 | 0-000 | 1-695 | 0-000 | 1-785
218 0-000 | 1-845 || 0-000 | 1-944 || 0-000 | 2-110
3181 0-000| 2-027 | 0-000 | 2-127 || 0-000 | 2-473
4181 0-000 | 2-215 || 0-000 | 2-362 | 0-000 | 2-875
5|81 0-000| 2-409 | 0-000 | 2-610 || 0-000 | 3-313
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Cuadro 4-15: Intervalos de credibilidad del 95 % para p con distribuciones a priori;

pw~T(3,2)yb~T(3,2), paraz =0,1,2,3,4,5, y=3,4,5y con 7 = 0-5,1, 3.

2|y [1C9%5 %, 7 =05 | 1C95%, 7 =1-0 | 1C95%, 7 = 3-0
016 0202 4268 || 0-202 [ 4-268 || 0-202 | 4-268
160235 4660 ||0-242 | 4-716 | 0-235 | 4660
3161 0-306| 5474 | 0-339 | 5-666 | 0-306 | 5 474
4160347 5895 ||0-397 | 6-169 | 0-347 | 5-895
5061038 | 6326 || 0-463 | 6-680 | 0-389 | 6-326
0170202 4268 |[0-202 | 4-268 || 0-202 | 4-268
1] 70230 4635 || 0238 4689 || 0-231 | 4635
2 710262 5-011 |[0-279 | 5-128 || 0-262 | 5-011
31710296 | 5396 || 0-325 | 2-188 | 0-296 | 5- 396
4710331 5790 ||0-376 | 6-057 | 0-331| 5-790
51710369 6193 || 0-434 | 6-547 | 0-369 | 6193
0180202 4268 |[0-202 | 4-268 || 0-202 | 4-268
180229 4613 || 0-235 | 4-666 | 0-229 | 4-613
2 1810257 [ 4966 || 0-272 | 5-080 || 0-257 | 4-970
31810287 | 5328 ||0-313| 5510 | 0-287 | 5 328
4810319 5698 ||0-359| 5957 | 0-319 | 5 698
5810353 6-076 || 0-410 | 6-420 | 0-353 | 6076

Cuadro 4-16: Intervalos de credibilidad del 95 % para p con distribuciones a priori;
/Lw,u_% v b~ b_%, parax =0,1,2,3,4,5, y =3,4,5y con 7 =0-5,1, 3.

z |y || 1CB%,7=0-5|1C0%%, =10 | I1CI5%,7=3-0
0|6 0-000| 1-921 | 0-000 | 1-921 || 0-000 | 1-921
1161 0-000 | 2-294 | 0-000 | 2-392 | 0-000 | 2-689
[2]6 0-000] 2-703 [0-000 | 2937 [0-000 | 3-658 |
3161 0-000| 3-146 || 0-000 | 3-563 || 0-000 | 4-806
4161 0-000 | 3-630 || 0-000 | 4-273 | 0-000 | 6-085
5|61 0-000| 4-155 || 0-000 | 5-071 || 0-000 | 7-436
0|71 0-000| 1-921 | 0-000 | 1-921 || 0-000 | 1-921
117 0-000 | 2-252 | 0-000 | 2-341 | 0-000 | 2-621
271 0-000| 2-612 | 0-000 | 2-825 | 0-000 | 3-509
3|71 0-000| 3-002 | 0-000 | 3-378 | 0-000 | 4-575
4171 0-000 | 3-424 || 0-000 | 4-713 | 0-000 | 5-786
5|71 0-000| 3-881 || 0-000 | 4-006 | 0-000 | 7-091
0]8&] 0-000 | 1-921 | 0-000 | 1-921 | 0-000 | 1-921
1181 0-000 | 2-218 | 0-000 | 2-301 | 0-000 | 2-565
2181 0-000| 2-539 | 0-000 | 2-734 || 0-000 | 3-380
3181 0-000 | 2-886 || 0-000 | 3-228 || 0-000 | 4-370
4181 0-000 | 3-260 || 0-000 | 3-790 | 0-000 | 5-512
5|81 0-000| 3-663 | 0-000 | 4-417 || 0-000 | 6-766




Capitulo 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Para los métodos presentados, en algunos obtenemos intervalos de confianza
mas precisos, y con probabilidad de cobertura correcta. Sin embargo es dificil decir
que método es mejor, eso dependera de muchos factores, por ejemplo de la aplicacién
que se esté haciendo y con las personas que estén trabajando.

El problema se trata de ver la precision y cobertura, asi que se usaran los intervalos
que consideremos son mejores para el problema. Con las extensiones y modificaciones
que se han hecho en algunos métodos se puede ser menos estricto en la precision de
los eventos de la senal y de fondo e igual que en el tratamiento de la incertidumbre
de los mismos, y ain asi seguir manteniendo intervalos y cobertura adecuados.

En el método CH y las extensiones dadas en [8] y [9] hacen uso de integracién Monte
Carlo para hacer el calculo de la integral, por lo que los intervalos presentados en la
Secci 3.3 son mas precisos, dichos calculos se obtuvieron con los resultados dados en
la seccion antes mencionada. Por lo que seria mas conveniente usar los resultados
propuestos en este trabajo. Y entre el CH, FC y CH con la modificaciéon dada,
usariamos CH modificado, ya que es mas flexible cuando tratamos la incertidumbre
en la medicion de b.

Con el método RLC se obtienen intervalos que difieren por décimas a los mostrados
en los articulos originales de los autores y es debido a que aqui se estan calculando
los limites de manera distinta a como ellos lo hacen.

En el método bayesiano notamos que a medida que los valores de @ y 5 de la

distribucién a priori I'(e, f) aumentan también aumenta en ancho del intervalo,
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pero su uso dependera la informacion que se tenga.

En todo los métodos se han dado las calculaciones para valores de x e y no muy
grandes, en el caso de que estos valores sean grandes usariamos la aproximacion de
la razén de maxima verosimilitud, que resultaria menos costoso computacionalemte
que tratar de encontrar usar alguno de estos métodos, una de las razones seria , que
en varios métodos se necesita calcular la funcién I' varias veces, esta funcién crece
muy rdpido por ejemplo en R, es posible calcular hasta I'(171) = 7- 2574163, por
lo que se buscara otra forma de evaluar la expresion, también podrimos utilizar la
funcion Integrate de R para hacer el cdlculo de las integrales.

En los trabajos futuros que se podrian considerar es incluir todas las calculaciones
de cada una de las modificaciones hechas y compararlas con las dadas en el capitulo
4, e implementar algunas modificaciones hechas especificamente al método CH y
tratar de mejorar los métodos incluyendo las distribuciones adecuadas al problema
tratado, o nuevos métodos que obtengan intervalos de confianza mas precisos y con
una mejor cobertura. También en los bayesianos hacer la implementacién con més

distribuciones a prior de p y b y hacer la comparacién con las antes dadas.
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Apéndice A
DEMOSTRACIONES DE TEOREMAS

Teorema 1 (Bayesiano). Sea el modelo X ~ Pois(u+b) y Y ~ Pois(tb) con
distribuciones a priori, p ~ Gamma(ag, f1) y b ~ Gamma(as, B3) para ciertos
aq, b1, s, Ba, entonces se tiene que la distribucion posteriori para i y b esta dada

por:
(p + b)Tper—tpyrezle —(L+ g )p—(147+55)b

S, bl y) = .
) ) x T (z—i+a)T (y+itasz)
Z ( )(1+ ! - :

i=1 )'z i+a1(1+7_+%)y+i+a2

Demostraciéon. Como

(:c y|p, b)m(p, b)
(M’b|x y) f(] fO l‘ y|M7 ( 7b>dﬂdb

Sustituyendo las distribuciones e integrando obtenemos:

(1 + )T per—tpvteete — (1 )= (1474 2 )b

f(,ua b‘$7 y) =
fooo J‘OOO(,U/ + b)xlual71by+a2716—(1+ﬂ)u—(1+7+%)bdudb

(,U + b)m 0‘1_1by+&2—le—(1+%)u—(1+7+i)b
fO fO i= 0() T—itar— 1by+l+a2 16 (1+ﬁ),u (1+7—+ dludb

(,u + b)m,uoq—1by+o¢2—le—(1+ﬁ)u—(1+—r+%)b

S (f) fooo Mx7i+a1716—(1+ﬁ)udlu fooo by+i+a27l6_(1+7—+%)bdb

(,LL + b>$luo‘1_1by+0‘2_167(1+%)“7(1+7+5*12)b

Ea: (z) F(a: i+a1)D(y+itasg)
i=1 (1+5- )T i+al(1+7—+%)y+i+a2

con lo cual termina la prueba. O
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Teorema 2 (b2). Si el modelo en el Teorema 1 es:

X ~ Pois(u+b) y Y ~ Pois(th) con distribuciones a priori, j ~ mw(u) = p

a1—1

76

Y

b ~ m(b) = b2~ para ciertos oy, s € (0,1), entonces se tiene que la distribucion

posteriort para ju y b esta dada por:

b)r o —1lpytaz—1 —p—(14+7)b
(bl y) = B I e
Zx (z) I'(z—i4o1)(y+ita2)

=0 \ 7 (1+7—)y+i+a2

Demostracion. En la demostracién se hace similar que la del Teorema 1.

El caso cuando a; = as = 0 tenemos que

xy L= (p+(1+7)b)
/ / £y vl By b dudb—/ / CRR dpc
xlub

Si hacemos p = % —1lyb= % — 1 la integral se transforma en:

—2uv)® (1 — v)YLle— (G -1+ (-1
// (u+v—2uv)* (1 —v) e dudo

glus+lysty+l(1 — o)

Tanto (A.1) como (A.2) divergen.

(A.1)

(A.2)

Teorema 3. Consideremos el modelo X ~ Pois(u+b) y Y ~ Pois(tb), p y b

tienen distribuciones a priori dadas por pu ~ N(po,05) y b ~ N(bo,03) entonces la

distribucion posteriori es,

(N + b)mbye (% MaT)Q_‘—%( o )2)

f(p, bl y) =

donde

itz i—k+1 7+ k+1
Lijr=2"72I( 5 JIN 5

)pi,k (ZO)Qk,j (wo),

Tub Y i Z?:o Zkzo (7,) (]) (k) (e + g)xiigyijazikaﬁk[ivj:k(zo’ wo) ’



7

O’b ’
20 = Uy, Wo = Vg Y
1-— <I>(¢71;+172)(zg) st up >0
pz‘,k(20>
14 (_1)i—k®(i7§+1’2(Zo) st ug <0,
1-— (I)(j+l;+1’%)<w0> ) Vo > 0
Qk,j(wo) =

1+ (—1)j+k®(j+g+17%)(w0) st vy < 0.

Demostracion. Como

|
—~
o
all
o | o
o
—
©
SN—

c(p+b)*bve (’Hb“b%(%)%l

F(i, bl y) = ey (A9
(1 bype (T P 0 2)
f(M7b|x7y) = o _( +b+7‘b+l(uiuo)2+1(bib0 )
cfo Jo (u+b)re G dpudb
¢ es constante que no depende de (u, b).
Desarollando y completando cuadrados en el exponente de e obtenemos
1 pu— 1.b—b
p b b SR () =
Oy Op
1 Lp—po+o., 1b—by+(1+7)o
Mo+(1+7)bo—§(Ui+(1+7)20§)+§(u)2+5( 0+ ( ) b)z. (A.4)
Ou Op

Sustituyendo la Ecuacion A.4 y la A.3 y simplificando, se obtiene,

p— “O+0H)2 (b b0+(1+r)ab) )

(n+ b)xbye_(%( 7w b

[, blz,y) =

b—bg+(1+T7)0y )2

fo fo (1 +b)*bve (%( ] b >dﬁbdb

M—MO‘FUE v — b— b0+(1+7—¢7
op

Haciendo u = o ,, la doble integral f se transforma en:
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(u + byt U PH305)

0,06 [ [2(e + g + ot + 0y0)7(g + opv)ve 2@ dudy’

_ (4 byrive™ GUED3ERP)
Tulb Y i ?:o ZZ:O (f) (?JJ) (lzv) (e + g):c_igy_jgft_kafrk[i’j’k(ZO’ wo)

donde

OO i—k —142 = k+j —2102
Lijw = u e 2" du v e 2% dv
uo Vo

itz i—k+1 4+ k+1
=277 I 5 ) 5 )Pik(20) g (wo)
con lo cual termina la prueba. O

Teorema 4 (CH). Consideremos la PDF

1 _(=b)?

b) = : o0 db
CI($|M ) \/%O'b(l — (b(_o%)) /0 Pu+b (l’)e

Sea wy = op — U% entonces q(x|u,b) se puede reescribir como

67(‘“+b77b) i . et x— 1+ 1
,b _ ‘ +b— 2\1 Toigt (L © ; ’
0ol = 5Ty 2o (1) b e 2 T )

donde 2y = w3 y

1— (Dr(zfé'Jrl’Q)(ZO) st wy >0
pi<20) =

1 + (_1)1‘—i®r(17§+172) (ZO) S'i w() < O

Demostracion. La constante considerada es por el hecho de que

o0 )xe_(u_,’_b/) 7(b—b’)2

- 1 OO(N—"bI 2 /
q(x|p,b) = / e b db
>oatelt) =32 |

=0
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1 UL T b
= e @ dY = — e Tdl =1 —P(——
\/27Tab/o V2T /b ( 0b>

Ahora continuando la demostracion,

(el b) = : Tl O S
= oray(1 = d(— L)) Jo 2l

Obp

1 > Nne  —(p+b
Varon(l— @ (__))x'/ (u+b)% (b + 1 (b=

Completando cuadrados obtenemos:

b—b'

))dbl

2
o
o~ (utb=2) Vbt

o0 1
2|, b) = e e Y
ol ) 1 / (V)

—btof

y realizando el cambio de variable w = Yy Wy = 0p — i entonces

6_(“+b Tb) o 1,2
q(z|p,b) = )l / (+b—of +opw)e 2 dw
x! Jw

\/%(1 _(I)(_% 0

e (;u'*'b_*

= Vor(l— Z( ) (n+b—od)oy Z/ w e dw

=0

. 1
Si wy > 0, hacemos w = 22 entonces

1=

b e—(u—‘rb—%g) z xXr b > x—i—1 zd
x|lp,b) = , +b—oc2) ot z 2 e 2dz
el b) 22m(1 - D(—L)al = (z)(” oo /

2
e~ (td="F) Sz s=itl r—i+1
= +b—0c)or 27 IN(—m)pi(=
e T ()m 2)io; Ei )

Siw0<0
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Teorema 5. Sea q(x|ep + b) definida por

q(w]eu—{—b):/ P(x|e p, b)Pi(€|e, 00),
0

donde

/
1 71(5 75)2 .
e 2% ge Sl O¢ —
27rUE(1—<I>(—;—€)) €
Py(€|e,0?) =
€
0 st o, — = <0,
Te¢

entonces q(x|ep + b) esta dada por la siguiente expresion

e—(eu—f—b—H ;E) z T . . m—itl r—1+1
xrlew,b) = ) (epu+b— 2062’606%’2 2 [(———)pi(z
el = 3y 2o () (sl e E i )

1=0

_ b a2
COn Wy = 0p — =, 20 = Wy Y

1- q’r(z%ﬂrl,z)(zo) st wy >0
pi(20) =
1+ (—1)%"(1)“%#172)(20) st wy < 0.
Demostracion. Sustituyendo las funciones de distribucién en la integral y luego com-

pletando cuadrados obtenemos

2 2
ef(eu“i’b* = 20-e )

xlep +b) = / ¢ 1+ b)re o de’,
q(xlep +0) oo (1 3()) Jo (€p+0)

O¢
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€ —etpuo?
€

realizando los cambios u = Y up = poe — = la integral se reduce a
€

2 _2
6_(€“+b_ & 206 )

o0 u2
/ (ep+b— pPo? + opu)’e” 2 du

2v/27(1 — CI)(ULE)) wo
que de aqui con argumentos similares a los utilizados en la demostracién del Teorema

4, se hace el cdlculo de la ultima integral. O

Colorario 1 (CH2). Si consideramos la funcion de densidad de X en los parametros

e,y b dada por

1 o0 > _1 b—b' 2 1 e—e’ 2
Q($|€M, b) = Srcoro / / pelu+bl($)e 3 ( b ) e 2 (%) AV de’
€JO 0

donde ¢ = (1 — qD(—U%))(l - ®(—%)),

T¢

q(z|€eu, b) se puede reescribir como:

(eptbtg) g i . . . .
e 2 T\ (1 L imi iz t—g7+1 . g+1
aeleb) = () ()g (o) 72 T P )y ()

8me S\t 2 2
donde
g:eu—l—b—;faz—ap,vozab—ﬁ,uozae—ﬁ,
b Oe
Yy
20 = ud,wo = V3
1- @F(%,Q)(zo) st ug >0
pij(20) =
1+ (—1)i_jq>r(#’2)(z’0) st ug <0,
1= ®pumy) (wp) st vy >0
q;(wo) =

2

o) (wo) st vo < 0.
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Demostracion: Completando cuadrados en el exponente de e y haciendo los

— 2 b —b+o? .
CHnoe g = 2% se obtiene que:

cambios, u =
Oc op

_ (eptbtg)
u2+v2

e~ 2 [ [
q(z|ep, b) = —/ / (9 + pocu+ opv)®e™ 2 dudv
2cm S
de manera similar que en el teorema anterior, se obtiene lo que se pide.

Teorema 6. Consideremos la PDF dada por
[e.e] , 5
aelpb) = [ Plelut)
0 r

con b,6 >0

entonces q(x|p,b) se puede reescribir como:

_ @ - xr z—ir(i——i_b_z)
ot = S 2 () e

=0

Demostracion. Sustituyendo las funciones respectivas se tiene que

(% K > v? r by
/ (,U + b/)xb/T—lef(,uan +T)dbl
0

()5 e S (Y i [ ot st
Byt 2 0

la integral obtenida, el argumento es de una Gamma(i + %, b%) y con esto concluye

la demostracién.
]

Teorema 7 (CH,RC). Si consideramos el modelo X ~ q(x|u,b) yY ~ q(y|Tb) con

I

e )Qd/f

_ 1 - / —3(
ool ) = s | Pl e

Ou
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1 o0 _;(b—b’)z ,
b) = P.y(y)e 2" o " db
0lrh) = =y P

Tanto quip(x) como q(y|Tb) se pueden reescribir como:

e~ (ntb=—=7) - x a1+ 1
x|p, b) = . +b—02) ' 25T i (2 A5
el = ey 2 (1) e S T e (49
Y
ye—(rb-Tgb) 1
TYe TV T T Y ovy—i iaitl T+
Tb) = )b —T07) 022 T'(——)pi(wy), A.6
) = gy 2 (L)oo . 4o
donde vy = Toy, — oib,uo =0, — i Y 20 = ud,wy = vi
pi(20) =
1—1—(—1)2'(1)“1'5172)(20) st ug <0,
Y
1—¢F(%72)(w0) si vy >0
pj(wo) =

1+ (—1)3'(1)”%72)(100) si vy < 0.
Demostracion. La demostracion de la ecuacion A.5 es similar a la hecha en el Teo-
rema 4, pues demostremos la Ecuacion A.6,

1 [e'e] b/ Y 7(7'b’) 7(b—b’)2
q(y|Tb) = ; / (CW)e ™ =5 g
27T0'b(1 - (I)(——)) 0 y'

Ty o _ Tb/+l(b7b/)2)
_ b)e VTS gy
Fzmba—cb(—oi;))y!/o ®)

Completando cuadrados obtenemos:
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2_2
T o}

Tyef(be ) ) o0 7l(b/7b+7'og)2
q(z|p, b) = / Ve 2t o db
O = et a2ty
Hacemos el cambio de variable w = % Yy Wy = TOp — Uib entonces

2
—(rb—12b) 00
TYe (r 2 1.2
/ (b— 710 + oyw)¥e 2" dw

Q(x|:uvb) = \/%(1 _ @(—%))y!

wo

Tye_(Tb_TQ%) i <y> (b 2>' y—i /OO y—i —1 2d
= , — 71070l w’ e 2" dw.
Vv 27T(1 - ®(_O'ib>>y! t ’ ’ wo

1=0

]

Teorema 8. Sean X e Y v.a con funciones de distribucion definidas acontinuacon,

2

00 /“T—le—“T‘/
el = [Pl E
0 (55
e b/%—le—b?bl
i) = [ Pl
o r(E)$)2

Estas ecuaciones se pueden reescribir como

(5et SN (2, , T(i+5)
x|p,b) = 5 E )b AT
el ?) P! = (Z> (1+5)*% A
Y b2 2
J(zlrb) = () T(+%) (A8)

Demostracion. Aqui haremos la demostracién sélo de la ecuacién A.7 la otra se hace

de manera similar. Sustituyendo las funciones respectivas se tiene que

AL oo ) / )
q(wlp,b) = (5)2 / (i + )75 e WIS gy
Jo

o0 2 ,
/ (Ml + b)xlu/“T—le—(H—%)u d,u/
- JO
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(%)%8 RN T—1 OO /(i+ﬁ71) —(+5)0 7,1
“ T g (o e

la integral obtenida, el argumento es de una Gamma(i+ %2, ﬁ) y con esto concluye

la demostracion. O
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METODOS PARA ENCONTRAR INTERVALOS DE ESTIMACION
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Considera los métodos para encontrar intervalos de estimacion para alguno
o varios parametros, cuando hay parametros de interés y parametros de estorbo
utilizados en modelos de probabilidad del problema on/off. Hacemos la comparacién
en cada uno de los métodos del ancho del intervalo y de la probabilidad de cobertura,
y con esto poder usar el método mas adecuado para el problema. También hacemos
algunas extensiones y el calculo de integrales de forma exacta, lo que permite mejorar
la precision del intervalo y la cobertura. Los ejemplos que tratamos muestran que con
algunos métodos obtenemos lo deseado, aunque la seleccon del método dependera de

la informacion disponible o del investigador.



	RESUMEN EN ESPAÑOL
	ABSTRACT ENGLISH
	AGRADECIMIENTOS
	Índice de cuadros
	Índice de figuras
	LISTA DE ABREVIATURAS
	LISTA DE SÍMBOLOS
	INTRODUCCIÓN
	PRELIMINARES
	Intervalos de Estimación
	Métodos Para Encontrar Intervalos de Estimación
	Invirtiendo una Prueba Estadística
	Cantidades Pivote
	Pivoteando la CDF
	Intervalos Bayesianos

	Distribución de LRT
	Problema on/off

	MÉTODOS USADOS EN EL PROBLEM ON/OFF
	Método de FC
	Método de RLC
	Método CH
	Métodos Bayesianos

	IMPLEMENTACIÓN Y RESULTADOS DE LOS MÉTODOS
	Método FC
	Método RLC
	Método CH
	Bayesiano

	CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS
	APÉNDICES
	Demostraciones de Teoremas

