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RESUMEN

Para ciertos sistemas dinamicos no lineales de punto fijo, computamos el tiempo que
toma dicho sistema en alcanzar un estado de quietud. En este trabajo introducimos la
operacion de cufia entre dos grafos dirigidos. Cuando estos grafos son un n-agono y un
m-agono entonces la cufia de estos sistemas induce un sistema no lineal. Mas aun, simyn
son co-primos entonces nuestro sistema es uno de punto fijo. Para este sistema entonces

computamos su tiempo de transicion, es decir lo que tarda en llegar a un estado de quietud.
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ABSTRACT

For certain non linear discrete dynamical systems that are fixed point systems, we
compute the time that it takes to reach a steady state. In this work we introduce the
operation of wedge among directed graphs. When these graphs are n-gons and m-gons
then the wedge of them induces a non lineals dynamical system. More over, if m and n are
co-prime then our system is a fixed point system. For this system we compute its transition
time, that is, how long it takes for the system to stabilize.
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Capitulo 1

Introduccidén

Un sistema dinamico finito es un sistema dindmico en tiempo discreto que presenta un
cambio o evolucion de su estado como funcién de tiempo. ElI comportamiento en un
sistema como este se puede caracterizar y entender determinando sus atractores y estados.
Un sistema dindmico finito es una funcion de un conjunto finito en si mismo. El enlace
entre la estructura de un sistema y su dinamica es un problema abierto en la teoria de

sistemas dindmicos discretos.

Conocemos ejemplos de aplicaciones de estos sistemas. En [1,3,8] se habla sobre la
importancia de estos sistemas y sus aplicaciones en diferentes areas como los autdmatas
celulares y redes booleanas, que han encontrado amplias aplicaciones en la ingenieria, la
informatica, circuitos eléctricos y mas recientemente la biologia computacional. Sistemas
de multi-estado vienen siendo utilizados en la teoria de control y el disefio y analisis de
simulacion de ordenadores. En [1], Bollman et. al. habla sobre la importancia de estos
sistemas en modelos genéticos y su capacidad para modelar la dindmica de expresion de
los genes y las relaciones entre estos. Este enfoque permite a los genetistas a “determinar
el impacto a largo plazo de un gen en los otros genes”, usando cuerpos finitos, ver [9]. En
un estudio, ver [3], B. Elspas menciona aplicaciones de sistemas dinamicos lineales en

circuitos de control de computadoras y sistemas de comunicacion.



Algunas aplicaciones requieren que el sistema a considerar sea uno de punto fijo, esto es
sistema con atractores triviales. Mas aun, cuando un sistema es de punto fijo, entonces
decimos que el evento que modela dicho sistema entra en un estado de quietud. Criterios
para determinar si un sistema es de punto fijo son escasos, incluso determinar cuanto tarda
un sistema en entrar a un estado de quietud son minimos. En este trabajo el tiempo que
tarda un sistema de punto fijo en entrar en un estado de quietud se conoce como el tiempo
de transicién del sistema. Este trabajo es una contribucion a este problema ya que
proveemos el tiempo de transicion para una cierta familia de sistemas dindmicos discretos

no lineales.

En nuestro trabajo, definimos un sistema dinamico finito (SDF) como un par (X, f)

donde X esun conjunto finitoy f:X — X. Muchas de las aplicaciones requieren que el
conjunto X sea el producto cartesiano de n-copias de un cuerpo finito, en particular
X =Z%. Porlotanto (Z7,f), n = 1, es un SDF. La dinamica es generada por la iteracion
de la funcién f con ella misma, esto es: f%(x) = x, f2(x) = f(f(x)), ..., f"(x) =
f(f™*(x)) para n > 1. Debido a que trabajamos en un marco de estructuras finitas, la

dinamicade f puede ser representada por el espacio de estados de f , denotado por S(f),

que se puede ver como un grafo dirigido y se define como:
a) El conjunto de vertices de S(f) son los 2™ elementos de Z7 .
b) Existe un eje dirigidoa = b en S(f) si f(a) = b.

En particular, un eje dirigido de un vértice a si mismo es permitido. El espacio de estados
S(f) contiene todos los estados de transicion de f, y tiene la propiedad de que cada vértice
tiene un grado de salida (out-degree) exactamente igual a 1. Cada componente del grafo
conexo S(f) consiste de ciclos dirigidos llamados ciclos limites con un arbol conexo
adjunto a cada vértice en el ciclo, que consta de los llamados tiempo de transicion (ver
figura 1.1).

Nota: Los componentes del grafo conexo son subgrafos.



Si para algin a € Z7, existe un t > 0 tal que f*(a) = f°(a) = a decimos que hay un
ciclo de largo t basado en a. Decimos que el transient de a € Z} es k, si k es el valor
minimo que satisface f*(a) = f**¢(a) parat > 0. Definimos el tiempo de transicion de

S(f) como el méximo de los tiempos de transiciones de todos los estados de S(f).

Los sistemas dindmicos finitos (SDF) sobre un cuerpo finito pueden clasificarse en dos

tipos: los lineales y no lineales ver [2,6].
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Figura 1.1 Orbita.

Cada funcién de un campo finito en si mismo puede ser escrito como un polinomio, por lo
tanto f puede ser escrito como una tupla de polinomios, f = (fi, ..., f»), donde cada f;
esta en el anillo Z,[xy,..,x,] vea [7]. Asi que cualquier SDF sobre Z, se puede

representar como una funcion de polinomios.



Ejemplo 1.1 Consideremos el SDF f(x;,x,) = (x; + x,,x; + x,):F53 — F%. El espacio

de estados de f se muestra en la figura 1.2.
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Figura 1.2: Espacio de estados de f(x1,x,) = (x; + x5, x; + x,): F2 — [F3.

En la Figura 1.2 nosotros podemos observar el espacio de estados de la funcion f(x;, x,) =
(x1 + x5, %1 + x,):F5 — [F3, que contiene un ciclo trivial en (0,0) y tiempo de transicion
igual a 2.

Ejemplo 2.1. Consideremos el SDF (Z3, ) donde f(xy, X5, X3, X4) = (XpX3, X1, X4,%;). El

espacio de estados de f se muestra en la figura 1.3.

Figura 1.3. Espacio de estados de f(x;, X, X3, X4) = (XpX3, X1, X4,%1): Z5 = Z3.



En la Figura 1.3. Podemos ver que el espacio estado del SDF (Z3,f), donde
(x4, %5, %3,%4) = (XpX3,X1,%4,%1): Z5 — Zy, contiene dos ciclos triviales basados en
(0,0,0,0), (1,1,1,1) y tiempo de transicion de S(f) es 6.

Lo siguiente es una breve resefia de los resultados existentes sobre SDF.

Para todo sistema lineal sobre un cuerpo finito, podemos representar el sistema como una
matriz A, entonces la estructura de espacio de estados de f puede determinarse a partir
de la factorizacion del polinomio caracteristico de la matriz A. Por otra parte los resultados
de Bollman-Colon, en [6], establecen que si f es una funcion lineal, f: Z7 — Zg entonces
f es un sistema de punto fijo si, y sélo si el polinomio caracteristico de a matriz que
representa f se puede escribirenla forma x™ (x —1)™ y polinomio minimo x°(x —
1™, m € {0,1}.

Para sistemas no lineales en [2], Coldn et. al. describe un sistema no lineal sobre Z, a través

de tipos especiales de polinomios, es decir monomios. Ellos consideran un sistema (Z%, f)
. - €; €; €

donde f = (f1, ..., fu), tal que cada f; es un polinomio de la forma x; "x;* ..x;"" con

iy
€;; € {0,1} o una constante igual a 0 6 1. A este sistema de polinomios le asocian un grafo
de dependencia (digrafo), denotado por Xy, cuyos vertices vy, v,, ..., v, corresponden a
fi f2, -, fn. EXiste un eje dirigido v; — v; si x; aparece en f;, esto es v; divide a f;. Para
sistemas monomiales booleanos el grafo de dependencia permite la reconstruccion exacta
del sistema. EIl resultado principal de [2], demuestra que la estructura de los ciclos del
estado de estados S(f) se puede determinar exclusivamente desde el grafo de dependencia
Xy, esto es: desde la estructura de los f;. El rol principal es ejercido por un invariante
asociado a un grafo fuertemente conexo, esto es, un grafo en el cual existe un camino
dirigido entre dos Vvértices cualesquiera. Para tal grafo definen el “nimero de bucle” como
el minimo de las distancias entre dos caminos distintos desde un vértice a €él mismo.
Resulta que el grafo de dependencia de un sistema monomial puede ser descompuesto en

componentes fuertemente conexos cuyo numero de bucle determina la estructura los ciclos



limites. El resultado de O. Coldn en [2], establece que si el nimero de bucle de cada

componente fuertemente conexo es 1, entonces f es un sistema de punto fijo.

Ademas en [5], L. Pérez define la operacion puente entre grafos fuertemente conexos, el
cual genera un sistema dindmico monomial. Para el sistema generado establece condiciones
suficientes para que este sea uno de punto fijo. También caracteriza algunas familias para
distintos k-puentes, usando un método de linealizacion donde obtiene una matriz de
funciones y por resultados de Herndndez-Toledo ver [6], determina una cota para el tiempo
de transicion calculando el polinomio caracteristico del sistema lineal resultante para dicho

sistema.

El tiempo de transicion de sistemas lineales se puede determinar a partir de la factorizacion
del polinomio en factores irreducibles. Para sistemas no lineales nuestra contribucion es la

primera para determinar tiempo de transicion.

En el presente trabajo determinamos el tiempo de transicion para sistemas dinamicos
monomiales que son generados bajo las condiciones establecidas por la operacion cufia,
para sistemas de punto fijo estudiados por Pérez, ver [5]. Ademas relacionamos la matriz
de adyacencia con los grafos de dependencia (digrafos) de estos sistemas y establecemos

condiciones bajo las cuales se determina el tiempo de transicion.

Nota: Los espacios de estados en este trabajo fueron creados con el software de DVD
desarrollado por el Grupo de Matematica Aplicada Discreta en el Instituto de
Bioinforméatica de Virginia (http://dvd.vbi.vt.edu). Los graficos de dependencia, los
cuales se utilizan fueron creados mediante el programa Graphviz desarrollado por AT & T
(http://graphviz.org).



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos Booleanos Monomiales

En este capitulo tratamos con sistemas dinamicos monomiales sobre un cuerpo finito
con dos elementos i.e. F, ={0,1}. En [2], O. Colon, et. al., proveen condiciones
suficientes y necesarias para que un sistema dindmico monomial booleano sea un sistema
de punto fijo. El rol fundamental es desempefiado por un invariante llamado el “nimero de
bucle”, que esta asociado con el grafo de dependencia de f. En Colon et. al., se asocia un
grafo dirigido llamado el grafo de dependencia de f y que se centra en los componentes
fuertemente conexos del grafo de dependencia. Por componentes fuertemente conexos nos
referimos a un subgrafo en el que siempre podemos encontrar un camino dirigido entre dos

vértices.

En [5], Pérez define la operacion k-puente entre grafos fuertemente conexos, el cual
genera un sistema dindmico monomial. El sistema generado por dicha operacion define un
grafo de dependencia que es fuertemente conexo. Ademas establece condiciones suficientes

para que algunas familias de distintos k-puentes sean de punto fijo.
2.1 Sistemas Dinamicos Booleanos Finitos y Grafo de Dependencia.

Definicion 2.1.1 Un sistema dindmico booleano es una funcién f, f:X — X, donde

X =FL



Puesto que hay una cantidad finita de estados en F%, es facil de observar que f puede
ser representado como f = (fy, ..., fy) con cada f; € F,[xy, ..., x,]. Cada f; representa un
monomio libre de cuadrado ver [7], que puede ser representado como una funcion
booleana. En otras palabras, para cada i, f; = xf” .. X, donde €ji € {0,1}. Veamos dos
casos triviales.

Si a; = 0 para cada i entonces f = 0. También, si a; = 1y €;; = 0 para cada i, j , entonces
f = 1. Ambos casos son ejemplos de sistemas dinamicos finito booleanos monomial

constante y por lo cual no consideramos en este trabajo.

Para el resto de esta capitulo cuando se habla de sistemas nos referimos a sistemas

dindmico booleano monomial es decir SDMB.

Definicion 2.1.2 La composicion de f consigo mismo r-veces, f" =fofo..of es

r—veces

denotado como la dindmica de f y se puede representar por un grafo dirigido, llamado el
espacio de estados (0 grafo de estados), denotado por S(f). El grafo esta construido de

manera tal que exista un eje dirigido del estado a hacia el estado b, es decir: a = b si

f(a) =b.

Note por definicion f™ = (f7, f5, ... D Y f7 = a; (ff " Heri(fFH%i .. (71, donde
a; € {0,1} Yy €ji € {0,1}

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el SDF (3, f) donde: f(xq, x5, X3, %x4) = (X1X3, X3, X2, X1 X3).
Determinemos algunas composiciones y observemos el comportamiento de sus funciones
coordenadas.

En efecto:

f (1, %2, %3, %4) = (X1%2, X3, %2, X1%3) = (f1, fo, f3, fu), donde  fy =x1x, ,  f2 = x3,
fs = X, f, = x,%3. Para determinar £2, por definicion tenemos que f2 = (f2 f2 f& %)
con 2= (f)(f2) = x1x,x3 , hacemos el mismo andlisis para determinar las demas

funciones coordenadas de donde se obtiene:

fz(xl,xz,x3,x4) = (x1X2X3, X2, X3, X1X7)



Se sigue el mismo proceso para poder determinar las potencias sucesivas.

f3(x1,xz,x3;x4) = (X1X2X3, X3, X, X1X2X3).

Sea a € F}, existen enteros [, r tal que f**"(a) = f"(a), con [ > 1. Si asumimos que [ y
r son minimales con respecto a tal propiedad. Decimos que el entero [ es el periodo de a.
cuando r = 0, se tiene que f‘(a) = a entonces a se encuentra en un ciclo de longitud ; si
[ =1; a es un punto fijo de f que llamaremos un bucle. EI minimo nimero r de las
composiciones de f necesarios para acceder a un ciclo es llamado tiempo de transicion de
f con respecto a tal ciclo. Este nimero, tiempo de transicion no necesariamente es el

mismo para cada ciclo de f, especialmente en el caso no lineal.
Observemos algunos ejemplos que ilustren lo enunciado en la parte superior.

Ejemplo 2.1.4 Consideremos el SDF (IF3, ) donde:

f(x1, %2, x3,%,) = (x1x5, X3, X3, x1X3). Ladinamica de f es representada en la figura 2.1

ks dSgm o o

Figura 2.1: Estado fase de f(xq, x5, X3, %) = (X1X3, X3, X3, X1X3).
Podemos observar el espacio de estados de f = (x;x,, X3, X5, X, Xx3): F3 — F3, en la figura

2.1 contiene un ciclo de longitud 2 y tres ciclos triviales basados en (0,0,0,0), (0,1,1,0) y
(1,1,1,1).
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Dado que la composicion de funciones se puede realizar una cantidad infinita de veces,
ahora definimos formalmente lo que significa para un sistema llegar a un estado de

equilibrio.

Definicion 2.1.5 Un sistema dindmico finito booleano (%, f), es un sistema de punto fijo

si cada ciclo tiene longitud 1.

Ejemplo 2.1.6 Consideremos el SDFBM (IF3, f), donde: f(x, x5, x3) = (x1%5,X3,%;). La

dinamica de f es representado en la figura 2.2.

Qoo Qi
Cood oD
CoD Crd
C1o
(oo D

Figura 2.2: Estado fase del SDFBM (IF3, ), donde f(xq, x5, x3) = (x1X5, X3, X1).

En la figura 2.2 el estado fase representa un sistema de punto fijo el cual contiene dos ciclos

triviales y el estado que mas tarda en llegar a un punto fijo tiene una altura de 4.

Para estudiar la dinamica de nuestro sistema asociaremos otro grafo a f, un digrafo X, con

vertices que corresponden a las variables de f.

Definicion 2.1.7 Sea (F%,f) un SDFBM. Entonces a (F%, f) le asociamos un grafo
dirigido “X;” llamado el grafo de dependencia con conjunto de vértices {ay, ay, ..., an, £}.
Existe un eje dirigido de a; a a; si x; es un factor de f;. También existe un eje dirigido de

a;aesia; =0; esdecir f; =0.
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Observe que los ciclos a; — a; son permitidos, esto ocurre si f; tiene un factor x;. Si
existe un eje de a; — ¢ (f; = 0), entonces no existe eje de a; — a; para todo j. Es
evidente que el sistema monomial f es completamente descrito por el grafo de

dependencia X.
Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 2.1.8 Consideremos el SDFBM (T3, f), donde f(x;, x5, x3) = (x3X3, X1, X5)

tiene el siguiente grafo de dependencia de la figura 2.3 (a) y el estado fase dado en la
figura 2.3 (b).

A >
()
(@) Grafo de dependencia. (b) Estado fase.

Figura 2.3: Grafo de dependencia y estado fase del SDFBM (IF3, f) donde f (x4, x5, x3) =

(x2x3, X1, X3).
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Ejemplo 2.1.9 Consideremos el SDFBM (F3,f), donde f(xq, x5, x3,%4) =
(x2x3, %1, x4, x1) tiene el siguiente grafo de dependencia de la figura 2.4 (a) y estado fase
en la figura 2.4 (b).

0—0&0

@) Grafo de dependencia (b) Estado fase.

Figura 2.4: Grafo de dependencia y estado fase del SDFBM (F3,f) donde

f(xlr X2, x31 x4) = (x2x31 X1, x4-l xl)'
El siguiente resultado fue probado por O. Coldn, para mas detalles ver [3].

Proposicion 2.1.10 Sea X el grafo de dependencia de f y asumir f™ # 0. Existe un

camino p: a; — a; de longitud m en X si y solo si f;™ contiene el factor x;.

La proposicion 2.1.10 es de suma importancia ya que establece una relacion entre los
factores de los monomios f;* y caminos de ciertas longitudes entre los vértices en el grafo

de dependencia de f.

En el capitulo 3 nos ayudara a demostrar y determinar el tiempo de transicion de un cierto

sistema dinamico discreto (SDD).
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Ejemplo 2.1.11 Consideremos el mapa f(xq, x5, X3, X4, X5) = (X4, X1 X5, X3, X4 X5, X5) CON

grafo de dependencia mostrado en la figura 2.5.

Figura 2.5 : Grafo de dependencia de f (x, x5, X3, x4) = (X3, X1 X4, X4, %1 ): F3 — F5 .

Por la proposicion 2.1.10 existen caminos p:a; — a, Y q:a; — a, de largo 3, esto es,

porque f3 = x,x, tiene como factores a x, Y x,.

Ejemplo 2.1.12  Consideremos  f(xq, x5, X3, Xs) = (X3,X1X4,X4,%X;) coOn grafo de

dependencia mostrado en la figura 2.6.

Figura 2.6: Grafo de dependencia de f(xq, X5, X3, X4) = (X3, X1X4, X4, X;): F5 — F3 .

En la figura 2.6 nosotros podemos encontrar caminos de largo 2 y 3 de a, en as.

Notemos que esto se debe a f,2 = x;x3 Y f° = x3x, son divididos por x.
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Corolario 2.1.13  f]" es el producto de todas las funciones f/~° para todos los caminos
p:a; — a; de longitud s < .

Demostracion. Esto se deduce por induccion, como en el proposicion 2.1.10.

Como se muestra en el ejemplo 2.1.12, hay una relacion entre los caminos del grafo de

dependencia y la composicion de la funcion f.
2.2 Componente Fuertemente Conectados.

Sea (X, f) un SDF, con grafo de dependencia X, en esta parte introducimos algunas
definiciones que relacionan los elementos de X (en vista que X es un digrafo asociado al
SDF (X, f)). Intuitivamente, un grafo dirigido (digrafo) es formado por vértices

conectados por ejes dirigidos.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el digrafo mostrado en la figura 2.7.

Figura 2.7 Grafo dirigido.

Definicion 2.2.2 Un camino p de largo k en un grafo es una sucesion de vértices
(Vo, V1, ..., Vi) donde cada (vj_q,v;), j =1, ..., k esta conectado por un eje f(vj_;) = v;.
Denotamos el camino p por p:v; — v; Y la longitud de p por [p| = k. Si el camino inicia

y termina sobre un mismo vértice es Ilamado un camino cerrado.

Es importante observar la relacion sobre los vértices del digrafo. Dos veértices estan

conectados si existe un camino de un veértice hacia el otro. Un conjunto de vértices IV con la
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propiedad que para dos vértices v, w € V, existe un camino v — w es llamado componente

fuertemente conectado (CFC) de un grafo.

Definicion 2.2.3 Sea X el grafo de dependencia de f.

1)

@)

3)

(4)
(5)

Escribimos a € X para a € Vi \{e}.

Para los vértices a, b € X, decimos que a Yy b estan fuertemente conectados, y
escribimos a~b, si, y solo si, existe un camino p:a — b y un camino de
q: b — a. Observe que siempre existe un camino de longitud cero (un camino
vacio) de a hacia a. entonces a~b es una relacion de equivalencia sobre V,-\{e},
Ilamada equivalencia fuerte.

Las clases de equivalencia de a € X, se llama un componente (fuertemente)
conectado y es denotado por @. Consideremos E(X) el conjunto de las clases
de equivalencia.

Un vértice a con un eje a — ¢ es llamado cero.

Para a,b € X, sea p:a — b un camino. Denotamos la longitud del camino p

por |pl.

Los componentes méas pequefios fuertemente conectados se describen a continuacion.

Si a; € X es un vértice con f; = 1, entonces por definicion no existe un eje originado en

a; , asi a; define un elemento de componente fuertemente conectado que solo contiene el

camino vacio. Lo mismo se cumple en el caso f; = 0, excepto que existe un eje a; — ¢,

pero existe solo un camino, el camino vacio de a; hacia a;. Si f; = x;, entonces a; define

también a un elemento de componente fuertemente conectado, ya que no existe eje de

a; — a; para j # i. Sin embargo hay infinidad de caminos cerrados p;: a; — a;, uno para

cada longitud |p;| = j € N.

2.3 Numero de Bucle.

Para esta seccion y de aqui en adelante asumimos que X es fuertemente conectado y

excluimos los casos f(x) = 1y f(x) = 0. En particular, si X es conectado fuertemente,

entonces este nos representa una sola clase de equivalencia.
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La definicion que se presenta a continuacién nos ayuda a simplificar el analisis a

determinar si un SDF es de punto fijo.

Definicion 2.3.1 Sea “X;” un grafo de dependencia de un SDFBM. El nimero de bucle de
un vértice a € Xy es el minimo de todos los nimeros t = 1 con ¢t = |p| — |q|, para todo

camino cerrado p, g: a — a. Si no existe un camino cerrado de a a a entonces el nimero
de bucle es cero. Este ultimo caso ocurre solo si @ = {a} y no existe ni un eje a hacia a.

(i.e. f = 0,1, los cuales quedan excluidos).

Observacion 2.3.2 Note que si existe un bucle p: a — a, entonces el nimero de bucle de
aesl.

Un bucle (o ciclo de largo 1) es un camino de un vértice en si mismo. Para la observacion
2.3.2 consideremos dos caminos: p *:a — a de largo |p x| =2y q *:a — a de largo
|g x| = 1, entonces por definicion de ndmero de bucle se tiene t = |p x| — |q *| = 1.

Por tanto concluimos que el nimero de bucle de a es 1.

Ejemplo 2.3.4 Consideremos el SDFBM (F5,f), donde f(xq,X5, X3, X4, Xs) =

(x2x3, X3, X4, X5, X1) Y tiene grafo de dependencia en la figura 2.4 y cuyo nimero de bucle
(e)—(=)

Figura 2.8: Grafo de dependencia SDFBM (F3,f) donde f(xy,x;,, X3, X4, X5) =

esigual a 1.

(x2x3, X3, X4, X5, X1) CON NUMero de bucle es igual a 1.

Consideremos los caminos p:a; — a, — a3 — a, — as — a, y el camino q:a; —

a, — a, — as — a,. Entonces |p| —|q| =5—-4 = 1.
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Si elegimos a,b € X. Vamos a mostrar que el nimero de bucle es invariante bajo la
eleccion de a y b, i.e. el nUmero de bucle de a y b son iguales, si X es conectado

fuertemente.

Lema 2.3.5 EI numero de bucle es invariante con respecto al vértice en cualquier grafo
fuertemente conexo X, i.e. numero de bucle es bien definido.

Demostracion.

Sean a,b € X y supongamos que el nimero de bucle de X es t, es decir que existen
caminos p,q:a — a tal que |p| — |q| = t. Queremos ver que el nimero de bucle esta bien
definido. Para ello sean p":a — by q': b — a dos caminos. Entonces p'pq,p'pq':b — b

son caminos cerrados con |p'pq| — |p'pq’| = t.

Asi el numero de bucle de b es menor o igual que el nimero de bucle de a. Por simetria el

ndmero de bucle es constante en X'. m

En el siguiente lema se establece una relacion entre el nimero de bucle y la longitud de los

caminos sobre X .

Lema 2.3.6 Sea t el numero de bucle de X. Sea p":a; — a; y q":a; — a; caminos.
Entonces |p'| — || € (t) € Z.
Demostracion.
Supongamos que [p'|>1q'| vy sea [p'|—1q9'|=rt+s con 0<s<t. Queremos
demostrar que s = 0.
Sean p,q:a; — a; tal que |q| — |p| = t. Hacemos r > 0. Entonces:

lp'pl = 1q'ql = 1p'l + Ipl — (9’ + Iql)

lp'pl = Iq'ql = (p'l = 1g'D) — (lq] = IpI)

lp'pl—1q'ql =1t +s—t

lp'pl—=lg'ql = (r =Dt +s
Por lo tanto, existen caminos p",q"":a; — a; con |p”| —|q"| =s. Sea p*:a; — a; un
camino. Entonces |p*p"'| — |p*q"'| = Ip"'| — 1q"'| = s = 0. Esto debido a la minimalidad

del nimero de bucle t. Por tanto |p’| — |q'| € (t). m
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Corolario 2.3.7 Sea el nimero de bucle de X igual a t y sea p: a — a un camino cerrado.
Entonces |p| € (t).
Demostracion.

En el lema 2.3.6 anterior tomamos p’ =py q = pp. ®

El resultado a continuacién fue publicado en [2].

Teorema 2.3.8 Sea (F%, f) un SDFBM. Entonces f es un sistema de punto fijo, si y solo
si, el namero de bucle de todos los componentes fuertemente conexos de X es 1.

Mostraremos algunos ejemplos que ilustran los resultados del teorema.

Ejemplo 2.3.9 Consideremos el SDFBM (T3, f), donde f(xy, x5, X3, x4) = (X2X3, X3, X4, X2X1).

El grafo de dependencia X, esta representado en la figura 2.9 (a) y estado fase en 2.9 (b).

(a) Grafo de dependencia (b) Estado fase
Figura 2.9: Grafo de dependencia y estado fase del SDFBM (F3,f) donde

[ (X1, %2, X3, X4) = (X2X3, X3, Xg, X2X1).
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Observemos que el nimero de bucle de X es 1y por el teorema 2.3.8 f es un sistema de

punto fijo el cual es representado en la figura 2.9 (b).

A continuacion se discutiran las operaciones de puente entre grafos fuertemente conexos el

cual genera un sistema dinamico no lineal.
2.4 Operaciones de Puente Definicién y Ejemplos

En esta seccion presentamos la definicion de la operacion puente entre dos grafos
fuertemente conexos el cual genera un sistema dinamico no lineal y algunos resultados
obtenidos por Pérez en [5] el cual nos brindan condiciones para estudiar el tiempo de

transicion que lo presentamos en el capitulo 3.

Definicion 2.4.1 Sean X, = {V;, Ef} y X, = {V,, E,} dos grafos fuertemente conexos
donde Vr = {ay,ay, ...,as}, Vz = {by, by, ..., bs} son los conjuntos de veértices de Xr y X,
respectivamente y Er = {ey, e,, ..., &}, E; = {wq,wy, ..., wz} son el conjunto de ejes de X
k
y X, respectivamente. Entonces se define el k-puente Xr\, Xy = {V k ,E & } donde:
Ng Vg
%4 E\ = {Cl, Coy iy Clo1, Apgy2, A 43, -+, A, bk+2,bk+3l . bg} Yy E E\ = {éi, é}, . é::} son el
fvg fvg

k
conjunto de vértices y el conjunto de ejes de X\, X, respectivamente con:

( (aia)); si(a,a) €Xpyij>k
(b, b;); si(bib;) €EXyyij>k
(coc); si(aya;) € Xy (b by) €,
(ci, aj); si (al-,aj) € X
(g,ci); si(a,a;) € Xy
(ci,b;); si(bib) € X,

\ (bj,c;); si(bj,b;) € X,

Note que XrV.X, induce un sistema dinamico monomial. Mas aun X¢V.X, induce el caso

=
I
N

mas simple no lineal, idoneo para estudiar el tiempo de transiciéon.
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Ejemplo 2.4.2. Consideremos X un 2-agono de la figura 2.10 (a) que define el sistema
(IF5, f) donde f(x;,x;) = (x2,%1), X un 4-4gono de la figura 2.10 (b) que define el
sistema (F3, g) donde g(¥1,¥2 V3, Va) = V2, V3, Va, v1) Y €l O-puente que se muestra en la
figura 2.10 (c) que define el sistema dindmico (FF5,h) donde h(zy,z, 23,24, 25) =

(2223, 21,24, Z5, 21).

O=0 @

(8) X un 2-agono (b) X un 4-agono

Q
O=C_J

(c) X¢V X4 O-puente de Xr un 2-agono y X, un 4-agono
Figura 2.10: 0-puente de Xr un 2-agono y X; un 4-agono.

Observacion 2.4.3
1. El O-puente se hace entre vértices y el k-puente con k > 0 se hace entre los ejes de

los grafos.
2. El grafo generado por el k-puente de dos grafos es el grafo de dependencia definido

en 2.1.7 que induce un sistema dinamico monomial.
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El siguiente resultado establece que el k-puente de dos grafos fuertemente conexos es un

grafo fuertemente conexo.

Lema 2.4.4 Sean Xy y X, dos grafos fuertemente conexos y sea k € Z,. Entonces

k
Xr\s Xg4 €s un grafo fuertemente conexo.

Demostracion.
Consideremos los grafos de dependencia X y X, dos grafos fuertemente conexos y sea

k
k € Z,. Por demostrar que X\, X, sea un grafo fuertemente conexo. Para ello, sean a y

k
b vértices en X\, X, Y sea c; un veértice arbitrario en el k-puente de X y X,.

Si ay b son ambos vértices en Xy 0 en X, ahi no hay nada que probar. Asi que

suponemos que a es un vértice en X y que b es un vertice en X;. Ahora como Xr y X,

k
son dos grafos fuertemente conexos y c; es un vertice de X\, X, existen caminos

p:a — ¢; Yy q:c; — b de Xy y X, respectivamente. Entonces r = pq es un camino desde

k
a hasta b. Por lo tanto X\, X, es un grafo fuertemente conexo. m

El resultado lema lo ilustramos mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.45 Consideremos, Xy un 3-agono y X, un 5-agono los cuales vienen

1
representados en la figura 2.11 (a) y 2.11 (b). foxg representa el 1-puente y es

ilustrado en la figura 2.11 (c) que define el sistema (FFS, f) donde f(xy, x3, X3, X4, X5, Xg) =
(x5, X3, X4, X5, X6, X1%2): FS — FS el cual es de punto fijo como lo mostramos en la figura
2.12.
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®
Q& w
OOl

(@) X¢ un 3-agono. (b) X, un 5-agono.
f g

()
()
(=)

1
(c) Xr V X, 1-puente.
1
Figura 2.11: Grafo de dependencia de X un 3-agono, X, un 5-agonoy X ng 1-puente.
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El préximo resultado propone aplicar una permutacion o del grupo simétrico, S,, a un
SDFBM donde los estados fases presentan un isomorfismo. Una consecuencia de este

resultado es que la dinamica es invariante de la k-cara donde el k-puente se realice.

Teorema 2.4.6 Sea g €Sy, f = (fi,for - f):FE — F} tal que f; = apx; ... x™
donde «; € {0,1}, €;; € {0,1} y sea K = {f:F; — F3)/(F3, f) es SDFBM }. Entonces
S(f) = S(¢s(f)) donde ¢,: K — K esun mapa definido por:

b (f) = (fa_l(l) (Xo)r s Xom))s s o1y (Ko@) s xo(n)))-

Demostracion.

Sean g € Sy, f = (fi, far -, f): Fy — F2 tal que f; = a;x;* ...x;" donde a; € {0,1},
€ji € {0,1}. Queremos mostrar que S(f) = S (¢4 (f)).

Previamente veremos que el mapa ¢, es bien definido y luego que exista una
correspondencia uno a uno entre los vértices y que preserve los ejes, para esto, sean

f,g € K ysupongamos que f = g, esto es que f; = g; parai = 1, ..., n. Entonces:
s (f) = (fo—lu) (X5 (1) o Xo(m) )s woos Fom1(m) (Ko (1), ""xo(n)))

b (f) = (90—1(1)(%(1); i Xg(m)s s Go1m) (Xo1), "-'xa(n)))
$o(f) = b4 (9)

Por consiguiente ¢, esta bien definida. Ahora para ver que existe una correspondencia uno
a uno entre los veértices considere el mapa ¥,:S(f) — S(¢,(f)) definido por:
lpg((al,az, ...,an)) = (ag-l(l),ag-l(z), ...,ag-1(n)).
Notemos que 1, €S un mapa uno a uno.
Si Yo((ay,az .., an)) = Yo ((by, by, ..., by)), entonces
(@511 Ao=102)r - Qo=1(m) = (bg1(1), Do=1(2)s -» Do=1(m))
y €omo (@y-1(1) Qo1(2ys s Ao1(ny)s (Pom1(1)s Bom1(2ys s Bo1(ny) € F tenemos que
A1) = b1y parai =1,..,n. Ahoracomo o~" es una biyeccion tenemos que
o~'(i) =jparaj = 1,...,n; de ahi que a; = b;. Por tanto existe una correspondencia uno a
uno entre los vértices de S(f) y S(¢,(f)). Para ver que los ejes son preservados,
supongamos que (a4, a,, ..., a,) — (bq, by, ..., by) en S(f). Entonces por definicion del

estado fase tenemos que.
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f((al, a,, ..., an)) = (fl(al, Ay, ey Ap), e fn(@q, Ay, o) an))

f((all az, ..., an)) = (b1) bZ) ey bn)
Por consiguiente;

bo(Vo(as, az, ..., an)) = Py ((%—1(1)» As-1(2) ""ao_l(n)))
= (For10(@otom100yr =1 Bota1600 ) o1 (o o100 1 Ba =10
= (For1c0)(@0 s @) o F oty (@, s O) )
= (bo-12y bo=1(2y +» Dom1my)

= Yy ((by, by, v, b))

Esto implica que ¥, ((ay, ay, -, an)) — Yo ((by, by, ..., b)) en S (¢ (f)). Por tanto el
estado fase de f es isomorfo al estado fase de ¢, (f). m

Ejemplo 2.4.7 Consideremos el SDFBM (F3, ) donde f(xy,x3, x3) = (x1x3X3,%1,%3) Y

seac = (3 1 2) € S3. Entonces por el mapa ¢, del teorema 2.4.6 se tiene que:

s (f) = (fa_l(l)(xa(l)'xa(z);xa(3));fa_l(z)(xa(l);xa(z)f xa(3))rfa_1(3)(xa(1)fxa(z):xa(3))) de
donde tenemos que ¢, (f) = (x3, xq, x1x,x3). Por tanto por el teorema 2.4.6 se tiene que:
S(f) = S(¢s(f)) los cuales estan representados en la figura 2.13 (a) y (b).

OIOICICHEERCHICITIC)
<DICAD I,
(o) <
Dy <

(a) Estado fase S(f) (b) Estado fase S (¢, (f))

Figura 2.13: Estado fase de S(f), S(¢,(f)) del SDFBM (F3, /) donde f(xq,x,,x3) =

(x1x2x3, X1, X7).
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Ejemplo 2.4.8. Consideremos el 0-puente entre C; un 3-4gono y C, un 2-agono mostrado
en figura2.14 el cual define un SDFBM (IF3, f) donde f(xy, x5, X3, x4) = (X2X3, X1, X4, X1)
y sea la permutacion ¢ = (2 1 3) € S5. Entonces por el mapa ¢, del teorema 2.4.6 se

tiene que:

¢o’ (f) = (fa_l(l) (xo(l); Xa(2) xo’(3); xo’(4)); ey fo'_l(zl-) (xa'(l)l Xo(2) x0(3)' x0(4))) de
donde tenemos que ¢, (f) = (x3, x4, X1X4, X3). Por tanto por el teorema 2.4.6 se tiene que:
S(f) = S(¢s(f)) los cuales estan representados en la figura 2.15 (a) y (b).

O=0
)

Figura 2.14: 0-puente entre C5 un 3-4gonoy C, un 2-agono

(a) Estado fase S(f) (b) Estado fase S (¢, (f))

Figura 2.15: Estado fase de S(f) y S(¢,(f)) del SDFBM (3, f) donde

f(xlerIxBJx4-) = (XZ.X3,X1,.X4, xl)'
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Corolario 2.4.9 Sea k € Zs,, entonces el estado fase de la funcion h tal que X} =

k
Xr\s Xg4 €s invariante respecto al k-puente.

Seguidamente se establece las condiciones necesarias y suficientes del sistema dindmico
generado por el k-puente de dos grafos fuertemente conexos para que sea un sistema de

punto fijo.
El siguiente teorema provee dicho criterio.

Teorema 2.4.10 Sean Xy y X, dos grafos fuertemente conexos con n y m Vértices

respectivamente tal que gcd(n, m) = 1. Si existe un camino p:a — a en Xy y un camino

k
q:b — b en X, tal que [p| =ny |q] = m. Entonces X\, X, es un sistema de punto

fijo.
Demostracion.

Sean X y X, dos grafos fuertemente conexos con n'y m respectivamente tal que (n,m) =

k

1y supongamos que L(Xf\/ xg> =t y que existe un camino p:a — a en Xy y un

k
camino q:b — benq:b — b tal que |[p| = ny |q| = m. Queremos ver que X\, X, es

k
un sistema de punto fijo. Por el lema 2.3.4 X\, X, es un grafo fuertemente conexo, asi

k
que L<Xf\/ Xg> es invariante por el lema 2.2.5. Ahora por el corolario 2.4.9 es

invariante de donde se hizo el k-puente. Asi que sean a4, a,, ..., a; Vértices en el k-puente
tal que a; =aVvb para i € {1,2,...,k}. Esto es que existe un camino p:a; —a; y
q:a; — a; tal que se mueve por Xy y que se mueve por X, con |p|=ny |q| =m.
Entonces por hipotesis (|p|,|q]) = 1, 0seaque 1 = |p|x + |g|y donde x,y € Z.

Ahora por el lema 2.2.6 tenemos que |p| — |q| = tl donde [ € Z, es decir |p| = tl + |q]|.
Por consiguiente:

1=(tl+1qDx + Iqly
1=tlx+|q|(x+y)
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Esto implica que 1 = (t,|q|) y por el corolario 2.3.7, |q| € (t), asi que t = 1. Por

k
consiguiente X\, X, es un sistema de punto fijo por el corolario 2.3.8. m

Corolario 2.4.11 Sea C, un n-4gono y C,, un m-agono tal que gcd(n,m) =1y sea

k
k € Z.,. Entonces C,, \/ C,, €s un sistema de punto fijo.

Ejemplo 2.4.12 Consideremos, C; un 3- a4gono y Cs un 5-4gono los cuales vienen
representados en la figura 2.16 (a) y 2.16 (b). C; vV Cs representa el 2-puente y es ilustrado
en la figura 2.16 (c) donde el sistema (FS,f) es definido f(xq,x;, X3, X4, X5, Xg) =
(x5, X3, X4 X5, X1, X6, X1): FS — FS. Donde aplicando el corolario 2.4.11 tenemos que

(F$, f) es un sistema de punto fijo.

o
o

OWNO aae

QG

(@) €5 3-agono (b) Cs 5- 4gono (c) C3 v Cs 2-puente C5 Yy Cs.

Figura 2.16: 2-puente de C5 un 3- agono y Cs un 5- 4gono.
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Figura 2.15. Estado fase del sistema:

f(xlerrx3:x4! xS'x6) = (xz,x3,x4x5,x1,x6, xl): IFS - IFS
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Capitulo 3

Cuias en Sistemas Dinamicos

En el presente capitulo introduciremos la operacion cufia que viene a ser una
particularizacion de la operacion k-puente entre grafos fuertemente conexos. Dicha
operacion viene a ser el 0-puente. El grafo obtenido por esta operacion nos define un
SDFBM sobre el cuerpo F, y mapa f = (fi,fo ....fn):Fy — F%, tal que f; =
x;txs? L xg € Fylxy, x,, ., x,].  Particularmente estudiaremos y estableceremos el
tiempo de transicion del SDFBM cuyo grafo de dependencia es determinado por la
operacion cufia entre un poligono de n lados, C,, y un poligono de m lados, llamado C,,,

donde m y n son co-primos.
3.1. Definiciony Ejemplos

El estado fase del sistema inducido por la cufia de los poligonos antes mencionado
estd compuesto de dos ciclos triviales y arboles conexos adjunto a uno de los vértices del
ciclo. Para cualquier elemento x € Fy al iterar f se tiene: fo(x) =x y f™i(x) =
f(f™(x)), para cada n > 0. La Orbita de x es el conjunto O(x) = {f™(x):n = 0}. La
dinamica del sistema (IF%, f) es la descripcion de todas las posibles orbitas. Debido a que la
6rbita de x es un conjunto finito, existen enteros m, r tal que f™*"(x) = f™(x), con r >
1. Siasumimos que m y r son minimales con respecto a esta propiedad, decimos que el
entero r es el periodo de x y también de su érbita. Cuando m = 0, se tiene que f"(x) = x

y la orbita de x es un ciclo de longitud r; si r =1; x es un punto fijo de f que lo
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[lamaremos ciclo de un bucle. Cuando m = 0, la parte de la Orbita constituida de
x, f(x), ..., f™1(x) se llama la parte de transicion de la érbita, f™(x) seria el primer
elemento de la oOrbita de x que representa el final del ciclo. EI maximo nimero m de las
composiciones de f necesarios para acceder a un ciclo se llama tiempo de transicion de

S(f) con respecto al ciclo.

Definicion 3.1.1. Dado f:F3 — F} y a € F}. La Orbita de x se puede escribir como:
S(x) ={a, f(a), ..., fte(a), fta*l(a), ..., ftatTa"1(q), ftatTa(q) = fta(a)}. Para minimos
ta Y Ta

Definicion 3.1.2. Dado un cuerpo F%, una funcion. f = (fy, f5, ..., fn): F3 — F%, donde
fi € Falxy, g, e xnl, fi = x50 x520 o xy™, €;; € {0,1}. Definimos el tiempo de transicion
de un vector a € F4 como el minimo entero no negativo t, tal que ft(a) = b; para algin
b € F} tal que b = fte(a) = fla*"a(a) € Fy; r,-longitud del ciclo (i.e. b € F} es

elemento terminal que se encuentra en un ciclo de largo 7).

En particular el tiempo de transicion de un elemento terminal de un sistema de punto fijo
sera cero. El tiempo de transicion de un SDFBM (IF%, f) es el maximo de los tiempos de

transicion de sus elementos.

Nota. El tiempo de transicion de los estados del sistema no necesariamente tiene que ser el

mismo.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos el SDF (F3, f) donde

f(x1,x2, %3, %4, %5) = (X2X3,%1,%4, x5, %1). El €spacio estado de f se muestra en la figura 3.1.
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Figura 3.1. Espacio estado de f(xy, X5, X3, X4, X5) = (XpX3, X1, X4, X5, X1): F3 — F3.

Note que del estado fase de SDF (IF3,f) representada en la figura 3.1 se observa los
diferentes tiempos de transicion de los vectores de estado t(p1000) = 1, t(01010) = 2,
to111) = 3: tao101) =4 Y tai100) = 5 etc. De donde obtenemos que el tiempo de

transicion del sistema (F3, f) es 5.

Definicion 3.1.4. Sean C,, un n-agono y C,, un m-agono, Entonces se define la operacion

cuiia entre C, y C, como el grafo C,VC,, donde su conjunto de vértices es
{c1,Ca, ., Cnem—1} Y EXiste un eje dirigido ¢; > ¢;,; paral < i < n+m — 1. También

existe uneje ¢, > ¢; & Cpem—1 = Cn-

o) (2

\
—FK

: —
e e Cn+m_1 Cn+m_2

Figura 3.2: cuiiaentre C, y Cp,
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Observacion 3.1.5. La operacion cufia representa una particularizacion de la operacion k-

puente, esto es el O-puente.

Observacion 3.1.6. El grafo de dependencia resultante mediante la operacion cufia
describe un sistema dindmico booleano monomial. Para que este sea de punto fijo debe
satisfacer que el maximo comun divisor de los vértices del C, un n-agono y C,, un m-

agono es 1 (esto es que gcd(n,m) = 1). Para mas detalles ver [5].
Ejemplo 3.1.7. Consideremos el 2-a4gono de la figura 3.2 (a) que define el sistema (FF%, )
donde f(x;,x,) = (x5,x,) y el 3-4gono de la figura 3.2 (b) que define el sistema (F3, f)

donde g(v4,¥2, ¥3) = (¥2,¥3,v1). La operacion cufia esta dada en la figura 3.2 (c) que

define el sistema dinamico (F3, /) donde h(zy, z,, 23, Z4) = (2223, 21, Z4, 21).

O=0

(@) C, un 2-agono (b) C5 un 3-a4gono

OO
()—

(c) C,v(C; cufade C, y Cs

Figura 3.3 : cufia de un 2-4gono y un 3-a4gono.
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Ejemplo 3.1.8. Consideremos C, un 4-agono para el sistema dinamico (F3,f) donde
£y, x0,x3,%4) = (x2,%3,%4,%;) Y €l Cs un 5-agono para el sistema dinamico (I3, g)
donde g(y1, Y2, V3, Y4 ¥s) = (V2, ¥3, Va, Vs, ¥1) 10s cuales vienen representados en la figura
3.3 () y (b). C,VCs representa la cufia de estos y es ilustrado en la figura 3.3 (c), por el
corolario 2.4.11 el sistema (I3, h) es de punto fijo donde h(zy,z,, 23, 24, Zs, Zs, Z7, Zg) =

(ZZZSJ Z3,Z4y21,2¢,27,Zg, Zl)-

%

@ C, un 4-agono (b) Cs un 5-agono

() C4VCs

Figura 3.4: Cufia entre C, un 4-agonoy Cs un 5-a4gono (C,VCs).
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En vista de que al sistema (IF3, ) se le asoci6 un grafo dirigido X al cual se le denomina
grafo de dependencia, damos a continuacion algunas definiciones que nos relacione los

vertices y eje de X.

Definicion 3.1.9. Sea X un digrafo. Dos vértices a,b € V, se llaman conectados si

existe un t € N y vértices vy, v,, ..., vy € Vy (N0 necesariamente distintos) talque:
a—v, >V, = —Vv —b

en esta situacion escribimos a w¢ b. Donde s es el nimero de ejes dirigidos que participan

en la secuencia de a hacia b (en este caso s =t + 1).

Dos secuencias a w¢ b de la misma longitud son considerados diferentes si los ejes
dirigidos implicados son diferentes y el orden en el que ellos aparecen son diferentes,
incluso si los vértices visitados son los mismos. Por convenio, un solo vértice a € Vy esta

siempre conectado asi mismo a w, a por una secuencia de longitud 0.

Definicion 3.1.10. Sea X undigrafo y a,b € V, dos vértices. Una secuencia a w b
a—vy DUV, > >V —>b
se llama un camino, si ningun vértice v; es visitado mas que una vez. Si a = b, pero no

hay otro vértice més de una vez, a ¢ b se llama camino cerrado.

Definicion 3.1.11. Sea X un digrafo. Dos veértices a,b € Vi se llaman fuertemente
conectados si existen numeros naturales s, t € N talque
aw,bybw,a

En esta situacion escribimos a = b.

Teorema (y definicion) 3.1.12. Sea X un digrafo. = es una relacion de equivalencia sobre
Vy llamada equivalencia fuerte. Las clases de equivalencia de cualquier veértice a € Vy €s
llamado componente fuertemente conectado y denotamos por @ S Vy..

Demostracion.

Debido a la convencion a w, a la relacion = es reflexiva. La simetria sigue trivialmente

de la definicion =. Transitividad se siguede a=by b=c
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= (awsbybw,a)ybw,cycw,b)
=AMy CY C™yp A

= a=_cC.

Definicion 3.1.13. Sea X un digrafo y a € V) uno de sus Vvértices. EI componente
fuertemente conectado @ < V- es llamado trivial si, y solo si @ = {a} y no hay ningun eje

a—aenkEy.

Definicion 3.1.14. Sea X un digrafo con un conjunto de vértices V,- de cardinalidad
[Vl =ny Vy ={ay,a,, ...,a,} una enumeracion de los elementos de V;. La matriz
A € M(n x n;N;) cuyas entradas son definidas como

el nimero de ejes de a; hacia a; si a; # q;
b el nimero de bucles en q; si a; = q;

para i,j = 1,2,...,n es llamado la matriz de adyacencia de X con la numeracion a.

Por otra parte, sea Xy el grafo de dependencia de f y V¢ = {ay, ..., a,} la numeracion
asociada de los elementos de V. Entonces segun la definicion del grafo de dependencia,

A € M(n x n,N,) es precisamente la matriz de adyacencia de X con la numeracion en a.

Ejemplo 3.1.15. La matriz de adyacencia del grafo de dependencia en la figura 3.4

utilizando el orden de los vertices a,,a,, as,a, Viene representado por A

a, a, as Ay

Q @ @ /0 10 1
Ax:az O O 1 0

as 1 0 0 O

offe AR

Figura 3.5: Grafo de dependencia y su matriz de adyacencia correspondiente.
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El siguiente resultado es un clasico en la teoria de grafos (ver 15).

Teorema 3.1.16. Sea X un digrafo con un conjunto de vértices V- y de cardinalidad
Vx|l =ny Vy ={ay,a,, ..,a,} una enumeracion de los elementos de V,.. Ademas sea A
su matriz de adyacencia (con la numeracion de a), mun numero natural y B = A™ la

potencia m-ésima de A. Entonces Vi,j € {1,2,...,n} la entrada B;; de B es igual al nimero

de diferentes secuencias a; w, a; de longitud m.

Veamos algunos ejemplos para ilustrar el teorema.

Ejemplo 3.1.17. Consideremos el grafo de dependencia con su correspondiente matriz de

adyacencia y orden de los veértices a,, a,, as, a,-

e

oy

Il
R orR o
coor
coco R
oro o

Figura 3.6: Grafo de dependencia C,V (5 y su matriz de adyacencia.

Observe que las diferentes potencias de la matriz de adyacencia, segun el teorema en el
resultado de dichas potencias las entradas [A"]l-j nos indica el nimero de secuencias

existentes del vertice a; hacia a; de longitud k.

2

hrOoRr O
coor
cocor
orO O
I
Sror
R OR O
R OR O
coco R
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0110 111 0
<1ooo>=<1001>
0 0 0 1 0110
1 0 0 0 10 0 1
01 1 0n* ,1 111
<1ooo>=<1110>
0 0 0 1 1 0 0 1
1 0 0 0 1110
01 1 0° ,2 111
<1ooo>:<1111>
0 0 0 1 111 0
1 0 0 0O 11 1 1
01 1 n® ,2 2 2 1
1 000)_(2111
00 0 1 11 1 1
1 0 0 0 21 1 1

En particular analizamos algunas de las entradas de la matriz potencia A®, sean [4%],; ¥
[A4%]53.

Para [A4°],; = 2, entonces las secuencias son:
a, > a — a3 > Ay — a4 — Ay — g
a, —a, —0a, —> a4 — a3 — Ay — A
Para [A4%]55 = 1, se tiene la siguiente secuencia:
az3 — a4 — a1 — Az — a4 — 41 — 043

La matriz de adyacencia de un grafo de dependencia, posee toda la informacion para

reconstruir el grafo veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.18. Consideremos la matriz de adyacencia de cierto digrafo.

BN

Il
cocor o
RO oo R
cococor

SO RrRrEk O
SO O
\__/
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Construimos el digrafo de la matriz de adyacencia cogiendo el orden de los vértices
1,2,3,4,5, de donde se obtiene:

-

Figura 3.7: grafo de dependencia obtenida de su matriz de adyacencia.

Nota 3.1.19. Dos grafos dirigidos con la misma matriz de adyacencia, son isomorfos. Dos
grafos dirigidos pueden tener distintas matrices de adyacencia si se permutan el orden de

los vértices.

Consideremos el digrafo del ejemplo anterior, determinaremos que las matrices de
adyacencia con diferentes ordenes de los vértices nos representan la misma matriz si se

permutamos el orden de los vértices.

0110 0 00 0 0 1
10010\ 00101\
A=l0o 0o 0o 1 0ol yB=|1 100 0
00001/ 01010/
010 0 1 000 1 0

La matriz A tiene orden en los vértices 1,2,3,4,5, mientras que la matriz B tiene orden en

los vértices 3,2,1,5,4.

Para mayor claridad no importa el orden de los vértices para determinar la matriz de
adyacencia, sin embargo existe una relacion importante entre estas dos matrices. La lista de

los vértices 3,2,1,5,4 es una permutacion de la lista inicial 1,2,3,4,5. Ademas, la
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permutacion 3,2,1,5,4, puede describirse diciendo que el 3 pasa a la posicion 1, 2 pasa a la
posicion 2, 1 pasa a la posicion 3, 5 a la posicion 4 y finalmente 4 pasa a la posicion 5. Esto

podemos escribir como:

_ e W
N« N
W«
Do« Ul
Ul — b

De hecho, si nosotros primero permutamos las filas de la matriz A de acuerdo a esta
permutacion, y segundo permutamos las columnas de la matriz resultante de acuerdo a esta

misma permutacion, entonces obtenemos la matriz B.

01100\ permutar /00010\
100 10| J' [100 10
A=|l0 0 0 1 of] —/5 |Jo 1 1 0 o]
000 0 1 01001/
010 0 1 000 0 1
permutar [0 0 0 0 1\‘

columnas 0 O 1 O 1
32541110 0 0|=8

01010/

000 10

Observacion. Diferentes ordenamientos de los vértices pueden dar distintas matrices de
adyacencia, sin embargo, cualquiera de las dos se diferencian solo por una permutacion fija

aplicada tanto a las filas y a las columnas (PAPT = B).

Una observacion es de rigor. Si m & n son co primos entonces el sistema dinamico f con
grafo de dependencia la cufia de un n-4gono y un m-agono es uno de punto fijo. Por lo
tanto sus Unicos puntos fijos son (0,0,...,0) y (1,1,....,1). Esto quiere decir que existe un
valor r, tal que f"(v) = (0, ...,0) para toda v # (1,1, ...,1). Esto ocurre solamente si para

cada f", donde f = (fi,..., fnem—1) €S Un monomio en las variables x;, xy, ..., Xp1m—1-
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Pero por resultado 2.1.10 esto equivale a que todo Vvértice en el grafo de dependencia esta
unido por un camino de largo r. Por teorema 3.1.15, si hallamos la minima potencia r’ de
la matriz de adyacencia de f tal que todas las entradas son distintas de cero entonces r ' es
el tiempo de transicion de f. Debido a que no pudimos demostrar que la matriz de
adyacencia tiene entradas todas distintas de cero a la potencia minima (n + 1)(m — 1),

tuvimos que recurrir a la teoria de ecuaciones diofantinas para probar nuestra conjetura.

3.2. Tiempo de Transicion de un Sistema Dinamico Finito de Punto Fijo

definido por la Cufa.

En esta seccion se estableceran las condiciones necesarias y suficientes para
determinar el tiempo de transicion de un SDF generado por la operacién cufia de C,, un n-
agono y C,, un m-agono el cual nos defina un sistemas de punto fijo. El corolario 2.4.11
nos garantiza, para que ello ocurra se debe de cumplir que gcd(n, m) = 1, esto quiere decir

que n y m deben ser co-primos.

Ecuaciones Diofantinas 3.2.1

Una ecuacion diofantica es cualquier ecuacion algebraica, generalmente de varias variables,
planteada sobre los nimeros enteros o sobre los nimeros naturales N, es decir, se trata de

ecuaciones cuyas soluciones son nimeros enteros.

Ejemplo 3.2.2 La ecuacién x+y =5 es un ejemplo de ecuacion diofantica. Esta
ecuacion tiene infinitas soluciones sobre los numeros reales. Como regla general, sin
embargo, las ecuaciones que aparecen en los problemas tienen restricciones que nos ayudan
a limitar a un pequefio nimero de casos e incluso a una unica solucién.

Si en nuestra ecuacion restringimos los posibles valores de x e y a los enteros positivos,

tenemos 4 posibles soluciones los cuales son: (1,4), (2,3), (3,2) y (4,1).
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Una ecuacion diofantica lineal ax + by = ¢ o identidad de Bézout tiene solucion si, y solo
si d = gcd (a, b) (maximo comun divisor de a y b) es un divisor de c. Para encontrar una
solucion particular se hizo uso de la identidad de Bézout y el algoritmo de Euclides, para

mas detalles ver [10,14].

Un problema muy interesante ligado a la ecuacion diofantica se presenta en encontrar el

namero de Frobenius.

El siguiente teorema trata del “Problema de Diofantico Frobenius” considerando nimeros

enteros positivos primos relativos a4, a,, ..., ag encontrar el nmero natural mas grande

(lamado el namero de frobenius y denotado por g(a4, a,, ..., as)) que no es representable

como una combinacién lineal de estos numeros a4, a,, ..., a;. ES decir como una suma;
aky + azk, + -+ agks

donde k4, ks, ..., kg son nimeros enteros no negativos.

Por ejemplo, la cantidad méas grande que no puede ser obtenida usando sélo las monedas de
3y 5 unidades es 7 unidades. La solucion a este problema para un determinado conjunto de

denominaciones de monedas se llama el nimero de Frobenius de la serie.

En particular nos interesa el caso cuando s = 2.

Teorema 3.2.3 (nUmero de frobenius para s = 2)
Sean n y m enteros no negativos primos entre si. Entonces
gn,m)=nm—-—n—m.
Demostracion.
SeaT = nN +mN = {nx + my/x,y € N}.
Supongamos que nm —n —m = nr; + mry, conry, 1, € N.
Asi;
nm-—-n—nry=mr,+m

nim—r,—1)=m(r, + 1)
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y puesto que gcd(n,m)=1,entonces m|(m—r,—1)asi m—r,—1=sm=m lo
cual es imposible. Por lo tanto nm —n —m & T. Ahora, sea
c=nm-n-—-m (D
podemos demostrar que ¢ + i € T para cualquier entero i > 1. Por el teorema de Bérzout,
siempre existen enteros positivos r, y rp,, 0 <r; <m talque nry +mr, =1 y asi:
niry + mir, =i (@)

luego sumando (1) y (2) obtenemos: ¢ +i = nm —n — m + nir; + mir,

c+i=m-1—-irgn+ (i, —1m (3)
podemaos escribir este ltimo resultado comoc +i = v;n+v,m con 0 < v, <n.
Ahora, desde que:
—i=c—vn—v,m
—l=nm-—-n—m-—uvn—1uv,m
—i=(-1-v)n+(n—-1—-v,)m
no pertenece a T y como n—1—wv, >0 entonces debemos tener —1 —v, <0

implicando que v, > —1, entonces, v, >0. Asi c+i€T. m

Ejemplo 3.2.4. Consideremos la cufia entre C; 3-4gono y Cs 5-4gono con su

correspondiente matriz adyacente que se muestra en la figura 3.7

Figura 3.8: Cufia C;VCs
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Para la construccion de la matriz adyacente tomamos el siguiente orden entre sus vertices,

X1, X2, X3, X4y X5, Xgy X7.

SO OO OO -

SO OO O O

SO OO OO

S OO, OO0 O

SO RrRrO OO O

oS R OO

Donde A representa la matriz de adyacencia del grafo de dependencia de la cufia C;VCs,

luego determinamos algunas potencias de la matriz y observamos sus entradas.

o~
(=Y
[9) ]
Il
w
Wk WKk Wk S

_ W R W W

Wk WKk Wk D

W R R R W W

WhR RN WR R,

B W R W s W

Wk WR WE WS

B Wk WA WN

Wk WKk WKk D

R WRRRPWW

Como podemos ver la matriz de minima potencia el cual tiene todas las entradas diferentes

de cero es A% , este hecho por los teoremas mencionados nos garantiza que existen

caminos entre sus vertices de longitud 16.
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Figura 3.9: Espacio fase de la cufia entre C3 3-agono y Cs 5-agono.
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Note por lo mencionado antes que si nuestra conjetura de que (n + 1)(m — 1) es el tiempo
de transicion de estos sistemas, entonces todo par de vértices en el grafo de dependencia
esta conectado con un camino de largo 16. Como todo camino es de la forma 2 + 3x +
5y + 4 queda ver si puedo escribir 10 como 3x + 5y. El siguiente teorema, nos garantiza
que esto es posible. Con la ayuda del nimero de frobenius demostramos nuestro resultado

mas importante.

Teorema 3.2.5(+). Sean n y m enteros positivos co-primos, con m >n y f un sistema
dinamico monomial discreto sobre F, de dimension n+m — 1, tal que el grafo de
dependencia de f es la cufia entre C, n-agono y C,, m-agono. Entonces el tiempo de
transicionde fes (n+ 1)(m — 1).

Demostracion. Consideremos la cufia entre C,, un n-agonoy C,, un m-agono el cual esta

representado en la Figura 3.9.

O ONCNC
R X ‘¢
. - /\‘

Figura 3.10: Cufia entre C,, un n-agonoy C,, un m-agono (C,VC,,).

O

AN

Si n'y m son coprimos, entonces f es un sistema de punto fijo, ver [2]. Debemos demostrar
que para todo vector v = (1,1,..,1) en F3*™ 1 (m—1)(n+ 1) es el entero mas
pequenio tal que:

fm-DE+D (1) = (0,0, ...,0).
Ahora, note que f ™=@+ () = (0,0, ...,0) solamente si £, V™V es dividido por el
monomio x;x, ...X,.m-, para toda i€ {1,2,..,n+m—1}. Esto equivale, por un
resultado en [2], a que tenemos que demostrar que para cualquiera dos vértices a 'y b en el

grafo de dependencia de f, éstos pueden ser unidos por un camino de largo (m — 1)(n + 1).
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Sea t el largo de un camino, para el cual cualquiera 2 vértices en el grafo de dependencia de
f pueden ser conectados. Entonces;
t=nx+my+j; 0<j<2m-2 x,y€N
Note:
=>t—j=nx+my
=t —j>nm—m—n (por Frobenius)
>t—jznm-m—-n+1
>t—-2m-2)2nm-m—-n+1
>t>znm+m—-—-n-—1
>t=>n+1)(m-1)
Por tanto por minimalidad,
t=m+1)(m-1)m

Con este teorema hemos garantizado que el tiempo de transicién de un SDF definido por la
cufia de dos cualesquiera 4gonos con las condiciones establecidas viene a ser (n + 1)(m —
1) donde n representa el nimero de vértices de C,, y m representa el nimero de vértices de
Cn-

Ejemplo 3.2.6. Consideremos C, un 2-agono para el sistema dinamico (IF3, f) donde
fxy,x;) = (x,x,) y el Cs un 5-agono para el sistema dinamico (F3,g) donde
IV, Y2, Y3, Ve Vs) = (¥2, V3, V4, Vs, ¥1). Entonces la cufia de estos C,VCs define el
sistema dinamico (S, h) donde h(zy, z,, 23, 24, Zs, Zg) = (2,23, 21, Z4, Zs, Zg, Z1) 10S cuales

vienen representados en las figuras 3.10 (a), (b) y (c).

-

(@) C, un 2-a4gono (b) Cs un 5-agono
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A

@
(=)
(c) cufa C,VCs

Figura 3.11: Cufia entre C, un 2-agono y Cs un 5-agono.

Por un resultado en [2,5], la cufia entre C, un 2-4gono y Cs un 5-a4gono define que el
sistema (IF$, h) es de punto fijo y por los teoremas 3.2.5 y 3.2.6 el sistema tiene tiempo de
transicion (n+1)(m—-1) =2+ 1)(5—1) =12, el cual podemos observar en el
espacio de estados que se muestra en la figura 3.10. Es de recordar que el tiempo de
transicion de un sistema es el maximo de los tiempos de transicion de los estados el

espacio de estados.
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) (1

111101

11011

0110t

@ @ - 110110 111100

i1

m 011100
& @
m 001101 @
000010 001010
000100 001100

010000

010110

Figura 3.12: estado fase del sistema (S, f) donde f = (2,23, 21, Z4, Zs, Zg, Z1).
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Ejemplo 3.2.7. Consideremos, C; un 3- agono y C, un 4-agono los cuales vienen
representados en la figura 3.13 (a) y (b). C;Vv C, representa la cufia y es ilustrado en la
figura 3.13 (c) donde el sistema (IS, /) es definido f: = (x,x4, X3, X1, X5, Xg, X1): FS — TFS.

Donde aplicando el corolario 2.4.11 tenemos que (IS, f) es un sistema de punto fijo.

a@e i
o

(@) €53 3-agono (b) C, 4- agono

(c) C3 v C, (cuiaentre C5y Cy).

Figura 3.13: cufia entre C3 un 3- &gono y C, un 4- agono.

Por el teorema 3.2.5 el sistema tiene tiempo de transicion igual a 12, sin embargo esta largo

guarda una relacion entre los vértices del grafo de dependencia de la cufia entre C; un 3-

agono y C, un 4- agono.

Estoes; 12=3B+1)4—-1)=3(x)+4(y)+j para 0<j<2(4)—2. En la tabla
presentamos la relacion de los caminos de un cierto vértice con los demas y por resultados

en [2] deducimos que;



flz(x11x2!x3ix4'x51x6) = (

(o)}

i=1
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Xj > X 12=3x)+4(y) +j X > X 12=3x)+4(y) +j
11 12=3(4)+4(0) + 0 21 12=3(2) +4(1) + 2
152 12=3(1)+4() +1 2 -2 12 =3(0) +4(3) + 0
153 12 =3(2) + 4(1) + 2 253 12=3(1)+4() +1
154 12=3(1)+4(2) +1 2 >4 12 = 3(3) + 4(0) + 3
155 12=3(2) +4(1) + 2 2->5 12 = 3(0) + 4(2) + 4
16 12 =3(3) + 4(0) + 3 2> 6 12=3(1) +4(1) +5
31 12=3(D)+4(2) +1 451 12=3(3) +4(0) + 1
32 12=3(2) +4(1) + 2 452 12 = 3(0) + 4(2) + 4
353 12 =3(3) +4(0) + 0 453 12=3(1) +4(1) +5
34 12 =3(2) + 4(1) + 2 454 12 =3(0) +4(3) + 0
3.5 12 =3(3) + 4(0) + 3 455 12=3(1)+4(2) +1
356 12 = 3(0) + 4(2) + 4 456 12 =3(2) +4(1) + 2
5> 1 12=32)+4(1) + 2 6> 1 12=3(1D)+4(2) +1
5 > 2 12 =3(3) + 4(0) + 3 6 - 2 12 =3(2) +4(1) + 2
5.3 12 = 3(0) + 4(2) + 4 6> 3 12 = 3(3) + 4(0) + 3
5> 4 12 = 3(3) + 4(0) + 3 6 > 4 12 =3(2) +4(1) + 2
5-»5 12 =3(0)+4(3)+0 6->5 12 =33)+4(0)+3
5.6 12=3(1)+4(2) +1 6> 6 12 =3(0) +4(3) + 0

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema 3.2.5.
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Corolario 3.2.8. Sean n y m enteros positivos co-primos, f un sistema dindmico
monomial discreto sobre F, inducido por la cufia entre C,, un n- agono y C,, un m- 4gono.

Entonces el tiempo de transicion de f es nm + |n — m| — 1.

Ejemplo 3.2.9. Consideremos, Cs un 5- &gono y C, un 4-4gono los cuales vienen

representados en la figura 3.14 (a), (b) y lacufa Cs Vv C, es ilustrado en la figura 3.14 (c)

()
(S \‘ /
62

(@) Cs 5-agono (b) C, 4- agono

LI

(c) Cs v C, (cuiaentre Csy Cy).

Figura 3.14: cufia entre Cs un 5- 4gono y C, un 4- agono.

El sistema (FS,f) inducido por la cufia CsvC, viene definido por
= (xpxg, X3, X4, X5, X1, X7, Xg, %1 ): Fo — FS.  Por el corolario 3.2.8. el tiempo de
transicion del sistema es 20.
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Capitulo 4

Discusion de resultados

4.1. Conclusiones

En el presente trabajo con la demostracion del teorema 3.2.5 logramos establecer las
condiciones para determinar el tiempo de transicion de un sistema dindmico generado por

la operacion cufia entre C,, un n-4gono y C,,, un m-agono.

Consideramos la cufia entre C, un n-4gono y C,, un m-agono.

O, 0@
O] (2

A Y
— —F

Figura 4.1: cufia entre C,, un n-agono y C,, un m-agono.

Por la proposicion 2.1.10 y el teorema 3.2.5 deducimos que la (n+ 1)(m — 1)-veces
composicion del sistema definido por la cufia entre C,, un n-4gono y C,, un m-agono viene

expresada como:
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m+n—1 m+n-1 \‘
f(n+1)(m_1)(x1’ ---;xm+n—1) = 1_[ xi y nuny 1_[ xi

=1 =1
m+n—1 ordenadas

Esto nos relaciona la existencia de caminos entre cualesquier par de vértices de largo
n+1)(m-1).

Consideremos el sistema dinamico (S, f) definida por la cufia entre C; un 3-4gono y C,
un 4-agono, donde f := (x,x3, X3, X1, X5, X, X1). EN la figura 4.2 mostramos la iteracion

del estado que tarda mas en llegar a un punto fijo. El espacio de estados se puede ver en el

apéndice A.
© oo
O (&)
f = (xe3,x3, xll XS,x6, xl) (11111111110)

e O
oSofONNcS ol
o o

(1,1,1,1,0,1) (1,1,1,0,1,1)
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FA S

o @

(0,1,1,1,1,1)

(1,0,1,1,0,1)

FA S Oygol
O OD O QO

(0,1,0,1,1,0) (1,0,0,1,0,0)

(0,1,1,0,1,1)
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a \ / \
OROEBORNCSRC
= O
(0,0,1,0,0,1) (0,1,0,0,1,0)

()

N

=)

; JO
(0,0,0,1,0,0) (0,0,0,0,0,0)

Figura 4.2: Iteracion del estado (1,1,1,1,1,0) € FS.

Ademas es de observar que las matrices de adyacencia estan muy ligadas a la teoria de
grafos tal como es el teorema 3.1.16. que nos brinda informacién de la existencia de
secuencias (caminos) entre los vértices en un digrafo de largo igual a la potencia al cual fue
determinada la matriz de adyacencia y no solo eso sino también las entradas del resultado.

La matriz potencia nos indica la cantidad de caminos.

De hecho hemos demostrado que hay una relacion entre la operacion cufia entre C,, un n-
agono y C,, un m-agono que induce un sistema dindmico bajo la condicion de que n y m
sean co-primos Yy su matriz de adyacencia correspondiente el cual nos permite determinar
que el sistema es de punto fijo y ademéas nos brinda informacién sobre el tiempo de

transicion del sistema.
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Corolario 4.1.1. Sean n y m enteros positivos coprimos, con m >n y grafo de
dependencia la cufia entre C,, n-4gono y C,, m-4gono. Entonces la matriz adyacencia de
minima potencia que tiene entradas (i,j) # 0, para todo i,j € {1,2,...,n+m — 1} es

A@+DM-D donde A es la matriz adyacente al grafo de dependencia.

Ejemplo 4.1.2. Consideremos la cufia entre C, 4-4gono y C3 3-4gono

Figura 4.2: cufia entre C, 4-4gono y C5 3-4gono.

Este nos define un sistema de punto fijo resultado en [5], por el corolario 3.2.8. este
sistema tiene tiempo de transicion 12 y su matriz de adyacencia correspondiente definida

con el siguiente orden entre los vértices xs, x5, Xs, X1, X4, X Viene definida por:

000010
/100000\
A=[0 0000 1]
k011000
000100/
000100
1113 21
/211112\
aiz—|1 1132 1]
3 332 1 3
k133311/
133311
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Esto quiere decir la matriz de adyacencia multiplicada 12 veces (donde 12 es el tiempo de
transicion t del sistema) es la minima potencia en el que todas sus entradas son diferentes

de cero.

Mas aun si Xy = Cya1y V Co(ay V ..V Cpry donde el ged(o (i), 0(j)) = 1, i # j. Entonces
todo camino que une cualquiera 2 vértices con largo t, es tal que
t=0(1)N+0(2)N+ -+ d(r)N+b.

> t—b=0(1)N+0(2)N+:-+0o(r)N

= t—b = F(r)+ 1, donde F(r) es el numero de frobenius, para el caso r.

Concluimos, entonces que hallar el tiempo de transicion para estos sistemas es equivalente
a hallar el numero de frobenius. Para el caso mayor que 2, el nimero de frobenius es un

problema abierto.

4.2. Trabajo futuro

Nos interesa generalizar nuestros resultados.

1. Por ejemplo queremos hallar el tiempo de transicion de un sistema dinamico

discreto cuyo X es la k-cufia de un n-gon y m-gon tal que gcd(n,m) = 1.

2. Construir un algoritmo que nos permita determinar los factores de las componentes

de cierta composicion del sistema.
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Apéndice

A continuacion se muestra algunos espacios de estados generados por la operacion cufia
entre C, unn-agonoy C,, un m-agono para n y m co-primos.

1.  CVG,

DXCDY
D
(o))

2. CVCy

G606
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11110

? 11101
aIrDICT 1011

o) (o100 (oo (o) (oo m % 1011
G (oo @m@‘ 101001 m oo @ 100111 01111

I U 101101
010001 } { (oootot ) { o1otot ) Coot101 ) { 011101 (010011 o101t 011011 00111 ) 010111

doert)
000010") 010010 Conro0) Cottone
ﬁ \_S—Z_/

{_oooto0 ) (010100 ) 001100

=

H

i

=

100000

I
It

To1000) (100100

101100

H

H

000001

001001 011001 000011 ) oottt [ARRRNI

(

000110 010110 01110 011110

£

011100

{ 001000 )

011000 )

(010000

000000

6.  C,VCs

61
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7. C,VCs

G Gty
Ciire>
Ciroio> Ciror>
Cioorory Conory Crorery ooy o Cirori
Conored Cored - Corroid Contd
Crooroo> Cror100> Criotee> Coariod Crorted Criorod o>
Corroos> Corriond Cotroo> CoriroiS Ciitooo> Ciroer>
Croooos> Cror000> Criooae> Cooo10> roro10> Crroare> Croooory Croroory Crioaoi> Craoorry Crororry Ciootid
Cooonsi> Conroor>y Corooar> Coouroi> Cantiory Cororor Covontid Covtorry Coroort> Coonrtid oottty Cotorrt)
o103 Coron1od

8. CVC,

G G
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G ot
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Gorore) Goried Gorered Toororn Coonr> Corort 37 Corere> Gorriod Criered
LonorwS Corioed Coronar Cororid Corrond
Cooron> Ciroosod Crooorod Crooriod Crrosred Croronsd Crorion) (oo
Covonoiy Coontoy Coronnty Coonoriy Coonrid Coronttd Coomod  Coornor) Cotroery
Qoo



63

i

f101fet m
D

]

\/Nﬂm m /mm. fu

i

(o)
Ql;% i




64

C,VCs

10.

&
&S—C@E—-E®E G . E®—®
-G B O —G
& -G -G O O Amww
G
&
@
@&
©D)




65

Bibliografia

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

Bollman Dorothy, Orosco Edusmildo, Colon-Reyes Omar. Fixed Point in Discret
Models for Regulatory Genetic Networks, EURASIP Journal on Bioinformatics and
Systems Biology, Vol 2007, pp.8, 2007.

O. Colon-Reyes, R. Laubenbacher, B. Pareigis, Boolean Monomial Dynamical
Systems, Annals of Combinatorics, Vol. 8, pp. 425-439, 2004.

Elspas, Bernard, The Theory of Autonomous Linear Sequential Networks, IRE
Transactions on the Circuit Theory, CT-6, 1959, 45-60, 5

O. Colon-Reyes, Monomial Dynamical Systems over Finite Fields, Thesis for
Doctoral Degree in Pure Mathematics, Virginia Polytechnic Institute and tate

University, Blacksburg, Virginia, 2005.

L. Pérez, Sistemas Dindmicos Booleanos y Operaciones de Puente, Tesis de Maestria
en Matematicas Puras, Universidad de Puerto Rico en Mayagliez, Mayaguez Puerto
Rico, 2008.

R. Hernandez, Linear Finite Dynamical Systems, Communications in Algebra, Vol.
33, pp. 2977-2989, 2005.

Lidl, R. and Neiderreiter, H., Finite Fields Encyclopedia of Math and its
Applications 20. Cambridge University Press, London, 1997.



[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

66

D. Bollman, O. Colon, E. Delgado, V. Ocasio y E. Orosco. A Control Theory For
Boolean Finite Dinamical Sistems DRAFT 2008.

Colon-Reyes O., Laubenbacher, R., Jarrah, A., Strumfelds, B., Monomial Dynamical
Systems over Finite Fields, Complex Systems, 16 (2006), pp.333-342.

Ivan Niven, Herbert S. Zuckerman., An Introduction to the Theory of Numbers,.
John Wiley and Sons, Inc., New York,. 1966.

Sylvester, James Joseph (1884) Question 7382. Mathematical Question from the
Educational Times 37: 26.

Jonathan Gross, Jay Yellen., Graph Theory and its Applications, The CRC Press

Series on Discrete Mathematics and its Applications. 1999.

J. L. Ramirez Alfonsin, The Diophantine Frobenius Problem, Oxford Lecture
Series in Mathematics and its Applications 30, Oxford University Press Inc., New
York 2005.

Andrews, George E. Number Theory, Dover Publications, Inc. New York, 1971.

John M. Harris, Jeffry L. Hirst, Michael J. Mossinghoff. Combinatorics and Graph
Theory. Springer Science, 2008.



