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Resumen de Disertaciéon Presentado a Escuela Graduada de la Universidad de
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Por
David Fernando Méndez Oyuela
Agosto 2017
Consejero: Reyes M. Ortiz Albino, Ph.D

Departamento: Ciencias Matemaéticas

La teoria de 7-factorizaciones en dominios integrales fué desarrollada por An-
derson y Frazier [2| en el 2006, la misma caracterizo las factorizaciones conocidas
y abri6 las puertas para crear otras. Se puede visualizar como una restriccion a la
operacion de multiplicacion de la estructura; considerando una relacion simétrica 7
sobre los elementos no invertibles y distintos de cero de un dominio integral. An-
tes de formalizar la definicion, denotemos D un dominio integral, U(D) el conjunto
de elementos invertibles o unidades de D y D? el conjunto de elementos distintos
de cero que no son unidades de D. Un producto a = Aajas---a, es llamado una
T-factorizacion de a € D¥, si se cumple que a;7a; para todo i # j y A € U(D). A
los elementos a; se les llama 7-factores de a y a es llamado un 7-producto de los
a;. Note que si 7 = D# x D#, las T-factorizaciones y las factorizaciones usuales en
D coinciden. Otro ejemplo de relevancia es cuando 7 = S x S, donde S C D es

un conjunto de elementos distinguidos de D#. De esta manera la teoria generalizo

11



las factorizaciones en dominios integrales conocidas y estudiadas en anos anteriores.
Por ejemplo de las factorizaciones en elementos irreducibles surgieron los dominios
atémicos y de las factorizaciones en elementos primales surgieron los dominios de

Schreier.

Este trabajo tiene como objetivo principal estudiar e investigar el concepto de
T-factorizaciones cuando 7 es la composicion de dos o més relaciones. Este estudio
se puede lograr de dos formas. Fn la primera se consideran dos relaciones 7, 7o y
se analiza que resultados se pueden obtener sobre la relacion 7 o 7. La segunda
forma se basa en tratar de factorizar una relacion. Este documento se enfoc6 més en
la primera forma, detalla algunos elementos de su complejidad, ademas de observar

como se comportan sus factores, mediante muchos ejemplos.

Para poder trabajar con este concepto, se verifica qué propiedades en especi-
fico se pueden obtener a partir de las relaciones dadas. Entre éstas propiedades se
estudi6 las mas conocidas, reflexividad, simetria, transitividad, antisimetria; y otras
asociadas a la teoria de 7-factorizaciones como las relaciones divisivas, que preservan
asociados y multiplicativas. Se presenta una nueva definicion de 7-factorizaciones y

se demuestran algunos resultados con esta nueva definicion.
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The theory of T-factorizations on integral domains was developed by Anderson
and Frazier [2]. This theory characterized all the known factorizations and opened
the opportunity to create new ones. It can be visualized as a restriction to the
structure’s multiplicative operation, by considering a symmetric relation 7 on the
set of non-zero non-unit elements of an integral domain. Before formalizing the
definition, let us denote D to be an integral domain, U(D) the set of units of D and
D7 the set of non-zero non-units elements of D. The product a = Aajas - - - a, is
called a 7-factorization of a € D¥ if a;7a; for all i # j and A € U(D). The elements
a; are called T-factors of @ and a is called a T-product of the a;’s. If 7 = D x D#, the
T-factorizations and the factorizations on D coincide. Another example of relevance
is when 7 = S x S, where S is a set of distinguished elements in D#. This is the way
the theory generalized all the known factorizations on integral domains. For example,
the factorizations into irreducible elements gave the notion of atomic domain and

the factorizations into primal elements gave the notion of Schreier domains.
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The main goal of this work is to study the 7-factorization concept, when 7 is a
composition of two or more relations. This study can be achieved in two ways. The
first one, is to consider two relations 7y, 75 and analyze the results obtained with
respect to the relation 7 o 75. The second method is to try to factor a relation. This
work focuses more on the first method and shows some details of its complexity with

a lot of examples.

To achieve this, the specific properties one can obtain from the given relations
are verified and analyzed. Some of the studied properties which are the most known
include: reflexivity, symmetry, transitivity, antisymmetry. And others related to the
T-factorization theory, like: divisive, associate-preserving and multiplicative rela-
tions. A new definition for T-factorizations is presented and some results are proven

with it.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo el lector puede encontrar todas las definiciones béasicas y un
resumen de aspectos que facilitan su lectura. Entre ellos la notacién, definiciones y

resultados de varias personas que han trabajado en este tema desde el 2006.

1.1. Definiciones basicas

En este trabajo la mayoria de notacion y definiciones son adoptadas de |2], |7],
[8] v [13]. Para efectos de este documento se define un dominio D como un anillo
conmutativo con identidad 1p tal que 1p # Op, donde Op es la identidad adivitiva
v que no posee divisores de cero. El grupo de elementos con inverso multiplicativo o
unidades de D se denota por U(D), D* = D\ {0} y D# = D*\U(D).

Dados A, B C D#, el producto cartesiano de A y B se denota y define por
AxB = {(a,b) : a € A, b € B}.Unarelacion binaria R de A a B, es un subconjunto
de A x B. Al conjunto A se le conoce como dominio de Ry se denota por Dom(R),
al conjunto B se le conoce como codominio de R y se denota como Codom(R).
La coimagen de R, se define como Coim(R) ={a€ A : (b€ B)((a,b) € R)} y la
imagen de R se define como Im(R) ={be€ B : (Ja € A) ((a,b) € R)} .



Si A = B, entonces decimos que R es una relacion sobre A. Cuando (a,b) € R,
se dice que a y b se relacionan con respecto a la relacion R y usualmente se denota
por aRb. Existen muchos tipos de relaciones, pero historicamente hay algunas que
han sido categorizadas y clasificadas. Una de las més conocidas son las relaciones de

equivalencia sobre un conjunto no vacio.

Definicién 1.1. Sea A # () un conjunto y R un relacion sobre A. Decimos que R es
una relacion de equivalencia, si cumple las siguientes tres propiedades.

(1) R es refleziva: si (a,a) € R para todo a € A.
(2) R es simétrica: para todo a,b € A, si (a,b) € R, entonces (b,a) € R.

(3) R es transitiva: para todo a,b,c € A, si (a,b), (b,c) € R, entonces (a,c) € R.

Un ejemplo por excelencia de las relaciones de equivalencia es la relacion =,
“congruencia modulo n” sobre Z definida por a =, b si y solo si n|b—a. Cuando R es
una relacion de equivalencia en A, para cada a € A, se define la clase de equivalencia
de a con respecto a R como el conjunto a/R = {b € A : aRb}. Por ejemplo, en Z,
la relacion =5 6 congruencia modulo 2, genera dos clases de equivalencia: Z/ =
= {pares, impares}. En general, a/R se lee “la clase de a modulo R’ | “a mod
R’ o simplemente la clase de equivalencia de a (si no hay dudas para distinguir la
relacion en cuestion); en este caso también se suele utilizar la notacion [a], para la
clase de equivalencia de a. Al conjunto A/R = {a/R : a € A} de todas las clases
de equivalencia se le llama A médulo R 6 el cociente de A con R. Este conjunto
A/R resulta ser una particion (matematica) de A. Formalmente, se dice que Z es
una particion de A # (), si es una familia de subconjuntos de A que cumple con las
siguientes tres condiciones.

(1) Si X € &, entonces X # ().
(2)SiXePyY e P entonces X =Y 6XNY =0.
(3) Uxer X = A.



El siguiente resultado es bastante importante y conocido cuando se trabaja
con relaciones de equivalencia. Indica que hay una correspondencia biyectiva entre
relaciones de equivalencia sobre un conjunto no vacio A y las particiones de A. Para

los detalles de la demostracion, ver [13].

Teorema 1.2. [Teoremas 3.5.1 y 3.3.2 de [13]] Si R es una relacion de equivalencia
en un conjunto no vacio A, entonces A/R es una particion de A. Reciprocamente,
sea & una particion de A. Para a,b € A definase aRb si y solo si existe Z € & tal

que a € Z yb € Z. Entonces R es una relacion de equivalencia en A y A/R = .

Otro tipo de relacion de mucha importancia matematica son los 6rdenes parcia-
les. Para ello es necesario definir el concepto de relacion antisimétrica. Una relacion
R es antisimétrica sobre A # (), si cuando aRb y bRa, entonces a = b. Cuando una
relacion es reflexiva, antisimétrica y transitiva, se dice que es un orden parcial. Por
ejemplo, en R la relacion < es un orden parcial, pero < no lo es. A un conjunto A # ()
junto con una relacion de orden R se le denomina conjunto parcialmente ordenado
(0 “Poset”). Por ejemplo, R esta parcialmente ordenado por <. Un orden parcial R
en A es un orden total si para todo a,b € A, atb 6 bra. Por ejemplo, < es un orden
total sobre R. Un ejemplo de un orden parcial que no es orden total es la relacion
de contenencia “C” en Z(A) (el conjunto potencia de un conjunto no vacio A). Hay
conjuntos que no son comparables: {a,b} v {a,c} con a,b y ¢ elementos distintos de
A, es decir {a,b} Z {a,c} y {a,c} < {a,b}.

Por ultimo y no menos importante, otro ejemplo fundamental de relaciones son
las funciones, que son relaciones bien definidas. Es decir, si (a,b), (a,c) € R, se tiene
que b = c. Este tipo de relaciones son las que posiblemente han sido méas estudiadas
historicamente. Por ejemplo, en el ambito del dlgebra, a partir de la definicion de
funciéon se generan conceptos importantes como homomorfismo, isomorfismo, mapa

cociente, etc.



1.2. Composiciones de relaciones

Debido a que el objetivo principal es analizar propiedades de composicion de

relaciones, se define formalmente una composicion de dos relaciones.

Definicién 1.3. Sean R;, R, dos relaciones sobre A, se define la composicion RioRs
como la relacion dada por aR; o Rsb si y solo si existe ¢ € A tal que aRsc 'y cR1b. A

Ry y R se les conoce como factores de la relacion Ry o Rs.

Por ejemplo, considere A = {a, b, c,d, e, f} y las siguientes relaciones:

Rl = {(CL?b)’(baa)’(cvb)>(bﬁc)v(dvd)} )

Ry, = {(e,a),(d,a),(e,c),(e,b),(f, f)}.

Entonces, las relaciones composicion Ry o Ry y Ry o Ry estidn dadas por:

RioRy = {(e)b),(e,c),(e,a),(d,b)} vy

Ryo Ry = {(d,a)}.

Del ejemplo se llega a varias observaciones: la composicion de relaciones no
es conmutativa, Coim(R; o Ry) C Coim(Ry) e Im(R; o Ry) C Im(R;). Dada una
relacion R en A, se define la relacion inversa R~' de R dada por aR~1bsiy solo si bRa.
Observar que de las definiciones de imagen y coimagen se obtiene que Coim (R) =
Im (R ) e Im(R) = Coim (R™'). Dado un conjunto Ay S C A, se define la diagonal
o identidad en S por ids = {(a,a) : a € S}. Se observa que la relacion identidad

en A es idy. Note que idpmpy € Ro Ry idcoimry € R~ o R. Por ejemplo, dados



a,b,c,d € Ay larelacion R = {(a,b), (¢,a), (¢,d)}, entonces:

R = {(ba CL), (a’ C)v (d’ C)}

RoR™' = {(bb),(a,a),(a,d),(d,a),(d d)} = idmm U{(a,d),(d a)}

Ril oR = {(aa a)? (Ca C)} = idCOim(R)'

1.3. Divisibilidad, factorizaciones y T-factorizaciones

Dado que la idea de factorizar esta determinada por sus factores o divisores, se

define el concepto de divisivilidad de la siguiente forma.

Definiciéon 1.4. [7] Un elemento a distinto de cero de un anillo conmutativo R,

divide a un elemento b € R (y es denotado por alb), si existe ¢ € R tal que ac = b.

Como consecuencia de la definicion de “|” se obtiene el concepto de elementos
asociados. Se dice que a y b son asociados en R si alby bla. Si R es un dominio integral,
este concepto coincide con el enunciado “a = Ab, donde A € U(R)”. En este estudio se
trabaja mayormente con dominios integrales, que se denotaran por D. Naturalmente
nace el concepto de un elemento irreducible o &tomo. Un elemento a € D¥ es llama-
do elemento irreducible o dgtomo, si cuando a = be , entonces b € U(D) o ¢ € U(D).
La idea es que un elemento no se puede descomponer como el producto de dos o més
elementos en D#. Ademas, se puede definir el concepto de primo. Se dice que p € D*
es primo, si cuando p|ab, entonces pla 6 p|b. Note que si p = ab, entonces p|ab, por
ende pla 6 p|b. Si pla, entonces p = pa’b. Cancelando, se obtiene que 1p = a'b. Es
decir que b € U(D). Por lo tanto, todo primo es elemento irreducible. El converso
es falso, por ejemplo, en R[22, 2°] = {ag + a12* + axx®- - - + a,a™ : n € Z"}, el ele-
mento 22 € R[z?, 23] es irreducible, pues z ¢ R[z?, z°]. No es primo porque 22|23 - 23,

pero 2% 1 23 (por la falta del elemento x en R[x?, 23]).



Un dominio D se denomina atdmico, si todos sus elementos se pueden expre-
sar como producto finito de elementos irreducibles. Se dice que D es un dominio de
factorizacion inica (UFD, por sus siglas en inglés) si es atomico y ademas la fac-
torizacion es tnica salvo por el orden de los elementos y asociados. Se debe indicar
que un resultado bien conocido es que las factorizaciones en primos son anicas (salvo
orden y asociados). Por ende, otra caracterizacion de un UFD es que todo elemento
a € D¥ tenga una factorizaciéon en primos. Aunque la unicidad es dltamente deseada,
se han estudiado conceptos mas débiles que el de UFD. Algunos de éstos se presentan

en la siguiente definicion.

Definicién 1.5. [6] Sea D un dominio integral. Se dice que D es un:

(1) Dominio de factorizacion acotada (BFD, por sus siglas en inglés), si D es atobmico
y para todo a € D#, existe N, € N tal que para toda factorizacién de a, el nimero
de factores explicitamente en la factorizacion es menor que N,.

(2) Dominio con la condicion de cadenas ascendentes de ideales principales (ACCP,
por sus siglas en inglés), si no existe en D una cadena infinita estrictamente creciente
de ideales principales de D. Es decir, si Ay C Ay C--- C A, C --- es una cadena de
ideales principales en D , entonces existe N tal que Vn > N, A, = An.

(3) Dominio factorial a mitad (HFD, por sus siglas en inglés), si toda factorizacion
atomica en a € D¥ tiene la misma longitud (cantidad de factores explicitamente).
(4) Dominio con elementos con una cantidad finita de divisores irreducibles (“idf-
domain”, por sus siglas en inglés), si para todo a € D¥, solo se tiene un niimero
finito de divisores irreducibles, salvo asociados.

(5) Dominio con finitas factorizaciones (FFD, por sus siglas en inglés), si D es
atomico y para a € D¥ existe solo un nimero finito de factorizaciones distintas,

salvo orden y asociados.

Las conexiones entre estos conceptos fué estudiada por Anderson, Anderson y

Zafrullah en [6] y se pueden resumir en la Figura 1.3.1. Los autores no solo demos-
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traron las implicaciones si no que los conversos no se cumple.

Figura 1.3.1: Conexi6n entre tipos de dominios.

/HFD\

UFD FEFD BFD ACCP —— atémico
idf-domain

Para los algebristas siempre ha sido de interés factorizar elementos de un domi-
nio en elementos atomicos, en particular han sido de gran interés las factorizaciones
en factores irreducibles o primos. Pero existen otros tipos de elementos de interés
que resultaron ser de mucha relevancia por la unicidad en su representacion. Fué el
trabajo de McAdams y Swan en el 2004 [1] que motivo a Anderson y Frazier [2]| a
definir el concepto de 7-factorizaciones, area que llamaron teoria de factorizaciones

generalizadas.

Definicién 1.6. [2| Sea 7 una relacion simétrica sobre D#. Entonces se dice que
a = Aajas - - - a, es una T-factorizacion para a € D¥ si a;Ta; para todo i # jy

AeU(D).

Para poder hablar con mejor elocuencia, se dice que a es el T-producto de los
a; y que cada a; es un 7-factor de a. Si a; es un 7-factor, entonces se denota como
a;|ra 'y se lee “a; T-divide a a”.

El objetivo principal de Anderson y Frazier fué trabajar con respecto a factori-
zaciones donde los factores satisfacen una propiedad determinada por la relacion 7.
Usualmente una factorizacion es de la forma a; - - - a,, donde los a; son distintos de
cero y unidades. Por tal razén solo se consideran las relaciones sobre D#. Como su
trabajo es basado en dominios, ellos deciden no apartarse de la conmutatividad de

la estructura y es por ello que las relaciones consideradas son simétricas. Los auto-



res indican que se pueden considerar relaciones no simétricas, pero no hacen ningin

trabajo al respecto.

La idea de las 7-factorizaciones generaliza las factorizaciones estudiadas en ele-
mentos irreducibles, primos, primales, rigidos, etc. (para detalles de estos elementos,
véase [4]). Para ello solo se debe considerar S, el conjunto de irreducibles (resp. pri-
mos, primales, rigidos, etc.) y 7 = S x S. El resultado es que los T-productos son
exactamente productos de elementos en S. De la misma forma se pueden obtener las
factorizaciones usuales, escogiendo S = D#. Pero al definir el concepto con respecto
a una relacion, esto abre las puertas para considerar relaciones arbitrarias. Por ejem-
plo, del 2006 al 2007, Frazier y Hamon definieron el concepto de 7(,)-factorizacion
en Z#, donde la relacion 7(,) = =, N (Z# x Z#), es decir la relacion de congruen-
cia moédulo n restringida a Z#. Este tema fué tan interesante que causé que Hamon
escribiera su trabajo de tesis doctoral sobre el tema y que Ortiz desde el 2010 ha con-
tinuado analizando con su grupo de investigacion. Entre los trabajos méas recientes
estan: el nimeros de 7(,)-factores (Molina [11], 2016) y el maximo comun 7,)-factor
(Barrios [12], 2016). Ambos trabajos lograron una gran aportaciéon, pero quedaron
muchas preguntas abiertas. Aunque pareciera sencillo, la forma en que se distribuyen
los primos hace el estudio de los 7(,)-productos un poco complejo. Véase [11] y [12]

para mas detalles.

Del estudio de las T-factorizaciones y/o 7-factores de un elemento, surgieron
rapidamente los conceptos de elemento 7-irreducible y 7-primo (conceptos analogos

a los de elemento irreducible y primo).

Definicién 1.7. |2| Sea D un dominio integral, a € D# y 7 una relacién simétrica
sobre D#. Se dice que a es un 7-dtomo o elemento T-irreducible, si las tnicas 7-
factorizaciones de a son de la forma a = a 0 a = A(A\"'a), donde A € U(D). A este
tipo de factorizaciéon se le conoce como las 7-factorizaciones triviales. Se dice que a

es un 7-primo, si cuando a|Aa; - - - a,, una T-factorizacion, entonces ala; para algiun
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ie{l,..,n}.

Note que un 7-primo es un 7-atomo, pero el converso es falso. Por ejemplo,
considerar la relacion 7y sobre Z*. Note que 30 es un T(2)-atomo, dado que no
existen factores de 30 cuya diferencia sea divisible por 2. Por otro lado, 30|60 y una
T(2)-factorizacion de 60 es 6 - 10; note que 30 { 6 y 30 { 10. Por ende 30 no es un 7(y)-
primo. Un resultado preliminar de Coloma (estudiante subgraduado de Ortiz) en el
2017, demostré que no todo entero en Z# tiene una 7(2)-factorizacion en 7(2)-primos,
pero que si la tiene, ésta debe ser tnica. Esto le da importancia a la existencia de
los 7(2)-primos. Se han definido otros elementos, el lector puede referirse a [4| para

més detalles.

La idea principal es obtener resultados de 7-factorizaciones dado un tipo de
relacion, no necesariamente simétrica. Se debe notar que en el Ejemplo 2.9 de [2], se
hablé de definir los conceptos de relaciones multiplicativas, divisivas y que preservan
asociados de forma lateral, es decir multiplicativa (resp. divisiva y preserva asociados)
por la izquierda y por la derecha. Pero no se di6 mucho detalle y mas atn, nadie ha

estudiado este concepto.

Definicion 1.8. Sean a, d’, b, b/, c € D¥ y 7 una relaciéon (no necesariamente simé-
trica) sobre D7.

(1) Se dice que 7 es divisiva por la izquierda (derecha), si atby d'|la (resp. V'|b),
entonces a'7b (resp. atl’). Si 7 es divisiva por la izquierda y por la derecha, entonces
se dice que T es divisiva.

(2) Se dice que T preserva asociados por la izquierda (derecha), si a ~ ¢ (resp. b ~ ¢)
y atb, entonces ctb (resp. arc). Si 7 preserva asociados por la izquierda y por la
derecha, se dice que 7 preserva asoctados.

(3) Se dice que T es multiplicativa por la izquierda (derecha), si arcy bre (resp. atb
y atc), entonces abrc (resp. atbe). Se dice que T es multiplicativa, si es multiplicativa

por la izquierda y por la derecha.



Recordemos la Definicion 2.1 en [2| de lo que es una relacién divisiva: una
relacion simétrica 7 es divisiva si dados a, b, d’, b’ tales que atb, a’|la y U'|b, entonces
a'Tb'. Claramente esta definicion implica la Definicion 1.8 (1), en el caso de que la
relacion sea simétrica. El converso provee resultados similares. Si 7 es una relacion
(no necesariamente simétrica) divisiva por la izquierda y por la derecha (en la forma
de la Definicion 1.8), se obtiene la misma conclusion. Pues, si ¢’|a y ath, como T es
divisiva por la izquierda, entonces a’7h. Si 0'|b, como T es divisiva por la derecha y
a'Th, entonces a’7'. Por lo tanto, el consecuente de la Definicion 2.1 de 2], se cumple.
En los casos de preservar asociados y ser multiplicativa, el lector puede comprobar

que esto es inmediato.

La principal diferencia en nuestra definicion es que no se exige que la relacion 7
sea simétrica, por lo que generaliza los conceptos y se pueden utilizar en un &mbito

mas amplio de relaciones.

Ejemplo 1.9. Los siguientes ejemplos ayudan a comprender las definiciones de estos

conceptos.

(1) [2] Considere la relacion 77 dada por arb si y solo si ged(a,b) = 1. La relacion
71 no es reflexiva, porque ged(a, a) = a, que es distinto de 1 en general. Es simétrica
puesto que si ged(a,b) = 1, entonces ged(b, a) = 1. Pero la relacion 7 no es transiti-
va. Si ged(a,b) = 1y ged(b,¢) = 1, esto no implica que ged(a, c) = 1. Por ejemplo,
en Z se tiene que ged(3,20) = 1, ged(20,9) = 1 pero ged(3,9) = 3. Por lo anterior se
observa que 7)) no es una relacion de equivalencia. Tampoco es antisimétrica, porque
si ged(a,b) = 1y ged(b,a) = 1, esto no implica que a = b. Por lo anterior, se tiene
que en general 7)) no es una relacion de orden. En [2] se concluye que 7y es divisiva,
pero no multiplicativa en general (como es una relacion simétrica no es necesario

distinguir entre los casos por la izquierda y por la derecha).

(2) [2] Dado un dominio integral D, se define la relacion @ sobre D [z]* como

f(x)0g(z) siy solo si deg(f(x)) = deg(g(x)). La relacion 0 es claramente reflexi-
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va, simétrica y transitiva. Por lo tanto 0 es una relacion de equivalencia en D [33]#
Por lo estudiado en [2], se conoce que O preserva asociados, pero no es divisiva ni
multiplicativa (como es una relacion simétrica, no es necesario distinguir entre los

casos por la izquierda y por la derecha).

(3) La relacion < es un orden total en Z. Es divisiva por la izquierda puesto que si
a < by d|a, entonces @’ < a < b. No es divisiva por la derecha porque si a < by b'|b,
no necesariamente a < b'. Por ejemplo, 3 < 10y 2|10, pero 3 > 2. No necesariamente
preserva asociados por la izquierda, ni por la derecha. Por ejemplo, —15 < 10 y
—15 ~ 15, pero 15 > 10. Se puede observar que esta relacion tampoco es multipli-
cativa por la izquierda (ni por la derecha). Por ejemplo, —2 < 10 y —6 < 10, pero
(—2)(—6) =12 > 10 (resp. —3 < —2y —3 < 10, pero —3 > —20).

(4) Dado un dominio integral D, considere la relacion 7c dada por arcb si y solo
si (a) € (b) € D. Esta relacion es claramente reflexiva, transitiva y antisimétrica.
Por lo tanto es un orden parcial, pero no total porque existen ideales principales
no comparables. Por ejemplo, en Z los ideales (p) y (¢) no son comparables si p y
q son primos no asociados. No es divisiva por la derecha ni por la izquierda. Por
ejemplo, en Z[x], 2%7cz?, 22|z y 2?|2% pero (2?) € (2?) y (2?) € (x°), por lo tanto
(22, 23) ¢ 7c y (22, 2%) & 7c. Preserva asociados por la izquierda y por la derecha.
Dado que si a ~ @, entonces (a) = (a'). Es multiplicativa por la izquierda pero no
por la derecha. Por ejemplo, en Z, (8) C (4) pero (8) Z (4-4) = (16). Es decir,
(8,4) € 7c, pero (8,4-4) ¢ 1c.

(5) Dada la funcion f : Z — 7Z dada por f(n) = n — 1, si se define una relacion
en Z dada por f, se tiene que f no cumple ninguna de las propiedades definidas
anteriormente. Por su definicion, es claro que f no es reflexiva, simétrica, transitiva
ni antisimétrica. Tampoco es divisiva por la izquierda ni por la derecha; no preserva
asociados por la izquierda ni por la derecha; no es multiplicativa por la izquierda ni

por la derecha.
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Se debe destacar que en [2] se logro extender la Definicion 1.5 para aplicarla
a la teoria de 7-factorizaciéon. La nueva definicion de estas estructuras para las 7-
factorizaciones se obtuvo intercambiando: factorizacion por T-factorizacion, atoémico
por T-atémico, irreducible por 7-irreducible, UFD por 7-UFD, BFD por 7-BFD, FFD
por 7-FFD, ACCP por 7-ACCP, HFD por 7-HFD y “idf-domain” por “7-idf-domain”.
Uno de los resultados de mayor relevancia en [2], fué que si 7 es divisiva, entonces la

Figura 1.3.1 se puede extender y estos resultados se presentan en la Figura 1.3.2.

Figura 1.3.2: Propiedades de las T-estructuras (* significa que 7 es divisiva)

UFD FFD BFD ACCP —— atomico
.
* 7-FFD *
7-UFD 7-BFD ——= 7-ACCP —— 7-at6émico
\ /
7-HFD

Otro hallazgo de Ortiz y Serna [10], es que la Figura 1.3.2 se preserva, excepto la
implicacion de UFD a 7-UFD, cuando 7 es una relacion de equivalencia multiplicativa
y que preserva asociados.

Por ende nuestro enfoque principal es obtener ejemplos de relaciones con pro-
piedades similares. Especificamente cuando se pueden obtener desde el punto de vista

que la relaciéon 7 no es simétrica y sea una composicién de relaciones.

1.4. Resumen de los capitulos

En este trabajo se desarrollan las bases para hacer el estudio de 7-factorizaciones

sobre un dominio integral D, cuando 7 es una composicién de relaciones.

En el Capitulo 2, se analiza que propiedades preserva la composicién de re-

laciones. Es decir, si 71 v 7 son dos relaciones con alguna propiedad, entonces la
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composicion 11 o1y hereda la propiedad o no. Ademés, se analiza que pasa con el con-
verso, es decir, si la composicion de relaciones hereda propiedades a sus factores. Se
hace énfasis en las propiedades de reflexividad, simetria, transitividad, equivalencia,
antisimetria, orden parcial, divisiva, preservar asociados y multiplicativa, debido a su
relevancia respecto a las teoria de 7-factorizaciones. Se brinda una nueva definicion
del concepto de T-factorizacion aplicable a relaciones no necesariamente simétricas.

Se prueban algunos resultados utilizando esta nueva definicion.

En el Capitulo 3, se estudian relaciones méas especificas que en el Capitulo 2,
con la idea de que se obtengan mejores resultados. Se muestra algunas propiedades

relacionadas a 7-factorizaciones y se proveen ejemplos para ilustrar cada caso.

En el Capitulo 4, se analizan composiciones de relaciones que han sido relevan-
tes en el estudio de las 7-factorizaciones. Se proveen resultados que pueden servir
de ejemplos y contraejemplos para estudios futuros relacionados a esta tematica. Se
brinda una nueva caracterizaciéon de las propiedades de preservar asociados y ser
divisiva por la izquierda; mediante resultados basados en el concepto de composicién

de relaciones.

En el capitulo final, se presentan las conclusiones de este trabajo y se resu-
me cuales fueron los principales aportes a la teoria de 7T-factorizaciones. Ademaés,
se incluyen preguntas de investigacion que surgieron de realizar este estudio, tales

interrogantes se pretenden trabajar en un futuro.
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Capitulo 2

La composicion de relaciones y

algunas propiedades

La idea general de este capitulo es presentar algunos resultados que se obtienen
con respecto al tipo de relaciéon, con el objetivo principal de aplicar los resultados
a las 7-factorizaciones. Los resultados en esta secciéon asumen las siguientes condi-
ciones: sean 7| y T, relaciones sobre D# tales que 7, o 75 # () (en el caso que sea 0,
la mayoria de propiedades se cumple vagamente). Se explor6 y caracterizo cuando
esta relacion (composicion) es reflexiva, simétrica, transitiva, de equivalencia, anti-
simétrica o relaciéon de orden. Ademas cuando se obtienen las propiedades divisiva,
preservar asociados y ser multiplicativa. Se analizan los casos reciprocos, es decir,
.qué se puede decir acerca de 7, 6 T, cuando 7, o 75 cumple alguna de éstas propie-
dades? En el resumen se afirmé que este estudio se enfoca mas en el primer enfoque
(es decir, determinar que propiedades de 71 y/o T, preserva la composicién 71 o 1),
que en el segundo método (de determinar si 7 o 75 le hereda propiedades a sus fac-
tores 71 0 73). La razon de esto es que existen varias relaciones 71 y 75 con la misma
composicion 71 o 7o v por tanto es dificil que 7 o 7y le traslade propiedades a sus

factores. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.
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Ejemplo 2.1. Suponer que D es UFD y p € D un elemento primo. Considerar dos
relaciones 71 = {(p, £p)} v 72 = {(£p,p)}, entonces 7, o 7o = {(£p, £p)}. Observe
que 71 0 T es una relacion simétrica, pero 71 y 7 no lo son, 7 o7y es divisiva, pero 1
v To solo son divisivas por la izquierda y la derecha, respectivamente. Por otro lado,
siy =7 = {(£p,£p)}, entonces 11 0o 7, = {(£p, £p)}. Esta falta de unicidad en los

factores de la composicion hace que el segundo punto de vista sea mas complicado.

2.1. Propiedades basicas sobre relaciones

En esta seccion se analiza cuando la composicion de relaciones cumple con las
propiedades clasicas, en particular las propiedades de reflexividad, simetria, transi-
tividad, equivalencia, antisimetria y de orden. Nuevamente se asume que 77, 75 son
dos relaciones sobre D# tales que 71 075 # () (en tal caso cumple las propiedades tri-
vialmente, con excepcion de la reflexividad). Aunque la mayoria de estas propiedades
suceden sobre cualquier conjunto A, en este estudio se usa A = D¥, para analizar

conjuntos mas especificos a la teoria de 7-factorizaciones.

Proposicion 2.2. Si 1 (13) es reflexiva, entonces 79 C 107y (resp. 1 C T 0Ty) .

St ambas son reflexivas, entonces T 0 Ty y To o Ty también lo son.

Demostracion. Si 1 es reflexiva, entonces para cualesquiera a, b € D7 tales que atsb
se tiene que brb. Por lo tanto am o 50 y 75 C 7 0 79. Similarmente, si 75 es reflexiva,
entonces at; o 9b y 71 C 7 o 7. Cuando ambas relaciones 7, 7 son reflexivas, para
todo a € D¥ se cumple que atia v ama . Por definicion de composicién ar o ma y

por lo tanto 7 o 75 también es reflexiva. ]

El reciproco es falso en general. Por ejemplo, si dado a € D* arbitrario pero
fijo, se consideran 71 = {(a,z) : € D¥} y » = {(z,a) : « € D*#}. Entonces la

composicion 7 o o= {(z,2) : x € D¥} = idps.
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El hecho de que 71 y 7 sean simétricas, no implica que la composiciéon 7, o 7
también lo sea. Por ejemplo, sean a, b y c elementos en D¥ y considere las relaciones
7 = {(a,b),(b,a)} y 7o = {(c, a), (a,c)}. Entonces su composicion 73 o 5 = {(c, )},
no es simétrica.

La composicion de relaciones transitivas, no necesariamente es transitiva. Por
ejemplo, considere las siguientes relaciones 71 = {(a,b), (¢,d), (b,e), (a,e)} v 7o =
{(f,a), (b,c)}. Se observa que 11 y 75 son transitivas, pero myom = {(f,b), (f,e€), (b,d)}
no lo es. Porque (f,b) y (b,d) € 1 o pero (f,d) ¢ 7 o 7. El reciproco tam-
poco es cierto, considere las siguientes relaciones 71 = {(a,b), (¢,d), (b,c)} y 70 =
{(d,a), (b,c),(c,d), (b,a),(d,c)}. Luego 1y o 1o = {(d, b), (b,d), (b,b), (d,d)} es transi-
tiva, pero ninguno de los factores 7, ni 7 lo es.

La composicion de relaciones de equivalencia no necesariamente es una rela-
cion de equivalencia. Por ejemplo, considere A = {a,b,c} y las particiones &, =
{{a},{b,c}} v P = {{a,b},{c}} de A. Estas particiones generan las relaciones de
equivalencia 11 = {(a, a), (b,b), (¢, ), (b,¢), (¢,b)} y 72 = {(a, a), (b,b), (¢, ¢), (a,b), (b,a)}.
Luego se observa que 7, o 79 = {(a,a), (b,b), (¢, c), (a,b), (b,a), (b,c), (c,b),(a,c)} no
es una relacion simétrica, porque (a,c) € 73 o 75 pero (c,a) ¢ 7 o T». Por lo tanto,
no es una relaciéon de equivalencia. Esta construccion se puede recrear para dominios
integrales infinitos como en el Ejemplo 2.3. Como los dominios finitos son campos,

D# =0y 7 = 0; caso que deseamos evitar.

Ejemplo 2.3. Considere en Z# las particiones

2 = (Z\{-1h)u{ztu(z"\{1,2})
P (Z\{=1}) u{2,3} u(Z"\{1,2,3}).

Estas particiones generan las siguientes dos relaciones de equivalencia 11 y 7, dadas
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por:

n = {(nl>n2)7(2>2)7(p17p2) t Ny, N € (Zi\{_l}%pl?pZ € (Z+\{1?2})}7 y
T = {<m1’m2)7(272)7(373)a(273>7(3>2)a<Q1aQQ)} con

my, Mg € (Z_\{_l}) Y q1,92 € <Z+\{17273})

Observe que (2,5) € 1 0 7y, pero (5,2) ¢ 1 o Ty; porque por las definiciones de 71 y
T9, NO existe un entero x tal que 5z vy x72. Por lo tanto, 7 o 75 no es una relacion

de equivalencia.

La composicion de relaciones antisimétricas no es necesariamente antisimétrica.
Por ejemplo, considere A = {a,b,c} y las relaciones 1 = {(a,a),(a,b),(b,c)} vy
7 = {(b,a),(a,a)}. Por ende, 7 o 7, = {(b,a),(a,a),(b,b),(a,b)}. Observe que
(b,a), (a,b) € TyoTy pero a # b. Para el caso del reciproco, considerar A = {a, b, ¢, d},
= {(a,b),(c,d), (b,c),(bya)} v 72 = {(b,¢c),(c,d),(b,a),(d,c)}. Su composicion
esta dada por 7 o = {(b,d), (b,b), (d,d)}. Claramente 71 o 75 es antisimétrica, pero
ninguno de los factores lo es. Por lo tanto, la composicion de relaciones de orden no es
una relacion de orden, para ilustrar, considere un conjunto A arbitrarioy a,b,c € A
elementos distintos de A. Sean 7, = {(a,b)} Uida y 72 = {(b,¢), (¢,a), (b,a)} Uid,.
Entonces 7y 0 = {(b, ¢), (¢, b), (c,a), (b,a)} Uids. Se puede observar que 7, y 72 son

Ordenes parciales en A, pero la composicion 707 no lo es porque (b, ¢), (¢,b) € 107y

yb#ec.

2.2. Relaciones divisivas

Antes de estudiar el tipo de relacion divisiva, se recuerda la Definicion 1.8: Se
dice que 7 es divisiva por la izquierda (derecha), si arb y a'|a (resp. b|b'), entonces

a'th (resp. atb’). Si T es divisiva por la izquierda y la por derecha, entonces se dice
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que T es divisiva.

Primero se observa que si solo una de las dos 71 6 75 es divisiva, entonces la

composicion 7; o Ty no necesariamente es divisiva.

Ejemplo 2.4. Considere las siguientes relaciones sobre Z#:

T = {(27 2)a (27 _2)7 (_272)7 (_27 _2)} y T2 = {(27 2)}

El lector puede observar que 71 es divisiva, pero 7 no lo es. Por otro lado, las
composiciones que se obtienen son las siguientes 7 075 = {(2,2),(2,—2)} y o =
{(2,2),(—2,2)}, estas no son divisivas. Note que, 7 07 es divisiva solo por la derecha
y TooT7; es divisiva solo por la izquierda. Esta observacion se resume en la Proposicion
2.5. Ademés, para efectos ilustrativos, este mismo ejemplo se puede modificar para
comprobar que las implicaciones de la Proposicion 2.5 son las Ginicas que se cumplen.
Por ejemplo, si 71 = {(2,2),(—2,2)} = 7, entonces 7, o 7o = {(2,2),(—2,2)}, esto
muestra que si 71 y 7y son divisivas por la izquierda, en general no se puede concluir
que la composicién sea divisiva por la derecha ni mucho menos divisiva. Esto se

resume en las Tablas 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3.

Proposicién 2.5. Sean 71 y T relaciones sobre D7 .

(1) Si 1o es divisiva por la izquierda, entonces 11 o Ty es divisiva por la izquierda.
(2) Si T es divisiva por la derecha, entonces T o 1o es divisiva por la derecha.

(8) Si T es divisiva por la derecha y 15 es divisiva por la izquierda, entonces 11 0 Ty

es divisiva. Por ende, si 71 y 7o son divisivas, entonces T, 0 Ty Y To 0 Ty Son divisSivas.

Demostracion. (1) Sean a,b,a’ € D¥ tales que d'la y ary o 7b. Por la definicion
de composicion, existe un ¢ € D¥, tal que amc y cmb. Como 7 es divisiva por la
izquierda, a'7oc y por lo tanto a'7 o 79b. Es decir, 7, o 75 es divisiva por la izquierda.
(2) Si a,b,b' € D¥ son tales que V|b y ar; o b. Por la definicion de composicion,

existe un ¢ € D¥ tal que amcy crb . Como 7, es divisiva por la derecha, se tiene
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que c7ib'. Por lo tanto, am; o b y 71 o 15 es divisiva por la derecha.

(3) Esto es consecuencia inmediata de los incisos (1) y (2). O

Los resultados de esta seccidon se resumen en las siguientes tablas. En las casi-
llas centrales se indica si el hecho de que los factores 71 y 7 tengan las propiedades
divisiva, divisiva por la izquierda o divisiva por la derecha, implique que la compo-
sicion 7, o 75 también lo haga, se indica la proposiciéon que prueba la propiedad en el

caso de ser verdadera o el ejemplo que muestra que no se cumple.

Tabla 2.2.1: Cuando 71 o 75 es divisiva.

71
e Divisiva | Div. por la izq. | Div. por la der.
Divisiva Prop. 2.5 | Ej. 2.4 Prop. 2.5
7o | Div. por la izq. | Prop. 2.5 | Ej. 2.4 Prop. 2.5
Div. por la der. | Ej. 2.4 Ej. 2.4 Ej. 2.4
Tabla 2.2.2: Cuando 7 o 79 es divisiva por la izquierda.
71
TLoT Divisiva | Div. por la izq. | Div. por la der.
Divisiva Prop. 2.5 | Prop. 2.5 Ej. 2.4
7o | Div. por la izq. | Prop. 2.5 | Prop. 2.5 Ej. 2.4
Div. por la der. | Prop. 2.5 | Prop. 2.5 Ej. 2.4
Tabla 2.2.3: Cuando 7, o 75 es divisiva por la derecha.
T1
e Divisiva | Div. por la izq. | Div. por la der.
Divisiva Prop. 2.5 | Prop. 2.5 Prop. 2.5
7o | Div. por la izq. | Ej. 2.4 Ej. 2.4 Ej. 2.4
Div. por la der. | Prop. 2.5 | Prop. 2.5 Prop. 2.5

Mientras la composiciéon de relaciones divisivas es divisiva, el converso es falso.
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Por ejemplo, considere las siguientes relaciones no divisivas:

= {(67 2)7 (67 _2>7 (57 2)7 (57 _2)7 (2’ 3)} y
7 = {(2,6),(—2,5),(3,7)}. Entonces

nomn = {(2,2),(2,-2),(-2,2),(—2,-2)}.

Observe que su composicion si es una relacion divisiva. Una situacion donde esto si

funciona es la siguiente.

Proposicién 2.6. Sean 1, y 7 relaciones simétricas sobre D¥ tales que 107y # (). Si
T10Ty es divisiva Yy To es tdentidad derecha de T, entonces Ty es divisiva. Similarmente,

st 11 es identidad izquierda de 15, entonces 1o es divisiva.

Demostracion. Se observa claramente que si 75 es identidad derecha de 7y, entonces

T1 0Ty = T1. Si T1 0 Ty es divisiva, entonces 7; también. El otro caso es similar. O

Observacion 2.7. Note que existen algunas condiciones suficientes, tales como:

(1) Si una de las relaciones es divisiva y la otra es la identidad, 71 oid = 71 y la
proposicion es cierta,

(2) Si una de las relaciones es la relacion identidad con respecto a la coimagen de una
relacion divisiva. Por ejemplo, considere las relaciones 7 = {(2,2), (2, -2), (-2, 2),
(=2,-2)} v = = {(2,2),(=2,—2)}. Se observa que 7, no es la identidad en Z7.
La relacion 75 es la identidad con respecto a los elementos de la coimagen de 74,

Ty = idCoim(r)- Luego 71 o 7, = 71 y la proposicion es cierta.

2.3. Relaciones que preservan asociados

Se sabe que una relaciéon que es divisiva también preserva asociados. Por ende,

los resultados de la Seccion 2.2 ayudan a verificar que se puede obtener cuando las
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relaciones preservan asociados. Primero, se recuerda la Definicién 1.8: se dice que 7
preserva asociados por la izquierda (derecha), si a ~ ¢ (resp. b ~ ¢) y atbh, entonces
ctb (resp. atc). Si T preserva asociados por la izquierda y por la derecha, se dice que

T preserva asociados.

Proposicién 2.8. Sean 1, y 7> dos relaciones sobre D¥ tales que 1, o 5 # (0.

(1) Si 7y preserva asociados por la derecha, entonces T o Ty preserva asociados por
la derecha.

(2) Si 1y preserva asociados por la izquierda, entonces T o Ty preserva asociados por
la izquierda.

(8) Si T preserva asociados por la derecha y o preserva asociados por la izquierda,
entonces T, 0Ty preserva asociados. Por ende, si 11 y 7o preservan asociados, entonces

T © Ty preserva asociados.

Demostracion. (1) y (2) Si 7y (72) preserva asociados por la derecha (resp. izquierda)
y ati o Tub. Por la definiciéon de composicion, existe un ¢ € D# tal que amyc y cryb. Si
b’ ~ b (resp. a’ ~ a), por hipotesis cm 0’ (resp. a'mac) y luego am omb’ (resp. a'm omob).

(3) Esto es consecuencia inmediata de los incisos (1) y (2). O

En general, si la composicién de relaciones preserva asociados, no necesaria-
mente implica que los factores también. Por ejemplo, si se consideran las relaciones
= {(3,-2),(5,-2),(3,2),(5,2),(4,2)} y 72 = {(2,3),(—2,5), (3,2)}. Entonces se
observa que 11 o 7o = {(2,2),(2,-2),(—2,2),(—2,—2)} preserva asociados pero los
factores no. Se resumen los resultados de esta seccion en las siguientes tablas, con las
mismas indicaciones de lectura que las tablas de la seccion anterior. El lector debe
notar que como una relacion que es divisiva también preserva asociados (resultado
comprobado en [2]). Entonces los mismos ejemplos para los casos de las propiedades

divisivas funcionan para los casos que preservan asociados.
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Tabla 2.3.1: Cuando 7 o 75 preserva asociados

71
Ten P.A. P.A. por la izq. | P.A. por la der.
P.A. Prop. 2.8 | Ej. 2.4 Prop. 2.8
79 | P.A. por la izq. | Prop. 2.8 | Ej. 2.4 Prop. 2.8
P.A. por la der. | Ej. 2.4 Ej. 2.4 Ej.2.4

Tabla 2.3.2: Cuando 7, o 73 preserva asociados por la izquierda.

71
emn P.A. P.A. por la izq. | P.A. por la der.
P.A. Prop. 2.8 | Prop. 2.8 Ej. 2.4
79 | P.A. por la izq. | Prop. 2.8 | Prop. 2.8 Ej. 2.4
P.A. por la der. | Prop. 2.8 | Prop. 2.8 Ej. 2.4

Tabla 2.3.3: Cuando 71 o 75 preserva asociados por la derecha.

1
TLoT P.A. P.A. por la izq. | P.A. por la der.
P.A. Prop. 2.8 | Prop. 2.8 Prop. 2.8
7o | P.A. por laizq. | Ej. 2.4 Ej. 2.4 Ej. 2.4
P.A. por la der. | Prop. 2.8 | Prop. 2.8 Prop. 2.8

2.4.

Primero se recuerda la Definicion 1.8 de relaciones con propiedades multipli-
cativas: la relacion 7 se llama multiplicativa por la izquierda (derecha), si arcy bre

(resp. atb y atc), entonces abrc (resp. arbc). Se dice que 7 es multiplicativa, si es

Relaciones multiplicativas

multiplicativa por la izquierda y por la derecha.

La propiedad de ser multiplicativa result6 ser menos compatible con respecto a

la composicion de relaciones. Los siguientes ejemplos muestran este comportamiento.

Ejemplo 2.9. En Z#, considere las siguientes relaciones multiplicativas:

n =

To =

{(3",2™),(2",3™),(7",5™), (5", 7™) :n,m € Z* }

{(3",3™),(3",7™),(7",3™), (3",3™7"), (3" 7™,3") : n,m,p € ZT } .
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Sus composiciones estan dadas por:

non = {(3",2"),(7,2™),(3"7,2"),(3",5") : n,m,pE "}

TyOT] = {(2",3m),(2”,7’”),(2”,3m7p),(5",3m) tn,m,p e Z*}

Note que para n,m,p € Z*, (3",2™), (3",5™) € 71 0 9, pero (3",2™5") & 71 0 Ty,
ademas (2",3™), (5", 3™) € mpoTy, pero (2"5™,3P) ¢ To71y. Por tanto, aunque ambas

relaciones sean multiplicativas, la composicién no necesariamente lo es.

Ejemplo 2.10. Considere las relaciones 71 = {(3,2") :n € Z*} U {(5,6)} y 7o =
{(2™,3) : m € Z*}U{(7,8)}. Note que 11075 = {(2",2™) : n,m € Z"} es una relacion
multiplicativa. Por ende, si 71 o 75 es multiplicativa, esto no implica que ninguna de
los dos factores sean multiplicativas (ni por la izquierda, ni por la derecha). Aunque
si se restringen a C'oim(7; o 73), se obtiene que 71 es multiplicativa por la derecha y

79 es multiplicativa por la izquierda.

Hay dos propiedades que ayudan a obtener la multiplicidad por la izquierda y
por la derecha.
Propiedad (1). Si ar o oe y by o Toc, entonces existe d € D tal que ared, brad y
drec.
Propiedad (2). Si ar o mb y ary o Tec, entonces existe d € D tal que ared, drby
drec.

Considerando éstas dos propiedades, entonces se obtienen los siguientes resul-

tados.

Proposicién 2.11. Sean 7, y 7 relaciones sobre D¥ tales que 7,079 # (. Entonces,
(1) Si 15 es multiplicativa por la izquierda y tal que cumple la Propiedad (1), entonces
T1 0 To es multiplicativa por la izquierda.

(2) Si T es multiplicativa por la derecha y tal que cumple la Propiedad (2), entonces

T1 0 o es multiplicativa por la derecha.
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Demostracion. (1) Suponer que ary o 7a¢ 'y by o Tec, entonces por la Propiedad (1)
existe d € D tal que aryd, brod v dmc. Como 75 es multiplicativa por la izquierda, se
obtiene que (ab)7ed. Como dric, por la definicion de composicion (ab)r o me.

(2) Si ar o Tob y am o Tee, entonces por la Propiedad (2) existe d € D tal que atad,
drb y dre. Como 71 es multiplicativa por la derecha, entonces se tiene que d7(be).

Como atyd, por la definicion de composicion se concluye que ary o 1o(be). O

Cabe destacar que las condiciones de la proposicion anterior no implican que
T] =T1 0Ty O T = 71 0Ty (casos que se desean evitar). Por ejemplo, si se consideran
en Z* las relaciones dadas por 71 = {(2",2™) : n,m € ZT} y o = {(4,2),(2,4)}. Su
composicion esta dada por 73 05 = {(2,2"),(4,2") : n € ZT}. Se observa que 7 es
multiplicativa y se cumple la Propiedad 2. Claramente 71 # 7y 0Ty y 79 A T4 0O Ta ¥

por supuesto, 71 o 7o es multiplicativa por derecha.

Se cierra esta seccion con la siguiente tabla que resume que la composicion de
relaciones no preserva la propiedad multiplicativa. La tabla tiene el mismo formato
que las de las secciones anteriores. No se presenta tablas para los casos laterales pues
estas son idénticas a las del caso cuando 7 o 75 es multiplicativa. El Ejemplo 2.9

funciona como contraejemplo para todos estos casos.

Tabla 2.4.1: Cuando 7 o 75 es multiplicativa.

71
e Multiplicativa | Mult. por la izq. | Mult. por la der.
Multiplicativa Ej. 2.9 Ej. 2.9 Ej. 2.9
Ty | Mult. por la izq. Ej. 2.9 Ej. 2.9 Ej. 2.9
Mult. por la der. Ej. 2.9 Ej. 2.9 Ej. 2.9
2.5. Las 7-factorizaciones

En esta seccion, se analiza qué ocurre cuando en el Teorema 2.1 de [2] se quita la

hipotesis de que la relacion 7 sea simétrica y se consideran las definiciones laterales

24



(por ejemplo, divisiva por la izquierda) que se dieron en este estudio. El teorema
es relevante con respecto al por qué divisiva, preservar asociados y multiplicativa
son tipos de relaciones importantes para la teoria de 7-factorizaciones. Se recuerda
que segin la Definicion 1.6, dada una relaciéon simétrica 7 sobre D#, el producto
a = \ajas---a, es una T-factorizacion para a € D si a;Ta; para todo i # jy
A € U(D). Si a esta definicion se le remueve la condicion de ser simétrica a 7, se

requiere otra definicién del concepto.

Definicién 2.12. Sea 7 una relacion sobre D7 . Entonces se dice que a = Aajas - - - ay,

es una 7-factorizacion de a, si a;7a;4 parai € {1,...n—1} y A € U(D).

Note que la Definicion 1.6 del concepto de 7-factorizacion es un producto de
la forma Aay - - - a,, donde los a;’s se relacionan todos entre si con respecto a 7. Esto

indica que ademas de una relaciéon simétrica, hay una propiedad de transitividad.

De hecho, si la relacion 7 es transitiva, la Definicion 2.12 coincide con lo que
Anderson y Frazier [2] definieron como una 7-factorizacion ordenada. Si Aay - - - a,, es
una 7-factorizacion (como en la Definicion 2.12), entonces a;7a;+1 ¥ @;417a;42. Por
la transitividad de 7, a;7a;+2. Sucesivamente a;7a; para todo ¢ < j en {1,..n}.

Si 7 es ademds simétrica, entonces a;7a; para todo ¢ # j. Por lo tanto, si 7 es
simétrica y transitiva, la Definicion 2.12 coincide con la Definicion 1.6 (la cual fué

definida para relaciones simétricas).

Ejemplo 2.13. Sean a,b,c € D¥ yv 7 = {(a,b), (b,c)}. Note que abc es una 7-
factorizacion (con respecto a la Definicion 2.12), pero no es una 7-factorizacion (or-

denada) con respecto a la definicion dada por Anderson y Frazier.

El resto de la seccion se dedica a crear algunos resultados con respecto a las 7-
factorizaciones de la Definicion 1.8 (a menos que se indique lo contrario). Si Aa; - - - ay,
es una 7-factorizacion, entonces cada a;a;41 - - - a;_1a; también es una T-factorizacion.

Este fenomeno también ocurre en la definicion de Anderson y Frazier.
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Si se define (como se define en [13|) la clausura transitiva de una relacion 7y
se denota como T, al conjunto de (a,b) € 7, tales que existe n € N, ay, ..., a, € D*
tales que (a1, as), (as,as), ..., (an—1,a,) € T, con a; = a'y a, = b. Entonces Aa; - - - a,
es una 7-factorizacion si y solo (ai,a,) € T;; esto sucede si y solo si (a1,a,) € 7"

Entonces a = Aaj - - - a, es una 7-factorizacion si y solo si (ay,a,) € 7.

Note que las definiciones de los conceptos de 7-atomo y 7-primo son las mismas

antes definidas (pero tomando en cuenta que ahora 7 no es necesariamente simétrica).

Definicién 2.14. Sea 7 un relaciéon sobre D#. Se dice que D admite T-refinamientos
de a;, si cuando Aa; - - - a, es una 7-factorizacion y a; = by - - - b,,, es una 7-factorizacion
de a;, entonces Aay---a;_1by - -byna;11---a, es también una 7-factorizacion. Si D
admite 7-refinamientos de a; para todo i € {1,...,n}, entonces se dice que D admite

T-refinamientos.

Proposicién 2.15. Sea 7 una relacion sobre D¥ ya = \a; - - - a,, una T-factorizacion
de a.

(1) Si T preserva asociados (preserva asociados por la derecha o por la izquierda),
entonces existe una T-factorizacion a = by - - - b, (de la misma longitud) de a, donde
no requiere la unidad X\ al inicio. En otras palabras, se puede omitir el factor unidad
A al wnicio de las T-factorizaciones.

(2) Si T es divisiva (divisiva por la izquierda o divisiva por la derecha), entonces T
preserva asociados (resp. preserva asociados por la izquierda o preserva asociados
por la derecha).

(3) Si T es divisiva (divisiva por la izquierda o divisiva por la derecha), entonces D
admite T-refinamientos (resp. admite T-refinamientos de a; o admite T-refinamientos
de a,).

(4) Suponer que T es transitiva. Si T es multiplicativa (multiplicativa por la izquierda

o multiplicativa por la derecha), entonces a tiene una T-factorizacion de tamano dos.
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Demostracion. (1) Si T preserva asociados por la izquierda (por la derecha), entonces
Aay - -a, = (Aaj)ag - -a, (resp. Aay---a, = aj - (Aa,) son dos 7T-factorizaciones.
Como ajTay (resp. a,_17a,) y T preserva asociados por la izquierda (resp. por la
derecha), entonces (\ay)7ay (resp. a,_17(\ay,)). En el caso que 7 preserva asociados,
se utiliza cualquiera de las anteriores para omitir la unidad.

(2) Si arby a ~ d, entonces ala’ y a'|a. Como 7 es divisiva por la izquierda, enton-
ces d'|a y arb implican que a'7b. Es decir que 7 preserva asociados por la izquierda.
Similarmente, si ath y b ~ ¥V, entonces b|/ y V/|b, luego arl’. Entonces T preserva
asociados por la derecha. Si 7 es divisiva por la izquierda y por la derecha, entonces
es divisiva. Por lo anterior, 7 preserva asociados por la izquierda y por la derecha,
por tanto preserva asociados.

(3) Sea 7 divisiva por la izquierda (por la derecha) y by ---b,, una 7-factorizacion
de a;(resp. de a,), Como b,|a; (resp. bi|la, ) y aiTas (resp. a,_iTa,), entonces
biTas (resp. a,—17b1). Por ende \by -+ - bpas - - - ap(resp. Aaj -« ap_1by -+ - by,) es una
T-factorizacion. Por ende, si 7 es divisiva por la izquierda (por la derecha), entonces
D admite 7-refinamientos de a; (resp. de a,).

Si 7 es divisiva y by ---b,, es una 7-factorizacion de a;, entonces bi|a; v by|a;.
Como a;_17a;, a;Ta;1 y 7 es divisiva, entonces a;_17b; y b,,7a;.1. Por lo tanto,
Aay - a;_1by - bpaiyq - ap es una T-factorizacion.

(4) Suponer que 7 es una relacion transitiva y multiplicativa por la derecha (resp. por
la izquierda). Como Aaj - - - a,, es una 7T-factorizacion, entonces a, _oTa, 1y Gy 170y
(resp. ajTay y astas). Por transitividad de 7, a,_o7a, (resp. ay7as). Como 7 es mul-
tiplicativa por la derecha (resp. por la izquierda), a, _o7(a,_1a,) (resp. (a1as)7(as)).
Esto implica que Aaj - --ap—2(an_1a,) (resp. A(ajas)---a,) es una 7-factorizacion
de longitud n — 1. Por inducciéon en n, se puede concluir que Aaj(as---a,) (resp.
Aay -+ ap_1)a,) es una 7-factorizacion de longitud dos. Si 7 es multiplicativa, es

multiplicativa por la derecha y por la izquierda y cualquiera de los métodos provee
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el resultado. [

2.6. Conclusiones

Se analiz6 el comportamiento de la composicién de diferentes tipos de relacio-
nes. Los tipos de relaciones clasicas en su mayoria no se preservan con respecto a
la composicion, con excepcion de la reflexividad. Se observo que los casos divisivo y
preservar asociados la composicidén se comporta similar. Por otro lado, la propiedad

multiplicativa no tuvo un buen comportamiento.

Se brind6 una nueva definicion del concepto de 7-factorizaciéon. Esta permite
poder trabajar con un conjunto més amplio de relaciones, pues no exige que 7 sea una
relacion simétrica, como se habia hecho anteriormente. Anadiendo la propiedad de
transitividad se obtienen las T-factorizaciones ordenadas definidas en [2] y anadiendo
la simetria se obtiene la definicion anterior de T-factorizacion. Ademés se demostro
una version analoga de uno de los teoremas importantes presentados en [2], hecho
que indica que posiblemente otros aspectos de la teoria también se puedan extender

con esta nueva definicién.
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Capitulo 3

Loscasos i =1y 1 Cn

En el capitulo anterior se analiz6 la composicion 71 o 75 en el caso que los facto-
res fueran relaciones arbitrarias con propiedades basicas de relaciones y propiedades
relacionadas a 7-factorizaciones. Se observd que la composicion 7 o 75 no preserva
muchas de las propiedades que pueden tener 71 6 5. Este capitulo se enfoca en los
casos en que 1, = T, vy 71 C 7. La idea es verificar si se pueden obtener mejores
resultados que los obtenidos en el Capitulo 2. Una razon importante para considerar
este tipo de condiciones es que en el trabajo de Ortiz [4], se obtuvo resultados impor-
tantes con condiciones del tipo 7 C 75. Uno de ellos fué generalizar los resultados de
la Figura 1.3.2. Ortiz demostr6 que si D es un 75-UFD (75-BFD, 75-FFD y 75-ACCP)
y 71 C 7 dos relaciones divisivas, con 7, multiplicativa, entonces D es un 7-UFD
(resp. 7-BFD, 71-FFD y 7-ACCP).

Si 7 es una relacion sobre D# tal que 7o 7 # (), es decir Coim(7) N Im(7) # 0,
naturalmente surge la interrogante, jqué propiedades de 7 hereda la composicion
72?7 Por otro lado, ;qué se puede decir sobre el converso? La primera observacion

es reconocer que se puede obtener mas de una factorizacion de 72. Por ejemplo, sea

T ={(a,a),(a,b),(b,b),(b,a)}, 7 = {(a,b),(b,a),(a,a)} y 7o = 1 U{(x,y)}; donde

x, y son distintos de a, b. Observe que ¥ = 72 = 7. Como se menciono anteriormente,
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este comportamiento influye a que este trabajo se enfoque més en determinar que se

puede decir de la composicién a partir de las propiedades de sus factores.

3.1. Propiedades de 7°.

Sea 7 una relacion sobre D# tal que 72 # (). ;Cuando pasa que 7 C 727 Si
se asume que atbh, se observan algunas posibilidades. Una condiciéon simple para

que 7 C 72

, €8 que idpy;y © 7 (resp. idcoim(-y © T). Si atb y brb, (resp. ata y
atb) entonces ar?b. Si 7 es reflexiva, entonces como idcoimry C idps ¥ idpmry C
idp#, se cumplen las condiciones anteriores y por tanto también se cumple que a72b.
Si 7 es simétrica, entonces si arb se tiene que bra y luego at?a y br2b. Por ende
idcoimry © T2y idpmey C© T2, pero esto no necesariamente implica que ar?b en
general. Por ejemplo, si en Z# se toma 7 = {(a,b), (b, a), (a,c), (c,a)}, entonces 7% =
{(a,a), (b,b), (b,c),(c,c),(c,b)} . Se puede observar que (a,b) € T pero (a,b) ¢ 72. Se
concluye que la simetria de 7 implica la reflexividad de 72 respecto a la coimagen e
imagen de 7, es decir idcoim(r) C 72y idpmr) C 72 SI T es transitiva y ar?b, entonces
atb, es decir, se da la contenencia 72 C 7. Adema4s, existen situaciones donde 7 = 72.

Por ejemplo cuando 7 = idp#. En la siguiente proposicién se observa que 72 hereda

algunas propiedades de .

Proposicién 3.1. Sea 7 un relacion en D¥ tal que 72 # 0.
(1) Si T es refleviva, entonces T es refleziva.

(2) Si T es simétrica, entonces idcoimryurm) C T> Y T es simétrica.

2

(3) Si T es transitiva, entonces 7 C 7 y 72 es transitiva.

2

(4) Si T es relacion de equivalencia, entonces T es relacion de equivalencia.

2

(5) Si T es un orden parcial, entonces T es un orden parcial.

Demostracion. (1) Esto es consecuencia de la Proposicion 2.2, usando 71 = 7.

(2) El hecho de que idcoimryurm-y © 77, fué demostrado en el parrafo anterior.
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Suponer que ar?b. Por la definicién de composicion, existe un ¢ € D¥ tal que atc y
crb. Como 7 es simétrica, cra y bre. Por la definicion de composicion, br2a y por lo
tanto 72 es simétrica.

(3) El hecho de que 72 C 7, fué¢ demostrado en el parrafo anterior. Suponer que a72b
y br?c. Como 72 C 7, entonces atb y bre. Por la definicion de composicion, art?c y
72 es transitiva.

(4) Esto es consecuencia directa de los incisos (1), (2) v (3).

(5) La reflexividad y transitividad se obtienen de los incisos (1) y (3). Falta ver que
72 es antisimétrica. Suponer que at?by br2a. Por la parte (3), 72 C 7, entonces atby

bra. Como T es antisimétrica, entonces a = b. Por lo tanto 72 es un orden parcial. [J

El siguiente ejemplo ilustra que los conversos de la Proposicion 3.1 son falsos

en general.

Ejemplo 3.2. (1) Si 72 es reflexiva, no necesariamente 7 también lo es. Por ejemplo,
sea a € Z* un entero arbitrario pero fijo. Sea 7 = {(z, a), (a, ) : x € Z¥}, note que
no es reflexiva pues para todo b # a, (b,b) ¢ 7. Su composicion es 72 = idy%, la cual

es reflexiva.

(2) Si 72 es simétrica, no necesariamente 7 también lo es. Para ello, sea D un dominio

integral y a, b, z,y € D¥ elementos distintos. La relacion 7 = {(a, ), (z,b), (b,y),

(y,a)}, no es simétrica, porque por ejemplo, (z,a) ¢ 7. Pero 72 = {(a,b), (b, a), (x,y),

(y,x)}, si es una relacion simétrica.

(3) Si 72 es transitiva, no necesarimente 7 también lo es. Para observar esto con-

sidere a,b,z € D# elementos distintos. Sea 7 = {(a,x), (z,b), (b, x), (x,a)}. Obser-
2

ve que T no es transitiva pues (a,z), (z,b) € 7, pero (a,b) ¢ 7. Entonces 7° =

{(a,b), (b,a), (a,a),(b,b)} es claramente transitiva.

(4) Si 72 es una relacion de equivalencia, no necesariamente 7 también lo es. Por

ejemplo, sea A = {a,b,c} C D¥ y 7 = idpxU{(a,c), (c,b), (b,c), (c,a)}. Observe que
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7 no es relacion de equivalencia, pues no es transitiva. Observe que (a, ¢), (¢,b) € T,
pero (a,b) ¢ 7. Por otro lado, su composicion 72 = 7 U {(a,b), (b,a)} es una relacion

de equivalencia en D7,

(5) Si 7 es antisimétrica no necesariamente 72 también, atn cuando 7 C 72. Por

ejemplo, si
T = {(CL, CL), (b7 b)u (CL, b)u (b7 C)v (07 CL)} ) entonces

2 = T U{(b,a), (c,b),(c,a),(a,c)},
luego 7 es antisimétrica pero 72 es simétrica. El converso también es falso, el mismo

ejemplo del inciso (2) ilustra este hecho, 7 es antisimétrica, pero 72 no lo es.

(6) Si 72 es un orden parcial, no necesariamente 7 lo es. El ejemplo del inciso anterior

2

ilustra el hecho de que 7% es un orden parcial, pero 7 no lo es. El converso también

es falso, considere A = {a,b,c}, 7 = ida U{(a,b), (b,¢),(c,a))}. Entonces 7% = 74 =

2

A x A . Observe que 7 es un orden parcial en A pero 7° no lo es, porque no es

antisimétrica.

Proposicion 3.3. (1) Si T es divisiva por la izquierda (derecha), entonces 7 también
lo es. Por ende, si T es divisiva por la izquierda (derecha), entonces ™" también lo
es.

(2) Si T preserva asociados por la izquierda (derecha), > también lo es. Por ende,

st T preserva asociados por la izquierda (derecha), T también lo es.

Demostracion. (1) El resultado se obtiene aplicando la Proposicion 2.5 con 71 = 7o,
primero a 7o7. Haciendo induccién en n, suponer que 77! es divisiva por la izquier-
da (derecha). Entonces por la Proposicion 2.5, 7" = 7o (7"7!) también es divisiva
por la izquierda (resp. derecha).

(2) El resultado se obtiene aplicando la Proposicion 2.8 con 71 = 7o, primero a 7o 7.
Haciendo induccién en n, suponer que 7! preserva asociados por la izquierda (de-

recha). Entonces por la Proposicion 2.8, 7% = 7o (7"~!) también preserva asociados
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por la izquierda (resp. derecha). ]

Si 7 es multiplicativa por la izquierda, no necesariamente se tiene que 72 tam-
bién lo sea. Por ejemplo, sea 7 = {(2", 3), (3", 11), (5", 7), (7", 11), (3"7",11) : n € Z"}.
Entonces 72 = {(2",11),(5",11) : n € Z*} que no es multiplicativa por izquierda
pues (2,11), (5,11) € 72 pero (2 -5,11) ¢ 7%. Note que sustituyendo 7 con 77! se

obtiene un contraejemplo para la propiedad multiplicativa por la derecha.

Corolario 3.4. (1) Si T es multiplicativa por la izquierda y se cumple la Propiedad

2

1 de la Seccion 2.4 con 1 = 7o, entonces 7 es multiplicativa por la izquierda.

(2) Si T es multiplicativa por la derecha y se cumple la Propiedad 2 de la Seccion 2./

2

con T = Ty, entonces T° es multiplicativa por la derecha.

Demostracion. Esto es consecuencia directa de la Proposicion 2.11. O]

3.1.1. El 7-centralizador

Este concepto fué definido y usado por Vargas en [9], se puede utilizar para

analizar algunas propiedades sobre la composicion.

Definicién 3.5. [9] Sea () # S C D# y 7 una relacion simétrica en D¥. Se define el

T-centralizador de S como Z,.(S) = {x € D¥ : zry, Vy € S}.

Ejemplo 3.6. Considerar la relacion 7 sobre 77, definida por at(z)b si y solo si

2|(b—a). Si S = {2n : n € Z} se tiene que Z,, (S) = {a € Z# : arpb, Vb€ S} = S.

(2)

Dado que todos los enteros pares estan relacionados con respecto a 7(y).

Debido a que en [9] se asume que las relaciones sean necesariamente simétricas
y va que la definicion no depende de la estructura algebraica de S, ni de D¥, se

adapta la definicion de la siguiente manera.
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Definiciéon 3.7. Sea S C D# con S # () y 7 una relacién sobre D¥. Se define el
T-centralizador por la izquierda de S como ZI(S) = {a € D¥ : arb, Vb € S} y el

7-centralizador por la derecha de S como ZP(S) = {a € D¥ : bra, Vb € S}.

En particular, se puede adaptar la definicién del 7-centralizador de un elemento
en particular a los casos laterales. Sea a € D¥ y 7 una relacion (no necesariamente
simétrica) sobre D#. Entonces se define el T-centralizador de a por la izquieda como
ZHa) = {be€ D* : bra} y el T-centralizador de a por la derecha como ZP(a) =
{b € D¥ : cm'b}.

En general el 72-centralizador tiene poca relacion con el 7-centralizador. Para
observar esto, sean a,b,c € D¥ y 7 = {(a,c), (c,b)}. Entonces 72 = {(a,b)}. Note
que Z%,(a) =0y ZX(a) = 0. Dado que a no es la imagen de ningtn elemento bajo 7,
ni bajo 72. Por otro lado, Z5(a) = {b} y Z%,(a) = {c}, aunque estos no son vacfos,
observe que no son comparables como conjuntos. Pero si se anaden condiciones se

logran mejores resultados.

Proposicién 3.8. Sea x € D¥ y 7 una relacién sobre D tal que 7% # ().
(a) Siidcoim(ry C T, entonces ZL(z) C Z1,(x) y ZP(x) C ZB ().
(b) Si T C 72, entonces ZL(x) C ZL(z) y ZP(x) C ZB(x).

(¢c) Si 7 C 7, entonces Z1,(x) C ZL(z) y ZB(x) C ZP(x).

Demostracion. (a) Seaa € D#. Siarx para algin x € D#, entonces como idcojm(r) C
T, ata 'y luego ar?z, por tanto Z!(x) C ZI,(z). Similarmente se obtiene que Z2 (z) C

Z5(x).

N

(b) Por la definicién y la hipotesis de que 7 C 72, ZL(z) = {y € Coim(r) : yra}
{y € Coim(7?) : yr?z} = Z%(x). Similarmente ZP(z) = {y € Im(7) : zry} C
{y € Im(r?) : ar?y} = ZB.

(c) Por la definicion y la hipotesis de que 72 C 7, ZL, (z) = {y € Coim(7?) : yr’z}

N

{y € Coimr : yra} = Z!(z). Similarmente se cumple que Z2(z) C ZP (). O
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Proposicién 3.9. Sea 7 un relacion sobre A tal que 7> C 7.
(1) Si 72 es reflexiva, entonces idcoim(r2) C T.

(2) Si T es simélrica, entonces idcyim2) C T2

(3) Entonces T es transitiva.

2

(4) Si T es antisimétrica, entonces T° es antisimétrica.

Demostracion. (1) Si 72 es reflexiva, entonces ar?a para todo a € D#. Como 72 C 7,
ata y 7 es reflexiva respecto a la coimagen de 72. Es decir, tdcoim(r2) © T.

(2) Si at?b, entonces arb. Por la simetria de T se obtiene que bra. Por la definicion
de composicion, at?a.

(3) Si arb y bre, por definicion de composicion ar?c. Como 72 C 7, entonces aTc.
(4) Si ar?b y br?a, entonces atb y bra. Como 7 es antisimétrica a = b. Por lo tanto

72 es antisimétrica. m

Si 7 es reflexiva y 72 C 7 no necesariamente 72 también (solamente es reflexiva
respecto al dominio de 7). Si 72 es simétrica y 72 C 7, no necesariamente 7 es simétri-
ca. Por ejemplo, sea S = {a1,as,....,ar} € D¥ y 7= {(a1,a;) : a; €S, i=2,...,k},

entonces 72 = ().

3.2. Elcaso 1 Cn

En esta seccion se asume que 7, v 7, son relaciones sobre D7 tales que 7, C 7
y 710 Ty # (). Esta condicion fué de mucha relevancia en los resultados obtenidos
por Ortiz en [4]. Bajo la condicion 73 C 7 obtuvo consecuencias hereditarias sobre

T-factorizaciones, 7-Atomos y 7-primos, entre otros.
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3.2.1. Propiedades clasicas de relaciones

El enfoque de este trabajo ha sido ver el comportamiento de 7 o 75. En esta
seccion, a partir de la condiciéon de que 7 C 7, se demuestra qué propiedades se

cumplen y cudles fallan, mediante ejemplos.

Proposicién 3.10. Sean 7, T relaciones sobre D7, tales que 71 C 7o, o £ 0 y
To O T1 7é @
(1) Si 1 es reflexiva, entonces 15 es reflexiva.

(2) Si 1 es reflexiva, entonces T 0 Ty y T 0 T son reflexivas.

Demostracion. (1 Sl T1 €S reflexiva, entonces id # - T1- COHlO T1 C D) entonces
) D = = )
idD# C 5} - T9. Por lo tanto To €S reflexiva.

(2) La reflexividad de 7y o 75 y 7 0 71 es consecuencia de la Proposicion 2.2. O

Si € 7y 7y es reflexiva, no necesariamente 7, lo es. Por ejemplo, si 7 =
{(2,2)} y 72 = idp#. Aunque es posible ser reflexiva respecto al dominio o coimagen
de la relacion. En el ejemplo 71 = idcoim(r;) ¥ por ende es reflexiva respecto a su
coimagen. Una motivaciéon para preguntarse que tan reflexiva es una relacion, es el
hecho de que cuando una relacion es reflexiva y divisiva con respecto a los elementos
de S C D#, donde S es un subconjunto de D# cerrado bajo productos, entonces
TN(S x S)=5xS, es decir, los 7N (S x S)-productos y los 7s-productos coinciden
en S. Porque si a,b € S, entonces ab € S, porque S es cerrado bajo productos. Como
7 es reflexiva en S, abrab. Luego alab y blab, como 7 es divisiva, arb. Por lo tanto
TN(Sx8)=85x%xS.

Se recuerda que las relaciones simétricas han sido el foco principal de la teoria
de T-factorizaciones por el hecho de trabajar con anillos conmutativos. Este trabajo se
aleja de esa idea y redefine los conceptos de otra forma, pero que atin sea compatible

cuando la relacidon sea simétrica.
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SiT C 7oy 7 essimétrica, entonces 7, no es simétrica en general. Por ejemplo,
sean a,b,c,d € A distintos, 71 = {(a,b), (b,a)} y 72 = 7 U {(c,d)}. Claramente 7
es simétrica, ; C 7o, pero 7, no es simétrica. Similarmente, si 7, es simétrica no
necesariamente 7, es simétrica. Por ejemplo, sean 7, = {(a,b), (c,d)} y o = Ut .

Si 1 C 7y 7y es simétrica, no se tiene que 7 o 7, sea simétrica. Por ejemplo,
si se consideran 7 = {(a,b), (b,a)} v 72 = {(a,b), (b,a),(c,b)}, entonces 13 0 T =
{(a,a), (b,b),(c,a)}. Se observa que 7| es simétrica, pero 7, ni 7 o 73 lo son. Similar-
mente, si 7 C 7 v Ty es simétrica, 7 0Ty no necesariamente es simétrica. Por ejemplo,
sit1 ={(a,b),(b,a),(c,b)} y 7o = mU{(b, )}, entonces 1 0m = {(a,a), (b,b), (c,a)}.
Se puede notar que 71 C 7o, T» s simétrica, pero 7, y 7y © 5 no lo son. Finalmente,
aun si ambas 71 y 7o son simétricas y 71 C 7o, 71 © T» N0 necesariamente es simétrica.

Considere

n = {(aub)v<b7a)7<cvb>7<bvc>} Yy

7 = mU{(d,b),(b,d)}, entonces

o = {(a,a),(bb),(ca),lcc),(a,c),(da) (dc)}.

Observe que (d,a) € 11 0 Ty, pero (a,d) ¢ 11 o T2, luego no es una relacion simétrica.

Se recuerda que se observo anteriormente que si 7 es transitiva, 72 también lo

es. Cuando 7 C 7y, la situacién es distinta.

Proposicién 3.11. Sean 7, y 7 relaciones sobre D¥ tales que 7 C To y T» €s
transitiva. Entonces 1101y C 7o y 79071 C To. 51 ademds id m(r0m) € T (idlm(mon) -

71 ), entonces T o Ty es transitiva (resp. T 0 Ty es transitiva).

Demostracion. Si ary o 72b, por la definicién de composicion, existe un ¢ € D¥ tal
que atycy cmb. Como 11 C 7, entonces cmb. Como 7 es transitiva, atyb, por lo tanto

71 0Ty C T9. Si amy o 7yb, por la definiciéon de composicién existe un ¢ € D7 tal que
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atic'y cmab. Como 71 C T, entonces ampc. Como 7 es transitiva, amb, por lo tanto
To O T1 Q T2.

Para la segunda parte, si ary o by by 0 7o¢ (aTy 0 T1b y b1y 0 T1¢), por la definicion
de composicion existen ¢1, co € D tales que atecy, ¢171b, bTaca ¥ comic (resp. armcy,
c1Tob, bTica ¥ camec). Por la hipotesis de que 71 C 7o, se tiene que ¢;72b y comac (resp.
atycy y bracy). Como 7y es transitiva, amb y broc, implica atoc. Como idpm(rom) € 1
(resp. idpm(rory) € T1) ¥ ¢ € Im(7y 0 72) (resp. ¢ € Im(1o 0 7)) , cryc. Por lo tanto

aty o Tec (resp. aty 0 TyC) y asi T o Ty (resp. 7o 0 71) es transitiva. O

Si 1 C 7y 7y es transitiva, entonces 7 no es necesariamente transitiva. Por
ejemplo, considerar la relacion transitiva 7 = {(a,b), (b,a), (b,c),(c,b)} y y la re-
lacion 5 = 7 U {(c¢,a)}, la cual no es transitiva y contiene a 7;. Similarmente, si
71 € Ty ¥y T» es transitiva, no necesariamente 77 es transitiva. Por ejemplo, sean
7 = {(a,b),(b,c)} y 1o = {(a,b), (b,¢), (a,c)}. Finalmente, si 7y C 7o y 71 es transiti-
va, 110 necesariamente 707 es transitiva. Para ello considere 7 = {(b, a), (¢, b), (¢, a)}
y 72 = {(d,b), (a,c)} Umr. Entonces 1 o 7o = {(d,a), (a,b), (a,a),(c,a)}, que no es
una relacion transitiva. En general, la condiciéon 7 C 75 no garantiza la herencia de
transitividad a 71 o 7.

Para la antisimetria, note que si 7o es antisimétrica y 7 C 7y, entonces 7,
también lo es. Pues, si amb y bria, entonces amsb y baa. Como 7 es antisimétrica,

a = b. Por lo tanto 7, es antisimétrica.

Ejemplo 3.12. Si 7y C 75 y 71 es antisimétrica no necesariamente 7y 07 es antisimé-
trica, considere sobre D¥ 71 = idp# U{(a,b)} y 7o = idp# U{(a,b), (b,a)}. Entonces
la composicion 1, o 7o = idp# U {(a,b), (b,a)} no es antisimétrica.

Sim € 7y 7 es antisimétrica no necesariamente 7; o 7, es antisimétrica, por
ejemplo, si 1 = idpx U {(a,b),(c,a)} y 7o = idps U {(a,b),(c,a),(b,c)}, enton-
ces Ty 0T = idpx U{(a,b), (b,a), (b, c),(c,b),(c,a)}. Observe que 75 es antisimétrica

y 71 C 7. Pero 11 o 75 no es antisimétrica porque, (a,b), (b,a) € 1 o 13, con a # b.
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Por otro lado, las relaciones de equivalencia y los 6érdenes parciales si muestran

un buen comportamiento cuando m C 7.

Proposicién 3.13. Sean 7, y 72 relaciones sobre D¥, tales que 1, es reflexiva, Ty o
To#D, mom #0 ym C 1.
(1) Si 1o es relacion de equivalencia, entonces T 0 Ty y T2 0 T también lo son.

(2) Si o es un orden parcial, entonces T 0 Ty y T2 0 Ty también lo son.

Demostracion. Observe que en ambos casos se necesita comprobar reflexividad y
transitividad de 7 o 75 y 79 0 4. Como 71 y 75 son reflexivas, por la Proposicion 2.2,
T1 0 T también es reflexiva. Para la transitividad, se puede aplicar la Proposicién
3.11 puesto que 7y es reflexiva.

Para la simetria en (1), suponer que ary o 73b. Por la Proposicion 3.11, 11015 C 7
y 7o 0 71 C To. Por ende amb. Por la simetria de 75, brpa. Como 711 es reflexiva, ama
(bmib). Por lo tanto, por la definicion de composicion, by o mea (resp. by o Tya).
Para la antisimetria en (2), suponer que at; o 72b y brioma (am0mby bryoma). Por
la definiciéon de composicion, existen ¢y, co, € D7 tales que atocy, c1T1b, bracs v caTia
(resp. aticy, c1meb, brica v cama). Como 71 C 7o, c172b v comea (resp. aracy y bracs).
Por la transitividad de 75, amb y baa. Como 75 es un orden parcial, es antisimétrica,

por lo tanto a = b. O

El siguiente ejemplo comprueba que el hecho de que la composiciéon 7, o 75 sea
relacion de equivalencia (antisimétrica o ser orden parcial), ain cuando 7, C 75, no

implica que alguno de los factores también lo sea.

Ejemplo 3.14. Sean a,b,c € D¥ y sean 7, = {(a,a), (¢,c), (a,b)} y

7 ={(a,a), (¢, c), (a,b), (b,a)} Uidps\ ) relaciones sobre D#.

Entonces 1019 = idpxU{(a,b), (b,a)}. Observe que 1 075 es relacion de equivalencia
en A, pero ninguno de los factores lo es, pues 7 no es simétrica ni reflexiva y 7, no

es reflexiva. Para el caso de la antisimetria (o ser un orden parcial), considere 7 =
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{(2,n),(n,2) : n € Z# n+#2}. Entonces 72 = {(2,2),(n,n) : n € Z#¥}. Observe

que 72 es un orden parcial, pero 7 no es una relaciéon antisimétrica.

3.2.2. Relaciones divisivas, que preservan asociados y multi-

plicativas.

Las relaciones divisivas, multiplicativas y que preservan asociados, no se pre-
servan respecto a “C”. Es decir, si ;1 C 75 y 71 es divisiva (multiplicativa o preserva

asociados), no necesariamente implica que 75 ni 7 o 75 lo sean.

Ejemplo 3.15. (1) Si 71 C 7 y 7y es divisiva (preserva asociados) por la izquierda,
no necesariamente 71 o 7o es divisiva (resp. preserva asociados) por la izquierda.
Considere 7 = {(2,2),(—=2,2)} v 72 = {(2,2)}. Claramente 71 o 75 = {(2,2)} = 7.
Tanto 71 o 75 como T, no son divisivas (resp. preservan asociados) por la ziquierda.
(2) Si 1 € 7y y 7 es divisiva (preserva asociados) por derecha, no necesariamente
71 o 75 es divisiva (resp. preserva asociados) por la derecha, esto se observa en el

ejemplo anterior intercambiando el rol de 7 y 7.

(3) Si 1 C 7 y 71 es multiplicativa por la izquierda, no necesariamente la com-
posicion también lo es. Si se considera 7 = {(2",2™) : n,m € Z"} (una relacion
multiplicativa) y 7o = 7 U{(3,2") : n € Z*}. Entonces 11 o 75 = 5. Note que 75 no
es multiplicativa por la izquierda porque (2,2), (3,2) € 1 o 7o, pero (6,2) ¢ 7 0 7.
(4) Si 7y C 79 y 73 es multiplicativa por derecha, no se tiene que 73 075 ni 77 sean mul-
tiplicativas por derecha. Considere 71 = {(2,2)} y 72 = {(2,2") : n € Z*}. Entonces

T1 0 T, = 71, la cual no es multiplicativa.

Note que los resultados del Capitulo 2 aplican atn con la condicién 71 C 7o,
por ello solo se analiz6 si se obtenian nuevas propiedades a partir de esta condicion.
Mediante el siguiente ejemplo se observa la conexién entre centralizadores de

Ti, To ¥ T1 © To, cuando se tiene que 71 C 75.
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Ejemplo 3.16. Sea A = {a,b,c,d} y considere 4 = {(a,b), (b,a),(c,d)} y 7o =
71 U{(b, c)} relaciones sobre A. Entonces 1 o 75 = {(a,a), (b,b), (b,d)}. Observe que
por la definicion de 7-centralizador, se tiene que Z7 (b) = Z2(b) = ZZ (b) = {a},

Z5(b) = {a,c}, ZL,,,,(6) = {b} y Z2,,,(5) = {b.d}.

Se observa que “C” preserva los T-centralizadores por la izquierda (resp. por la

derecha). Este resultado se formaliza en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.17. Dadas 7 y 7> tales que 71 C 7. Entonces Z! (z) C ZL (z) y

Z8(x) € Z2(x).

Demostracion. Por la definicion, Z! (z) = {y € Coim(m;) : yniz}. Como 11 C 7o,
Coim(ry) C Coim(ry), entonces Z. (x) C {y € Coim(r) : yra} = ZZ (x). Similar-
mente, para el caso derecho se tiene que Z2(z) = {y € Im(m) : zmy}, como 11 C 7,

entonces Im(71) C Im(m), asi Z(z) C {y € Coim(n) : amy} = ZE(x). O

Note que no se gener6 ninguna relacion entre los centralizadores de los factores
Ti, T2 y Su composicion 7y o 7o, cuando 7, C 7. Esta condicién solo logra que exista

relacion entre los centralizadores de 7 v 7.

3.3. Conclusiones

Se concluye que para los casos especificos 71 = 7 v 71 C 79, se logra que la com-
posicion preserve mas propiedades de sus factores, especialmente de las propiedades
o tipos clasicos de relaciones. Para los casos de las propiedades divisiva, preservar
asociados y multiplicativa, se concluye que no necesariamente se heredan estas pro-
piedades. Ademas, atin con estas condiciones, no se logra que la composiciéon 7y o 7

le herede propiedades a alguno de sus factores.
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Capitulo 4

Composicion de relaciones

particulares y 7-factorizaciones

En este capitulo se estudian propiedades de relaciones especificas y utilizadas
en trabajos anteriores ([2], [3] ¥ [9] por ejemplo). Se utilizan ahora también para

analizar qué propiedades cumplen las respectivas composiciones.

4.1. La relaciéon 7g.

Esta relacion fué definida en [2]. Sea D un dominio integral y sea S C D¥.
Se define 7g de la siguiente forma: atsb si y solo si a, b € S, en otras palabras,
75 = S x S. Observe que 72 = 75. Si a72b, por la definicion de composicion, existe
un ¢ € D7 tal que atgc y crgb, lo que implica que a, b, ¢ € S y por tanto argb. Por
otro lado, si argb, entonces a, b € S. Como brsb, por la definicién de composicion
at?b. La relacion Tg es reflexiva respecto a los elementos de S, es decir ids C 7.
Es simétrica, porque si atsb, entonces a, b € S, luego brsa. También es transitiva
puesto que si atsb y brsc, entonces a, b, ¢ € S y asi, se obtiene que argc. Debido a

lo anterior se tiene que 7g es una relacion de equivalencia sobre S. El tinico caso en
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que Tg es antisimétrica, ocurre cuando S = {x} para algin x € D¥, es decir, S es

un singulete.

Las propiedades divisiva, preservar asociados y multiplicativa, se analizaron en
[2] v [9]. La relacion 7g es divisiva (preserva asociados, multiplicativa), si S es cerrado

bajo divisores (resp. cerrado bajo asociados, cerrado respecto al producto).

Si atg o 7rb, por la definicion de composicion existe un ¢ € S tal que arrc y
ctsb. SiT C S, entonces ¢ € S, por lo tanto arsc y como 7g es transitiva, se tiene
que atsb. El converso es falso en general. Debido a que si argb, puede pasar que
a, b € S\T, luego no hay elemento ¢ € T que haga que la composicion 7g o 7 esté
definida. Para que 75 o 77 esté definida se requiere que SNT # (). Se puede observar
que rgoTp =TroTgsiysolosiT =S, T =065 = (. Se identifican también las

siguientes propiedades.

Proposicién 4.1. Dados dos conjuntos S, T de D¥ tales que S N'T # (). Entonces

Ts 0T C Tsur Y Tsnr © Tg © Tr.

Demostracion. (1) Si argorrb, por la definicion de composicion, existe ¢ € S tal que
atpcy ctgb. Como a,b € SUT, atsurb. Suponer que ats~rb. Como S y T contienen

a SNT, arrb y brsb. Por lo tanto, por la definicion de composicion, arg o 7pb. [

Los conversos de la proposicion son falsos. Por ejemplo, considere S = {a, b},
T = {b,c}. Entonces observe que atsurc, pero no se cumple que atg o 7rc¢, porque
a ¢ T. Para el otro caso, note que como atsb y brpe, entonces atp o Tsc, pero no se
cumple que atgnrc. Esta proposicion sugiere que la tinica factorizacion general de 7g
es 7g = Tg.

Note que como 7g es simétrica y transitiva, las 7-factorizaciones definidas en

este documento (Definicion 2.12) coincide con la dada por Anderson y Frazier en [2].
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4.2. La relacion it

Sea D un dominio integral. Se define la relacion 7 dada por arb si y solo si
ged(a,b) = 1p. En |2] se concluye que 77 es divisiva pero no multiplicativa. La relacién
7 no es reflexiva, pues ged(a, a) = a (que es distinto de 1p para todo a ¢ U(D)). Es
simétrica, puesto que ged(a,b) = ged(b, a). Se observa que 7 no es transitiva. Por
ejemplo, en Z se tiene que ged(3,20) = 1, ged(20,9) = 1, pero ged(3,9) = 3. Por lo
anterior, 7)) no es una relacion de equivalencia. Tampoco es antisimétrica ni un orden

parcial.

Sean a,b € Z¥. Entonces siempre se puede encontrar un primo p € Z con
ged(a,p) =1y ged(p,b) = 1. Por lo tanto, 71y C T[]2 C 701). Es decir, Tﬁ = T(1).

Como 7 es simétrica, pero no transitiva; las 7j-factorizaciones (como en la
Definicién 2.12) no coinciden con el concepto de 7p-factorizacion de Anderson y
Frazier. Por ejemplo en Z, se tiene que 4 - 3 - 14 es una 7y-factorizaciéon respecto a
la Definicion 2.12, pues ged(4,3) = 1y ged(3,14) = 1. Pero ged(4,14) = 2 # 1,
por ende no cumple con la definicion dada por Anderson y Frazier. Sin embargo,
toda 7-factorizacion en el sentido de Anderson y Frazier es una 7-factorizacion en

el sentido de la Definicién 2.12.

Mientras las 7j-factorizaciones 7j-atomicas de Anderson y Frazier son de la
forma £pf! - - p*, donde los p; son primos no asociados; las 7p-factorizaciones en
Tp-atomos (como en la Definicion 2.12) no son solo estas. En el ejemplo anterior,
4-3-14 no es una 7y-factorizacion (como en la Definicion 2.12) en 7j-atomos. Pero
8:3-7,4-3-2-7,2-3-2-7-2,5iloson. Por ende, Z es un 7;-UFD en el sentido

de Anderson y Frazier, pero no lo es usando la Definiciéon 2.12.
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4.3. La relacion 0.

Dado un dominio integral D, se define d sobre D [z]* como f(z)dg(x) si y solo
si deg(f(z)) = deg(g(x)). Por lo estudiado en [2], se tiene que O preserva asociados,
pero no es divisiva ni multiplicativa. La relaciéon 0 es claramente reflexiva, simétrica y
transitiva, por tanto 0 es una relacion de equivalencia en D [x]# Dado que 0 # idpp,#
es simétrica, no puede ser antisimétrica ni relacién de orden. La composicion 62
coincide con 0. Si f(x)0g(x), como O es reflexiva se tiene que g(x)Jdg(x) y por tanto
f(x)0%g(z). Por otro lado, si f(x)0%g(x), entonces existe ¢(z) € D[z]* tal que
f(x)0q(x) y q(x)0g(z), como O es transitiva se concluye que f(z)dg(z). La relacion
0 es tanto simétrica, como transitiva, por ende la Definicion 2.12 y la Definicion 1.6,

coinciden.

4.4. La relacion 7(,) donde n € N.

Sea D = Z y n un entero positivo fijo, entonces se define la relacion 7,y sobre
Z# como atmbsiy solosia—b € (n). Observe que a—b € (n) siy solosi a—b = nk
para algin k € Z. Pero esto es equivalente a decir que a = b (mod n). Es decir,
Tn) = =n N7z#, donde =, es la relacion de congruencia modulo n sobre Z. Por [2]| y
[3], se conoce que 7, preserva asociados y es multiplicativa solo cuando n = 2; pero
nunca es divisiva, si n > 1. Como 7,y = =, N7z#, la interseccion de dos relaciones
de equivalencia sobre Z#, T(n) también es una relacion de equivalencia. Observe que
como T(,) una relacién simétrica y transitiva, las 7(,)-factorizaciones en el sentido de
la Definicién 1.6, coinciden con las 7(,)-factorizaciones en el sentido de la Definiciéon

2.12.

Observe que usualmente la relacion médulo n en Z, esta definida para n > 1.
Pero la relacién 7(,) se puede definir para n € Z. Como (—n) = (n), T(—n) = Tm)-

Por lo tanto, solo se considera cuando n > 0. Si n = 0, entonces 7(,) = T(o) = idy#,
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pues dos elementos se relacionan si y solo si son iguales. Si ambos n = m = 0,
entonces ged(0,0) no esta definido. Pero 7y o 7(0) = 7(0) = idg#. Sin #0y m =0
, entonces T(,) © Tim) = T(n), PUES T(g) = idz#. Por otro lado, note que ged(n,0) = n
Y T(n) © T(0) = T(n) = T(ged(n,0))- Ahora, suponer que n, m € Z*, por la definicion de
composicion se tiene que aT(,) 0 T(m)b si y solo existe ¢ € 77 tal que AT(m)CY CT(n)b, €8
decir que m|c—a y n|b—c. Sin = 1, entonces 7(1) = 7z#, pues la diferencia de cualquier
dos enteros es divisible por 1. La siguiente proposicién provee la caracterizacion de

esta composicion, cuando n y m son enteros mayores que 1.
Proposicién 4.2. Sin,m > 1, entonces () © Tim) = T(ged(m,n))-

Demostracion. (C) Si a7, © T(m)b, por la definicion de composicion, existe ¢ € Z*
tal que m|c —ay n|b—c. Si g = ged(m,n), entonces glc — a 'y g|b — c. Por lo tanto,
gllc—=a)+ (b—c)=b—ay argb.

(2) Para la otra contenencia, suponer que g = ged(m,n) y aryb. Entonces gla — b
(6 g|b — a). Por ende, gt = a — b para algun entero ¢. Por la Identidad de Bezout,
existen enteros ki, ko tales que g = mky + nko. Si ny = tky y no = tko, entonces
a—b = gt = tmky+tnky = mny+nns. Considere ¢ = a—mmn, = b+nnsy. Despejando
se obtiene que a — ¢ = mny y ¢ — b = nny. Esto quiere decir que m|a — ¢ y n|c — b.
Por la definicién, se tiene que c7,)b y atmyc. Por la definicion de composicion,

CLT(n) @) T(m)b. ]
Corolario 4.3. Sin,m € Z, entonces T(») © T(m) = T(ged(n,m))-

Demostracion. Esto es consecuencia de la Proposicion 4.2 y el parrafo anterior a

ella. 0
Corolario 4.4. Sean m, n € Z*. Si n|m, entonces
(1) Tam) S T(n)5

(2) Tm) © Tm) = T(n), ¥
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(3) Tlem@mom)) S Tm) © T(n)-

Demostracion. (1) Si at,b, entonces m|b — a. Como n|m, entonces n|b—a y asi se

obtiene que aT(,)b.

(2) Observe que ged(m, n) = n, pues n|m. Entonces el resultado es una consecuencia
de la Proposicion 4.2.

(3) Como n|m, lem(m,n) = M Y Tem@mmn)) = T(m)- Si aT(m)b ¥ a7(m)a, por la definicion

de composicion aT(y) © T(n)b. Por lo tanto, 7(n) C T(m) © T(n).- ]

A manera de ilustracién, considere el caso 7(2) o 7(3) = 7(1). Las clases de equi-
valencia generadas por 7y son [0] y [1]; y las clases de equivalencia generadas por
73 son [0], [1] y [2]. Para todo k, [ € Z se tiene las siguientes combinaciones posibles

parejas de enteros en Z* en las respectivas relaciones.

(3[,3) €T3 Y (3,2[@ + 1) € T(2) (SZ, 2k + 1) € T(2) © T(3)

(381,6) e1sy vy (6,2k) € 79 (31,2k) € 7(2) 0 7(3)
(3[ + 1, 4) €T3 ¥V (4, 2]{?) € T(2) (3l +1, 2k) € T(2) © 7(3)
Bl+1,7)eng v (7,2k+1) €7 (Bl + 1,2k +1) € 72) 0 73

(B8l+2,5)erm v (5,2k+1) € 19 (3l + 2,2k + 1) € 7(3) 0 7(3)

R R e

(Bl+2,8) erg v (82k) € (31 +2,2k) € 73) 0 73)

De este modo se corrobora que todos los enteros en Z# estan relacionados bajo

la composicion 7(z) o 7(3). Por ende 79 0 73y = Z# x Z¥.

4.5. La composicion de 7, con 7.

Considerar las relaciones 7(,) y 77 sobre Z7#. Por la definicion, se tiene que si

Ty o T(m)b, entonces existe ¢ € Z# tal que ary,c y crpb. Es decir, existe ¢ € Z#, tal
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que njc—ay ged(e,b) = 1. Con las dos condiciones se obtiene que ged(nk+a,b) = 1
para algun k£ € Z. A manera de ilustracion, considere el caso en que n = 0,1, y 2.
Cuando n = 0, si a7 o7(g)b, entonces existe un ¢ € Z7 tal que atyc y crpb. Entonces
a = cy ged(e,b) = 1. Esto implica que arpb. En otras palabras, como 7y = idz#,
T1o7(0) = 7). En el caso que n = 1, como (1) = 774 = Z7# x 77, entonces T(1) = TOT(1)-

Para el caso n = 2, en la Tabla 4.5.1 se puede observar las posibilidades de
elementos a,b € Z%, donde s,t son enteros arbitrarios y ¢ es un entero tal que

(a,b) & T © T(2)-

Tabla 4.5.1: La composicion 7 o 7).

a c b

2t No existe 2s

2t 2 2541
2t +1 5) 2s
2t + 1 | p primo tal que ged(p,2s+1)=1|2s+1

Se concluye que los tinicos enteros que no estan relacionados bajo la composicion
T[0T(2) son los pares con los pares. Por ejemplo, (2,2) ¢ mjj07(2), porque de lo contrario,
existe un entero c tal que 275)c y c72. Como 27(y)c, entonces ¢ debe ser par. Pero
ged(c,2) = 1, una contradiccion. Esta relacion no es reflexiva, es simétrica, no es
transitiva (porque (2,5) € 170 7(9) ¥ (5,2) € 1) © T(2), pero (2,2) ¢ 7y 0 7). De la
tabla también se puede ver que 7)) o 7(3) es divisiva y por tanto preserva asociados.

Ademés es una relacion multiplicativa.

Note que 77 o 7(9) es una relacién simétrica, pero no transitiva. Por lo tanto
las 7)) o 7()-factorizaciones en el sentido de la Definicién 2.12, no coinciden con las
7 © T(2)-factorizaciones en el sentido de Anderson y Frazier. Por ejemplo, 2-3-2-5
es una 7] o T(z)-factorizacion en el sentido de la Definicion 2.12, pero no lo es en el

sentido de Anderson y Frazier, porque (2,2) & 7 0 7(2).

Los 7 o 7(2)-a4tomos son los primos y los enteros de la forma 2% con k € Z (bajo

ambas definiciones del concepto de 7-factorizacion). Ahora se comprueba que Z es
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T ©T(2)-atémico. Para ello, suponer que ¢ € 77 . Si c es par, entonces ¢ = +2"py - - - Py,
para po, ..., pr primos no asociados y distintos que 2 y n € Z*. Como 2™ es par,
esta relacionado con todos los elementos en Z¥, excepto con lo pares. Note que
(2™, pi), (0i,2"), (pispj) € T © T2y, para todo 4,5 € {2,...,k}. En otras palabras,
c = 2"py---py es una 7)) o Tp-factorizacion en el sentido de la Definicion 2.12 y de
Anderson y Frazier. Note que en el caso de que ¢ sea impar, ¢ = py - - - pg, CON Py, ..., Pk
primos no asociados, asi que por lo anterior, ¢ = p; - - - p;, es una 7y o 7()-factorizacion
en ambos sentidos. Note que si ¢ es impar, la 7 o 7(2)-factorizacion resulta ser Ginica
(en ambos sentidos). Por otro lado, si ¢ es par con n > 1, entonces 2"p; - - - py es la
tinica 7)) o T(p)-factorizacion en 7)) o 7(2)-a4tomos, usando la definicion de Anderson y
Frazier. De hecho, Z es un 7 0 7(2)-UFD en este sentido. Lamentablemente, si se usa
la Definicion 2.12, esta no es la tnica 77 o 7(9)-factorizacion en 7)) o 79)-dtomos. Por
ejemplo, 2" 1p;-2-py - - - py €s otra 7] 0 T(2)-factorizacion en el sentido de la Definicion
2.12. Por lo tanto, Z no es un 7y o 7(-HFD (y por ende, no es un 7y o 7(2)-UFD)
usando la Definicion 2.12; pues la longitud tiene cota inferior k£ 4+ 1 y cota superior

k + n.

4.6. La relacion |..

Ortiz [4] desarrollo la relacién (que llamo6 operador) |,, que fué definida en
[2] como: dada una relacion simétrica 7 en D#, a|,b si existe una 7-factorizacion
b= Aab; - - - b, para b, donde a aparece como T-factor. La expresion “al,b”, se lee “a
T-divide a b”.

Para esta seccion, la definicion que se usard de 7-factorizacion es la Definicion
2.12. Por ello se necesita demostrar algunos resultados que Ortiz obtuvo en [4] con

respecto a “|,” y que se utilizan acé.

Proposicién 4.5. Si 7 es una relacion sobre D¥, entonces para todo a,a’, bV, c €
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D7 se tiene que:

(1) al|;b implica que alb.

(2) al.a.

(3) alb y bl.a siy solo sia~b.

(4) Sib~1V, entonces al|,b si y solo si alb.

(5) Si T preserva asociados y a ~ a', entonces al.b si y solo si d|;b.

(6) Entonces 11 C 1o si y solo si cada Ti-factorizacion es una To-factorizacion. Ade-
mas, esto implica que si al|,, b, entonces al,,b.

(7) Si T C 1o, todo To-dtomo es un T-dtomo y todo To-primo es un T -primo.

Demostracion. (1) Si al.b, entonces a es un 7-factor de b, por ende alb.

(2) Como a = a, entonces al,a.

(3) Sial|,;by b|.a, entonces por (1), a|by bla. Por tanto a ~ b. Por otro lado, si a ~ b,
entonces a = \b. Por ende, a = \by b = A\'a son dos 7-factorizaciones. Por lo tanto
al;by bl,a.

(4) Si b ~ U, entonces b = A\, para Ay € U(D). Suponer que al.b, entonces
b = \aay - - - a, es una T-factorizacion de b. Entonces b’ = A\ 'b = \[ ' (\paa; - - - a,) =
(A{'X2)aa; - - - a, es una 7-factorizacién de ¥'. Por lo tanto, a|.b’. Por otro lado,
suponer que al.b', entonces b’ = A\qaa; - - - a, es una 7T-factorizacion de O'. Por ende,
b =MV = A(Xeaay---a,) = (MAy)aay - - - a, es una T-factorizacion de b. Por lo
tanto, al,b.

(5) Suponer que 7 preserva asociados y que a ~ a'. Entonces a = Aa/, donde
A1 € U(D). Suponer que al.b, entonces b = Asaa; - - - a, es una 7-factorizacion de
b. Por ende, b = \(Md)ay---a, = (MAg)d’ay -+ a,, es una 7-factorizacion, por
la Proposicion 2.15. Por lo tanto a'|;b. Por otro lado, suponer que ’|;b, entonces
b = M\d'ay---a, es una T-factorizacion de b. Por ende, b = Xo(A\['a)a,---a, =
(AT'X2)aa; - - - ap, es una 7-factorizacion, por la Proposicion 2.15. Por lo tanto al.b.

(6) Si 71 C Ty, entonces arb implica que amb, para todo a,b € D#. Por ende,
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toda 7 -factorizacion es una 7o-factorizacion. Por otro lado, si amb, ab es una 7i-
factorizacion. Entonces también es una m-factorizacion, por lo tanto ampb. Ademas,
si al,, b, entonces b = Aaa; - --a, es una 7y-factorizacion. Por hipotesis también es
una 7p-factorizacion. Por lo tanto al,,b.

(7) Suponer que 71 C 75 ¥y que a es un Te-atomo. Entonces las tinicas 7o-factorizaciones
de a son a = ay a = A 'a, para A € U(D). Suponer que a no es un 73-atomo.
Entonces tiene una 7-factorizacion (no trivial) a = Aa; ---a,. Como 71 C 79, a =
Aaj - - - a, también es una mp-factorizacion (no trivial) de a, una contradiccion. Para
la otra parte, suponer que a es un T»-primo, que no es un 7-primo. Entonces existe
una 7i-factorizacion Aag - - - a,, talque a|Aa; - - - a,, pero a { a;, para todoi € {1,...,n}.
Como 71 C 7y, Aaj - --a, también es una my-factorizacion. Esto contradice que a es

un To-primo. O

Proposicién 4.6. Sean 71 y 7o dos relaciones sobre D7 . Suponer que a, b € D¥,
(1) Si alb y idcoimr) C T2, entonces alr or,b.
(2) Si T es transitiva,

(a) ¥ C 7,

(b) las T2-factorizaciones son Ti-factorizaciones,

(c) si al,2b, entonces al.,b, y

(d) los Ty -primos son TE-primos.

Demostracion. (1) Si al,b, existe una 7i-factorizacion b = aa; - - - a,,, luego ama; y
a;T1ai41, para i € {1,...,n—1}. Como idcoim(r) C To, aT2a'y a;T2a; parai € {1,...,n}.
Por la definicion de composicion, ar o Tea; y ;71 © Tea;41, para i € {1,...,n— 1}.
Por lo tanto, b = Aaay - - - a,, también es una 71 o Tp-factorizacion.

(2) Si 7 es transitiva, 7 C 71 y los demés enunciados son consecuencia de la Pro-

posicion 4.5, parte (6) y (7). O

Recuerde que |, es una relacion, luego se puede pensar en la composicion |,o|, =
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|>. Esta nueva relacion no es vacia puesto que |, es reflexiva, ademas se tienen las

siguiente propiedades.

Proposicién 4.7. Dada una relacion T sobre D¥.
(1) Si T es divisiva, |, = |?.
(2) Si T es transitiva, |2 C |2.

(3) Si T es refleviva y transitiva, |, C |2 C |2.

Demostracion. (1) Como |, es reflexiva, |, C |2. Si a|?b, entonces existe un ¢ € D
tal que al.c y c|;b. Como 7 es divisiva, por el Teorema 2.1 de [2], D admite 7-
refinamientos. Es decir, si ¢ = aa; - - - a,(como T-factorizacion) y b = cc; - - - ¢, (como
T-factorizacion), se tiene que b = aay - - - a, ¢ - - - ¢y €8 Una T-factorizacion para b, por
lo tanto al,b.

(2) Si al,2b y T es transitiva, por la Proposicion 4.6, a|,b y como |, es reflexiva, se
tiene que b|,b. Por la definicion de composicion, a|?b.

(3) Por (2), ya se tiene que |,2 C |2 Si a|.b, entonces existe una 7-factorizacion

2 2

b = laay---a,, como 7 es reflexiva 7 C 77, entonces b = Aaay ---a, es una 7°-

factorizacion, por lo tanto al,zb. ]

Este listado de composiciones y contenencias pueden servir de ejemplos o con-
traejemplos en estudios futuros relacionados con los conceptos de 7-factorizaciones

y composiciones.

4.7. Caracterizacion de una familia de relaciones.

En las Secciones 4.1-4.6, se trabajaron varios ejemplos especificos de compo-
siciones de relaciones y su aporte a la teoria de 7-factorizaciones. Entre ellos las
siguientes dos composiciones con las relaciones “|” y “~” (“divide a” y “ser asocia-

dos”).
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Ejemplo 4.8. Sea 7 una relacion que preserva asociados por la izquierda (resp.
divisiva por la izquierda). Si se asume que ato ~ b (resp. at o |[b ), por la definicién
de composicion, existe un ¢ € D¥ tal que a ~ ¢ (resp. alc) y b, como T preserva
asociados por la izquierda (resp. es divisiva por la izquierda), se tiene que arb. Por
otro lado, si arb, como a ~ a (resp. ala), por la definicion de composicion, aro ~ b
(resp. at o |b). Por lo tanto 7o ~= 7 (resp. 7 o | = 7). Si 7 preserva asociados por la
derecha, entonces si a ~ orbh, por la definicién de composicion, existe un ¢ € D7 tal
que arcy ¢ ~ b. Como 7T preserva asociados por la derecha, entonces arb. Por otro
lado, si arh, como ~ es reflexiva, b ~ b. Por la definicién de composicion, a ~ otb.
Por lo tanto, ~ or = 7. Observe que si 7 es divisiva por la derecha y se considera
R =, no se cumple que 7 preserva a | por la derecha. Esto porque si arc y ¢|b, no
se cumple que arc. Por lo tanto, no se puede concluir que | o 7 = 7, solamente que

TC|orT.

Estos ejemplos no solo resultaron interesantes si no que caracterizan las relacio-
nes divisiva por la izquierda y preservar asociados. Este patron se puede generalizar

utilizando la siguiente definicion.

Definicién 4.9. Dada una relacion 7 sobre D# y una relacion R sobre D#, se dice
que 7 preserva a R por la izquierda (derecha), si dados a,b,c € D¥ tales que aRc 'y
ctb (resp. arc 'y cRb), entonces atb. Se dice que 7 preserva a R, si preserva a R por

la izquierda y por la derecha.

Ejemplo 4.10. Sea 7 una relacién sobre D#. Considere el caso en que R = 7.
. Qué significa que 7 preserva a 7 segin la definicién anterior? Suponer que atcy c7b
implican que a7b, esto quiere decir que 7 es transitiva y por lo visto en la Proposicion

4.6, 72 C 7. Este ejemplo y el Ejemplo 4.8 sugieren el siguiente resultado.

Proposicién 4.11. Sea R una relacion reflexiva en D¥. Las siguientes son equiva-

lentes.
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(1) T preserva a R por la izquierda (derecha).
(2) ToRC 7 (resp. RoT C 7).

(8) ToR =17 (resp. RoT =1).

Demostracion. (1) = (3). Suponer que at o Rb (aR o 7b). Por la definicion de com-
posicién, existe un ¢ € D# tal que aRc y crb (resp. atc y cRb). Como 7 preserva a R
por la izquierda (resp. derecha), arb, por lo tanto 7o R C 7 (resp. Rot C 7). Por otro
lado, si atbh, como 7 es reflexiva, aRa (resp. bRb). Por la definicion de composicion,
at o Rb (resp. aR o 7b), por lo tanto T C 7o R (T C RoT).

(3) = (2). Es evidente.

(2) = (1). Sean a,b,c € D¥ tales que aRc y ctb (resp. arc 'y cRb). Por la definicion
de composicion, at o Rb (aR o Tb). Luego por hipotesis, atb, por lo tanto 7 preserva

a R por la izquierda (resp. derecha). ]

Este concepto sigue una idea similar a la prensentada por Vargas en el Teorema
2.8 de [9]; con la diferencia que el autor usa un conjunto P y este trabajo utiliza a

P como un relacién sobre D#, la que llamamos R.

4.8. Conclusiones

Se concluye que las relaciones especificas analizadas proveen propiedades, ejem-
plos o contraejemplos para futuros estudios relacionados a composicion de relaciones.
Entre los ejemplos, se presentan algunas discrepancias entre la Definicion 2.12 de 7-
factorizaciones y la definida por Anderson y Frazier. Ademas se demostro que aunque
las definiciones no necesariamente coinciden, se obtienen muchos resultados simila-
res. Unas de las aportaciones més relevantes de este trabajo se encuentra en este
capitulo; la caracterizacion de relaciones que preservan asociados y relaciones divi-

sivas por la izquierda. Méas atun, tal caracterizacion se generalizo, considerando la
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Definicion 4.9. Este resultado, junto al trabajo de Vargas [9], contintia aportando al

conocimiento de este tipo de relaciones.

59



Capitulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

5.1. Conclusiones

Este estudio abre el camino para analizar con detalle las 7 o m-estructuras.
Se observé las propiedades que se heredan entre 7, 7o y su composicién 7 o 75. Se
encontr6 que la composicion de una relacion R con una subrelacion S de R presenta
mejor comportamiento en heredar propiedades. Se debe indicar, que el comporta-
miento de la herencia entre relaciones 71, 75 y su composicion 7, o 75 (6 73 0 71), no

es el mejor.

En la Seccion 2.5 se definié una nueva version del concepto de una 7-factorizacion
(Definicion 2.12). Los autores de este trabajo creen que la Definicion 2.12 es méas ge-
neral y se debié haber considerado al inicio del estudio. Claramente, el concepto de
una 7-factorizaciéon definido por Anderson y Frazier resulta ser una 7-factorizacion
en el sentido de la Definicion 2.12. El converso es falso, pero algunas propiedades

obtenidas en trabajos anteriores fueron comprobadas.

Se obtuvo una caracterizacion de las relaciones divisivas por la izquierda y las
relaciones que preservan asociados. Estas caracterizaciones se unen a las obtenidas

por Vargas en [9], creando una lista de 7 posibles definiciones equivalentes de una
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relacion que preserva asociados. La misma idea fué generalizada definiendo el con-
cepto de preservar una relacion. Aunque no se indicaron muchos ejemplos, debido a
que el enfoque de este trabajo fué sobre la herencia de propiedades entre la relacion

composicion y sus factores.

5.2. Trabajos Futuros

Se presentan a continuacién algunas preguntas de investigacion que surgieron

como conclusiéon de realizar éste estudio.

5.2.1. Ejemplos de 7 o m-estructuras

Recuerde que un dominio D es 7-atémico si todo elemento en D tiene una

T-factorizacion en T-a4tomos. Considere en Z# las siguientes relaciones:

n = {(2,3),(6,n),(4,n),(9,n): neZ*}

T2 = {(47 4)7 (67 6)? (97 9)7 (37 2)}

rom = {(6,n),(4,n),(9,n),(3,3): neZ*}

se observa que 6 no es un 7-4tomo ni un 7y-atomo, pero 6 si es un 7 o Tp-adtomo.

Considere en Z las relaciones 7, = Z# x Z# y 7, = {(6,6), (4,4),(9,9)}, en-
tonces 7 0 7 = {(4,n),(6,n),(9,n) : n€Z*}. Se observa que 36 = 6 -6 y ésta
es una 7my-factorizaciéon tunica, pero 36 = 4 -9 = 6 - 6 son dos 7, o »-factorizaciones
diferentes. Lo cual implica que el hecho de que Z sea un 7-UFD y un 7-UFD (las
tinicas mp-factorizaciones no triviales son 4™, 6™ y 9"), no implican que sea un 7 o 7o-
UFD. Esto motiva a preguntarse qué propiedades deben tener dos relaciones 71 y 7
sobre D# para que: “Si D es un 73-UFD y 7,-UFD, entonces D es un 7, o 7o-UFD”.

De igual manera se podria obtener el diagrama de la Figura 1.3.2. Claro esta que si
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T1 0 T es divisiva, simétrica y transitiva el diagrama se satisface, porque las 7, o 75-
factorizaciones coinciden con el concepto de Anderson y Frazier. Por ende, si D es un
UFD, entonces D es un 71 o 7-UFD. Pero la idea es reconocer este comportamiento

sin asumir que 7 o Ty ser simétrica y transitiva.

5.2.2. Composicién con homomorfismos

Sea 7 una relacién sobre D¥ y f : D — D un homomorfismo de anillos.
Analizar una composiciéon de la forma 7 o f, fué lo que inicialmente motivo este
trabajo. Al examinar muchos ejemplos se encontro que era necesario primero analizar
el comportamiento de la composicion en general. Se pretende a futuro realizar el

estudio de la relacion 7o f y su relacion con la teoria de T-factorizaciones.
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