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Abstract

In the following dissertation a number of results are received and presented. First the
results obtained by Aronszajn-Smith and J Wermer concerning invariant subspaces of
compact operators are received. Other bounded operators with special characteristic are
also presented. Metric projections on Banach spaces are defined. Then lower limit of a
sequence of closed subspaces of infinite dimensional Banach space and the relation
between this and invariant subspaces are defined as well lomonosov’ s method to obtained
proper invariant subspaces common to afamily of operators that commute with respect to
a compact operator is presented. Finadly, it is shown that if T is a invertible bounded

operator on Banach space such that ‘T“

, NOZ, does not grow too rapidly and whose

spectrum contains more than one point, then T has anontrivial invariant subspace.



Resumen

En € siguiente trabajo se hace unarevision de resultados obtenidos por N. Aronszajn'y
K. Smith, y J. Wermer acerca del estudio de subespacios invariantes no triviales de
operadores compactos y de otros operadores acotados, no necesariamente compactos, con
ciertas caracteristicas particulares. Se muestra como se pueden definir las proyecciones
meétricas sobre espacios de Banach y €l limite superior de una sucesion de subespacios
cerrados de un espacio de Banach de dimension infinitay su relacion con la existencia de
subespacios invariantes. También se muestra la técnica de V. Lomonosov para
conseguir subespacios invariantes propios para una familia de operadores acotados que
conmuta con un operador compacto sobre un espacio de Banach de dimension infinita.
Por otra parte, supéngase que T es un operador invertible y acotado sobre un espacio de
o

Banach tal que ‘ , NOZ, crece moderadamente, y cuyo espectro no se reduce a un

solo punto. Entonces se prueba que T tiene un subespacio invariante no trivial.
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Capitulo 1

| ntroduccion

Sea B un espacio de Banach y T un operador lineal acotado sobre B. Por un subespacio
invariante no trivial (o propio) de T entendemos un subespacio lineal cerrado C de B, con

C#By C#(0) ta ques xOC entonces TxOC.

En muchos casos no se sabe s un operador lineal acotado tiene subespacios
invariantes. Sin embargo, cuando e operador esta definido sobre un espacio de Hilbert
se dan muchos resultados de gran interés. Mas aun, en algunos casos se pueden describir
estos subespacios, como o hizo A. Beurling en [3] cuando trabajé con € operador
isométrico M, en e espacio de Hardy; (recuerde que T es isométrico S
Tx=Ty| =|x=y]|). Por otra parte cuando B es un espacio de Hilbert y T es auto-adjunto
(T =T*) existen subespacios invariantes que reducen a T, esto es, existen subespacios
invariantes de T y T*; en este caso subespacios invariantes no triviales coinciden con
subespacios espectrales. Sin embargo, cuando T es solamente un operador normal

(TT" =T'T) existen subespacios invariantes que no reducen a T.

Godement [7] generalizd € resultado de A. Beurling probando la existencia de
subespacios invariantes de operadores isométricos sobre espacios de Banach.
Considerando que T es un operador lineal sobre un espacio de Banach B con inverso

acotado y ‘T”

uniformemente acotado para n=0,+1,+2,... entonces podemos darle una

norma equivalente haciendo que el operador seaisométrico y en consecuencia, bajo estas

hipétesis también se sigue que existen subespacios invariantes de T.



J. Von Neumann en los afios treinta probo la existencia de subespacios invariantes de
operadores compactos sobre espacios de Hilbert, aunque nunca publicé ese resultado.
Posteriormente, Aronszajn demostré este mismo resultado pero cuando B era un espacio
de Banach reflexivo.

El presente trabgjo esta motivado por € estudio de los subespacios invariantes de
operadores compactos sobre espacios de Banach de dimension infinita Ademés
consideramos este mismo problema para un operador T acotado con inverso acotado tal
o

gue lasucesion {‘ [} para n=0,+1,+2,... crece moderadamente.

El propdsito de nuestro trabajo es dar una base sblida para un estudio mas profundo de
los subespacios invariantes de operadores compactos y de operadores con otras
caracteristicas particulares. Lograremos esta meta esclareciendo detalles importantes
omitidos en | as pruebas originales de |os teoremas de Aronszan-Smith y J. Wermer.

Al hacer todos los detalles mencionados, encontramos que para una sucesion de
subespacios no necesariamente cerrados de un espacio de Banach B de dimension
infinita, € limite inferior de ésta sucesién es un subesapcio cerrado de B. En la prueba
original de este teorema se utiliza el hecho de que estos subespacios son cerrados para

probar asu vez, que & limite inferior es un subespacio cerrado de B.

Uno de los objetivos de este trabgjo es e meor entendimiento de los teoremas de
Aronszgin-Smith, V.I y J. Wermer; los cuales fueron pioneros en la teoria de los

subespacios invariantes.

En € capitulo 2 se describen todos los detalles de la pueba del teorema de Aronszajn-
Smith, € cua nos asegura que existe por |0 menos un subespacio invariante de un

operador compacto sobre un espacio de Banach de dimension infinita. Las técnicas



introducidas por estos autores son importantes en s mismas y dan ideas fundamentales

paracuaquier otrainvestigacion futura sobre este tema.

En e capitulo 3 se andliza cuidadosamente la prueba del teorema de Lomonosov que
nos habla de la existencia de un subespacio invariante propio para una familia de
operadores que conmutan con un operador compacto diferente de cero sobre un espacio
de Banach de dimension infinita. Este resultado generaliza e teorema de Aronszajn-
Smith. Al final presentamos la prueba de Hilden para este mismo problema, en la cual no

se utiliza el teoremadel punto fijo de Schauder.

En € capitulo 4 se dan todos |os pormenores de la prueba del teorema de J. Wermer, €
cua afirma la existencia de un subespacio invariante de un operador lineal sobre un

T”[} para n=0,t1,+2... crece

espacio de Banach y en donde la sucesion {‘

moderadamente. Este resultado generaliza el dado por Godement [7].



Capitulo 2

Praliminares Generales

Este capitulo es fundamental, su meta es recordar las definiciones y teoremas basicos
de los operadores compactos, del espectro de un operador y de la teoria de Fredholm-
Riesz-Schauder. Las referencias bibliografiitas mas usadas son [6] y [8]. Ademés se
muestran algunos resultados relevantes en las demostraciones de varios teoremas

importantes de este trabgjo.

2.1 Operadores Compactos

DEFINICION 2.1.1: Sean X e Y espacios normados. Un operador T:X - Yes

Ilamado un operador compacto (u operador lineal completamente continuo) si T es lineal

y s para todo subconjunto acotado M de X, la imagen T(M) es relativamente

compacta, esto es, la clausurade T (M) escompacta.

A continuacion presentaremos algunos resultados basicos de los operadores lineales

compactos.
LEMA 2.1.1: Sean X e Y espacios normados. Entonces:
(a) Todo operador lineal compacto T: X — Y esacotado, por |o tanto continuo.

(b) S dmX =o, & operador identidad |:X - X (el cual es continuo) no es

compacto.



TEOREMA 2.1.1: Sean X e Y espacios normadosy T: X - Y un operador lineal.

Entonces T es compacto si y solo si aplica toda sucesion acotada {x,} en X en una

sucesion {Tx,} en 'Y que tiene una subsucesi6n convergente.

TEOREMA 2.1.2: Sean X e Y espacios normadosy T: X — Y un operador lineal.
Entonces

(@) S Tesacotadoy dimT (X) <, e operador T es compacto

(b) S dim X <o, € operador T es compacto.

TEOREMA 2.1.3: Sea {T,

n

} una sucesion de operadores lineales compactos de un
espacio normado X en un espacio de Banach Y. S {T,} converge uniformemente a un

operador T, esto es, [T, =T|| - 0, entonces el operador limite T es compacto.

ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION: Sea A un conjunto acotado en X. Por

hipétesis, paratodo £ >0 existe un operador T, tal que

[T.x=T] <§, OxOA

Puesto que T,(A) es un conjunto compacto, éste es totalmente acotado. Se sigue que

existe un nimero finito de puntos x,,..., X, tales que

inf

I<ism

E
Tx-Tx|<<
X n>ﬂ||<3

paratodo xOJA. Pero entoncesun &/3 argumento nos da que



inf

I<ism

Tx-Tx| <&

Asi T (A) es totalmente acotado. Puesto que Y es un espacio de Banach, se sigue que

T(A) esun conjunto compacto.

TEOREMA 2.1.4: Sea X un espacio normado lineal. S SOB(X), TOB(X) yTes

compacto, entonces ST y TS son compactos.

TEOREMA 2.1.5: Sean X e Y espacios normadosy T: X - Y un operador lineal

compacto. Supongamos que {xn} en X es débilmente convergente, digamos, x, O 1. x.

Entonces {Txn} converge fuertemente en Yy tiene limite y =Tx, .

NOTA: Para @ siguiente teorema recordemos que e adjunto de un operador T en un

espacio de Banach se define como: T*(f)=foT.

TEOREMA 2.1.6: Sea X un espacio normado y Y un espacio de Banach. Un
operador T acotado es compacto si y solo s su adjunto T * es compacto.

DEFINICION 2.1.2( Subespacio Invariante): Sea T un operador lineal acotado en
un espacio de Banach X, T(X) O X. Un subespacio lineal V de X se dice un subespacio
invariante de T 'si T(V)OV . V es un subespacio invariante no trivial si {0} zVy

V#X.

TEOREMA 217: Sea X un espacio de Banach de dimension finita y

T:X - X operador lineal. Entonces existe un subespacio propio invariante de T.



DEMOSTRACION: Escojamos X =C® y T = una matriz. Entonces,

p(z)=det(T-2) esun polinomio de grado d. Por lo tanto, éste tiene un cero a , esto
es, det(T-al)=0 por lo que (T-al) no es invertible. Pero en espacios de dimension
finita esto significa que (T-ol 1) no es uno a uno, por lo tanto Ker (T -al)#{0} . Sea
xOKer(T-al)  con x#0. Entonces Tx=axOKer(T-al), por lo tanto

Ker (T —al) esun subespacio invariante no trivial deT.

2.2 LaTeoriaDe Fredholm-Riesz-Schauder

Consideraremos a T un operador compacto sobre un espacio de Banach X, y A un
escalar diferente de cero. Del teorema anterior, concluimos que T *es compacto.

Consideraremos el operador lineal acotado Al =T y escribimos
N, ={x: Ax-Tx=0}, N, ={y*: Ay*-T*y*=0},
R, ={y: y=Ax-Tx,xOX}, R, ={x:x*=Ay*-T*y* y*OX*}.
Recordemos un resultado para caracterizar subespacios de dimension finita.

LEMA 2.2.1: Un subespacio lineal X, de X es de dimension finita si y solo si toda

sucesion acotada en X, tiene una subsucesion conver gente.

TEOREMA 221: N, y N, son subespacios de dimensién finita de X y X*,

respectivamente.



TEOREMA 2.2.2: R, y R, son subespacios lineales cerrados de dimension finita de
Xy X*, respectivamente.
TEOREMA 2.2.3:

(@ R, =N,", esto es, la ecuacion Ax-Tx=y tiene solucién si y solo si y esta en el

complemento ortogonal de N; .

(b) R, =N}, estoes, laecuacion Ay*-T* y* = x* tieneuna soluciénsi y solosi x*

estaen el complemento ortogonal de N, .

OBSERVACION 2.2.1: Notemos que N 0 NI™.

LEMA 222: Existe un entero positivo k tal que N} # N!™ para todo n<k vy

N" =N paratodo n>K.

TEOREMA 224:R, =Xs ysolos N, =0.

TEOREMA 2.25:N, y N; tienen la misma dimension finita.

Los teoremas anteriores constituyen la teoria de Fredholm-Riesz-Schauder. Ahora se

denotaran por Ng €l espacio nulo de Sy por R, laimagende S

TEOREMA 2.2.6: Sea X un espacio de Banach y T un operador compacto en X.
Para cualquier A #0,

dimN, _, =dimN, . <



—NC - NGO
R+ =Ny Ry = N+

2.3 ElementosDelLa Teoria Espectral

Sea T un operador lineal acotado en un espacio lineal normado X.

DEFINICION 2.3.1: El conjunto resolvente o(T)de T consiste en todos los nlimeros

complgjos A para los cuales (/1I —T)_l es un operador acotado (con dominio X). El

espectro o(T) de T es e complemento de  p(T) en C. S e operador

R(A;T)=(A1 -T)™ esacotado esllamado e resolvente de T.

Sea A00(T). Entonces existen tres posibilidades:

(a) El rango de A1 -T esdensoenX y (Al —T)™ existe pero no es acotado. En este

caso decimos que A pertenece al espectro continuo de T.

(b) (A1 -T)™ existe, pero su dominio no es denso en X. En este caso decimos que A

pertenece al espectro residual deT.

(c) Al =T notieneinverso, esto es, existeun x# 0 que satisface Ax—-Tx=0. eneste
caso decimosque A Pertenece al espectro puntual de T. Ademas decimos que A
esun valor propio dede Ty al e emento x que satisfaga la ecuaciéon AX—-Tx=0 es

[lamado un vector propio de T correspondientea A .

TEOREMA 2.3.1: Sea TOB(X), X un espacio de Banach. Entonces p(T) esun

conjunto abierto y



R(4T)-R(AT)=(u-2)R(&T)R(A;T)

S A,u0p(T). Ademés, R(A;T) esanaliticaen A0 p(T).

DEFINICION 2.3.2 (Radio Espectral): El radio espectral de un operador lineal

acotado T sobre un espacio de Banach complego es
r(T)=max{]\]: ADo(T)}.
NOTA: Unresultado clasico, es que € radio espectral de T puede ser escrito como

r(T)=lim ol

n-oo

TEOREMA 2.3.2: Sea X un espacio de Banach y sea T un operador compacto en X.
Entonces la ecuacion x—ATx=0 tiene soluciones no triviales solo para un conjunto

contable de nimeros complegjos A sin puntos de acumulacion diferentes de cero.

COROLARIO 2.3.1: Sea T un operador lineal compacto en un espacio de Banach de

dimension infinita. Entonces o (T) satisface una de las siguientes tres posibilidades:

@ o(T)={0}
(0) o(T)={0A; A, 0 )

(©) o(T)={0tU{A;}., con limA, =0.

| -0

Ahora definiremos € conmutante de un operador lineal acotado sobre un espacio de

Banach y probaremos un resultado relacionado con |os subespacios invariantes.

10



DEFINICION 2.3.2 (Conmutante): Sea X un espacio de Banach sobre C y T un
operador lineal acotado. El espacio conmutantede T es

{1} ={A0B(X): AT =TA}.

PROPOSICION 2.3.1: Sea T #0 un operador compacto en un espacio de Banach

complejo B de dimension infinitay r (T) >0. Entonces existe un subespacio no trivial de

B invariante bajo el conmutante {T} deT.

DEMOSTRACION: involucremos € corolario 2.3.1 en la prueba Puesto que

r(T) >0, entonces T tiene un valor propio A # 0. El espacio propio correspondiente es

N, ={xOX: Tx=Ax}

y es de dimension finita por e corolario 2.3.1; por tanto N, # X . Si SD{T}' y xON,,

entonces
T(SX) =S(Tx) = S(Ax) = A

por lo que XON,. Estodiceque S(N,)ON,. Asique N, satisface la conclusion de

la proposicion.

11



2.4 Aspectosgenerales

DEFINICION 24.1 (norma estrictamente convexa): Una norma | .| es

estrictamente convexasi: xzy y [x|=|ly|# 0, entonces

[x+ vl <1+l

PROPOSICION 2.4.1: A cualquier espacio de Banach separable se le puede dar una
nueva norma, equivalente a la original, con respecto a la cual €l espacio es estrictamente

convexo (es decir, que tiene norma estrictamente convexa).

DEMOSTRACION: Veamos que € teorema es cierto para € espacio de funciones
continuas C[0,1], donde ||f||:max{‘f (t): tD[O,l]}. Sea {t,} una sucesion densa de
puntos en (0,1); entonces, como F.J. Murray probd, la sucesion de funcionales lineales
acotados F,(f)= f(t,) forman un conjunto “Total” en &l espacio dual m esto es; €
unico elemento del espacio C para € cual F, (f)=0 paratodo n, es f =0. Ahora

renormemos el espacio C[0,1] con lasiguiente norma:

_ 2w 1 2]/2
[l =1+ 2.5 ROl

Veamos que estas normas son eguivalentes; en efecto, es claro que | f| =||f|. por

otro lado,

12



NI

153 )
-11(2)"

b2
Lo que demuestra que ||f||1s(gj 2||f|| por lo tanto, se tiene que las normas son

equivalentes.

Supéngase ahora que para f y g diferentes de cero, tenemos que || =g, v

[t +gl, =], +g],. entonces

(1o +S 2R merr | (I SAROF + (I3 Ao

n=1 =1

Sean

h= (||g||—F(g) Zn(z) F,(9),..)

l_(”f” _F(f) 2n(2) i R(f))

luego, por lo anterior, tenemos que

-+, =], +[1, . donde | |, estanormade 1

lo que implica por la desigualdad de Cauchy-Schwarz que | =ch, donde ¢ >0,

13



de modo que

F,(f)=cF.(9)
por consiguiente

F.(f —cg) =0,

pero como {Fn} es total, setieneque f —cg=0 ; esto es, f =cg. Ahora puesto que

1], =[ 9], entonces ¢ =1; de manera que lanorma es estrictamente convexa.

Ahora sea B cualquier espacio de Banach separable. Banach probd que existe un

subespacio cerrado del espacio C [O, 1] gue esta en correspondencia isométrica uno a uno
con B. Entonces renormando a C[O,l] como antes, estamos renormando a B de la manera

requerida. [
DEFINICION 2.4.2: Un grupo G se dice topol 6gico S

(&) G esun espacio de Hausdor ff
(b) La aplicacién

GxG - G
(xy)—xy™

€s continua.

DEFINICION 2.4.3: Un espacio vectorial X sobre un campo F (Ro C) se dice

espacio vectorial topologico si es un grupo topoldgico bajo adicion y si la aplicacion

14



FxX 5 X
(a,x) > ax

€s continua.

PROPOSICION 2.4.2: Un subconjunto compacto de un espacio vectorial topol6gico

es acotado.

DEFINICION 2.4.3: Un espacio vectorial topoldgico es |ocalmente convexo Si posee

una base para su topologia de conjuntos convexos.

NOTA: Dado X*={f/f:X - F eslineal ycontinua}, el espacio dual de X, se

definen los abiertos en la topol ogia débil como
N(p;Ag)={al |f(p)-f(a)|<e fOADX*, Afinitd}.
DEFINICION 2.4.4: La*“ Cépsula convexa” de un conjunto A es definida por

co(A)=()S, tal queSesconvexo

SOA

0 también como co(A):{Zn:apg 1 0<a <l x DA}.

i=1

15



DEFINICION 245: Una funcién real f es tal que f(X)=O(g(X)) S
(%)< Kg(X) para algun K positivo. Una funcién f es tal que f (x)=o(g(x)) S

jim (%)

Xmg(x):o.

NOTA: Sepuede verificar quesi f (x)=o(g(x)) entonces f(X)=O(g(X)).

16



Capitulo 3

Teorema De Aronszajn-Smith

En este capitulo probaremos la existencia de un subespacio invariante propio de un
operador compacto sobre un espacio de Banach. Solo consideraremos €l caso cuando €l
espectro del operador compacto es cero, pues en otros casos € resultado se sigue de la
teoria de Fredholm-Riesz-Schauder. Introducimos ideas principales tales como la de
proyeccion métrica sobre espacios de Banach y posteriormente el limite inferior de una
sucesion de subespacios de un espacio de Banach. A partir de esto logramos demostrar €
teorema de Aronszajn-Smith. Al final se hace la prueba cuando € operador esta definido

sobre un espacio de Hilbert.
3.1 Préiminares

A continuacion presentaremos a gunos resultados preliminares que se usaran parala

demostracion del teorema de Aronszajn-Smith.

PROPOSICION 3.1.1: Sea B un espacio de Banach, T un operador compacto sobre

By f #0 unvector arbitrarioenB. S W = gen{T”f : nDZ*} , € subespacio cerrado

W:[T”f]:

€es un subespacio invariante bgjo T.

17



DEMOSTRACION: Es conocido que T (W) OW,, luego por |acontinuidad del

operador T y ladefinicion de clausura

Por tanto W esinvariante bgjo T.

NOTA: sediceque f = 0 esciclico paraT cuando

B=[T"f] . (1)
En todo este capitulo consideraremos € caso donde f esciclico paraT.
Laformula (1) implicalas siguientes propiedades:
* B esseparable ()
 Todos los elementos T'f #0 son lineal mente independi entes. (3)

Probemos (2), sea
K, ]
SZ{ZCkaf G = P tad; PG D@}
k=0
entonces tenemos que
(@) S =B, puestoque Q+iQ esdensoen R.

18



(b) Sescontable, puesto que Q +iQ escontable.

Por lo tanto, de las dos condiciones anteriores, obtenemos que B es separable.

Probemos ahora (3), Sup6ngase que tenemos larelacion
k
> aTf=0

con todos los coeficientes diferentes de cero, y 0<n <n,<..<n, . Se podria tener

entonces que
1 k=1
T'*f:(——}ZaT”f.
g )i

Por lo tanto, los T'f's estarian en & subespacio generado por los elementos con indices

n<n,,locual contradice a(a) y aladimension infinita de B.

3.2 La Proyeccion Métrica Sobre Espacios De

Banach

Consideremos ahora un subespacio arbitrario finito-dimensional V [0 B. Paratodo

x[OB podemos considerar ladistanciaminima p(x,V) dexaV. Puesto queV esde

dimension finita, la distancia minima es alcanzada, y en vista de la convexidad estricta de

la norma se demuestra que existe un tnico punto Px[OV ta que:
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|x=Px|=p(x,V) =inf 1= y]- (4)
1) EXISTENCIA

Sea 0 =inf |x-y|| entonces >0 puesto que V es cerrado. Para todo nON existe
y!

unasucesion {y,} enVtal que d<|x-y,|<J+%, entonces:

Iyl Ix-v+1
<o+ s+ <M

pero d ser V de dimensién finita, entonces es relativamente compacto y por tanto

existe una subsucesion {ynk} enV y yQdV ta que Yo — y [V, de maneraque

[3n. =) = (v

por lo tanto,

Yo, =X = Iy =~
por tanto tenemos que ||x— y|=J.

2) UNICIDAD

Suponga que existen y, y, OV talesque [x - ;|| =[x~ y,| =, entonces, por la

convexidad de la norma:
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Yity,

Xx—2r Z22( =

2

o<
2 2

X~V + X~Y, H
<1”X_ yl||+1||x— Yol
2 2

=15+l5=05
2772

por lotanto, y, =y, y en consecuenciay es Unico.

Podemos denotar y = Px, donde xOB, y[OV y P representa un operador en B, no

necesariamente lineal. Llamaremos a P la proyeccién métrica sobre V , o simplemente la

proyeccién sobre V .
3.2.1 PropiedadesDe L a Proyeccion Métrica

(a1) P esidempotente; P? =P

En efecto, nétese quepara y[OV, Py =y, luego tenemos que:
P?’x=P(Px) =Px paratodo x(B
portanto P?=P.
(a2) P eshomogéneo: P(ax) =aP(x) paratodo a .

En efecto,

Jarx=arPx| =arx - Px|
=|alo
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pero por definicion,

lax=P(ax)| = plax,V) = iygf/ lax=y|

. ayl| .
= inf |ax-2Y|| =inf |a| x—lH
yov all v a

=i [x- 2| =la| p(xv) =l

luego por launicidad setiene que P(ax) = aP(x) paratodo a .

(&3) P escasi-aditivo: P(x+y)=P(x)+y paratodo y[IV .

En efecto, sea y[IV ; entonces Py =y . Por otro lado, setiene que

ly+x=(y+ P =|x— P =inf |- 2| =inf

e (y=2)] =inf[(y+)=7] =ly+x-P(y+ %)

luego por launicidad, P(x+y) = P(x) +y paratodo y[V
(@4) [Px=x<[ v [Px|<2[¥.
En efecto

[x=Px| =inf [x-y]

de modo, que a ser V un subespacio, entonces 00V ; por lo tanto |[Px— x| < || .

Por otro lado,
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[P <]Px=>]+[]
<[ +[x|
=2|x]-

Por lo tanto, ||Px||< 2]
(@5) [[x=Px| =]y -Py]| < |x- ]

En efecto, tenemos que: |x—Px] = inf |x= 2| <|x~=Py]|, luego

[x=Px| < [x—Py]
<[x-y+y-Py]
<[x=y[+|y-Py]

luego ||x— Px|~||y = Py|| < |x~y] . Utilizando el mismo razonamiento probamos

que
=[x=yl=[px=Px|~[y-Py]|
por tanto [x = Px| -y - Py]| =[x~ y].

(a6) S V'OV y P’ eslaproyeccion sobre V', entonces |x - Px| < |[x - P'¥|

En efecto, notese que P'x[0V 'OV, por consiguiente

[x=Px|=inf |x-y]<[x-P'x]
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por lo tanto
= Px| <|jx=P'].

NOTA: (a5) es la propiedad general de distancia minima o(x,M) de x a un

conjunto fijo M.
3.3 Limitelnferior

Consideremos ahora una sucesion de subespacios cerrados V, [0 B. Introduzcamos €l

limite inferior de la sucesion V, como sigue:
liminfV, ={x0B: (OnON) X OV,, % - X}. (5)

NOTA: El liminf V, también se puede definir como: {xOB: d(x,V,) - 0,k - oo}.

3.3.1 Propiedades Dd LimiteInferior

(b-1) liminfV, esun subespacio cerrado.
Veamos que es un subespacio: sean X, yOliminfV,, entonces existen x.,Yy, OV,

talesque
-X ¥y Y-V

Por tanto, al ser V, un subespacio, entonces (%, + Y, ) OV, ; ademés
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(% *+¥) = (x+y)

asi tenemos que (x+y)OliminfV,. Sea ¢ un elemento en & campo de escalares y
xOliminfV, , entonces x, - x, y como c¢x 0V, yaque V, un subespacio, luego
cx, — cx, por lo tanto cxOliminfV, . En resumen, hemos probado que liminfV, esun

subespacio.

Veamos que es cerrado: sea x O liminf V, , entonces existe una sucesion {x”} en

liminfV,, tal que limx" = x. Debemos probar que existe unasucesion {y,} con y, OV,

tal que Ikim Y, = X. Escojamos &,,¢,,... tAlesque £ >¢&,> &>+ y Ikim,sk =0. Como
x"OliminfV, paratodo nOZ", entonces existe x, OV, tal que x" = Limx{j, esto es
existe m 07" tal que |x; x| <g s kzm

existe m,0Z", m,=m ta que |x; -x*|<e, s k=m,

exise m OZ", m >2m,, tal que Hx@—xju<£j s k=m,.

Definamos ahora el y, como sigue

Ye =

25



Probemos que Limyk:x. En efecto, dado £>0, sea I, tal que j=I, implica
J- £ . S £

x —xH<§ y j. td que jzj, implica ¢ <3; entonces  escogemos

m= max(lg,jg,mjs) de modo que a ser k=m[ tenemos que m, <m, <ksmg,,

luego y, =X, y asi

=<y =]+ =]

=[x =]+ [x’ -4

por tanto y, — x con Yy, OV, . En consecuencia xOliminfV, .

NOTA: Notemos que en la demostracion no hemos usado €l hecho de que los V, son

cerrados.

(b-2) S todo V, esfinito dimensional, entonces xOliminfV, siysolosi Bx - x, donde

R, esla proyeccion sobre 'V, .
En efecto, supongamos que xOliminfV,, entonces existe x, [0V, ta que X - X;
luego

[Rox=x] <% =] ~ 0

por o tanto tenemos que P x - X.

Reciprocamente, s B x - x, entonces tomamos x, = R, x, de modo que
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por lahipdtesis, x, — x y por lo tanto xOliminfV, .

NOTA: Se puede probar que s sup{ dimyv, :kO N} =M < oo entonces setiene que

dim(liminfVv,)<M .

3.4 Demostracion Del Teorema De Aronszajn-
Smith

TEOREMA 3.4.1 (ARONSZAJN-SMITH): Sea B un espacio de Banach de
dimensiéninfinita y T : B » Bun operador compacto. Entonces existe un subespacio

invarianteno trivial deT.

En € cuerpo de la demostracion estaremos presentando varios lemas importantes que se

usarén para alcanzar nuestro objetivo.

DEMOSTRACION. Con f que satisface (1) Construyamos € subespacio de
dimension k

Ve =[Tf ]Zl (6)

Denotemos por P™ |a proyeccion métrica sobre V) . Por (1) tenemos que

liminfv® =B,

En efecto,
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liminf V® = liminf [T“f]z‘l
:{xDB:D(kD[T”f]z_l,xk - x}
ket A
:{XDBZLIQ;O’LKT f :x}

=[1"1],
=B

Ahora, por lo anterior y (b-2) setienelo siguiente

P®x - x paratodo xOliminfv® =B. (7)
Consideremos entonces €l operador T, en V™ definido por:

Tx=P¥Tx paa x0OV®. (8)

AFIRMACION: T, eslined.

k-1
Observemos primero quesi x =Y aT' f OV™, entonces por (a-2) y (&-3) tenemos
i=0

Tx=PMTx
k-1 )
o[
i=0
k-2 )
=pl (ZaiT'”f +ak_1ka]
i=0

k-2 )
=> aT"f +a, PYT
=0
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k-1 k-1
Seanentonces x=>» aT'f e y=) BT'f;cb ene campo deescalares. Luego
i=0 i=0

k_

T (cx+by) =T, () _(ca +b:3i)Ti f)

1
i=0

k=2 .
=) (ca; +bs )TI+1f +(cay_, +bs,) PlTHf )

i=0
k-2 k-2
= c[ZaiT”lf +ak_1P(k)ka)} +b{2m‘ﬂf +,8k_1P(k)ka)}
i=0 i=0

=cT x+DbT,y.
Por lo tanto, T, eslineal.

Siendo T, un operador lineal del espacio V™ de dimension k en si mismo, podemos

usar € resultado clasico de representar €l operador por una matriz triangular, esto da la

existencia de una sucesion creci ente de subespacios:

(@zvmmmvwﬁmn,mvmwzvm (@
donde V* es un subespacio invariante de T, de dimension i.

Denotemos por P®*" laproyeccion sobre V&9,

Antes de seguir con la prueba del teorema presentaremos algunos resultados que nos
ayudaran a conseguir nuestro objetivo. El siguiente lema nos dara la base para encontrar

€l subespacio invariantede T.

LEMA 3.4.1: Sean {k,,} {i,} sucesionesdeenterostalesque k, /"o y 0<i, <k,.

Ademés, sea x OV g Tx . y, entoncestenemos que:
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y Oliminf V %),

DEMOSTRACION: Nétese que P“'Tx =T, x, OV Por otro lado, tenemos de

(a5), que paratodo y[IB,

R

HiS

y, por tanto,

[T, = P Tx, | < [[Tx, = v + ]y = Py

Pero yOliminf V® =B, de modo que P*"y _. y. Delahipétesis, obtenemos que
[T, = P*Tx,| - 0.

Por lo tanto

Hy— P(km)Tme <|y-Tx, |+ HTxm - P("m)Tme -0

en consecuencia P*Tx - y. Puesto que P*Tx, =T, x, 0V entonces concluimos

que yOliminf \ &)

El proximo corolario es fundamental, nos garantiza la existencia del subespacio

invariante
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COROLARIO 3.4.1: Para cualesquiera sucesiones {k .} {i.,} que satisfacen las

condiciones del lema 3.4.1, liminf V%' esun subespacio invariante bajo T.

DEMOSTRACION: En efecto, s xOliminf V&' entonces existe x, OV tal

que X, — X, luego por la continuidad de T, tenemos que Tx, — Tx de modo que por €

lema3.4.1
TxOliminf v o)
por lo tanto T (liminf V%) O liminf Vv (')

Parala demostracion del proximo corolario necesitaremos |a siguiente proposicion:

PROPOSICION 3.4.1: Sea {y,} un conjunto compacto de un espacio de Banach tal

gues { yw} converge, lo hace a cero; entonces limy, =0.

A partir de este momento buscaremos herramientas para probar que € subespacio
invariante visto en el corolario 3.4.1 esno trivid.

Parala demostracion del siguiente corolario es vital la compacidad del operador T.

COROLARIO 3.4.2: S liminf de toda subsucesion de {V<km"m)} es (0), entonces

para cualquier sucesion acotada {x,,} , con x,O0V**  secumple que Tx,, - O.

DEMOSTRACION: Por la compacidad de T, la sucesion acotada {x,} es

transformada en una sucesion relativamente compacta {Tx,,} . Por lo tanto, la clausura de

{Txm} es compacta, de modo que tiene una subsucesién convergente. Sea {Txmj}tal

31



sucesion, entonces se tiene que Tx, — Y. Veamos que y=0. En efecto, por e lema
3.4.1, tenemos que yOliminf V&) =(0); dedonde y=0. Asi Tx, — 0, por tanto

Ahora se mostraran desigualdades que seran Utiles en la prueba de la no trivialidad del
subespacio invariante.

Escojamos ahora un rea arbitrario a con
O<a<l vy |[Tf|>a|T||f|. (10)
Notemos que f OV™® puesto que f =T°f ; entonces por (9) y (a-6)
[f]=]f-P*Of|z|f -P*f|=..2|f -P*f|=0

luego por estas desigualdades, existe para cada k =1,2,... un unico indice i(k), con
0<i(k) <k, ta que

Hf _ pki() § H > a,” f “ S Hf _ plkik)+) £ H (12)

Afirmamos que existe u, con k =1,2,... un elemento de V' tal que
Ju=1 y POy, =0. (12)
En efecto, sea v# 0 un elemento arbitrario con v O (V& ®*™ -y &)y y designemos
u, = HV _ p(kJ(k))VH‘l (v - Pki(y)
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entonces, es claro que |u, | =1; ademés:

. . . -1 . .
ity = plkit) (HV_ p(w(k))v” Pk (y — plkily)y
= HV_ p(kJ(k))VH‘l Pt (y— pkitly)  Por (a-2)
= HV‘ p(kvi(k))vu_l [ pki(k)y, — p(ki(k»\,} Por (a-3)

=0.

Ahora, puesto que las dimensiones de V*'®©™ y v difieren por uno, todo

eemento yOV*'® " se puede representar de manera tnica en laforma:

y=x+pu_ con x=pH®y,

. -1 )
en efecto, sea t = Hv - P(k"(k”vH , entonces u, =t(v—-P*'®)) dedonde

%Uk = (v-Pki®y)

1 A
v=Tuck piity,

Asi tenemos que V*'*™ es generado por V&' y y, .
Escribamos las siguientes igual dades
pki(+) ¢ — X, + :Bkuk y pki(O+DTf = x{( +lB|:uk (13)

con X, x, OV &),
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Tenemos entonces que

PUi9) [ PUit9:d £ = pkit) (x + gy, )
=X+ APy,
= X

Luego por (a-4),

”Xk” - H plki(k) (P(k,i(k)+1) f )H
< 2” pki () ¢ H
<4t

And ogamente se prueba que |, | < 4|Tf||. En consecuencia, hemos probado que:

%<4l ]

, (14)
%] < 4]

Hemos llegado ala parte final de la prueba del teorema.

341 Construccion De Subespacios Invariantes

No Triviales

En esta seccién construiremos subespacios invariantes no triviales para T. Consideremos

i (k) como antes. Probemos ahorallas siguientes afirmaciones:



1) Paratoda sucesion k. oo, liminfV i) 2B
2) Paraalgunasucesion k' oo, liminf\V !t 2 Q)

3) S paratoda sucesion k,, /" oo, liminf V') =(0), entonces para toda sucesion

k' /oo, liminfy (el 2 g
DEMOSTRACION:
DS liminf V%) =B entoncespor (b-2) P*'*)§ _ f luego

1Pt

lo cual contradice (11), pues tendriamos a| f| =0, que esimposibleyaque 0<a <1y

f 2 0. Por lotanto liminf V%) 2 B

2) S paa toda k..o, liminf V%!t = () entonces @ liminf de toda
subsucesion  de {V“ﬂ"(k**)””} es (0),y por corolario 3.4.2, la sucesion {P(k'“k)ﬂ) f}
acotada (nétese que por (a-4) H pkit) £ H < 2||f|| < ) es transformada en una sucesion

{Tp(k,i(k)ﬂ) f} tal que TP f _, 0. Puesto que

T.I: :T(f _ P(k,i(k)+1) f ) _TP(k,i(k)+1) f

tomando limite en ambos lados de laigual dad, tenemos
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Tf =limT(f - P2 f)
por lo tanto

||Tf || = “mHT( f - kit £

<liminf [T[|f - P& ¢
<ar][f]

en consecuencia, [Tf| < a|T|| f . y esto es unacontradiccion con (10).

3) Supongamos que para alguna k' oo, liminf V') = B “entonces por (b-2)

tenemos
Pkt g f y pliITE | Tf
Por (13) podemos escribir
f =lim(x. + 4. u,) y Tf =lim(x, + /4. u,.)
luego, aplicando T en cada una de las ecuaciones anteriores, resulta que:

Tf =lim(Tx, +B,Tu, )y T*f =lim(Tx, +4, Tu, )

notemos ademas que {ka} es acotada por (14); luego se sigue de la hipétesis y €

corolario 3.4.2que Tx, - O;similamente Tx, - 0, demodo que
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Tf=limB,Tu, vy Tf=limg,Tu,

por lo tanto Pe converge a dgin )/, y ademés T?f = yTf ; pero contradice (3). En
ki

consecuencia liminf V& (o) 2 g
Veamos ahora la conclusion de la prueba del teorema.

Si exigte alguna sucesion k_ " oo ta que G =liminf V&) £(0), entonces en vista
de la afirmacién 1) y corolario 2.4.1, G es un subespacio propio invariante. Si no existe
tal sucesion {km} , entonces por la afirmacion 2) escogemos unasucesion k! o tal que
G' =liminf V% t)*D 2 Q). Por 3) y corolario 3.4.1, G' es entonces un subespacio

propioinvariantede T.

3.5 PruebaEn Espacios De Hilbert

En la prueba usaremos convergencia débil y fuerte de elementos y operadores en B,

que se denotaran con los simbolos Of1. , y - respectivamente. Los hechos se

simplifican en este caso, pues las proyecciones métricas coinciden con las proyecciones

ortogonales y por lo tanto son lineales. Los V* pueden ser ahora cualquier sucesion

creciente de subespacios cuya union es densa en B; f puede ser cualquier elemento
diferente de cero y perteneciente a V®. El operador T, es ahora la restriccion de

POTPY a V& | Lossubespacios V*"  son definidos como antes.

PROPOSICION 35.1: P*ITP®k) = plopki y pl | |
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DEMOSTRACION: Observemos que
v OvkD =v® paratodo i =0,1,..., k.

Por |o tanto P&V [TP(“)} - pto I:Tp(k,i):l'

Veamos ahora que P - 1. Como [JV® =B , entonces dado gOB, existe
k=1

hOV® tal que: paratodo £ >0 setieneque|g-h|<e.

por otro lado, como hOV® entonces P*h = h; ademés puesto que gB se sigue de

la definicidn de proyeccion que:

(Oe>0) HP(k’g —gHS”g -h|<e.

Por tanto P® 1 .
El lema 3.4.1 puede ser reemplazado por:

LEMA 35.1: S P& 011, Q, entonces QTQ =TQ.
DEMOSTRACION: Por hipdtesis P*' 013, Q, luego al ser T compacto, tenemos

que

TP, TQ.
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Por otro lado, P%' es acotadoy V®' es de dimensién finita, de modo que la
proyeccion P% es un operador compacto, por lo tantoP*'T L QT, en

consecuencia

P(kmrim)TP(kmvim) = QTP(km’im)
- QTQ

(1*)

pero P _ |, asi que

P(k)TP(kmvim) N Tp(kmvim)
- TQ

(2%)

por lo tanto, del lemaanterior y de (1*) y (2*) tenemos que QTQ =TQ.

COROLARIO 35.1: T(Q(B)) O G, donde G es e subespacio cerrado

G={ x: Qx=x}.

DEMOSTRACION: Esclaro que G es un subespacio por lalinedlidad de Q. G es
cerrado puesto que es la imagen inversa del operador continuo Q. Veamos ahora que

T(Q(B)) O G. Enefecto, seazOT(Q(B)), entonces existe x[1B tal que

z=(TQ)(X)
Qz = (QTQ)(x)
=TOQx
=z
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por lo tanto tenemos T(Q(B)) O G. Mésaun, como G O Q(B), entonces T(G) O G; y

en consecuencia, existe un subespacio invariante propio G excepto cuando
Q=0, Q=1,0 Q#0y Q # 1y Tseanulasobre e rango de Q. En efecto,

1) S Q=1, entonces
Qx=x, UOxUB.
Por tanto G=B
2)Si Q=(0) , entonces G=(0).

3)S Q#1 yQ#0yTseanulasobree rango de Q, entonces T =0, lo que esuna

contradiccion.

En € caso anterior todo subespacio unidimensiona de Q(B) es claramente un

subespacio invariante.

La prueba se continda definiendo i(k) como en (11); € nimero a no necesita

restringirse ala segunda parte de (10). Escogemos una subsucesion { kn& tal que para Q

y Q tenemos Pita) 0, Q, pPeita) | Q' En vista del corolario 3.5.1, solo

restainvestigar cuando Q=0=Q" ocuando Q=1 =Q’'. Aqui usaremos un lema genera.:

LEMA 3.5.2: S las proyecciones convergen débilmente a otra proyeccion, entonces
esta convergencia es fuerte.

Probemos | as siguientes afirmaciones:



1) Q#I
2)Q' #0
3) S Q=0,entoncesQ' =1

DEMOSTRACION:

1) S Q=1, entonces P*'®&) 0¥, | |y luego por & lema 3.51 P*'*) _ | de

modo que P*'*)f 0 [, f , lo que contradice (11). Porlotanto Q#1 .
2) Si Q =0, entonces P*'*) 041, 0, asi tenemos que:
<P(km~i(km)+1)x, y> - <0’ y> - O, DyD B.

Por tanto P*'*)* =0 |0 que esuna contradiccion. Luego Q #0.

Para probar 3), veamos a continuacion el siguiente lema.

LEMA 3.5.3: Proyecciones sobre espacios unidimensionales no pueden converger

fuertemente a la identidad.

DEMOSTRACION: Supongamos lo contrario, esdecir [P®x~x| - 0, OxOv®.
Sean e f OV® talesque eOd f, |d|=|f|=1, entonces P¥e P f OVY, de modo
quesi {g} Esunabasepara V", setieneque:

PYe=(eg)e
PWf=(fg)e.

Ademés por la suposicion, paratodo £>0 tenemos |P®e-d|<s,y |[PWf - f|<e.

Por lo tanto,
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[Pe-e =[e)e -~
=|(e.e ) +lel ~2(e.e)
=|e-Ke.e)f

=1-|(e &)

< &2,

Luego, Ke,q)‘z >1-¢°. Similarmente, se pruebaque |( f ,eK>‘2 >1- g2,
Ahorabien, podemos extender nuestra base de manera que:
g =ae+pf+g,; con g Oe g, Of.

Entonces tenemos que

1=|e|" = a¢ + B +|o[’
> (1-£2) +(1-£%) +||g,[
=2-2¢"+|g,

lo cua es imposible para un £>0 muy pequefio. Por o tanto, | no puede ser limite

fuerte de proyecciones unidimensionales. [

3) Notese que s Q=I1, 1=Q-Q, y por lo tanto podriamos tener que
(P(km"(km)“) - P<km"<km”) 0% 1, lo cua esimposible por e lema 3.5.3. Esto completala

prueba. [

NOTA: El lema 3.5.3 se puede generalizar de esta forma:
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LEMA 3.5.4: Una sucesion de proyecciones de dimensiéon menor o igual que n, no
pueden converger a proyecciones de dimension mayores o igualesa n+1. En realidad

esto se cumple en espacios de Banach (ver nota antes de la seccion 3.4).



Capitulo 4

Subespacios | nvariantesPara L a
Familia De Operadores Que

Conmutan Con Un Operador

Compacto.

En este capitulo presentamos € teorema de Lomonosov y su demostracion. Lo mas
importante de la prueba es que no se utiliza € teorema de Aronszagjn-Smith y a mismo
tiempo se generaliza éste resultado. Se caracterizan subespacios invariantes no triviales
para una familia de operadores que conmutan con un operador compacto diferente de
cero (estos se llaman subespacios hiperinvariantes). Por la teoria de Fredholm-Riesz-
Schauder, consideramos solo e caso cuando € espectro consiste solo de cero, esto es,
cuando €l operador es casinilpotente, pues cuando no es asi se aplicala proposicion 2.3.1

para obtener subespacios hiperinvariantes no triviales.

4.1 Preiminares

A continuacion se presentaran algunos resultados que se utilizaran en la prueba del

teorema fundamental de este capitulo.



DEFINICION 4.1.1: Sea R un espacio topoldgico. Entonces R tiene la propiedad del

punto fijo si para todo operador continuo T de R en si mismo existe p en R tal que

T(p)=p.
LEMA 4.1.1: El cubo de Hilbert C={{gn}; <2, n=12,..} tiene la propiedad del

punto fijo.

LEMA 4.1.2: Cualquier subconjunto K 00 Cconvexo y cerrado del cubo de Hilbert

tiene la propiedad del punto fijo.

ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION: Como estamos en un espacio de Hilbert
podemos considerar la proyeccion ortogonal P de C sobre K que satisface

P(z)=z  OzOK.
Seaahora ¢:K - K continuay & =¢-P, entonces existe zOK
#(2)=4(P(2))=(¢-P)(2) =@ (2) =z

donde la ultimaigualdad se tiene por el lema4.1.1. Por tanto K satisface la propiedad del
punto fijo.

LEMA 4.1.3: Sea X un espacio vectorial topologico. K cualquier subconjunto
compacto y convexo de X con al menos dos puntos, T un operador en X continuo.

Entonces existe K, ¢ K tal que TK, OK,.

ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION: Seledalatopologiadébil x* aK. Ahora

definimos cuando un conjunto de funciones F ={f} esta determinado por otro conjunto

de funciones G={g} , esto es,

45



(Of OF)(0e>0)(0y O G finito) tal que para p,qCOK con p-qON(0;);0) entonces
| (Tp)~ f (Tg)|<e.

Por lo anterior podemos afirmar que cada funcional f 0 X* puede ser incluido en un

conjunto auto-determinado contable G, digamos

o simplemente G ={g} .

Se supone posteriormente que p,q0K, pzq Yy fOX* ta que f(p)# f(q); entonces

se construye la funcion

H:K -1,

H (k) :{gi (k)}

continua sobre un conjunto K, 0 C compacto y convexo con a menos dos puntos. Luego

consideramos la aplicacion

T,=HTH:K, - K,

To({o (p)})={ (o)}

univaluada y continua. Después se aplica el lema 4.1.1 para probar que existe k, 0K, tal

que
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T(k)=k

de esta forma se obtiene un subespacio invariante K, =H™(k,) tal que

TK, O K,

con K, #K . Nétese quedelalinedidad y lacontinuidad de H, el conjunto K, es convexo

y cerrado respectivamente. [

TEOREMA 4.1.1 ( SCHAUDER-TYCHONOFF): Sea X un espacio vectorial
topologico localmente convexo, K O X compacto y convexo. Entonces K tiene la
propiedad del punto fijo.

NOTA: Este resultado también se conoce como €l teorema del punto fijo de Schauder.

ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION: Si K tiene un solo punto no hay nada que
probar. Sea ahora K con a menos dos puntos y T:K - K una aplicacion continua,

debemos ver que existe zOK tal que T(z)=z. Seconstruye lafamilia

O={K: K, gK y TK OK}

con larelacion de orden

K, <K, « K, OK,.

O0z0 yaque KOO, luego por € lema de Zorn se prueba que existe un conjunto
minimoF 00, pero por € lema4.1.3 existe un conjunto K* ¢ F tal que TK* O K*, lo que

contradicelasaleccion deF. [0
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4.2 Demostracion Del Teorema De Lomonosov

Ahora veamos & teorema principal de este capitulo.

TEOREMA 4.2.1 (LOMONOSOV): Sea A#0 un operador compacto sobre un
espacio de Banach complejo B de dimensién infinita. Entonces existe un subespacio de B

no trivial que esinvariante para todo operador lineal acotado que conmuta con A.

DEMOSTRACION: La prueba es por contradiccion; supongase que la afirmacion del
teorema es falsa. En particular, esto significa que A no tiene autovectores.

NOTA: Para cada y#0 e subespacio M =gen{Ty:TOA} es invariante bajo e

conmutante de A con M # (0) por tanto debemos tener que M =B .

Veamos que existe un punto x,00B y una bola cerrada S=S(x,;1) ta que

inf |AX|>0. En efecto, como A#0, existe zOB tal que Az#0, por lo que |AZ|>0.

xS

Ahorasea x, =Az con A adeterminar; entonces |Ax,| =|A||Az|. Consideremos xOS;

esto es; || x — X, | <1; luego tenemos que:

A= ]A0) + A=)
2[[ACO)| = A=)

2[[AC)]| = Aflx =
2|A||Az|-[A|>0

cuando |A| > % Por lo tanto L@‘; |AX| > 0.



Por AS denotaremos la imagen de S bgjo la accion de A, y por ASsu clausura

Entonces para cada punto z[AS debemos determinar un operador T en A ta que

ITz— %, <1. Si no existiera tal operador, e subespacio M considerado en la nota seria

invariante y ademéds M # (0) puestoque | DA, I(z2)=z0OM. S M =B, obtenemos

quedado zOAS existe TOA tal que [Tz- x| <1.

Probemos ahora que existe un nimero finito de operadores T, Of A} , 1<is<n, ta
que para cualquier yOAS larelacion  |[Ty—x,[ <1 se satisface para algin i =i(y)
cuando consideramos M =B. En efecto, tenemos que % LIB=M. Tenemos que

yDB(y;Sy):{z: ||z—y||<£y}, de modo que ASO [ B(y;gy) pero a ser AS

yOAS
compacto, existe un ndmero finito de y,,& para i =1...,n taes que ASO UB(yi;ei)
i=1

coni=i(y) ycon

Mz-x||=[Tz-Ty+Ty-x|
<[Tfllz= v+ [Ty =
<1

-y - x|
]

1-[Ty-x| .

cuando (z-y|<——F—;
A< g

luego podemos escoger €, = de modo que

existe un nimero finito de operadores T, O{ A}, 1<i<n talesque [Ty—x|<1.

Definamos lafuncion f(t),0<t<o
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Latransformacion @ :AS — B, definida por

n

> t(my-x[)Ty

Py ==L
X f(my=x])

=

es continua sobre & conjunto compacto y convexo AS, (notemos que S es convexo y A
es lineal) puesto que f y T son continuas. Por lo tanto, su rango es compacto. Ademas,

Ran® O S puesto que ®Py es una combinacion lineal convexadelos Ty; en efecto, sea

n, <n e minimo indice parael cual

F(Imy=%l) =2-ITy=x| v £ ([Ty=%])=1-[Ty=x]

entonces,

pero como [Ty =x[ <1y [T;y=x,]|<1, tenemos que dy es una combinacion linea

convexadelos T.ylS, por lo tanto oy S.
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Notemos que la composicion ®A:S - S es continua, por tanto ®A transforma
continuamente a S en un conjunto compacto y por consiguiente, este operador tiene un

punto fijo por € teorema de Schauder. Esto significa que para algin vector x[JS,
DAX = X
> aT AX=x
1

donde

oo tmen)

- (fTx=)

=1

Ahora bien, puesto que la composicion de un operador compacto con cual quier operador,
es compacto, entonces el operador:

T=)aTA
1
es también compacto. Por lo tanto € conjunto de vectores
vV ={u:Tu=u}

es un subespacio de dimensién finita por teorema 2.3.1 de los preliminares. Veamos
ahoraque V esinvariante bajo A; en efecto; Sea xOV 'y AxOA(V), entonces Tx =X,

y como T estaen el conmutante de A se sigue que

T (AX) = A(Tx) = Ax

51



Por tanto AxOV, y en consecuencia, V es un subespacio invariante bgjo A. Por
consiguiente, A tiene un autovalor; pero esto contradice la suposiciéon a inicio de la
pruebadel teorema. [
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4.3 Demostracion deHilden al Teorema de

L omonosov

En esta seccién daremos la prueba del teorema de Lomonosov dada por Hilden, donde

no se usa e teorema del punto fijo de Schauder. Sea A: X - X un operador lined
donde X es un espacio de Banach de dimension infinitay o(A)={0}, esto es, A es

casinilpotente; introduzcamos la notacion

r(y):{Ty: TD{A}'}
paratodo yO X.

Se puede ver que {A} es un subdlgebra de B(X) y que '(y) es por lo tanto un

subespacio cerrado de X que contienea y. Asi '(y)#(0) s y#0. Masaun
T(r(y))or(y)

paratodo yOX y T D{A}' , Simplemente porque {A} es cerrado bajo multiplicacion.

Asi (y) €s un subespacio invariante paratodo operador T que conmuta con A.

Si laconclusion del teoremafuerafalsa, sesigueque (y) = X paratodo y#0.
Supongamos o anterior. Escojamosun x, en X tal que Tx, # 0. Entonces x, 70,y la

continuidad de A demuestra que existe una bola abierta S, centradaen x,, tal que
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1 1
B Y I M

paratodo x(OS. Nuestra suposicion acercade I (y) implica que todo y #0 tiene una

vecindad W que es aplicada en €l conjunto abierto Spor algin T D{ A} . Tenemos asi un

cubrimiento W, por abiertos de X —{0} tales que TW, 0S. Puesto que A es un

operador compacto, K =A(S) es un conjunto compacto. Por las desigualdades

anteriores, 0K . Por lo tanto existen conjuntos abiertos W,,W,,...,W,, cuya union

cubreaK,y T, (W) O S paraalgin T, D{A}', 0<i<n. Pongamos

p=ra([T]....r)

Comenzando con x,, Ax, estaenK, por lotanto enalgin W, , y T, Ax, [0 S. Por tanto
AT A, 0K, y asi en adgun W , y T, AT Ax,0S. Continuando de esta manera

obtenemos | os vectores

Xy =T, AT A% =T, T A" 0S.

Por tanto
dsbxl=at Bl (N=12.)

y esto nos dainformacion sobre e radio espectral de A esto es,



r (A) = lim A" z%>0.

Pero r (T) =0 puesto que o(T) ={0}, lo que es una contradiccion. (|
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Capitulo 5

Existencia De Subespacios

| nvariantes Para Otros Operadores

En este capitulo presentaremos la demostracion del teorema de Wermer, que nos
garantiza la existencia de un subespacio invariante no trivia de un operador invertible
-I—n

Cuyo espectro no se reduce a un solo punto y en donde la sucesién con

n=0,+1,+2,... crece moderadamente; lo anterior sera obtenido usando la condicion (C)

dada abgjo. Definimos el espectro de una sucesion, y después veremos como se relaciona
esto con e espectro de operadores sobre espacios de Banach; consiguiendo asi el
resultado deseado.

51 Prdiminares

DEFINICION 5.1.1: Sea {,}, nOZ, una sucesion de nimeros positivos. { .}
satisface la condicion (C) s existe una sucesion {d,} tal que p,<d, para todo

nOZ y con las siguientes propiedades:

1) d =d, OnOZ.

n?

2) d, =1, OnOZ.
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3) Z"’: logd, < oo,

~1+n

4) {d,} esmonétona creciente cuando |n| crece.

5) logd

™ es decreciente cuando |n| crece.
n

PROPOSICION 5.1.1: S pnzo(é“”) para algdn 0<a<1, entonces {p,}

satisface la condicion (C).

DEMOSTRACION: Puesto que p, :O(é”a), entonces  p, < K(é”a) para algin

K 21. Sealasucesion d, = K(é”g), entonces p, <d_ paratodo n1Z. Notamosquela

sucesion {d,} satisface claramente las condiciones 1), 2) y 4). Veamos 3)

Veamos ahora 5)
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logd, _logK +[n[*
n n

=IogK+|L|a
n n

pero como O<a <1, entonces logd, decrece. Por tanto { ,on} satisface la condicion
n

(1).

OBSERVACIONG5.1.1: S p, = e%’g“ para n> N, , entonces la condicion (C) falla.

En efecto, como

p > logn
h =

n
d > logn

entonces

= logd, & n
2T 22

=1+ o (1+ nz)logn

\Y
Ms
'—\

1
8 3

por lo tanto la propiedad 3) no se cumple, asi que la sucesion no satisface la condicion
(©).
T n

PROPOSICION 5.1.2: Llamemos p, :‘ , NOZ, donde T es un operador lineal,

acotado einvertible. S {,on} satisface la condicion (C); entonces
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a) El espectrodeT,o(T), estd en € circulo unitario.

b) [T"|z1 OnOz.

DEMOSTRACION: a) Supongamos que A0o(T) y |A|[>1. Luego, e radio

espectral r(T) = sup |/]| >1; pero por un conocido resultado tenemos
Ao (T)

r(T)=lim|T" % >1

n- oo

de modo que tomando r (T) > R >1 tenemos que ‘T” > R" paran grande; por lo tanto

logd, >nlogR paran grande

> logd, o N
n2 >(IOgR)Zl+n2

lo que contradice la condicion (C). Por otro lado s |/1| <1, entonces H >1. Ademas

% Oo(T™), luego, procediendo como en & caso anterior, |legamos a una contradiccién.

Por lo tanto || =1.

Probemos ahorab). Si HT’“H <1 para m>0; entonces, paratodo k 0Z*
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ol =[(r)

k
<[

por lo tanto,

r(T) =lim|T™|™
. ik Hk
<tim([')

= tim([r]) "

k - o

<1

lo cual es imposible por a). Para m<0 se procede smilarmente y se llega a una

contradiccion.

5.2 Espectro De Una Sucesion

En esta seccién se probaran varios lemas relacionados con espaci os de sucesiones, que
usaremos posteriormente.

Sea { ,on} una sucesion de numeros reales que satisface la condicién (C), y tales que

p, 21y paratodoslos mndZ
pm+n Spmpr‘l'

OBSERVACION 5.2.1: Paratodo R>1, tenemos que p, :o(R‘”‘)

En efecto, nétese que:

60



P < P

pngpf

Supongamos que existe R>1 tal que p, # o( R”) . Entonces existe una subsucesiéon de

enteros{nj} yun c¢>0 ta que

Ahora, por ladefinicion de { p,} tenemos que P, < oL, por lo que

n;
P 2izc
R" R"

y en consecuencia %2 c%l — 1 cuando n; — . Por tanto
o =2R.

Veamos ahoraque p, = R?. Consideremos primero que n; espar; entonces p, < ,0;% y

asi
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)24

por tanto 20%1 —»1cuando n; - . Luego p,= R*. Si n; esimpar, podemos

expresarlo como n; =2l +1, de modo que

Pn = Py S PP S :02:01

! Ps
por tanto %ZR] >c, quuelmpllca'; (’[FU >c/ -1 cuando | — . Por tanto
%21

y en este caso, también p, > R?.

En general, se puede ver que p, = R“. Perocomo d, > p, = R*, entonces

i Iogd =
koo 1+ k2 1l

lo que contradice el hecho de que {,on} satisface la condicion (C). Por tanto p, = o( R”) .

A continuacion definiremos un espacio de sucesionesy € “espectro” de una sucesion.

Sea L € espacio de todas las sucesiones { m} de nimeros complejos para el cua

2|, <eo.
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Normamos a L diciendo que [{h.}||= i|hn| On-

NOTA: Como L depende de {p,}, notemos por un momento a L por L, .
Supongamos gue tenemos una sucesion {,bvn} con lapropiedad: p, = ,bvn paratodo nJZ ,

entonces larelacion que existeentre L, y LZ» esL,[ Lb' En particular, el mas pequefio
posiblees p, =1, y satisface dicharelacion; por tanto L, O L, :{{hn} > |hy| <oo}

OBSERVACION 5.2.2: S hy k estan en L, la operacion convolucion hk es una

sucesion cuyo término enésimo es

(hTK), = 3 B ok

m=—o
Entonces, L es un algebra de Banach conmutativa bajo esta operacion.

En efecto, se puede ver que L es un dgebra conmutativa. Veamos que es normada:

[k < ll]
En efecto,
[nCK]| = > |(hTK), o,

<YYo
=2l 2 (Ml 22)

On

2k
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=Skl Zhfo..|
(22

=[hll]-

Por lo tanto |[hk| < ||h|||k|. En consecuencia L es un dgebra normada. La completitud

del dgebra se sigue de lacompletitud de C. [

PROPOSICION 5.2.1: El espacio conjugado L* del es

ko P

S:{X ={X,}: SupM<oo}.

X,
Normamosa Scon | X | =sup—.
ko P

DEMOSTRACION: Una base de Schauder para L es: {g,: kOZ} donde g ={d/}

tiene 1 en la posicion k y ceros en las demas, esto se sigue del hecho que

h”—hH:Z‘hj‘pJ ~ 0 cuando n — =, donde h" = > he OL.
li[>n

iEn

NOTA: e, eslaidentidad deL.

Entonces, cualquier h[J L , se puede escribir como:

h={n} =3 he (1)



Para X OL*, se tiene que X(h)=Y hX(g)=Y hX,. donde X, =X(e,) esta

determinado Unicamente por X. Por otro lado,

el = 3|3l = A

k=

y por consiguiente

X=X (&)
<[[Xlle (20)
=[x 2.
por lo tanto sup|l);—k|s||x|| <oo. EN consecuencia, {Xk} estden S Por otro lado, para
ko P

todo {Y,} en Spodemosobtener {Z,} en L*. En efecto; definamos:

Z(h):_zw:thk, h={h} OL.

Entonces, Z eslineal; y acotado puesto que:

HOE _flwkl

© Y,
=S lhJo

ra

VE
<sup ) _Zm)IhKka

- sl <er
i P

J
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Por tanto Z ={Z,} OL*. Veamosquelanormade X eslanormaen S En efecto

OB
‘Zlmlpk
‘ ‘Z|h><|pk

J —00

-||h||sup‘X |
i P,

X

Por tanto ||X||<sup|p . entonces, de esto y de (20) , obtenemos || X||= sup|>; d la cua

k

k

es la norma sobre S Por lo tanto |X|=|{X}|.. Esto demuestra que la aplicacion

biyectivade L* sobre Sdefinidapor X —-{X,} esunisomorfismo. [

Veamos ahora que el =e,, donde {g} es la base

(60e) =(e),, OnOZ. Enefecto, paran entero

00

(e0e),= 2 (&), (&),

m=—oc0

=S ey

m=—oc

g =art=e
= (el)n '

de L; esto es,

Més aun ¢,[e, =¢,,. Por otro lado, notemos que s a es un homomorfismo de L

entonces tenemos que (e (gCh)=a(g)a(h))ys a(e)=4, entonces

66



a(e)=a(q0g)=a(e)0a(e)=A4"
En general, para k >0 tenemos que

ale)=a(ebalOa)=a(g)0a(g)0- Oa(g)=2".

k—veces k—-veces

Por tanto

Por lo tanto, cada funcional lineal X ={ X} estal que:
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x({hn}):ghnxm O{h}OL
y todo homomorfismo complegjo a de L esdelaforma
a'({hn}):gh/l“,

paratodo henL, con A quedependesolode a y |A|=1. Se puede verificar facilmente

que a(h[k) = a(h)a(k).

Acada X OL*, X ={X,} _ podemos asociar las funciones:

B2 ==Y A,

/1“

donde f; y f, estdn definidasy son analiticas para [A|>1 y |A|<1 respectivamente.

En efecto, puesto que| X | = sup|l>;—k| ; entonces | X,| <||X]| 0,. Luego, paracada R>1
k

k

0< Iim|X”|s Iim”)<
o R "o RN

<[[x]jim £ =0,

Por tanto X, :o(R‘“‘) paratodo R>1.

DEFINICION 5.2.1: S X OL*, definimos & espectro de X,o(X), como la coleccion

de todos los puntos A, sobre e circulo unitario con la siguiente propiedad: las
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funciones f; y f, no se continlan analiticamente la una de la otra en cualquier arco

del circulo unitario que contenga a A, .

NOTA: A,0o(X) s existe una vecindad V de A, y una funcién analitica g en V tal

que:
g(A) = £, (1), 1A]>1
g(A) = (1), <1
AL GUNOS RESULTADOS PRELIMINARESA LA PRUEBA DEL LEMA 5.2.1

1. DEFINICION 5.2.2: Sea B un espacio de Banach, B* su espacio conjugado, V un

subespacio de B*; entonces V es débilmente cerrado si para toda sucesion

X" OV tal que X™ Ot X, implicaque X OV .
2. Un resultado de N. §j6berg para funciones subarmonicas

Sea h(o) una funcién no acotada en € origen, par, decrecientey tal que:
_[OC log*h(o)do <« paratodo C >0.

Dado un rectangulo |[{ < a,|y|<b y 0<b' <b, existe una constante M que depende de
a,b,b’ y htal quecualquier funcién subarménica u(x,y) en € rectangulo dadoy con

u(x, y) < eh(\x\)

cumplecon u(x,y)<M s [{<a,|y|<b".

3. OBSERVACION 5.2.3: Dados nimerosreales A>2, B> 2, entonces
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A+B< AB.

4. PROPOSICION 5.2.2: Sea {d,} lasucesion descrita enla condicion (C). La

funcioén:

h(o) = Iog(ie“’”dnj, o>0
h(-o0) =h(o), o<0

satisface las hipotesis del resultado de N. §oberg.

DEMOSTRACION: Por hipotesis, Iogndn decrece a cero cuando |n| — «, y por

tanto, dado o >0existe N =N(o)ON ta que

N(0)=min{nDN Iogdn <E }
n 2’

Probemos | as siguientes afirmaciones:

a) Ze“"d <N(o ©) (}/0)

b) h(o)s< N(a)+|og(}/a)+K , donde K es unaconstantey 0<o <1.

Veamos la parte a). Por la desigualdad inmediatamente anterior, tenemos
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N-

Ze—nad —_ Ze—nad + Z —na Iogd
= NZe‘””dn + Z exp{n(—a+—|°g d, ﬂ

n

gearer o)

N-1

=>ed, + i e
n=0 n=N

Ahora, como %sz impli 2"

implica d, <e? , entonces

-nZ
2

=0(%)-

Por tanto, como {dn} es monotonacrecientey € "’ <1 paratodo n=0, tenemos

0 N-1 0 g
n
-Ng -Ng 2
E e™d, <) e™d, + E e
n=0 n=0 n=N

y como N =N(o) entonces Ze”"d <N(o (%)

n=0
Veamos ahora la parte b). Sin pérdida de generalidad, supongamos que N (a) 22y

G, =2, donde ¢, eslaconstante tal queZe 2 <c

n=N

. Entonces, puesto que 0< o <1,

QIH

se sigue de laobservacion 5.2.3 se tiene que
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h(o)=log ie‘“"dnj
n=0
<log Ne%N(a) +O(%)}

<iog e[
S|OgN(a)+%N(a)+K +Iog(%)
s%N(0)+%N(U)+K +log( 1)
=N(0)+log(¥,) K.

Asi quedan probadas las afirmaciones a) y b).
Si probamos que Ioclog N(o)do <o, podemos concluir que J: log'h(o)do <x y de

este modo la proposicién quedaria probada. Para ello vamos a necesitar demostrar las
siguientes tres afirmaciones:

logd,

c) j dy<oo donde K (y) sedefinecomosigue: Si nOZ*, K(n) = -

mientras que para n<y<n+1, K(y)es linea (ndtese que del dominio de K(y) es
[Leo).

d) j da<oo donde; para cada o positivo, z(a) es e Unico numero tal que
z(o)= Iog(K‘l(a)) 0 equivalentemente K (ez(”)) =0.

e N(o)< &%) 1o

Probemos a). Por ladefinicion, K (y) decrece acero cuando y - oo ; por tanto
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Veamos d). Por ladefinicion, z(o) = Iog(K‘l(a)) tenemos que

focz(a)dﬁfflog(K‘l(a)) do.

Haciendo

integrando por partes nos resulta que

J.OC z(o)do= Ioclog(K‘l(a)) do

=[toa(k ()] -k ()

:cm(K‘l(C))—Iimfln(K_l(f))+ISK(GZ(U))

-0

Ahorasea
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por tanto

Por otro lado tenemos que

LC z(o) d0:CI0g(K‘1(C))—glog(K‘l(g))+J'r:; K (ez) dz

pero
liminf elog(K™(¢))20
por tanto
I;z(a)da=ti[rg gcz(a) daSCIog(K‘l(C))+j:K(ez)dz
haciendo y=€” enlaintegral del lado derecho de la desigualdad, tenemos que dz:%

C

JOC z(0)do =lim| "z(o) do

£

<CIog(K‘1(C))+J': K(ez) dz

g0 [ Ky
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Por tanto J'OC z(o)do<w.

Veamos ahora c), esto es, probemos que N (0) < ez(%) +2. En efecto, por la escogencia
de N(0), d entero positivo N(o) —1estal que
logd,_, g4

KN =257

()

Asi, como lafuncion K es decreciente,
N -1 e
N<el” 4

N<el” 12

Colocamos la ultima desigualdad para usar la observaciéon 5.2.3. Estamos preparados

ahora para probar que IOC logN(o)do <. En €efecto,

IOC logN (o) do < J.OC Iog[ez(%) + 2} do
sj.flog[Zez(%)} do

=JOC(Iog 2) da+j:z(%) do

Por tanto J'Oclog N(o)do<e (0.

Habiamos visto que
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h(o) < N(a)+|og(}/a)+K
luego, de esto y de la observacion 5.2.3 se ver que
log*[ h(o)|<log[N(o)]|+M

y en consecuencia, por (1)

J()Ch(J)dJSJOCN(J)dJ+I()CM do
< 00

Por tanto _[;Iog+h(a)da<oo. Puesto que €™ es decreciente entonces h(o) es

decreciente; ademés es par y no acotada en e origen; por lo tanto cumple con las

condiciones del resultado de N. §dberg.

El siguiente lema nos dara la base para hallar subespacios invariantes.

LEMA 5.2.1: Sea {p,}, nOZ que satisface la condicion (C). Entonces para todo

subconjunto cerrado A del circulo unitario, € conjunto
E,={XOL*: o(X)OA}
es un subespacio débilmente cerrado deL * .

DEMOSTRACION: Veamos primero que E, esun subespaciode L* .

i) Sean X,YOE,, debemosver que o(X +Y) O A . Supongague A A, entonces
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AOc(X) y A00(Y); por tanto existen vecindades W, y W, de A y funciones

analiticasfy g tales que: f esanaliticaen W, y

f (1) =t (1), 1A]>1

f) =10, <3
gesanaliticaen W, y

9(A) = £,/ (4), >1

g(A) = f, (D), <3

luego lafuncion t(A) =(f +g)(A) esanditicaen W =W, W, y ademés

)= [N+ )=, >t
)= )+ ()=, (), A<k

por tanto A0 o (X +Y) y en consecuencia o (X +Y) OA .

i) De manera similar, se puede ver que cX [ E, paratodo escalar c.

Resta probar que E, es déebilmente cerrado; para esto usaremos la definicion 5.2.2.

Supongamos que X" [ E, y XU Ot X para dgin X OL*: veamos que

X OE,.

Sea A, OA, |A,|=1. Debemos probar que A, (X ). Puesto que A es cerrado, existe

un circulo y centrado en A, y disunto de A (axiomas de separacion). Puesto que cada
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XM OE, , entonces a(x“‘)) 0 E, estafuerade y. Por lo tanto, existe para cada n una

funcion f™ analiticaen y y tal que

M) = fx+<n> (A), |/]| >1
fOM=f,0),  Pl<i

Tenemos por la proposicién 5.2.2 que existe la funcion h(o) :Iog(Ze“’“dnj para
0
>0 y h(-o0)=h(o) para 0g<0; que satisface las hipétesis del resultado de N.
So6berg. Veamos ahoraquesi A0y, paratodo n,
‘f(n)(ﬁ)‘seh('og\ﬁ\), |/1| >1 0

1
o)< A=) <1 00

En efecto, notese que x"of, Ximplica que HX(“) es acotada en n

([7]:268,cor.4.9-7). Sea A en é interior de y y |A|>1; entonces, sin pérdida de

generalidad podemos asumir que H x ™

<1y por tanto

X0
A"
(k)

Bl e 2
=l |/]|n

I &]

‘f(k)()l)‘si
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de donde

log|f “(A)| < Iog(i e"°g“)“dn)
n=1

=h(logA])
por tanto, paratodonytodo A0y

[fON| <™, >0

Andogamente, para A0y y || <1 tenemos que ‘f(")()l)‘siw” d_; por tanto, para

1

todo nOZ

o)< ot A <1.

Puesto que las desigualdades anteriores involucran solamente a |A|, sin pérdida de

generalidad supongamos que A, =1 (esdecir, y estacentrado en 1). Definamos ahora
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Latransformacion A = i;—w aplica la mitad derecha de plano conformemente sobre
w

el circulo unitario. Escribamos w=¢ +it; podemos encontrar un rectdngulo R en €

plano W, |oj<a; [t|<b ta que
A estdend interior de y s WOR;
entonces

o>0 = |A|<1

o<0 = [A>1

Asi, para 0 >0 y wlR, tenemos por 1[0 que

6 (w)|= ‘ £ ) (1—WJ‘ = (1)< e“["’gj] _ e“['%ﬂ]_

logt— |1— WI

1+
Escojamos ¢>—Z_, notemos que log [ﬂ] depende de a 'y b pues |vv| <Ja*+b’.
1w

1+
Luego log £|1—W|) 9 para W R y una constante ¢ que depende de ay b. Puesto
- c

[L-w

que h(o) es unafuncion decreciente
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g

de modo que ‘g(”) (w)‘ < eh(Ej s 0>0.

Puesto que f;Iog{h(%ﬂ do= CJ.O% log” [ h(c) | do; e resultado de N. §dberg aplicado

alas funciones subarmoénicas

‘g(”) (w)‘ en el rectangulo R

hace que las mismas sean acotadas en alguna vecindad del origen (|oj<a; [t|<e, &
positivo y pequefio y ademéas menor que b), y por lo tanto las funciones £ ()I)son

uniformemente acotadas en alguna vecindad del centro de y, A, (nGtese que A estaen

e interior de y s wIR). Por tanto

‘f(”) (/1)‘ <K,, con A enagunavecindadde A,;

en consecuencia por e teorema de Montel existe una subsucesion  f (" (4) que

converge uniformemente en alguna vecindad de A, auna funcion f (A) anditica ali.

Por consiguiente

lim £ (1) = (4).

n-oo

Por otro lado, afirmamos que X 041, X , implica erk) 013 X, paratodo n; es decir
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paratodo n17Z;

en efecto, por definicion

X¥Wot x = limx®(h)=x(h), OhOL

k - o

luego

€n consecuencia

lim X=X
también
x¥|<[x¥9] o, < o,
por tanto
x® oL

Luego para |A|>1

. o XN L
fw(A)=2= - 25r=k(1).
1 1

Pero £, (A)= " (A), por consiguiente f (1) — £ (4),y en consecuencia
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por tanto
F(A)=£(A),  |A[>1.

Similarmente se prueba que f(A1)=f,(A) para [A|<1 , ademas puesto que f es

analitica en alguna vecindad de A,, entonces A, Do (X). Portanto X OE,. [

DEFINICION 5.23: S hOL y XOL*, entendemos por hOX la sucesion en L

CUYyO enésimo término es

[

(hOX), = > h X, n=0zxL+2... .

m=-co

S hOL y kOL, entendemos por h[k la sucesion cuyo enésimo término es

[

(hk), = > h k., n=0L2 .. .

n=-oo

S hOL, definimos

A(A)= S hA"  |A|=1

n=-oo

Por |anota vistaen este capitulo h(4) esunafuncién continuade A .
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LEMA 5.2.2; Sea {,on} que satisface la condicion (C). Entonces dado cualquier
conjunto cerrado Ssobre €l circulo unitario y un punto zque no esta en S, existe hen L

con h(A) idénticamente cero sobre Sy h(z) #0.

DEMOSTRACION: Sea X, una sucesion en L* ta que (X,) =V con |v|=1.
Puesto que

implica o(X,) ={Z OS, por tanto X, DE,.

Por otro lado, Eg es un subespacio débilmente cerrado de L* por € lema 5.2.1; por lo
tanto existe hCOL con X,(h)#0 y X(h)=0 paratodo X OEs. Pero cada sucesion

X, con vS, estaen Eg, luego

X,(h)=0 = ihn(xv)n:imv“:o, vs

X,(h)20 = > hv'z0.
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Por tanto existe L tal que h(v) =0 paratodo vOIS y h(z)#0.

LEMA 5.2.3: Sea {p,} que satisface la condicion (C). Para cualquier X,OL*, s

hOL y hOX, =0, entonces h(4) es cero en cada punto en el espectro de X, .

DEMOSTRACION: Sea

s={A: hOL, hOX,=0 = n(4)=0}.

Probaremos que o (X,) 0'S. Veamos que Ses cerrado. Sea A0S, entonces existe una

sucesion {4} 0S ta que limA, =A. Veamos que A0S, eslo es, existe hOL con

h(1)=0. Por hipdtesis, h(A)=0 para todo k, es decir i hA’ =0 para todo k.

Luego tenemos de la continuidad de h que

ﬁ(/])=i hA" = i h(limA) = 3 b (lim A7) =im S hA?=0.

Por tanto A0S y en consecuencia Ses cerrado.

Sea S cualquier subconjunto cerrado del circulo unitario tal que SO'S y e interior

de Sestacontenidoen S . Sea

E, ={X0OL*: o(X)Os}.
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Veamos que X,Eg. De otraforma como § es cerrado, entonces por el lema 5.2.1
tenemos que E es débilmente cerrado, de modo que existe hOOL con X,(h)#0 y
X(h)=0 para todo XOEg, en paticular X,(h)=0 para todo AOS; pero
X, (h)=h(A), por tanto h(A)=0 para todo A0S; de modo que hOX, =0, como

probaremos inmediatamente.

Si hOX, #0 entonces & conjunto | ={kOL: kO(hOX)=0} es un idesl propio y
cerrado del algebra L. Puesto que L es un anillo con unidad, €l ideal | tiene un cero, es
decir, existe p con |p|=1 td que paratodo kI se cumple que h(p)=0. Afirmamos
que pOS, puessi p0S existe hyOL td que h,OX =0y h(p)#0. h Ol puesto

que

h O(hOX) =(h, Oh)OX =hO(h, 0X) =0

pero esto contradice que p seaun cero del idea 1. Por tanto pOS.

Por lema 5.2.2 podemos encontrar b 0L tal que h(p) 20 y h (1) =0 fuerade interior

de S, luego ﬁl y h se hacen cero sobre conjuntos complementarios, paraver esto

notemos que
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dependiendo en que conjunto este A ; por lo tanto los coeficientes de Fourier son cero y
en consecuencia h [h=0. Por tanto h [JI , pero como p es un cero de I, entonces

h(p) =0, lo que es una contradiccién. Por tanto h{IX, =0.

Asi en particular X, (h), lacoordenada cero de lasucesion hOX, escero pues

0=(hDX,) th o(h).
Lo gque es una contradiccién (notemos que Xo(h)¢0), por tanto X,UEg Yy en

consecuencia U( XO) 0 §. Como esto se cumple paratodo S con Sen su interior,

entonces o(X,) 0'S y por tanto h(A) =0 en todo punto del espectro de X. [
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5.3 Existencia De Un Subespacio Invariante

Sean B un espacio de Banach, B* su espacio conjugado, T : B — B un operador

lineal acotado con inversa T™'; S:B* — B*su adjunto sobre B* definido por

S(f)=fos.

Denotemos por o (T) e espectro del operador Ty por R, =(Al -T) " laresolvente de T.

Por & teoremade Riesz, paratodo F OB*y ¢ [0B lafuncion de A dada por
F(R¢)=(F,R9)
es definiday analitica en cua quier componente conexa dada del complemento de O'(T) .

DEFINICION 531 Sea o(T) en d circulo unitario. Para todogB,$#0
definamos A, como el conjunto de todos los puntos p en € circulo unitario tales que
para algun F enB* las funciones definidas por (F,RA¢) dentro y fuera dd circulo

unitario no se contindan analiticamente la una de la otra en cualquier arco del circulo
unitario que contenga a p.
-I-n

TEOREMA 53.1: Sea {p,} :{ [} que satisface la condicion (C). Sea A un

subconjunto cerrado del circulo unitario. Entonces,
C,={g¢0B: A, OA}

€s un subespacio cerrado de By esinvariantebajo Ty T™.
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DEMOSTRACION: Nétese primero que

HT”‘*” T, OmnOzZ

<[

de modo que p..,<pP.0,- Luego podemos formar un agebra de Banach L de
sucesiones {h} con >’|h|o, < como en laseccion 5.2. Puesto que {p,} satisface la

condicion (C), todos los resultados de 5.2 se pueden aplicar a este espacio particular L.

También o(T) estasobre el circulo unitario (por |a proposicion 5.1.2).

Supongamos que F OB* y ¢OB. Para|A| <1, tenemos que

-1

R,

(A1-T)

(-]
-S|

- _i/‘ nT—n—l
n=1

por tanto, paratodo || <1

(F.R,¢)=F(R,¢)
:—HZ:A“F(T-“%)
=—§A”(F,T‘”‘l¢).

Similarmente, para 4| >1, tenemos que
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n-1
n

© T
RA:;A

y por consiguiente

(F.R¢) =i(F’;:ﬂ¢) .

n=1

sea X ={(F,T"¢)} . Veamosque X OL*, enefecto

‘(F,T”¢)

<[F

T "9
<[FlT]lel
=[Fllel e,

por tanto

N—

(FT¢
Py

<[] <<

y en consecuencia X O L*.

Por nuestra definicion de espectro de una sucesion y la definicion de A, para ¢/ OB se

sigue que

AOA, = (D:DB*)(/]ODJ({(F,T“¢)})),mientrasque
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AOA, = (DFDB*)(/]ODJ({(F,T“¢)})).

En efecto, siA,0A;, entonces para agin FOB* las funciones definidas por
(F, R, (T¢)) dentro y fuera del circulo unitario no se contintian analiticamente la una de

la otra sobre cualquier arco este circulo que contenga a A, ; por otro lado

Frr)-$ T s

n=1

(F.R(T8))=->A"(F.T"8),  |A|<1
n=1
por consiguiente existe F O B* tal que A, Da({(F,T“¢)}). Andlogamente se prueba la
otraafirmacion. Veamos ahoraque paracada ¢ 0B, A, =/A;,. En efecto, supongamos

que A, OA, y tomemos cualquier F O B* ; entonces para |A|>1

T(R,¢) :TiT;f

oo-l-n
:;Af
=R, (T¢)

por tanto (F,R,(T¢))=(F.TR,(#)). Similarmente se prueba la igualdad anterior

cuando |A| <1. Luego por definicion de operador adjunto
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por tanto (F, R, (T¢)) =(SF,R,#). Pero (SF,R,¢) esandlitica en una vecindad de A,
puesto que A, JA,; por consiguiente A, A, . Por otro lado, supongaque A, OA, ¥

Tomemos cualquier F [0 B*, entonces

(F.R¢)=(F.RT™(T9))
(sF.R(T9))

pero (S7F.R,(T¢)) es anditica en una vecindad de 4, por tanto A, 0A,. En
resumen, hemos probado que A, =A;,. Por € mismo razonamiento tambien
N, :/\T,1¢. Veamos ahora que T¢ y T'¢ estén en C,. En efecto, sea ¢C,
entonces

N, ON

Ar, ON
Tg0C,.

Andogamente T "¢ IC, . Esto nos demuestraque C, esinvariantebajo Ty T,

Antes de demostrar que C, es un subespacio, veamos una identidad que nos ayudara

en la prueba.
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(F,R,(ag, +bg,)) =a(F,R,¢,) +b(F,R4,).

En efecto, para |A| >1 tenemos

= (F. 7" (ag, +bg,))
n=1 An

(F R, (a¢1+b¢2))

= (F,aT"(g,) +bT""(¢,))

(F.R (a, +bg)) =3, ;T

s ET78) 5 (FT7)

z Ar‘l
—a(F,RA¢1)+b(F,RA¢2).

n=1

Similarmente se prueba laigualdad anterior para || <1.

» Veamos ahoraque C, esun subespacio de B.

Sean ¢,,¢,00C, , ay b escalares. Probemos que (ag, +bg,)CIC, , estoes, A OA.

ag;+bg,)

Sea a A\, entonces, por hipdtesis a OA, 'y a OA, ; demodo que

dadaF OB*, a(F,R,¢,) esanaliticaen unavecindad \, de a y

dada F OB*, b(F,R,¢#,) esanditicaen unavecindad V, de a ,
luego, lafuncion

(F.R: (ag: +bg,)) =a(F,R4:) +b(F R g;)
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Es andliticaen V =V,(1V, que es una vecindad de a , por tantoaD/\(a¢1+b¢z) y por

consiguiente /\( OA . Enresumen, hemos probado que C, es un subespacio de B.

ag; +bg, )

Solo nos resta probar que C, es cerrado. Mostremos que s {¢n} Oc, v ¢, -9,
entonces ¢LC, (i.eA,0A). Sea A UA y suponga por € absurdo que A,0OA,.
Entonces A, OA,,, asi que existe F OB* con A, Do(X), donde X :{(F,T”¢)} . Por

otrolado, si ALA, paracadaj, A D/\m :/\m , Y por consiguiente

ADJ(XJ):J({(F,T”¢J-)})
por tanto O'(Xj) OA paratodoj.
Veamos ahoraque X, [J 1. X OL*; en efecto, ndtese que a ser Ty F continuos

b9 = T -T"9
= (F.T%,) - (F.T"¢) OFOB*,nOZ

ademas

(F. 18 )|<IFlIT¢.
<[F [T 1]

=(IFlllg.l) .
=M Jor
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Por tanto (F,T”¢)DL* asi que X Ot X :{(F,T”¢)} OL*, luego por € lema5.2.1,

o(X)OA, en consecuencia A, 0o (X), lo que es unacontradiccion. Por tanto A, OA,,

demodo que ¢ IC, . [

LEMA 5.3.1: Sea T: B — B un operador lineal acotado coninversa T, tal que

o(T) esta sobre e circulo unitario. Sea A, 00 (T) y y cualquier circulo centrado en

A, - Entoncesexiste ¢ [1B yalgin p en el interior de y con pOA,.

DEMOSTRACION: Si la conclusion del teorema fuera falsa, entonces, para
todog 0B y F OB*,lafuncion (F,R,¢) seriaanaliticaen el interior de y s definimos

esto sobre el circulo unitario por continuidad. Sea )/ €l circulo centrado en A, y de

radio menor que €l de y. Entonces, cadafuncién(F,RA¢) esta acotada en y/, por lo

tanto, el teorema de acotacion uniforme asegura que supH(F o RA)H <M., donde M. es
A

una constante que depende de F. Luego, por definicion de operador adjunto

supHRf(F)H <M., ademés como esta desigualdad es vélida para todo funcional F en e
A

dual de B entonces nuevamente por e teorema de acotacion uniforme tenemos que

sup” Rf” <M_, pero como H REH =|R,| setieneque |R,| estaacotadaen /. También
A

R, es continua sobre )/, excepto posiblemente en los dos puntos donde )/ intercepta al

circulo unitario. Por lo tanto

R:i R{
27 v E= A,

dé

define un operador acotado (consecuenciadel teorema de Cauchy). Entonces
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(A -T)R= 1 L (Al -T)R ”

27 &=,

_1 f (A ~T)R-+(&1 =¢1)R. de

27i Iy E- A,

1 @R 1 (AR
_szr &=, o Z'IV A =& os

pero por & teorema de Cauchy,

L(F,Rf¢) dé=0, OFOB*,¢0B.

1 o
Por tanto EIV R.d& =0, asf que

e O
_1 f (&1 -T)(&1 -T)"

C(_/]o 4

Similarmente se prueba que R(A)l —T)=1; por tanto existe R, =R; de modo que

A, 00 (T), lo que es unacontradiccion. [

TEOREMA 5.3.2 (Wermer): Sea T :B - B un operador lineal acotado e invertible.
Sea {p.} :{

entonces T tiene un subespacio invariante no trivial en B.

T" [} gue satisface la condicion (C). S U(T) no se reduce a un solo punto,
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DEMOSTRACION: Por hipétesis, existen A,,4,00(T) con A #A,. Sean

¥, - circulo centrado en A,

¥, . circulo centradoen A, ,

y escojamos |os radios suficientemente pequefios para que y; 1 y,=0 . Por lema5.3.1,
podemos encontrar el ementos ¢,, ¢, 1B diferentesdeceroy p, endl interiorde y, y p,

en €l interior de y, tlesque p OA, y p,0A, . Puestoque y;,(y,=0, resultaque

PLZ P
Sea A un arco cerrado del circulo unitario tal que p,OA, p,0A y A,OA un arco

abierto tal que p, JA,. Entonces por lema5.2.2, existe hOL, h={h} ta que

h(p,)=1y h(A)=0 paratodo A enel complemento de A, .

Sea w:ZmT“@. Puesto que h[OL, resulta que ¢ OB (notemos que

| < ||¢§1||i|hn|,on < o). Probaremos a continuacion

1) w#0
2) A, OA.

Notemos que de las dos condiciones anteriores se deduce que
C,={¢0B: A, OA}#{0}, puesto que 0% IC,. Ademés, p,0A, y ¢, noesta

en A\ ; por tanto ¢, 0C, ,yasi C, # B. Enconsecuencia, C, esun subespacio no trivia

deB.
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V eamos ahora la demostracion de | as propiedades.

Probemos 1). Supongamos que ¢ =0. Sean X:{Xn} :{(F,T”w)} y

Y ={y} :{(F,T“¢1)}. Escojamos kOL td que k(p)=1. Tenemos que para

cualquier F OB*, por definicion 5.2.3y lade ¢

(kOX), =D kyoX,,
=§km_n(F,T““w)
T En(ET0)
=;;km_nm(F,Tm+“¢l)
=3[ (. 700)
(hk), (F.T™"¢,)
(hik),_.(F.T"4,)
((hok) o),

2
2

Por tanto k[{(F,T”w)} :(th)E{(F,T“¢1)}, asi que d ser T"w=0, entonces
(h Dk)[{(F,T“qﬁl)} =0, por tanto, & lema 5.2.3 asegura que las series de Fourier de
(hk) se anulan sobre e espectro de la sucesion {(F,T"¢,)} . Puesto que p,0A,,
existe F, en B* con plma({(Fo,T“¢1)}). Por lo tanto la serie de Fourier de (hiK) se

anulaen p;; Pero h(p,) =1y k(p,) =1; lo que es una contradiccion, por tanto ¢ # 0.
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Veamos ahora 2). Sea qUA; supongamos que qOA, =/, , entonces, existe
F.OB* td que qDa({(Fl,T”t//)}). Por tanto si k0L y kC{(F, ")} =0, tenemos

por lema 5.2.3 que k(q)=0. Pero por lema 5.2.2, podemos escoger un k tal que k se

anula sobre Ay R(q);to. Ahora, puesto que k y h se anulan sobre conjuntos

complementarios, resultaque k[Th=0.

Yaque (h Dk)[{(Fl,T”¢1)} = k[{(Fl,T"z//)} , tenemos que k[{(Fl,T”I//)} =0, luego por
lema 5.3.1, R(q) =0; lo que es una contradiccion; por lo tanto qJA, . En resumen,

hemos probado que A, O A.

En resumen, por €l teorema5.3.1, C, esun subespacio propio invariante de B. [
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Conclusiones

1. Para una sucesion de subespacios V, no necesariamente cerrados de un espacio de

Banach de dimension infinita, €l liminf V, esun subespacio cerrado de V, .

2. El resultado anterior no es vaido cuando tomamos una subsucesion V, -y definimos el
limsupV, :{xD B: Ik, OV,,x, - x} . Si tomamos en un espacio de Banach dos
subespaciosM y Ncon M (NN ={0} y definimos M =V, =V, =V, = y

N =V, =V, =V, =---; entonces

a) liminfV, ={0}

b) limsupV, =M UN

Pero notamos que M UN no es un subespacio de B. Por lo tanto limsupV, no es en

general un subespacio. Se podria definir d limsup como €l siguiente subespacio

cerrado gen{ xOB: [k, OV, ,x, - x} , pero esto no ha resultado ser manejable.

3. Laconstruccion para subespacios invariantes no triviales en € teorema de Aronszajn-

Smith sirve para algunos operadores no necesariamente compactos.

4. Ladiferencia entre la prueba de Lomonosov y la de Hilden para la existencia de un
subespacio invariante no trivial bgjo e conmutante de un operador compacto A es que €
primero usa el teorema del punto fijo de Schauder y € segundo contradice que € radio

espectral r(A)=0. Hilden usa el resultado clasico de expresar e radio espectral

comor (A) =lim||A" .

n- oo
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5. Semostro explicitamente cua eralabase de Schauder para el espacio de sucesiones L
definido en & capitulo 5.

6. Es fundamental considerar que la sucesion {,on} que cumple con po.,. < 0.0, Y

o, :o(R‘“‘) cuando n - o satisface la condicion (C), pues de lo contrario podemos

tomar p, =a" y ver que dicha sucesion no es de o(R‘”‘) cuando n - oo .

7. Laideafundamenta de la demostracion del teorema de Wermer es la construccién de
un subespacio invariante usando continuacion anditica. Es plausible que la gran
complgjidad técnica de la demostracion pueda ser ssmplificada. Un camino que se esta
intentando, es conseguir dicha continuacion anditica directamente usando familias
normalesy el teoremade Montel paralograr obviar e resultado de Sj6berg.

Para un operador arbitrario T en B, xOB y FOB* setiene que (F,R,x) es siempre
analitica en laresolvente po(T) . Para algunos vectores ésta funcién puede ser continuada
analticamente. Un caso obvio, pero no (til, es x=0. Paracada 4,000 (T)y FOB*se

pueden construir subespacios invariantesC, formado por todos los x[IB tales que las

funciones (F,R,x) se pueden continuar analiticamente alrededor de A, .

Hay que ver bajo que condiciones éste conjunto es, en efecto, un subespacio invariante
y propio. Técnicas similares se exponen en e capitulo sexto del libro Radjavi-Rosenthal

[10] para casos donde la geometria local de o(T) alrededor de A, satisface ciertas

condicionesy €l operador resolvente cumple con condiciones adicional es de crecimiento.
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