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2012

Consejero: Juan Romero
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En el presente trabajo se estudian conceptos de la teoria de marcos en espacios
de Hilbert de dimension finita. Esta teoria tiene sus origen en el trabajo de Duffin y
Schaeffer en la década de los anos 50 [1]. Se presenta la perspectiva analitica de los
marcos finitos, propuesta por Benedetto y Fickus [2]. Mas concretamente se estudian
los marcos ajustados de R¢ o €%, los cuales se caracterizan como los minimizadores
del marco potencial. Esto también se puede ver como un problema de distribucion de
puntos sobre la esfera. Ademas se estudia el grupo simétrico de un marco, definido
por Waldron et al [3]. Este grupo revela la riqueza geométrica de estos sistemas.
Se estudia la relacién entre ambas teorfas y damos la siguiente conjetura: “Todo
minimo del potencial de Coulomb es un marco ajustado normalizado”. Presentamos

alguna evidencia a favor de la conjetura.
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In this work we study the concepts of frame theory in finite dimensional Hilbert
space, which has its origins in the work of Duffin and Schaeffer in the decade of
the 50s [1]. We present an analytical perspective of the finite frames, proposed by
Benedetto and Fickus [2]. More specifically, we study the tight frames in K¢, which
are characterized as the minimizer of the frame potential. This is a problem of
distribution of points on the sphere. Furthermore, we explore the symmetric group
of a finite frame, defined by Waldron et al [3]. This group will reveal the geometric
richness of these systems. We will study the relationship between the two theories
and give the following conjecture: “ Every Coulomb potential minimum is a finite

normalized tight frame.” We present evidence in favor of the conjecture.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

La teoria de Marcos tiene sus origenes en los afios 50, cuando Duffin y Schaef-
fer [1] buscaban propiedades generatrices de sistemas del tipo {ei’\”m 'n e Z} C
L?(—m, 7). A las expansiones del tipo
Z cn€™, {ep}cq € C(Z) (1.1)
nez
se les conoce como Series de Fourier no Arménicas y la idea principal es encontrar
condiciones necesarias y suficientes en la sucesién {\,}, ., € R para que el sistema
~
{e*ne}  genere todo L*(—, ).

En general, una sucesion { f,,} definida en un espacio de Hilbert separable H se

neZ

dice que es un marco si la siguiente generalizacion de la desigualdad de Parseval se

satisface: Existen 0 < A < B < oo tal que
ANFIP <Y K fP < BIFIP, VfeH (1.2)
k=1

Si (1.2) se satisface, entonces todo f € H se puede representar en términos de

{fntnez

f= Z < f, fn> fn, en H (converge incondicionalmente) (1.3)
nez
donde {fn} , la sucesion (o marco) dual de {f.},cz
ne

La ventaja de (1.3) sobre una expansion en término de una base ortonormal es su
robustez con respeto al ruido, convirtiendo a los marcos en una herramienta muy

util en el andlisis tiempo-frecuencia(tiempo-espacio) de senales y el procesamiento de



imagenes (ver [4], [5] entre otros); sobre todo con el estudio de marcos de construc-
cién sencilla, como los denominados marcos de Gabor, que consisten en traslaciones
en tiempo y frecuencia de una sola senial(o ventana) {e*™ ™ g(z — na)}m ez O 1os

marcos ondiculas(wavelets), que consisten en dilataciones y traslaciones de una senal

¥ e L*(R) (esto es {51 (& — kb) }j7k6Z).

Una de las ventajas que se tiene trabajando con marcos en lugar de bases or-
tonormales es la escasa rigidez estructural que un marco presenta a diferencia de
una base ortonormal; basta notar que el nimero de elementos de un marco ajustado
normalizado (esto es, con vectores de norma uno y cotas de marco iguales) en C?
puede ser cualquier p > d. Esta libertad permite adecuar el marco a emplear a las

caracteristicas estructurales que la aplicacion requiera.

Siguiendo la idea de Benedetto y Fickus, queremos estudiar sistemas en R", n >
2, en particular establecer vinculos entre la geometria y sus propiedades generatrices
en R". Como se plantea en [2] un marco finito ajustado y normalizado (MFANSs)
en R? , se puede encontrar buscando un conjunto el cual generalice la regularidad
geométrica de las raices de la unidad para tres dimensiones, como ocurre en los
vértices de un poliedro regular. Estos marcos frecuentemente poseen un alto grado
de simetria, por eso la importancia de estudiarla. Vale y Waldron [3] proponen la
definicién de grupo simétrico para un marco finito. En general, los marcos finitos
son de gran importancia en problemas discretos como la computacion cuédntica,
codificacién de antena multiple, teoria de muestreo, esquemas > — A, entre otros.
La tesis esta organizada como sigue: en el Capitulo 2 se discuten algunos conceptos
preliminares referentes a la teoria de marcos, como también algunos conceptos fisicos
que serviran de apoyo para definir el potencial de marco PM. En el Capitulo 3

se estudia la caracterizacion de los M FAN por medio del marco potencial. En el



Capitulo 4 se define el concepto de grupo simétrico para un marco, y se determina
la simetria de algunos marcos de facil construcciéon para K?. Se establece la relacién
entre los minimizadores del potencial de Coulomb y los del marco potencial. Por

ultimo, se presentan algunas conclusiones en el Capitulo 5.



Capitulo 2
MARCOS EN ESPACIOS DE HILBERT

En este capitulo estudiaremos algunos conceptos preliminares de bases en espa-
cios vectoriales. Exploraremos los conceptos mas relevantes de la teoria de marcos
en general, centrando nuestro estudio en los marcos finitos y ajustados en espacios
de Hilbert finitos dimensionales representada por la sucesién {f},.,;, miraremos
una interpretacion por la regularidad geométrica determinada por los vértices de
{fi}res> después daremos algunos conceptos fisicos para tratar de generalizar esta

nocion.

2.1. Bases en espacios vectoriales

Comencemos con las definiciones de producto interno y espacio de Hilbert, como
sigue.
Definicién 2.1. Un producto interior sobre un espacio vectorial complejo X, es un
mapa (-,-) : X x X — C para el cual

i <ax+ﬁy,z)=a(x,z>+ﬂ(y,z), Vw,y,zeXya,ﬁe(D

i. (z,y) = (y,z) Vr,yeX
iti. (x,x) >0 VeeXy(r,z)=02=0
Donde se define una norma ||z|| = /{(x, x)
Un espacio vectorial X con respecto a la norma inducida por el producto interior,

que es completo, se le llama Espacio de Hilbert denotado por H



En cualquier espacio de Hilbert H, con producto interior (-,-) se cumple la

desigualdad de Cauchy-Schwartz

[z y)| < Nzl yll - (2.1)

Definicién 2.2. Sea V' # {0} espacio vectorial finito dimensional. Una sucesion
{er}, en V es una base para V, si:

i. V= span{ey},,

ii. {ex}r, es linealmente independiente.

Es decir, para cada f € V; existen coeficientes escalares tnicos {cx};-, tal que

m
f = Z Ci€k
k=1

Se dice que {eg};-, es una base ortonormal; si es una base la cual cumple que

Entonces si {ej},—, es una base ortonormal, los coeficientes {cg};-, son

(fre) = anlenes)=c

Por lo tanto,
= (f.e)en (2.2)

Teorema 2.1. Para un sistema ortonormal { fx}r-,, las siguientes afirmaciones son
equivalentes
i. {fr}re, €s una base ortonormal.
ii. f =302 () i, VP EH
ii. (f,9) = > oei (s fa) (frr9), Vg eH
. S S = 1A v e H



v. span{frt, = H
vi. Si (f,fry=0,VkeN= f=0
A dv se le da el nombre de ecuacion de Parseval.
Definicién 2.3. {fi},-, es una base de Riesz para H, siy solo si existen cons-

tantes 0 < A < B tal que para toda sucesion {ci}o,,

2
A el <D k]| <BY el (2.3)
k k k

2.2. Marcos en general

Definicién 2.4. Una sucesion de elementos { fi},o, en un espacio de Hilbert H #

{0} es un marco para H, si existen constantes A, B > 0 tal que

ANFIP <> 1L P < BIFIP Ve H (2.4)
k=1

Los numeros A y B son llamados cotas de marco.

De la definicién se tiene que si {fy},-, es un marco para H, entonces
span { fi}rey =H (2.5)

Para probar este hecho consideremos el siguiente lema.
Lema 1. Para una sucesion { fx},—, en un espacio de Hilbert H las siguientes afir-
maciones son equivalentes:
i. {fk}ie, es completo; esto es, Span{ fiy}e; = H
it. Si (f, fx) =0 para todo k € N, entonces f = 0.
Por lo tanto, si (f, fx) = 0 para todo k € IN, entonces por la definicién de marco

tenemos que f = 0. Luego, por el lema anterior se cumple este hecho.
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Definicién 2.5. Una sucesion { fy},-, en H es un marco ajustado, si existe un

numero A > 0 tal que

DU P =AlfIP Vf eH (2.6)
k=1

Si A =1 sele da el nombre de marco de Parseval.

Un marco ajustado el cual es normalizado; esto es, si ||f,| = 1 para todo
n € I, se denota como (MAN). Los MANs son usualmente interpretados como

generalizaciones de BONs.

Teorema 2.2. Sea {fi},c; un A— MAN. Luego A > 1, y ademds A =1 si y solo
i { fu}res €5 una base ortonormal para H.
Demostracion: Observemos que, para todo m € [
n#m

y entonces A > 1. En consecuencia, A =1 si y solo si, (fu, fx) =0, Yk # m. O

Ejemplo 2.2.1. Sea {e}},—, una base ortonormal para L*(2), Q un compacto en R™
y f € L*(Q). Definamos P(f) := X[, K C Q; entonces {P(ex)}re, €s un marco
para L*(K). Probemos este hecho.

Note que P? = P; es decir, P es un operador proyeccion. Luego,

[e.9]

> [(f Pler)] pr€k|_||Pf||
h=1



Ademas,

Pt = [ipstau= [ pita
_ 2 2, 2
= [pstdus [ 1psdu= [ xS d

- /K 2= 112

Por lo tanto,
DI PN = 172
k=1

Es decir, {P(ex)},e, es un marco para L*(K).

Ejemplo 2.2.2. Sea {ey},-, una base ortonormal para H. Consideremos

{fk}k 1 {617617617617627627627627'--}

S KL =D 4l e

(e}

(. en)]”

k=1

= 4|/

Por lo tanto, {fi}r—, en un marco ajustado con cota de marco A = 4.
2.3. Operador marco

Definicién 2.6. Una sucesion { fi},o; en H, donde I es un conjunto contable de

indices; es llamada una sucesion de Bessel, si existe una constante B > 0 tal que

S KL <BISIP V€M (2.7)

kel



Dada una sucesion de Bessel { fi},.; el operador acotado

T 62([) — H, T{Ck}kel = Z Ckfk (28)

kel
es llamado el operador pre-marco o el operador sintesis. El operador adjunto estd da-
do por
T H = (1), T f={(f fa)bres (2.9)

T* es llamado el operador andlisis. El operador marco se define como:

S:H =M, Sf=TT =Y (f fi) fx (2.10)

kel
El operador S esta bien definido debido a que {fi},.; es una sucesién de Bessel,

por consiguiente la serie definida en S converge incondicionalmente. El operador

Grammian es el mapa G : (*(I) — (*(I) definido como:

G=T"T= kaafj>]j,kel' (2.11)

Note que

SO S = [ e beed P = T2 = (T LT ) = (S£.f) (212)

kel

Ahora podemos escribir la condicién de marco como sigue,

A|fIP < (SE ) < BIfI? (2.13)

2.4. Marcos finitos

Consideremos un marco {fx},-, en un espacio de Hilbert A real o complejo

N-dimensional, y ¢3(I) con I = {1,2,...,m}.



10

m N P 9 .
Sean {e;},_; v {er},_;, las bases candnicas ortonormales para ¢*(I) y H respecti-
vamente. Las representaciones matriciales del operador sintesis y el operador

analisis son:

[ T (7 Fa o v
T_ Sz S22 o fm2 o= fa fa o fan
iy fov o fn ft T2 o Fn |

Note que la definicion 2.4 nos dice que un marco tiene mas elementos que los
necesarios para ser una base. Un marco que no es un base es llamado redundante.
En el préximo teorema se establece la descomposicion de cada elemento en H, por
medio del marco y su respectivo marco dual. En [6] aparecen estos resultados, da-
remos una prueba mas detallada a este teorema.

Teorema 2.3. Sea {fy},—, un marco para H con operador marco S.
. S es invertible, lineal, acotado y auto-adjunto.
1. Cada f € H puede ser representado como:
m
F=Y (£S5 ) fe = Z (f, i) S fi (2.14)
k=1 k=1
i, si f € H también tiene una representacion f = .-, cxfx para algin coeficiente

escalar {cx}y-,, luego

Z lex|” = Z 1/, S_lfk>‘2 + Z lew — (f, 5_1fk:>}2-
=1 pt =1

Demostracion:
i. Es claro que S es lineal. Ademés es acotado debido a que es la composicién de dos
operadores acotados.

Note que S =TT* = (T*)*T* = (TT*)* = S*, por lo tanto S es auto-adjunto.
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Para probar que S es inyectiva, probemos que Ker(S) = {0}. Sea Sf = 0, entonces

0=1(Sf.f) =D If fo)l

Como {fi},—, es un marco, entonces | f|| = 0.

Por lo tanto,

Ker(S)={0}.
Ademas Dim(ImS) = DimH, entonces S es sobreyectiva. Por lo tanto, S es
invertible.
Sea f € H, entonces
f=8571F
=TT*S™'f

= (ST fu) S
k=1

Pero S es autoadjunto((S™1)* = (S*)~!). Luego,

m

S ST k) f

k=1
Dado f € M, supongamos que tiene la siguiente representaciéon f = > ¢ f.

Sabemos que

{Ck}zlﬂ = {Ck};nzl - {<f7 S_lfk>};n:1 + {<f’ S_lfk>};n:1

Por la parte (ii.) tenemos que

m

0=f—f=> (= {f,5"fi) fi

k=1
Es decir, {cx}im, — {(f. S fu)}iey € Ker(T) = Im*(T*); notemos también que,

{{f, 57 fd tioy € Im(T).
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Esto implica que

Hewhim = {5 ST by AR ST i) ) =0

Utilizando ese hecho, nos resulta lo siguiente

S™ el = [Heed — {0 S )Y+ LS ) P

k=1

= ey = {CF S Ve I+ IKCE S b I
= Z (£, 57 )l + Z jox = (£S5 )]

([l
La parte (i74) nos garantiza que entre todas las sucesiones {cg}, ,, para el cual

[ =1, cifr, los coeficientes que tienen la minima norma ¢* son

(F,57 ), k=1,.,m

Son llamados coeficientes de marco. Ademds el teorema 2.3 nos garantiza que {S™' fi. },-,
es un marco, debido a que el span {S7'fy},-, = H.
A la sucesion {S7!fi},_, se le da el nombre de marco dual candnico de {f;};- ;.

Si consideramos marcos que no son una base, se puede encontrar marcos {gx},—, #
-1 m
{57 fu}._, tal que
m
F=> (fo)
k=1

A estos marcos se le da el nombre de marco dual.

Proposicién 1. {f;},., es un marco ajustado para H con cota de marco A, si y

solo si S = Al (I denota el operador identidad sobre H), y

Z £ f) fry VfEH (2.15)
k:
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Demostracion:

=]Sea {fx},, un marco ajustado, entonces para todo f € H.
(Sf. f) = (ALf. f)
(Sf— ATf,f) =0

Como S — Al es autoadjunto, se tiene que S — Al = 0. Por lo tanto, S = Al. Es

decir,
1 m
f= Z;mmfk, vfEeH

[« Se tiene que S = AI, entonces si f € H

AN = (AL, )
=(Sf. f)
=> [f fo)P?
k=1
Por lo tanto, {fx},—, es un marco A-ajustado. O

Si A = 1 se le llama Marco ajustado de Parseval(MAP). Una sucesién de
vectores son un M AP (para su span), si y solo si su matriz de Grammian P es una
matriz proyeccién ortogonal, esto es P2 = Py P = P*,

Los Marcos {fi}ic; ¥ {9r}res son unitariamente equivalentes , si 3U € U (H)

con
{96} her =AU fu}rer

Esto es g = U fx para todo k € I; y son similares si 3Q € GL (H) tal que

{9k ther = {Qk}res

Definimos el marco ajustado canénico de {fi},.;, como

i =S8"if, VfEH
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Se puede demostrar que este tipo de marco es un M AP.
Con lo anterior los marco son similares si G ({f¢™"},.c;) = G ({95 }iep); v unita-
riamente equivalentes si G ({fx},c;) = G ({gr}res)- Decimos que los marcos son

complementarios si,

G ({flgan}kel> +G ({glf:an}kel) =1 (2.16)

Si {fr}res €8s un MAP de n vectores con G = P en un espacio d dimensional , su
marco complementario es un M AP con G = I — P para un espacio n—d dimensional.

Algunos Resultados encontrados a partir de las anteriores definiciones son:

Teorema 2.4. Si ® y ¥ marcos de Parseval similares, entonces ® y ¥ son unita-
riamente equivalentes.
Demostracion: Sean ® y W marcos de Parseval similares, nuestro objetivo es

encontrar U € U(H) tal que ¥ = UP con U*U = UU* = I. En Efecto; sea f € H,

entonces f = >, (f, fi) fx ¥ fx = Qgx con Q € GL(H). Por lo tanto,

f:Z<f7Q9k> Qg

keJ

= QY (Q"f.91)

keJ

=QQ"f

Pero f es arbitrario. Por lo tanto I = QQ* = Q*Q. Es decir, U = Q € U(H). O
Corolario 2.1. 51 ® y ¥ son marcos ajustados similares, entonces I\ > 0 y U €
U(H) tal que D = \UW.

Demostracion: Dado que ® y W son marcos ajustados, con cotas de marcos
Ay B respectivamente podemos re-escalar los para obtener un marco de Parseval.
Note que \/LA?Q) y \/LE\I! son marcos ajustados de Parseval similares. Aplicando la

proposicion anterior se tiene que estos marcos son unitariamente equivalentes. Es
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decir, existe U € U(H) tal que

1 1
— b =U—7=<V.
VA VB
Por lo tanto, ® = AUV donde A = \/A/B. O

2.5. Marcos finitos ajustados y normalizados

Estos tipos de marcos finitos poseen una estructura recientemente estudiada.
Una observacién importante es que existe solo una selecciéon para la constante de
marco de un M FAN de N elementos para un espacio de Hilbert d-dimensional. Los
siguientes teoremas son encontrados en [2].

Teorema 2.5. Si {fi}r, es un A — MFAN para un espacio de Hilbert H d-
dimensional, luego A = N/d.

e d
Demostracion: Sea {ey};_, una base ortonormal para H

d d N N d N
Ad =" Allesl” =33 ess fud P = D2 D" Hegs fud P =D Ifumll® = N
j=1 7j=1 m=1 m=1 j=1 m=1
Por lo tanto, A = N/d. O

Teorema 2.6. Dado cualquier d y N > d, luego existe un MFAN para K¢ de N
elementos.

Se puede observar la demostracién en [7]. Los siguientes teoremas aparecen sin
demostracion, se dard una prueba a estos resultados. Estos teoremas caracterizan
los MFAN en R? y R3.

Teorema 2.7. La sucesion {fr = (cosay, smak)}kN:l es un marco ajustado y nor-

malizado para R?, si y solo si

2 _
2, = 0,

M) =

e
Il

1
donde z, = e € C para k =1,2,.... N



Demostracion:

16

—]Supongamos que la sucesion {fy = (cosay, sinag)}r_, es un MAN para R?, en-

tonces por la proposicién 1 y el teorema 2.5 se tiene que

N
S=TT"=—1I
2
Luego,
COsSQyy COSQi -+ COSQp
T =
sincy sinas --- sinay
De modo que,
cosay  sinog
i} COSQyy COSQym -+ COSQpy Cos iy Sin am
S=TT" =
Sinay sinag --- sinay
cosay Sinay

Por consiguiente,

1]
@,
=

no
Q

o

[
vo| 2

k=1
N
9 N
5 cos” ayp = —
2
k=1
N
E sin ay, cos o, = 0
k=1

Luego como z; = cos i, + ¢ sin oy, entonces

N
2 _
2 =

WE

B
Il
—

k=1

MERINE

N
2

WE
KA
I

e
Il
—

WE
KO
l}

i
I

N

cos? ay, + 2i g sin oy, cos oy, — g sin? oy,

k=1
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[« Por la proposicién 1, basta probar que S = Al para algin 0 < A < oo. En

efecto, note que

N 2 N .
D e COS” > ey SiD Qg COS

S =
N . N .9
> ey Sinay cos oy, > ey Sin® oy,

N . .
Por hipétesis Y., 22 = 0, esto quiere decir que
N N
E cos? ay, — E sinay =0
k=1 k=1

N
E sin oy, cosa, = 0
k=1

N ) N .92 o .
Pero ) ;1 —sin®ay — >, sin” oy, = 0, en consecuencia

N
S sinfay = 5
sin® ap = —
2

k=1

Por lo tanto,

Esto es, S = %I. O
Una técnica similar puede ser usada para encontrar ecuaciones que caractericen
los MFANs para R3.
., . . . N
Teorema 2.8. La sucesion { fi, = (sin 0 cos gy, sin 0, sin py,, cos 0y) }_; es un marco
ajustado y normalizado para R3, si y solo si
N N N
2 2N 2 1 2
|2|” = T3 2, = 0, 2k —|al" =0
k=1 k=1 k=1

donde z, = sinfpe?* € C y |z| <1, para k =1,2,.... N



Demostracion:

=] Sea {fr =

posicion 1 y el teorema 2.5

De modo que,

sin @ cos ¢

S=TT" =

sin Oy cos N

N
—1
3

sin 6 cos ¢

18

(sin Oy, cos @y, sin O, sin @y, cos Gk)}ffvzl un M AN, entonces por la pro-

sinf,sinp; cosf,

sinfy siny cosfy

N
= g sin 0, sin oy, cos 0, = 0
k=1

S =TT" = |gin6; sin V1 sin 0y sin oy
cos 0 cos Oy sin O cos o
1 00
N
=3 010
0 01
Por consiguiente,
N N N N
.92 2 : .2 2.2 2
sin“ @ = 0 = 0, = —
Z g COS™ Vg Zsm & SIN” Qg Zcos k=g
k=1 k=1 k=1
N
Z sin? 6y, sin @y, cos @), = Z sin 0}, cos @y, cos 0,
k=1 k=1
Si 23, = sin e+ entonces |z| = [sinf| < 1y
N
PEREE

k=1

k=1

N
k=
2 lad =
k=1

Zl—coszék:]\f—

N N N

sz\/ 1— \zk|2 = Zcos&k sin 6}, cos ¢, —i—iZCOSOk sin 6, sin @, = 0
k=1 k=1

[« Se puede concluir de la hipétesis que:

N N
E sin? ), cos® Vr — E sin? 6, sin? o =0

N 2N

3 3



N
) . .
E sin® 6, sin @y, cos @ = 0
k=1
N
E cos O sin O, cos pr, = 0
k=1

N
g cos 0, sin O sin p, = 0
k=1

N
N
g cos? O, = —
3
k=1

Ademas,

N N N
E sin? 0, cos? @y, — E sin” 0, + 5 sin® 0y, cos” pr = 0
k=1 k=1 k=1

N | N
. 9 2 .9

Es 0. cos :—gs 0, = —

2 m- Uk Pk Qk:1 m- Ug 3

Luego,
100
N
S=—
3 010
0 01

En conclusion S = %I ; luego por la proposicién 1 { fk}szl esun MAN. U
Dado un marco { fk},]jzl ajustado; la sucesién que representa la rotacion, refle-

xién, y negacién de algunos vectores, es un marco. En efecto, definamos

{gihey = {owU fii,

19
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Donde o, = +1y U € U(H)

k=1 k=1
N 2
= KU 1)
k=1
= AUt
=A|fI* VfeH

91

g3

(c)

Figura 2-1: Podemos observar las relaciones de equivalencia para un marco en R? con

N = 3. (a)Marco ajustado de Mercedes Benz. (b)Rotacién de % del marco. (c)Reflexion

del marco alrededor del eje vertical. (d)Negacion del vector f;
Ejemplo 2.5.1. Consideremos en el teorema anterior N = 3 y los dngulos oy = %
para k = 1,2,3. Se puede probar que Zizl 22 =0, entonces { fr = (cosay, sinak)}zzl
es un M AN, a este marco se le llama Mercedes-Benz (ver figura 2-1).

En General, para N > 2 los N vectores en R? representados por las N-raices
de la unidad, son un M FAN (teorema2.7). Debido a que la suma del cuadrado de
las N-raices de la unidad es 0. Estas N-raices de la unidad representan los vértices

de un poligono de N-lados. Para los MFANs en R3, podemos encontrarlos miran-

do el conjunto el cual generalize la regularidad geométrica de las raices de la unidad.
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Figura 2-2: Marco en R? representado por los vértices de un cubo.

FEjemplo 2.5.2. En el Teorema 2.8 consideremos la siguiente sucesion finita:

54.735610317° si k=1, ...,4
O = o =45° +90°(k — 1) k=1,..,8

125.264389683° si k =4, ...,8

Se puede probar que la sucesion { fr, = (sin 0y cos py, sin O, sin @y, cos Qk)}izl, deter-
mina un marco para R3. Estos vectores determinan los vértices de un cubo (ver
figura2-2)

En general, la coleccion de todos los vértices de cualquier sélido platénico;
y otra colecciéon de vértices tales como los del icosaedro truncado, determinan un
MF AN para R?. Un método concreto para la construccién de tales marcos, se puede
encontrar en [8]. Por el hecho de que hay solo cinco sélidos platénicos, nos lleva a
pensar que cualquier caracterizacion general de M FFAN, no serd escrita en términos

de la regularidad geométrica.
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DBED

(a) Sohdos platémcos (b) Icosaedro.

Figura 2-3: Sélidos platénicos e Icosaedro Truncado(pelota de soccer), los vértice de estas
figuras determinan un M FAN para R3.

2.6. Interpretaciones fisicas

En vista de la dificultad de expresar construcciones de M F'ANs por la regula-
ridad geométrica, nos centramos en el estudio de equidistribucion esférica, es decir
encontrar la forma éptima de colocar N puntos sobre la esfera S' C R? tal que
los puntos estén lo mas lejos posibles uno del otro. En el caso de S! es una rotacién
del conjunto de N raices de la unidad. Para S? existen diferentes formulaciones que
apuntan a la misma configuracién 6ptima cuando el numero de puntos es grande.
Pero para un numero pequeno se obtiene diferentes conjuntos equidistribuidos 6pti-
mos.

Imaginemos N electrones en un conductor de capa esférica sin la presencia de fuerza
externa, los electrones se empujaran uno a otro de acuerdo a la ley de Coulomb;

esto es, dados a,b € S?
a—b
F(a,b) = ——
la —bll
Es posible pensar conjuntos equidistribuidos como conjuntos que estdn en equi-
librio bajo la presencia de una cierta fuerza. Mirando la dindmica, los electrones
trataran de re-arreglarse en si mismos tal que la distribucién resultante contendrd la

menor energia potencial posible. Sin embargo existira la idea intuitiva de un mini-

mizador global; es decir, un arreglo el cual distribuya los electrones de la forma mas



uniformemente posible bajo la ley de Coulomb.

Para la ley de Coulomb, la energia potencial entre los puntos a y b es ——. El

. ., N
potencial para una sucesién de puntos {z;},_, es:

Deseamos Minimizarlo. Técnicas de calculo son permitidas, pero el numero de mini-
mos locales crece geométricamente a medida que tenemos mas puntos. Definiremos
conceptos para formalizar el equilibrio.

2.6.1. Fuerza central

Una fuerza entre cualquier dos puntos sobre la esfera es una funcién:
F: 8% x §\D — R?

donde D = {(z,z):z € S '}. Sea f : (0,2] — R continua, se define fuerza
central a:

F(a,b) = f ([la = b[) (a = b) (2.17)

para todo a,b € S¥1, a #b.
2.6.2. Energia potencial

Sea F' una fuerza central, el potencial correspondiente a F' es una funcion:
PS5 x S"\D — R?

Definida por
P(a,b) =p(|la— bl

donde p : (0, 2] — R satisface que p'(z) = —z f (z).

Sea b fijo, luego es posible probar que cada fuerza central es un campo vectorial
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conservativo. Esto es, V,P(a,b) = —F(a,b). En efecto

VaP(a,b) = Vap ([la —bl)

(a b) B

( b)
la— ]

= —(a="b) f([a—=0l)) = —F(a,b)

lla =l f (lla = bl)

La funcién potencial total es:

PT: 8" x .. xS"'\Dy — R

-—
N —wveces

{wchisy — DD P (wm, )

m=1 k#m

donde Dy es la diagonal generalizada de (Sd_l)N
2.6.3. Equilibrio

Un conjunto de puntos esta en equilibrio si permanece constante a través del
tiempo. En el caso que este presente pequenos disturbios, eventualmente retornara a
su posicién original.
Un conjunto de puntos esta en equilibrio bajo una fuerza central, si es un minimi-
zador local de la funcién potencial total asociada.
2.6.4. Conjuntos criticos

Cuando se buscan los minimizadores de una funcion diferenciable, nos remitimos
a encontrar los puntos criticos.
Como el potencial total es una funcion diferenciable; los conjuntos los cuales estan

en equilibrio satisfacen cierto conjunto de ecuaciones de Lagrange.
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Teorema 2.9. Sean d, N € N dados y F' una fuerza central, si {:vk}ivzl es un
manimizador local para la funcion potencial total asociada, entonces
Ym=1,..,N,d¢c,, € R:cpx, = ZF(mm,xk) (2.18)
k#m

Demostracion: Definamos la siguiente funcion:

PT;: S —R

x— PT ({x1,...,x,...,zN}) = QZP(x,xk) + Z Z P(zp, xy)

kel m#l km,|
paratodo [ = 1,..., N; esta funcién mantiene constante todos las coordenadas excep-
to la [ —esima. Por hipdtesis {xk}fcvzl es un minimizador local para PT', luego = = x;
es un minimizador local para PTj. Ademés = € S% !, entonces PT esté sujeta a la
restriccién ||z||> = 1. Aplicando el método de multiplicadores de Lagrange tenemos
que de; € R tal que,
VPT)(z) = ¢V |z||’ = 2¢

pero x = x; es un minimizador. Luego,
VPTl(xl) = 2651‘1

Por otro lado, por el hecho de que el campo de fuerza central es conservativo se tiene
que:

VPT(x) =2V Y P(x,z) = -2 F(x, 1)
kAl kAl
Por lo tanto,
Z F(xy, v) = —qay
k#l
esto para todo [ =1,..., N. O

Cualquier conjunto de vectores normalizados distintos en RY; se dice conjunto

critico para una fuerza central F, si satisface 2.18. Paraun M FAN { fk}fj:l recuerde
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que el operador marco es S = Al, luego para todo m
Afm = Sfm =Y {fous fi) fi (2.19)
k
Entonces, si consideramos a F'(fy,, fx) = (fm, fx) fr se satisface la ecuacién 2.18, es

decir la sucesion es un conjunto critico.



Capitulo 3
LA FUERZA DE MARCO Y EL POTENCIAL
DE MARCO

En este capitulo se definira el concepto de marco fuerza y marco potencial. Se
determinard que los M FANs de N vectores para K¢, resultaran de la minimizacién
del marco potencial. Lo cual garantiza la existencia y construccion de M F AN s para

cada N > d. Estos resultados se deben a Benedeto y Fickus [2].

3.1. La fuerza de marco

Se define la fuerza de marco entre cualquier dos puntos de la esfera unitaria

S41 < R% como:

FM:S%1 x s R4

FM/(a,b) = (a,b) (a —b)

Determinemos una funcién continua f que cumple: FM (a,b) = f (|la — b||) (a — b),
esto con el objetivo de sintonizar esta definicién, con el de fuerza central.

Sea f(z) =1 — Z. En efecto, consideremos a,b € S*!

la — b|I*

fla=bl)=1- 1

= <a7 b>

27
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Note que si a = b, entonces F'M (a,b) = 0. Esto nos permite repetir algunos
vectores.
El objetivo es caracterizar M FANs en términos de la sucesiéon de puntos sobre
la esfera los cuales estdan en equilibrio por accién de esta fuerza. Sea { fk}fcvzl en
equilibrio bajo la fuerza de marco, por definicién es un conjunto critico. Luego, para

cualquier m, dc,, € R tal que

Cmfm = Z F(fmafk) = Z <fmafk> (fm - fk)

k#m k#m
- Z (frms fie) fom = Z (fons f) fr: = fim Z {fms f&) — Sfm

donde S es el operador marco. Luego,
Sfm = (Z (fons fi) — cm> fn
k#m

Por lo tanto, Sf,, = A\, fm para algin A, € R.
Definicién 3.1. La sucesion {fk}ivzl C S ! es FM-critica, si cada f, es un
autovector para el correspondiente operador marco S.
Proposicion 2. Si la sucesion {fk}fj:l es un MFAN, entonces es una sucesion
F M -critica.

Demostracion: Sea {fk}i,vzl un M FAN; luego S = Al, es decir cada vector es
un autovector de S. 0
El inverso no es cierto. Por lo tanto, la nocién de F M-critica no caracteriza los
MFANs. En el proximo teorema se demuestra que aunque las sucesiones FM-
critica no son siempre M F'AN's, los dos conceptos estan intimamente relacionados.
Teorema 3.1. Una sucesion finita de vectores unitarios {fk};]jzl es F'M-critica,
sty solo st la sucesion puede ser particionada en una coleccion de sucesiones mau-
tuamente ortogonales, cada uno de los cuales es un marco ajustado y normaliza-

do para su span. Ademds, esta particion puede ser seleccionada como {E\}, donde
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Ex = {fe: Sfx = Mi}. También, la cota de marco de Ey\ es A\, y los Spans de la
sucesion {E\} son precisamente los autoespacios no cero de S.

Demostracion:
=] Sea {fi}r_, una sucesién FM-critica, definamos Ex = {fi: Sfi = Af}. Por
hipétesis cada fi pertenece a un Fy, luego {F\} es una particién de { fk}ivzl. Mos-
tremos que los miembros de la particion son mutuamente ortogonales. Consideremos
fr v fsen E\ y E), respectivamente. Dado que S es un operador auto-adjunto de-
finido en un espacio real finito dimensional y A, # A, entonces por un resultado
de algebra lineal se tiene que (f,, fs) = 0. Por lo tanto, esta sucesién puede ser
particionada en conjuntos mutuamente ortogonales.
Probemos que FE), es un MFAN para el spanF), con cota de marco \., sea
y € spank), arbitrario. Luego, y = kaeEM ckfr con ¢ € R, entonces Sy = \.y.
Esto quiere decir que (y, fx) = 0 para cualquier fi ¢ E) .
Luego, denotemos a S, como el operador marco para la sucesion de Bessel E)

entonces

=

Sy= > (fu)f nyk fr =Sy = Ay

fR€EN, k=1

Como y es arbitrario, se cumple para todo y € spanFE), . En conclusion, por la
proposicion 1 { fk}ff:l es un M FAN para spankE),.

[« Sea { fk};]j:l una sucesion normalizada la cual esta particionada en una coleccién
de conjuntos mutuamente ortogonales, cada uno de los cuales es un marco ajustado

y normalizado para su span. Sea {E,} Donde I es un conjunto indices. Sea

vyel’
fm € E,, donde E, es un M FAN para su span con cota de marco A y operador
marco S,. Entonces como f,, € spankE,, y dado que (f, fr) = 0 para f, ¢ E

tenemos que

N
M =Sfm =Y s ) s = D {fons fi) f = S
k=1

fkeE'y
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Luego, cada f,, es un autovector para S, y por lo tanto { fk}é;v:l es una sucesion
F M-critica. 0
Viendo la estructura de las sucesiones las cuales estan en equilibrio bajo la fuerza

de marco procederemos ahora a minimizar el potencial asociado.
3.2. El marco potencial

Dada la fuerza central F M (a,b) = f(|la —bl||) (a —b), el potencial asociado
entre dos puntos es P (a,b) = p(|la —b||), donde p'(x) = —xf(x). En el caso de la
fuerza de marco tenemos que f(z) = 1 —x?/2, y entonces p/(xr) = —x + 23/2. Por lo

tanto, integrando se tiene que

p(w) = —%2 (1 - %2)

Usando el hecho de que |ja — b||> = 2 (1 — (a, b)), nos resulta que

Pa.b) =p(la—b)) = 1200 (1—@) =5 (- 1).

En consecuencia, el potencial total contenido dentro de una sucesion de puntos

{fk}fcvzl es:

1 N N N2
PT ({fi}i)) = ZZP (s i) =5 DD s ) = 5

m=1k#m m=1 k=1

Enfocaremos nuestro interés en los minimizadores de este potencial.

Ahora daremos paso a la definiciéon de marco potencial de una sucesion

{fi}, en K¢ como:

M ({A3) = S5 [ Sl (3.1)

m=1 k=1
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El marco potencial est4 bien definido para cualquier sucesién de vectores en K¢, nos
interesaremos solo en los de norma unitaria.

Sea S (K?) = {z € K*: ||z|| = 1} esfera unitaria en K%, luego el marco potencial es
una funciéon

PM: S (K" = 5 (K% x .. x § (K%) — [0, 0)

(. J/

vV
N —wveces

Ahora estamos en condiciones para definir las sucesiones las cuales estan en equilibrio
bajo la fuerza de marco, que serda el minimizador local del marco potencial 3.1.
Buscamos caracterizar los M F AN s para IK? como los conjuntos los cuales estdn en
equilibrio bajo la fuerza de marco. Nuestro propdsito ahora es buscar cotas superiores
e inferiores para PM. Recordemos que la traza de un operador S : H — H, en un

espacio de Hilbert H d-dimensional real o complejo es:

d
E Sek, €k
k=1

d
donde {ey};_, es una base ortonormal para H.

Teorema 3.2. Sea {fk}fj:l una sucesion en K¢ con operador marco asociado S,
entonces PM ({fk},]:[:l) =Tr(S?).

Demostracion:

PY () = 30D

fm7fk fk:afm)
d
<fm7 fkuen n> fkafm)
n=1

Z fm7 fk;en €n> <fk;fm>

n=1

i
IM-

I
WE
NE

3
[
-
Eond
I
=

Il
WE
WE

3
I
A
ol
I
A



32

d N N

:ZZZ fk,en fka fmaen>fm>
nzl m=1 k=1 .

:Z< fk’aen fkaZ(fm,€n>fm>
n=1 =1 m=1
d

:Z (Sen, Sey)

3
Il
_

I
B

<526n, en> =Tr (52)

3
Il
_

Gracias a este teorema podemos calcular el marco potencial para un M FAN.

Note que si {fk}gzl es un M FAN para K% el teorema 2.5 dice que S = %I. Por lo

PM ({fk}szl) —Tr (];]221) ];[22 (i 1) - %2

n=1

tanto,

En conclusién, los M FANs de N en K? tiene el mismo marco potencial.

Teorema 3.3. (Benedetto y Fickus [2]) Sea {fi}r_, € S (K%), d y N arbitrarios.

Entonces,
MY < N o) < N?
Nmazx | 1, =)= PM ({fr}—1) <N
En particular, una cota inferior para el marco potencial es N, si N < d y N?/d,
si N > d. Ademds, las cotas inferiores de N y N?/d son alcanzadas, si y solo si
{fk}fj:l es un conjunto ortonormal o un MFAN para K%, respectivamente.
Demostracion: Determinemos la cota superior. Para ello apliquemos la desigual-
dad de Cauchy-Schwartz a PM, entonces

PM ({15 ) = 20 D 10 P < 3D Il AP =330

m=1 k=1 m=1 k=1 m=1 k=1

N2

Luego,

M({h,) <
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Busquemos la cota inferior.

N - :
Sea { fx},_, sucesién normalizada, entonces

PM ({iln) = 20 3 s fi)P = N4 30 3 o fiP

m=1 k=1 m=1k#m
la igualdad se obtiene, si y solo si
N
2

SO 1w )P =0

m=1 k#m
Es decir, (f,, fx) = 0 para todo m y todo n # m; esto es, cuando {fk}fj:l es un
conjunto ortonormal.
Por otro lado, sea S operador marco correspondiente a {fy}r_,, v sea {\,}?_, los

autovalores de S, aplicando el teorema 3.2 se tiene que:
PM ({fihly) = Tr (5%) = Z A2

Como S es un operador positivo, entonces {/\n}'fl:1 es una sucesion de numeros reales
positivos. Recuerde que {fk}ff:l cSs (Kd), luego (fx, fx) = 1. Sea G la matriz N x N
representando la matriz Grammian; con unos en la diagonal, entonces

d N

Z =Tr (TT*) =Tr (T*T) = =Y 1=N

— k=1
Ahora minimizaremos la funcién Z ¢, A2 sujeta a la restriccién que {\, } ney ©S
un sucesion no negativa, donde sus valores suman N. Para resolverlo usaremos las
correspondientes ecuaciones de Lagrange.
Resolviendo estas ecuaciones encontramos que todos los A, son iguales, por lo tanto

gracias a la restriccion los A\, = % Vn. Por consiguiente el minimo valor es

-5
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Reciprocamente, PM <{ fk}kN:1> = N?/d, entonces se puede probar de forma andlo-
ga aplicando las ecuaciones de Lagrange que todos los autovalores correspondientes
a el operador marco S son todos iguales a N/d, y por lo tanto S = (N/d)I. Ahora
por la proposicién 1 { fk},ivzl es un M FAN para K¢ En conclusién, juntando todo

el proceso realizado anteriormente obtenemos la siguiente desigualdad
N N?
Nmaz (1, E) — maz (N, 7) < PM ({fk};V:l) < N?

con PM ({fk}fevﬂ) = N siysolosi{fi}r, es ortonormal, y PM ({fk},iv:1> = N?/d
siy solo si {fi}r_, es un MFAN para K% O
El teorema anterior sugiere que los M FFANs, siempre y cuando existan, deben ser
el minimizador global del marco potencial. Esta aseveracion es cierta, la cual pro-

baremos. También nos acercaremos los minimizadores locales.
3.3. Clasificacién de los MFANs

Aqui daremos el resultado fundamental determinado por Benedetto y Fickus
para clasificar los M FFANs. Enunciemos primero lo siguiente.
Teorema 3.4. Un minimizador local para el marco potencial es o un conjunto or-
tonormal, o un MFAN para K¢.

La demostracién se puede ver en [2].
Teorema 3.5. (Benedetto y Fickus [2]) Sea d y N dados, consideremos el potencial

de marco
PM : S (K%)" — [0,00)

N N
{fidtems — DD s I

m=1 k=1

Entonces
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(a) Cada minimizador local del potencial de marco es también un minimizador global.
(b) Si N <d, el minimo valor del potencial de marco es N, y los minimizadores son
precisamente las sucesiones ortonormales en K.
(c) Si N > d, el minimo valor del potencial de marco es N*/d, y los minimizadores
son precisamente los MFANs para K.
Demostracion: Sean d, N € IN arbitrarios pero fijos, por el hecho de que el

potencial de marco es una funcién continua sobre el conjunto compacto S (]Kd)N,
entonces existe {fi}n_, € S (]Kd)N minimizador global de PM. Pero obviamente
también es una minimizador local, luego por el teorema 3.4 { fk},]j:l es 0 un conjunto
ortonormal, o un M FAN para K.
Si N < d, probaremos que { fk}]kvzl es un conjunto ortonormal en K. En efecto,
si N < d, entonces {fk}ivzl no genera a K? Por lo tanto no es un MFAN, en
consecuencia un conjunto ortonormal. Si N = d tenemos o un conjunto ortonormal
oun MFAN con constante de marco A = N/d = 1, esto por el teorema 2.5. Ahora
por el teorema 2.2 como A = 1, entonces { fk}fcvzl es una base ortonormal para K¢ y
por lo tanto un sistema ortonormal. En este caso aplicando el teorema 3.3, la cota
inferior N es alcanzada por el potencial de marco. En conclusién el minimo valor
del potencial de marco es N, y los minimizadores son precisamente las sucesiones
ortonormales en K.
Si N > d probaremos que {fi}1_, esun MFAN en K% Si N > d, entonces { f }r_,
no es un conjunto ortonormal. En consecuencia esta sucesion es un M FAN para
K% Si N = d tenemos o un MFAN, o un conjunto ortonormal de d vectores en
K?. Por lo tanto un base ortonormal para K¢, y en conclusién un M FAN. En este
caso aplicando el teorema 3.3, la cota inferior N2/d es alcanzada por el potencial
de marco. En conclusién el minimo valor del potencial de marco es N?/d, y los
minimizadores son precisamente los M FAN para K<,

Por los resultados anteriores combinados con el teorema 3.3, se demuestra que los
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minimizadores locales alcanzan la cota inferior global para el potencial de marco.

O

Este resultado quiere decir que:

. Minimimizar el potencial de marco equivale a encontrar una sucesién cuyos ele-
mentos son “tan ortogonales” a cualquier otro como sea posible.

. Los M F AN s son una extensién natural de las BON s, esto es, el teorema formaliza
la nocién intuitiva que los M FANs son una generalizacién de las BONs.

. Las BONs y los MFANs son el resultado de la minimizaciéon del potencial de

marco.



Capitulo 4
GRUPO SIMETRICO DE UN MARCO

En este capitulo se definird el concepto de grupo simétrico para un marco,
propiedades referentes a esta definicién y algunos ejemplos de marcos ajustados con
su simetria. Tomados del trabajo de Waldron y Vale en [3]. También se estudia los

minimizadores del potencial de Coulomb y su relacién con el PM.

4.1. El grupo simétrico de una sucesién de vectores

Sea ® = { fx},c,» los grupos simétricos de un marco finito ® se definen como:
» Sym(®P) el cual da una accién fiel sobre las sucesiones de vectores ®.
» sym(®P) el cual da una accién fiel sobre el conjunto de vectores en ®.
Sea S; el grupo simétrico sobre el conjunto J, representando el grupo de todas
las biyecciones o : J — J (permutaciones) bajo la operacién composicién. Si J =
{1,...,m} la notacién es S,,.
Definicién 4.1. Sea ® = {fi},., marco finito para H, entonces el grupo simétrico

para P es
Sym (®):={o €S, :3L, € GL(H) con L, fr = for, Yk € J}

Se puede probar que Sym(®) es un subgrupo de S;. En efecto, sean o,p €

Sym(®) definimos L,, := L,L,. Entonces,
Lap(fk) = Lo(Lpfk) = Lafpk = fapk Vk e J

37
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Por lo tanto, op € Sym(®). También Sym(P) es cerrado con respecto a inversos,

sea 0 € Sym(®) definimos L,—1 := (L,)”", entonces

LU*1 (fk) = L;Ifaaflk = L;ILofaflk - foflk

Por lo tanto, 0~! € Sym(®). Probando entonces nuestra afirmacion.

Nétese que el grupo Sym(®P) actia sobre el conjunto A := {fi, fo, ..., fr}. Esto es
Sym(®) x A — A
(07 fk) — fak
Consideremos el mapa

e : Sym(®) — GL (H)

o+— L,

es claro que esta bien definido. Por otro lado,

Lapfk = fapk = Lafpk: = LaLpfk

Por lo tanto, mg es un homomorfismo de grupo. Definamos
sym(P) := me (Sym(P)) ={L, : 0 € Sym(P)}

Notese que 1 (Sym(®P)) denota un subgrupo de GL(H). Este es el grupo de trans-
formaciones lineales invertibles el cual mapea el conjunto de vectores en ® en si
mismo. Ademds, g es inyectiva; si y solo si los vectores ® son distintos. Supon-
gamos que algunos vectores de ® son iguales, digamos f; = f5. Consideremos las
permutaciones ¢ = (1 2) y p = (1), es claro que o # p, pero L, = L,. Por lo

tanto por el camino de contradiccion se demuestra que mg es inyectiva. En este caso
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tenemos un isomorfismo de grupos.
Sym(®) = mg (Sym(Q)) = sym(P)

Si & es un marco de m vectores, n de cuales son distintos, para un espacio de
dimensién d. Ademéds por el hecho de que Sym(¢) = S,, y |Sm| = m!, aplicando el

teorema de Lagrange se muestra que:
[sym(@)| | [Sym(®)[ [ m!,  [sym(®)| <n(n —1)..(n —d +1)
Sea Sg operador marco relativo a ®. Si g € GL (H), luego
S =(9")" Spalf), VfEM.

En particular, si g € sym(®) es unitaria, luego g conmuta con Sg, esto es

Sa(gf) = gSa(f)

Esto debido a que ¢* = ¢~ ! y ademds g~ '® = &.
Si @ es un marco ajustado, entonces sym(®) es un grupo de transformaciones uni-
tarias, y por lo tanto conmuta con el operador marco Sg. En efecto, sea L, = g €

sym(®) y ® marco A-ajustado, luego Al =Ty, 47T _g. Por otro lado,

m

Tro({cr}) =Y xLlofe = Lo Y crfr = LoTo({cr})
k=1

k=1

Por lo tanto, 17,6 = LoTe v (T1,s)" = T4 L%. Con esto se tiene que
Al = LyToTiL: = LyAIL: = AL, L"

Por lo tanto, L, L’ = I. En conclusién, g es una transformacién unitaria. Probando
entonces que si ® es ajustado con vectores distintos, entonces sym(®) es un grupo
simétrico de transformaciones unitarias. Para vectores repetidos se tiene que Sym(®)

es mas grande que sym(P).
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Ejemplo 4.1.1. Sea ® un marco ajustado representado por m wvectores igualmente

espaciados en R%. Luego, sym(®) es el grupo diedral de orden 2n, esto es

sym(®) =D, = (r,s: 1" =s>=1rs=sr"")

donde r es una rotacion de 27” y s corresponde a una reflexion con respecto a una

recta que pasa por el centro del poligono generado y el vértice 0. Dado que todas las

transformaciones unitarias sobre R? son productos de rotaciones y reflexiones, es

evidente que este es el mas simétrico marco ajusto de n vectores distintos en R2.
Los grupos simétricos de un marco solo dependen de su similaridad de clases.

Teorema 4.1. 5i ® y ¥ son marcos finitos similares, es decir ¥ = Q®, entonces
Sym(¥) = Sym(®),  sym(¥) = Qsym(®)Q™"
En particular, considerando a ®“" = {fi™}, vy $ = {S7 feties
Sym(®) = Sym(®“") = Sym(d)

Demostracion: Supongamos que ® = {fi},.; es similar a ¥ = {gx},.,, luego

existe @ € GL (H) con g = Qfx, Yk € J. Sea 0 € Sum(®P), entonces

Lofk = fak
QLUQilek = Qfak

(QLeQ™ ")k = gon
para todo k, luego o € Sym(¥). Por lo tanto,
Sym(®) C Sym(¥) y Qsym(®)Q" C sym(¥).

Por otro lado como la similaridad entre marcos representa una relacién de equiva-

lencia, entonces ¥ es similar a ®. Probando la otra contenencia. [
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Teorema 4.2. Sean ® y ¥ marcos finitos complementarios, es decir,
Gram(®“") + Gram (V") =1

entonces

Sym/(P®) = Sym(¥)

Ver demostracién en [3].

4.2. Simetrias de combinaciones de marcos

Sea ® = {f;},c; v ¥ = {gx}ycx marcos finitos para H; y Ha respectivamente.
El producto interno sobre la suma directa ortogonal H; & Hs v el producto tensorial

H1 ® Ho estan dados por

<(fl>gl) 5 (.f2792)> = <f17 f2> + <91792> ) v(fl?.Ql) ’ (f2792) € Hl D H27

(1 @091, f2®g2) == (f1, f2) (91, 92), V/i® g1, fa® g2 € Hi@Ha.
Definamos la unién de marcos ® U ¥ con indice J U K, como sigue

: 0
PUV = L,

0 9k
jeJkeK
este determina un marco para la suma directa ortogonal H; @ Hs. En efecto, sea

(hl, h2> € Hi D Ho

Y W ha), dp)* =Y H(ha ha), (f5, 001 + Y [{(a, ha)., (0, 1))

pEJUK jeJ keK

=S 1 )P (e, gi) P

jeJ keK
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Como ®,¥ son marcos finitos para Hi, Hs; se prueba que

Al mIP €S2 Wl k), &) < Bli(hs, ha)]?
peJUK
donde A = min{A;, As} y B = max{By, By}.
Se dice que un marco esta balanceado si sus vectores suman cero. Podemos encon-

trar dos nociones de suma de marcos.

» Si ® 0 U es balanceado, entonces la suma ®+W¥ con indice J x K

O+ =
|71 jeTkeK

es un marco para H; @ Hy. En efecto, sea ), . gi

2 <<h“h2)’(ﬁfﬂﬁg’“> =33 | gt + (o o)

(k)T K jEJ kEK
" () Qo)) (o) + ()
-S| (e > DM MIF >2=Z|<h1,fj>|2+2|<h2,gk>|2

jeJ keK jeJ keK jeJ keK
= Si K = J, y los marcos son disjuntos, esto es, satisface

2

ST ai=0, VfeHi <> (g.9)f;=0, Vg€,

jeJ jeJ
luego la suma directa ® & ¥ con indice J

i

9j

dPpU .=
jeJ
es un marco para Hi @ Ho.

El producto tensorial ® ® ¥ con indice J x K definido como sigue

PRV ={f;® gk}je],kEK
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es un marco para el espacio de Hilbert producto tensorial H; ® Hs. En efecto,
. Kh@ha, fi@ge) =Y [k, [ [(ha, ge)|”
(k)T XK jed keK
Por lo tanto,
A Ay [P hal? < )0 [ @ ha, f3 @ gi) P < BiBy ||| [|ha?
(j.k) eI K

Al @hol* < D7 ({1 @ ho, f5 @ gi)* < Bllha @ ha®
(j,k)eEJx K

Proposicion 3. Los grupos simétricos de un marco finito satisfacen:
Sym(®) x Sym(¥) C Sym(P® U W), sym(P) & sym(¥) C sym(P U V)
Sym(®) x Sym(¥) C Sym(®+V), sym(®) ® sym(¥) C sym(®+)
Sym(®) x Sym (V) C Sym(P @ V), sym(P) @ sym (V) C sym(d @ V)
Sym/(®) N Sym(¥) C Sym(P & V)

Demostracion:

Loy = Lo ® Ly € GL(H1 @ Ha), esto es

/ Lo f
L(oﬂ.) = ., Vf e H, Vg€ Ho,

g L.g

donde (o, 7) es una permutacién sobre J U K. Luego,

f] Lafj fo‘j 0 0 0
L(U,T) = == , L(JJ—) = =

0 0 0 gk LTgk 9rk

esto es, (o,7) € Sym(P U ¥). Por lo tanto,

Sym(®) x Sym (V) C Sym(®U V), sym(P) ® sym (V) C sym(P U V)

Sea o € Sym(®) y 7 € Sym(V), entonces L, € GL(H1) y L, € GL(Hs).

43

Sea

(4.1)
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. Sea (o, 7) una permutacién sobre J x K. Luego, aplicando la transformacion lineal

4.1

;fj ;faj

VIEEZ = | VIERT ] e 04w,
1 1

\/mgk \/mng‘

Por lo tanto, Sym/(®) x Sym(¥) C Sym/(®+¥) y sym(®) ® sym(¥) C sym(®+)

L7

. Sea Ly = L, ® Ly € GL(H1 ® H,), entonces

L(Uﬂ')(fj ® gk) = (Lafj) ® (LTgk‘) = foj X grk

. Se prueba directamente de la ecuacion 4.1.

4.3. Marco particion

La Forma mas simple de obtener un marco de alta simetria es repetir los vectores
de una base un numero de veces determinado. Por el teorema 4.2 su complemento
es un marco de alta simetria, y resulta que consiste de vectores distintos, este recibe
el nombre de marco particién.

Sea {ej}§=1 base ortonormal de R”.

Definicién 4.2. Sea o = (ay, ..., ) € ZF una particion de n, esto es,
n=o1t+a+.+a 1<a <a <.. <aq.

Luego el MAP de ‘n’ vectores el cual es complementario a el marco

(

€1 €1 €k €k ) (4.2)
\\/a_l,..., \/a_lj,...,\\/a_kw.., \/a_k/ .

a1 675

para R, es llamada el a-marco particion para R? con d = n—k; y este es propio

st o > 2.



45

Determinamos por 2.16 que la matriz Grammian de la a-marco particion es la

matriz n x n diagonal por bloques

[ i _aj—l -1 -1 1]
Bl Q; a; Q; aj
-1 ol 1 -1
Q; a; Qj a;
P B, - K
Qg aj Qy Q;
. —1
aj
_ _ _ a;i—1
L . L Q5 Qg ay aj

donde el B; es una matriz proyeccién ortogonal a; X a; de rango a;; — 1.
Proposicién 4. (Vale y Waldron [3]) Sea ® un a-marco particion propio, o =
(v, ..., ). Entonces,
(a) ® es un MAP den:= a; + ay + .. + ay, vectores distintos para R, d :=n — k.
(b) @ es un marco armdnico (y un G-marco) si y solo si ay = ... = .
(¢) El grupo simétrico de ® tiene orden
|Sym (@) = ] ms!(m!))"# > n, my = {j:a;=m}.  (44)
mea;
Ver demostracién en [3].
Aprovechando este resultado, proponemos las siguientes particiones la cual determi-
nan a-marco particiones propias para R?. Se puede notar que 2k < n, n > d + 1
v k=mn—d. Luego, d+1 < n < 2d. Los ‘n’ indica la cantidad de vectores con
alta simetria para R?. Consideremos entonces las siguientes particiones para estos
vectores:
Paran=d+ 1,

a=(d+1).
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Parad+1<n<2d—-1,

a=( 2,2,..,2 ,2d+2—n).
——

n—(1+d)—wveces
Finalmente si n = 2d,

a=(2,2,..,2)
———

d—veces

Note que estas particiones son de k& = 1,...,d. Por otro lado también se puede
calcular el orden del grupo simétrico determinado por estas particiones. Para los

vectores d+1<n <2d-—1,
|Sym®,,| = (n — 1 —d)!2" " "42d + 2 — n)!.

Para n = 2d,
|Sym®| = d!2!°.

Por la proposicién anterior se tiene que estos a-marco particiones determinan M APs
para R%.

A manera de ejemplo considérese a R?, segiin nuestra construccién tenemos
marcos de n = 4, 5,6 vectores con particiones: (4), (2,3), (2,2,2). Adem4s, el orden
de simetria para sus a-marco particiones son, |[Sym®,| = 24, [Sym®s| = 12 y
|Sym®Pg| = 48.

Para a = (2,2,2), el a-marco particién se describe como los vértices de un

octaedro.(figura 4-1).
4.4. Marcos ajustados equiangulares

El Siguiente teorema nos garantiza que todo Marco ajustado de Parseval puede

ser realizado como la proyeccion de una BON de un espacio mas grande.
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Figura 4-1: El (2,2, 2)-marco particién, representado por los vértices de un octaedro.

. - N

Teorema 4.3. (Teorema de Naimark, Han y Larson[9]) Una sucesidn ® = {f;};_,
en un espacio de Hilbert H es un marco ajustado de Parseval para H si y solo si

existe un espacio de Hilbert IC, tal que H C IC, y una BON {ej}j.vzl para IC tal que la

proyeccion ortogonal P de K sobre H satisface que Pej = f;, para todo j =1,...,N.

Una demostracién a este teorema las suministran Han y Larson en [9)].
Definicién 4.3. Un marco ajustado ® = {fj};.\[:1 en K¢ se dice equiangular, sii
1 (fs, fe)l = Vj #k, donde ju es constante.

2. 1 fill = 1 k.

Los MAE son un objeto geométrico que puede ser visto como una coleccién
de lineas que pasan a través del origen. El numero p en la definicién representa el
coseno del angulo agudo entre cada par de lineas. El marco de Mercedes Benz ilustra
este hecho (figura 4-2).

Para todo par de (N,d) no es posible encontrar MAE. Algunos resultados de la

existencia de MAE y aplicaciones pueden encontrarse en [10], [11].
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11 o017

Figura 4-2: Representacion MAE

Por el teorema 2.5 la cota de marco es = N , entonces para j fijo se tiene que:
N N N
=2 MG P = D0 I P+ 1= =D |(f i)l +1
k=1 k=1 k#j
Por lo tanto,
N —d

Es imposible construir una sucesion de vectores MAE tal que el producto interior
sea inferior a ese valor.
Proposicion 5. Dado d > 1 fijo, y supongamos que ¢ = {fj} _, €5 una sucesion

en K¢ con morma unitaria. Entonces

i {[(;. f)l} = (45)

d(N —1)
FEsta cota es alcanzada sit ® es un MAE.
Esta desigualdad es debido a Welch [12]. Una prueba a esta proposicién se
consigue en [11].
Ejemplo 4.4.1. Existen familias de MAEs que surgen para todo d > 1.
a. Bases Ortonormales. Cuando N = d, el inico ejemplo son las matrices unita-
rias y ortogonales. Evidente mente el producto interno entre vectores diferentes es

cero.
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Figura 4-3: Proyeccién de la BON para R? al complemento ortogonal del vector
[1,1,1] generando el marco Mercedes Benz(2-simplex).

b. Sitmpliciales. Cuando N = d+1, cada MAFE puede ser ilustrado como los vértices
de un simplex reqular centrado en el origen [11]. La forma mas facil de obtener
una configuracion de este tipo es calculando la proyeccion ortogonal de una base
estandar en R sobre el complemento ortogonal del vector [1,1, ..., 1]T € R,
Después los vectores proyectados son re-escalados a una norma unitaria. Esta con-
figuracion estd en un subespacio d-dimensional. Esto es valido gracias a el teorema

4.8, aqui p = 1/d. Note que el complemento ortogonal de [1,1, ..., 1]T es:

Sl:{xeRd“:w1+x2+---+xd+1:0}

={(1,0,...,0,—1),(0,1,...,0,=1),--- ,(0,--- ,0,1,—1)) = R*

c. Marco Degenerado Cuando d =1, es un MAE el cual |{f;, fx)| = 1 para todo
jke1,2,... N.
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; : 1]
Figura 4-4: MAE determinado por los vértices de un Icosaedro.

Ejemplo 4.4.2. Un claro ejemplo de un MAE real, consiste de seis vectores en
R3. Este puede ser construido escogiendo seis vértices no-antipodales de un ico-
saedro(Figura4—4) centrado en el origen. Es decir,

0 0 1 1 8 -8

1 1+
I'=————11 1 B8 - 0 0 donde [ = 5

it

S

g - 0 0 1 1

Se puede probar que S = TT* = 21 por lo tanto el conjunto de vectores determina
un marco ajustado y normalizado para R®. Ademds |(f;, fr)| = \/Lg para j # k, es
decir es un MAFE. Note que el dngulo entre las lineas es ¢ = arc cos (\/ig)
El siguiente teorema presenta una clasificacién de los MAE Reales. La prueba
se puede encontrar en [13].
Teorema 4.4. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
I. El espacio R? tiene un marco ajustado equiangular de N con p = 1/a.

II. Tenemos
(a® —1)d

N —
a?—d

y existe N lineas equiangulares en R? con p = 1/a. Mas aiin, en este caso se tiene:
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(1) a<d<a?-2.
(2) d=« siysolosi N=d+1.
(3) d:a2—23iysolosz'N:d(dT+1)
(4) N =2d siy solo si a®> =2d — 1= a%>+1?, a,b enteros.
St N # d+1, 2d entonces:

(5) « es un entero impar.
(6) N es impar.
(7) « divide a N — 1.

El teorema anterior nos da la ventaja que al descubrir el numero maximal N

de lineas equiangulares con u = 1/a, podemos inmediatamente descubrir los M AFE

derivados de esta.
4.5. Sistema Mercedes Benz

Miremos un tipo de MAEs que tiene d+ 1 vectores en R?, junto con la conexién
con los grafos [14]. Recordemos que para el marco Mercedes Benz { f,f}zzl en R? se
tiene que (fj, fx) = —% para k # j.

En R solo se tiene los vectores f{ =1y f] = —1 trivialmente es un marco ajustado
y {f1, f2) = —1;a este se le denomina Marco Mercedes-Benz para R. Consideremos
la siguiente definicién la cual nos permitirda generalizar la idea del marco de Mer-
cedes Benz en RY; el cual tiene aplicaciones en comunicaciones, teoria de cédigos y
computacién cuantica.

Definicién 4.4. Una sucesion {fi}io1 en RY de vectores unitarios es llamada un

sistema Mercedes-Benz si:

d+1

(o fid == para k£, y Y fe=0
k=1
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d+1

Teorema 4.5. (Mohammad and Najafi [14]) Un sistema Mercedes-Benz { f{!}, ",

en RY es un MFAN.
Demostracion: Probemos este hecho por induccién sobre d. Parad =1y d =2
es trivial, dado que S1 =21y S5 = %I . Por induccién asumamos que se cumple para

— n _ . .
d=n—1, sea {f,? l}k:1 en R un marco ajustado es decir,

n—1

S = = f? VfeR™!
k=1

Probemos ahora para d = n.

Sea f € R"y f = (f""',9)7, en donde g € R. Sea f",, = (0,0,...,1)" y fir =

e ,’j’l, —h,)T, en donde ¢, y h, son constantes reales, y k = 1, ...,n. Luego,
n+1 n .
YO HE =YK S+ [ fr)]
k=1 k=1
=&Y L) = ghal” + 0
k=1
= 2 -

A2 ’<fn71’f]?—1>‘2 . 2ghn <fnlazf}?1> +n92hi) +g2
k=1

k=1

T+ (ne2h2 1) o

2
=c
"n—1

Ahora determinemos las constantes ¢, y h,. Note que:
L= /217 = en(L+ hy).

Ademas
1 n rn _
_ﬁ = <fn7 n+1> - Cnhn

Luego,
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Por lo tanto,

n+1
SISO = @ [l (nedh + 1) g7
k=1
+1 +1
==l =g
n+1, ..
= (")
+1
= ——|I7I?

Por consiguiente, {f}’ Z;l en un marco ajustado para R". Por prueba de induccién
se cumple para todo d natural, probando asi este teorema. [J Con el

sistema Mercedes Benz se tiene ventajas a la hora de hallar su matriz de Grammian.

El Grammian de un marco equiangular {fi}r |, tal que |(f;, fi)] = C > 0 es el
siguiente:
1 0212 0213 oo CZlN 0 212 213 2N
03_21 1 02’23 s CZQN 2_21 0 293+ ZaN
G=|Czm Czm 1 - Cuy| =1+0Q; Q= |z 7z 0 -+ zw
_CZNl CZN2 CZN3 cee 1 ] _ZNI ZN2 ZN3 0
Donde |z;;| = M? ;Zi‘ =1, y @ es la matriz Hermitiana N x N con diagonal cero
s

y entradas de modulo 1, esta recibe el nombre de matriz firma. Esta matriz tiene
una correspondencia 1-1 con los marcos equiangulares de N vectores. Ademaés para
marcos ajustados equiangular tenemos que () tiene exactamente dos autovalores. Ver

[15]. Consideremos ahora la matriz @) sobre R, en este caso la matriz firma recibe el

nombre de matriz de Seidel(1966).
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Definicién 4.5. Dado un grafo G, una permutacion o de V(G) es un automorfismo

de G si para todo u,v € V(Q)
w € E(G) <= o(u)o(v) € E(Q)

El conjunto de todos los automorfismos de un grafo G, bajo la operacion de compo-
sicion de funciones, forman un subgrupo del grupo simétrico sobre V(G) llamado el
grupo automorfismo de G, y se denota por Aut(G).

Definicién 4.6. La matriz de Seidel o matriz adyacencia ) de un grafo G con N
vértices es la matriz N X N con —1 en la (j, k)-entrada si los vértices j y k son
adyacentes(conectados por una arista), un 1 si ellos son no-adyacentes, y 0 en la
entrada diagonal.

Los marcos equiangular de n > d vectores para R? estan en correspondencia 1-1
con sus grafos determinados por la matriz de Seidel. Por lo tanto el grupo simétrico
de tal marco real equiangular es el automorfismo correspondiente al grafo. Esta
correspondencia 1 — 1 ha sido estudiada recientemente en ([16],[17]).

Ejemplo 4.5.1. Consideremos el sistema Mercedes Benz para R?, con matriz Gra-

mian (d+ 1) x (d+ 1) como sigue:

1 —1)d —1/d --- —1/d|
“1/d 1 —1jd - —1/d
G=|-1/d -1/d 1 - —-1/d :I+$Q;

—1/d —1/d —1/d --- 1
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K:: 1 Ks: 3 K4: 6 Ks: 10
«. 0=
K¢ 15 Kg: 28
L
Y Y

Figura 4-5: Grafos para el marco Mercedes Benz

Por lo tanto, la matriz de Seidel es:

0 -1 -1 --- —1
-1 0 -1 -+ -1
Q=|-1 -1 0 --- -1
-1 -1 -1 -+ 0|

Para d = 1,...,n, el correspondiente grafo a ) es un grafo completo Kq.1. Con

Aut(Kgy1) = Sqp1, es decir |Aut(Kgyq)| = (d+ 1) Ver 4-5.

4.6. Marcos armodnicos

Consideremos el siguiente conjunto de vectores en CM,

oy = 1 (Lw(kfl)’wQ(kfl), m’w(Mfl)(kfl)) k=1,2..M

vM
271 . , . .
Donde w = e, la M-sima raiz de la unidad. Estos vectores determinan una base

ortonormal para CM. A la matriz M x M que forman estos vectores recibe el nombre
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de Transformada de Fourier Discreta(TFD).

1 1 1 1
1 w w? wM—1
1 w2 Wl W2(M=1)

1 M-l 20M-1)

Por el teorema de Naimark, podemos tomar cualquier N filas con N < M, de la
matriz anterior, para obtener un marco de Parseval con M vectores para CV; este

recibe el nombre de marco armoénico . Consideremos el siguiente ejemplo. Sea

1 1 1 1 1
fl = 11, f2 = w | f3 = UJ2 ) f4 = WS ) f5 = w4 ; donde w = 6%
1 w? wt wb W’

el marco ajustado para C®. Este marco posee simetrias determinadas por la matriz

1
diagonal Unitaria U = w , la cual genera un grupo ciclico G = (U) C
w2
sym(® = {fr},_,) de orden 5. Cada uno de los vectores del marco ® puede generarse
del grupo ciclico G. Es decir, ® = Gf, Vf € & En general, para cualquier N < M
filas seleccionas de la matriz de Fourier de M columnas. Obtenemos un Marco con al
menos M simetrias para C", determinadas por un grupo ciclico de orden M generado
por una matriz diagonal unitaria U [18]. Estos también reciben el nombre de Marcos
Ciclicos. Si se desea estos marcos se pueden re-escalar para obtener marcos ajustados

con norma unitaria, gozan de amplio uso debido a la sencillez de su construccién,

ver [6].
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4.7. Geometria de un sistema de vectores que minimizan el PM en R?

Para conseguir los vectores que son un MFAN es necesario minimizar el PM,
pero esta tarea resulta complicada debido a que el nimero de minimos locales cre-
ce geométricamente con el numero de vectores, deseamos construir una sucesion de
vectores las cuales tengan propiedades geométricas muy particulares. Explorando
la literatura se encontré que en 1904 el fisico britanico J.J. Thomson propuso el
problema de encontrar la configuracién de minimo potencial de Coulomb para N
electrones. Este problema ha sido estudiado extensivamente, hoy en dia se tiene
plenamente caracterizadas las primeras 400 configuraciones Optimas publicadas re-
cientemente por David J. Wales and Sidika Ulker [19].

La idea es utilizar los N vectores hallados en [20],[21] productos de minimizar el
potencial de Coulomb , y probar que minimizan el PM, es decir determinan un
MFAN por el teorema de Benedetto y Fickus. En [20] se encuentra un software en
linea desarrollado por Mark Bowick, Cris Cecka.

Para darle , mayor solides a la anterior afirmacién también se probé con la data con-
seguida que el operador marco S = TT™* = %I . A manera de ejemplo consideremos

el caso de N =9, luego se tiene que

-0.279 0.565 —0.97 0.823 —0.415 0.403 —0.5337 0.574 -0.157
T'=1| 052 -0795 0.205 0502 -0.374 —0.38 —0.777 0.180 0.923

-0.806 0.217 0.031 -0.261 0.828 —0.8293 —-0.327 0.798 0.349

Se calcula entonces que:

1.0043 —0.0024 0.0009

9
S=§ —0.0024 0.9924 0.0045

0.0009  0.0045 1.0031
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Por lo tanto planteamos la siguiente conjetura:
Todo minimo del potencial de Coulomb es un marco ajustado normali-

zado.

A continuacion se dara una lista de graficas determinadas por los vectores que son

un M FAN para algunos valores de N.



(a) N =4, |Sym(®)| =24
PM =5.333, PM,,;, = 5.333

(b) N =5, [Sym(®)| = 12
PM = 8.499, PMyn;n = 8.33

(c) N = 6, |Sym(®)| = 48
PM =12, PM,,;, = 12

(d) N =17, [Sym(®)| = 20
PM =16.5, PM,;, = 16.333

(e) N =38, |Sym(®)| =16
PM = 21.368, PM,n = 21.333

(F) N =9, [Sym(®)| = 12
PM = 27.001, PM,,;n, =27
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(d) N = 62, |Sym(®)| = 10
= 1281.334,
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Figura 4-6: Configuracién de los minimizadores para el potencial de Coulomb y el

Potencial de marco, para cierto N en R?.



Capitulo 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

5.1. Conclusiones

. Los marcos ajustados constituyen una herramienta poderosa para el analisis y la
reconstruccién de vectores, y por su facil construccion algoritmica.

. La simetrias de un marco esta intimamente relacionada con su configuracién geométri-
ca. Como lo muestra el sistema de Mercedes Benz para R? con |sym(®)| = (d+1)!
simetrias, y los marcos Arménicos con |sym(®)| > N simetrias.

. Minimizar el marco potencial en R? nos debe brindar una receta para construir
MF AN s para todo N > d. Ademas la evidencia sugiere que dichos minimizadores
deben tener propiedades geométricas muy particulares.

. La particién construida garantiza la existencia de marcos particién con orden de
simetria alto.

. La evidencia sugiere que todo minimo del potencial de Coulomb, es a su vez minimo
del PM. Como habiamos conjeturado.

. Se nota que existen muchas configuraciones con buena simetria las cuales son

MFAN:Ss.
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5.2. Trabajos futuros

Algunos trabajos futuros que podriamos considerar son los siguientes:

a) Encontrar analiticamente los vectores los cuales minimizan el marco potencial.

b) Probar bajo que condiciones los minimizadores del marco potencial PM sa-
tisfacen que Sym(®) # {e}. Donde ® es el marco producto de minimizar
PM.

c¢) Definir un nuevo marco potencial, con ello se busca que los minimizadores
tengas propiedades deseables. Entre estas que los marcos tengan alta simetria.

d) Construir marcos con simetrias especificas y determinar su relacién si existe
con lo grafos.

e) Caracterizar los marcos con alta simetrfa en K¢
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En este trabajo se estudia los Marcos finitos y Ajustados bajo una perspectiva
geométrica, se caracterizan los marcos mediante el concepto de marco potencial.
Ademas se estudia el Grupo simétrico de un marco finito. Esto nos permitira estudiar

la riqueza geométrica que tiene estos sistemas.
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