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En su trabajo pionero sobre morfogénesis [34] en 1952, A. Turing propuso un
modelo tedrico de dos especies quimicas en el cual la evolucion de un estado estacio-
nario heterogéneo (estructura de Turing) desde un estado estacionario homogéneo
es debido a la difusion. Desde la primera evidencia fisica de la existencia de tales
estructuras de Turing el modelamiento tedrico y diseno experimental de sistemas
biolégicos y quimicos con estructuras de Turing han sido testigos de un progreso
considerable. Tipicamente tales modelos son matematicamente formulados como un

sistema de ecuaciones no lineales de reaccion difusion
0
Srelt.x) = (D Ae(t,x) +x(e(t,%)) (1)

donde ¢ es un vector en RP que representa la concentracion de p especies quimicas,
D, es la matriz de coeficientes de difusion la cual generalmente se asume ser diagonal
y constante; y r, es el operador de reacciéon que acopla el sistema. La naturaleza
no lineal de las reacciones quimicas hace dificil (de no ser imposible) expresar la
solucién del sistema con una formula exacta. Esto ha motivado el interés en el desa-

rrollo de técnicas computacionales para la simulacién numérica de tales sistemas de

II



ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

En este trabajo se realiza una comparacion de dos versiones del método Local
discontinuous Galerkin (LDG) para la discretizacion en espacio: la clasica y la de
disipacion minima; la integracién en tiempo es llevada a cabo mediante métodos de
descomposicion de operador o un método IMEX. Usando un método de Galerkin
discontinuo para la discretizacion en espacio el sistema global no lineal es desaco-
plado en cada paso de tiempo en un conjunto de pequenos sistemas no lineales que
pueden ser resueltos en paralelo. Un marco computacional fue implementado para
discretizaciones espaciales de alto orden en 2D para sistemas no lineales de reac-
cion difusién con un nimero arbitrario de especies. La comparacion es llevada a
cabo usando un sistema lineal de reaccion difusién, el modelo de Schnakenberg y un

modelo de pigmentacion de pieles de animales.
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In the pioneering work on morphogenesis [34] in 1952, A. Turing proposed a
theoretical model consisting of two chemical species in which the evolution of a
spatially stable heterogeneous steady state (Turing structures) from a homogeneous
stationary state is driven by diffusion. Since the first physical evidence of the exis-
tence of such structures theoretical modeling and experimental design of chemical
and biological systems revealing Turing structures has witnessed considerable pro-
gress. Typically such models are mathematically formulated as a system of non-linear

reaction diffusion equations
0
Fctx) = (D®A)e(t, x) +r(et,x)), (2)

where ¢ is a vector in R? representing the concentration of p chemical species, D, is
a matrix of diffusion coefficients which is generally assumed diagonal and constant;
and r, couples the system with p chemical reactions. The non-linearity nature of
chemical kinetics makes it difficult (if not impossible) to express the solution of the
system in closed form. This motivated an increase of interest in the development

of computational techniques for the numerical simulation of such systems of partial
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differential equations.

In this work a numerical comparison of two versions of the Local Discontinuous
Galerkin (LDG) method for the spatial discretization: the classical and the minimal
dissipation LDG; coupled with an operator splitting or an IMEX time stepping
technique is performed. By using a discontinuous Galerkin discretization the global
non-linear system of equations is decoupled at each time step into a set of small
non-linear systems which can be solved in parallel. A computational framework was
implemented for high order discretizations in 2D for non-linear reaction diffusion
systems with an arbitrary number of species. The comparison is carried out using
a linear reaction diffusion, the classical Schnakenberg model problem and a coat

pigmentation model.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1. Sistemas de reaccién-difusion

Los sistemas de reaccién-difusién (RD) son una excelente idealizacién de mu-
chos procesos que involucran la interaccién de multiples especies quimicas o biol6gi-
cas moviendose aleatoriamente en un medio fisico. Estos sistemas se describen ma-
tematicamente mediante la siguiente ecuacion diferencial, la cual se cumple para

todo (¢,x) € [0, T]xQ:
%c(t, x) = (D® A)e(t,x) +r(e(t, x)), (1.1)

donde, ¢(t,x) = (c1, -+ ,¢,)" es una funcién vectorial, y cada componente, ¢;(t,-),
representa la distribucion espacial de la i-ésima especie en el dominio abierto y aco-
tado 2 contenido, ya sea en R?* o R?; en el tiempo ¢ € (0,7]. El término (D ® A)
es el operador de difusion multicomponente, donde D € RP*P es la matriz de coefi-
cientes de difusion y A es el operador Laplaciano para una funcién escalar. Por
lo general, estos modelos asumen que D es una matriz diagonal de coeficientes
constantes cuyas entradas en la diagonal principal son positivas. La interaccién
(quimica o biolégica) estd determinada por el operador de reaccién multicompo-

nente, r(c) = (ri(c),- -+ ,ry(c))?, el cual suele ser por lo general no lineal.

En su trabajo pionero sobre morfogénesis [34], A. Turing demostré la posibilidad

de convertir algunos de los estados homogéneos estables de un sistema quimico en



sistema de reaccién equilibrio
heterogeneo
(estructura de Turing)

Sistema de
reaccion-difusion

equilibrio
homogéneo
Figura 1-1: Definiciéon de una estructura de Turing
estados inestables mediante un simple proceso de difusion. Dicha inestabilidad pue-
de evolucionar a un estado estacionario espacial heterogéneo, mejor conocido como
estructura de Turing, véase la Figura 1-1. Desde la primera evidencia fisica sobre la
existencia de tales estructuras [4], el modelamiento tedrico y diseno experimental de
sistemas quimicos que presentan estructuras de Turing han sido téstigos de un pro-
greso considerable. Una revision sobre aplicaciones de modelos de reaccion-difusion
a sistemas quimicos puede ser encontrada en [25, 27| y mds recientemente en [36].
En biologia, la aceptacion de mecanismos de Turing para explicar los patrones
espacialmente organizados en sistemas pluricelulares ha sido lentamente revitaliza-
da en la ultima década. Varios modelos de reaccion-difusién han sido propuestos
recientemente para predecir una amplia variedad de mecanismos morfolégicos en
la formacién de 6rganos y tejidos. Una interesante y extensa colecciéon de modelos

aplicados a sistemas bioldgicos puede ser encontrada en el articulo cldsico [22] y més

recientemente en [26].

1.2. Solucion de los sistemas de reaccién-difusion

La solucién de sistemas RD, asi como otras ecuaciones diferenciales parciales



(EDPs) no lineales con geometrias irregulares, es un problema complicado de resol-
ver. Salvo en algunos casos particulares, es muy raro (casi imposible) encontrar una
expresion analitica explicita para la representacion de la solucion. Por lo que en la
practica, es obligatorio el uso de métodos numéricos para obtener una aproximacién
de dicha solucion. La busqueda y evaluacion de nuevas y mejores técnicas numeéricas
para dichos sistemas es motivada por el acelerado desarrollo de nuevos modelos cada

vez mas complejos y realistas.

Para obtener una aproximacion de la soluciéon de estos sistemas se procede
primero por la discretizacién en espacio, obteniendo un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias en tiempo. Este sistema puede ser no lineal. Luego, se resuelve
este sistema empleando un esquema de discretizacién en tiempo. Este marco de
aproximacion se conoce como método de las lineas y es muy popular debido a su
simpleza y flexibilidad para combinar diferentes discretizaciones en espacio y tiem-
po. Sin embargo, es bien sabido que ciertas combinaciones pueden ser mejores que

otras, eso dependera de la naturaleza del problema en cuestion.

Una de las mayores dificultades en la soluciéon de los sistemas RD para estruc-
turas de Turing es la discretizacion en tiempo. El uso de un método explicito es
poco eficiente debido a la excesiva restriccién en el tamano de paso en tiempo im-
puesta por la rigidez de, al menos, el término de difusion. Por otro lado, el uso de
un método completamente implicito requeriria resolver, en cada paso de tiempo,
un sistema simultaneo de gran tamano de ecuaciones no lineales. Una de las ma-
yores desventajas de este procedimiento es el tener que resolver, en cada iteracién
de Newton, sistemas lineales cuya matriz asociada, el Jacobiano de dicho sistema
no lineal, podria ser una matriz no simétrica. En estos casos, los métodos de des-

composicion de operador (DO) son ideales, ya que permiten desacoplar los términos



4

de difusién y reaccién durante el proceso de integracion en tiempo. Asi, se puede
aplicar un método implicito para la difusion y un método explicito para la reaccion.
Ademas, si para la discretizacion espacial se utilizé un método discontinuo, entonces
el problema de reaccién es local en cada celda de la malla. Otra alternativa similar
a los métodos de descomposicién de operador son los métodos implicito-explicito
(IMEX) donde los términos rigidos se integran de manera implicita y los términos
menos rigidos se integran de manera explicita. Asi, los métodos IMEX son ideales

en sistemas RD donde la reaccién es considerablemente menos rigida que la difusion.

La discretizacion espacial presenta una amplia gama de opciones, las cuales
se pueden agrupar esencialmente en tres grandes categorias: la primera consiste de
métodos basados en diferencias finitas. Estos son los mas faciles de implementar y
han sido previamente investigados para la formacién de patrones [29]. Recientemen-
te un nuevo método ha sido propuesto para la simulacion de patrones de Turing en
electrodeposicién quimica [32]. Una importante observacién senalada por varios au-
tores [21, 23] es que los esquemas de diferencia finita pueden influenciar la solucién
numérica en dominios que crecen continuamente. La segunda categoria que goza de
mucha popularidad debido a su flexibilidad para manejar geometrias complejas es
el método de elemento finito. Aplicaciones de esta técnica a problemas no lineales
de reaccién-difusién pueden encontrarse en [23, 24] y en sus referencias. Finalmente
en la tercera categoria se encuentran los métodos conocidos como métodos Galerkin
discontinuos (MGD), los cuales han ganado mucha popularidad en las tltimas déca-
das debido a sus propiedades de aproximacion y su gran versatilidad y flexibilidad
computacional. En estos métodos no se impone continuidad entre celdas adyacentes
por lo que el grado de aproximacion puede ser variable en cada celda y pueden utili-
zarse mallas arbitrarias, particularmente, mallas con nodos colgantes; haciendo que

el método sea ideal para refinamiento-hp. Otra propiedad interesante es que la matriz



de masa es diagonal por bloques, por lo tanto facil de invertir. Esto es conveniente
en los métodos de integracién en tiempo explicitos para problemas transitorios ya
que se evita la técnica de agrupamiento conocida en inglés como “mass lumping”
(utilizada cominmente en el método de Elemento Finito continuo). La aplicacién
del método de Volimen Finito, el cual puede ser visto como un método GD de bajo
orden, combinado con una técnica de descomposicion, fue reportado por primera vez
en [35] para la simulacién de un modelo de quimiotaxis. Recientemente, en [17] el
método Interior Penalty fue usado para un modelo de quimiotaxis y haptotaxis y en
[37] se aplicé un nuevo método GD para sistemas de reaccién-difusién en problemas

de desarrollo bioldgico.

1.3. Objetivo de la tesis

En este trabajo se considera el método Local Discontinuous Galerkin (LDG)
originalmente propuesto por Cockburn y Shu en [16] para problemas transitorios no
lineales de conveccion-difusién. El operador de difusién es discretizado espacialmente
usando dos versiones: el LDG original presentado en [10] para un problema modelo
eliptico y una versién mas reciente, llamada Minimal Dissipation LDG o (MD-LDG),
analizada en [14]. La convergencia del método LDG aplicado a diferentes tipos de
ecuaciones ha sido presentada en diversos trabajos previos. Un estimado de error a
priori para la version h y hp del LDG aplicado a un problema transitorio lineal de
conveccion-difusién se encuentra en [5, 10] para una dimensién y en [13] para varias
dimensiones. La preferencia del uso del LDG sobre otros métodos GD estd basada en
la comparacién numérica y teérica realizada en [6] para un problema modelo eliptico.
Ahi se prob6 tedricamente que el método LDG es mas estable y los experimentos

numéricos mostraron una mejor precision para este método.



El presente trabajo tiene como propédsito fundamental realizar una comparacion
numérica del rendimiento de ambas versiones del método LDG aplicadas a proble-
mas RD. Se consideran aspectos tales como calidad en la precision ntimerica para
diferentes tipos de problemas modelo, costo computacional, tiempo de ensamblado
etc. Por otro lado también se comparan dos esquemas de integracion en tiempo: uno

basado en descomposicion de operadores y otro basado en IMEX.

Para lograr el objetivo principal se desarrollé un marco computacional en 2D
para resolver sistemas de reaccion-difusién con reaccién no lineal sujetas a condi-
ciones de frontera de tipo Dirichlet y Neumann. El marco permite resolver sistemas
con un numero arbitrario de especies quimicas y aproximaciones espaciales de alto
orden. El codigo es orientado a objetos y se utilizo el lenguaje de programacién C++

para la implementacién de las diferentes clases abstractas.



Capitulo 2
METODO LDG

Siguiendo el marco del método de las lineas, en este capitulo se discute la discre-
tizacion espacial de los sistemas RD. Particularmente, se considera el método LDG
y su variante de disipaciéon minima (MD-LDG). El sistema semidiscreto resultante

para p especies quimicas tendra la forma
(I, @ M)Cj, = (D ® Ap)Cy +1,(Ch), € (0,7, (2.1)

donde “®”denota el producto Kronecker, I, es la matriz identidad de orden p, M es
la matriz de masa correspondiente a una especie, A, es la matriz que corresponde
a la discretizacién espacial del operador Laplaciano y r,(C},) es la discretizacién

espacial del operador de reaccién r(c).

En las siguientes secciones se discutira el proceso de discretizacion en espacio

por el LDG para obtener los operadores discretos Ay y rp,.
2.1. Meétodo LDG original

Por simplicidad, se describiréd el proceso de discretizacién para un sistema de
reaccion difusién con una especie, en el dominio abierto y acotado Q C R?. Considere

la ecuacién

¢t = dAc+r(c), enR" x Q,



donde d es una constante positiva. En la frontera, 02, la funcién ¢ satisface condi-

ciones de flujo cero.

Introduciendo una nueva variable auxiliar q = —dV¢, se obtiene el siguiente

sistema de primer orden

d'q + Ve = 0
¢t+Voq — r(c) = 0

Para una celda T, se denota por P,,.(T") al espacio de polinomios de grado, a lo més

pr con pr > 1. Se introducen las funciones ¢y, (-, t) € P, (T) v q,(+,t) € Py, (T)? las

cuales son aproximaciones de ¢(-,t) y q(+,t). Multiplicando por funciones de prueba

(v(-,t),w(-,t)) € P, (T)* x Py, (T) el problema de elemento finito en la celda T se

/alqh-'v + 7{ Ehv~ﬁT—/chVov = 0,
T oT T

0 = 7!
Jowge s v [V f st e furta) = o
T t or T or T

o~

donde los flujos numéricos ¢, y q, son aproximaciones de ¢y q sobre 9T, respecti-

escribe

vamente; y s(+) es un término de estabilizacion, el cual garantiza la solucién discreta
para el problema estacionario [9]. Sea e una arista compartida por las celdas T} y
Ty; y sean ¢, y ¢} las aproximaciones de ¢ y q sobre la celda T;. Sobre la arista e,
los flujos numéricos son definidos como la combinacién convexa de los valores de ¢,

y q,, en las celdas T y T5:
o = (1—=B)c) + B
(2.2)
a; = ﬁeq}ll + (1 - ﬂe)q}ll
donde S, es un parametro que depende de la arista. Sobre la frontera, simplemente

se define ¢, = ¢, y q,, - fir = q,, - ir = 0. En la celda T} el término de estabilizacién



se define como

s(ep) = Z—: (cp — ci) Air
donde 7, es un parametro positivo que depende de la arista. El andlisis tedérico
del pardametro de estabilizacién 7. se discute a fondo en [9, 28] mientras que las
implicaciones computacionales de la eleccién del parametro 5 son discutidas en [8,

15]. El problema discreto se reduce a un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales

ordinarias de la forma

DQ, + BiC, = 0

dC
M=%+ BaQy+ 8,Ch = ru(Cr) = 0

Usando la definicién particular de los flujos numéricos, (ecuacién 2.2), un simple
calculo revela que By = —BT, véase [9] para una descripcién detallada de la for-
ma bilineal. Debido a que la matriz D es diagonal por bloques, el almacenamiento
fisico de la variable auxiliar @), no se requiere en la implementacion, contrario a lo
mencionado en [37]. Finalmente, escribiendo By = Bg se obtiene el siguiente sistema

reducido que involucra solamente la variable C},:

dcC
Md_th - AﬁDGCh - Th(Ch) =0 (23)
donde
— APY = S, 4+ ByD ™' Bg. (2.4)

Recientemente, en [11], se present6 un procedimiento de ensamblado répido pa-
ra —AEPE que no requiere el almacenamiento de las matrices globales Bg, D™! y
Sy. Otros detalles sobre la implementacion del método LDG han sido ampliamente
discutidos en varios articulos. En [8], una descripcién detallada de las estructuras de
datos eficientes para la adaptividad en h usando mallas no conformes con un ntimero

arbitrario, pero fijo, de nodos colgantes fue presentado. En [7] se propusieron algunas
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heuristicas para reducir la conectividad entre las celdas.
2.2. Meétodo LDG de minima disipacion

En problemas transitorios el término de estabilizacion del método LDG, al igual
que el de otros métodos discontinuos, produce extra disipacion no deseada que puede
deteriorar la precisién del método. Para evitar este problema, o al menos minimizar-
lo, Cockburn y Dong [14] propusieron un nuevo método, Minimal Dissipation LDG

o MD-LDG el cual se deriva de una simple modificacién del método LDG original.

Los valores [ en cada arista definen la conectividad entre celdas para la matriz
Bg. En el MDLDG los valores de 3 se escogen de acuerdo a un vector direccién &,
la estabilizacién se impone exclusivamente en un subconjunto de las aristas de la

frontera, I',, véase la Figura 2-1.

M+

S \
Figura 2—1: Eleccién de 8 en el MDLDG. El parametro de estabilidad es nulo en

todas las aristas excepto en I',.

Para un problema con condiciones de borde tipo Neumann, la estabilizacion

puede ser eliminada completamente. En este caso particular la discretizacién del
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operador Laplaciano se reduce a
— ARG = BID™'By. (2.5)

Para evaluar la precision de los métodos se considera el siguiente problema

estacionario de reaccion-difusién en el cuadrado unitario
—Au+u=f,
sujeto a condiciones de flujo cero en el borde. Se asume como solucién exacta
_ —10[(x—1/2)%+(y-1/2)?] (.2 2 2
u(z,y) = 5000e [(l’ —x)(y° — y)}

Los calculos se realizaran sobre sobre una secuencia de mallas estructuradas,
(mq,mg,---). La primera malla posee dos tridngulos rectangulos. El resto de las
mallas se obtiene por refinamientos globales. Se consideran algunas elecciones par-
ticulares de . En el LDG-0, se establece 8. = 0.5 para todas las aristas interiores.
Esta configuracion corresponde a la conectividad completa entre las celdas, la cual
incluye los vecinos inmediatos de la celdas y los vecinos inmediatos de éstos. En el
LDG-1 y LDG-2, 8 es calculado como sigue: sea e una arista compartida por las
celdas T7 y T5. Dado un vector direccién ci, se define B, = 0 (¢, = ¢}) si rig - d>0
v Be =1 (¢, = ¢3) de otra forma. En el LDG-1 y MDLDG-1, d = (—1,1)7 satisface
una conectividad reducida en algunas mallas particulares; y finalmente, en LDG-2

y MDLDG-2 se establece d = (2,1)T el cual produce una conectividad intermedia.

En las Tablas 2-1, 2-2 y 2-3 se compara el error L? para aproximaciones con
polinomios de grado p = 1, 2, 3 sobre las mallas mg, - - - , m7. Para todos los métodos
LDG se selecciona n = 1. En todos los casos se observa convergencia de orden p+1 lo

cual concuerda con la teoria. No se observa una diferencia sustancial en la precision.
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LDG-0 LDG-1 LDG-2 MDLDG-1 MDLDG-2

2.72e-01  2.62e-01 2.53e-01  2.41e-01 2.39e-01
7.60e-02  6.79e-02 6.57e-02  6.18e-02 6.16e-02
1.97e-02 1.71e-02 1.66e-02 1.55e-02  1.55e-02
4.96e-03 4.29e-03 4.16e-03  3.89e-03  3.89e-03
1.24e-03 1.07e-03 1.04e-03  9.72e-04 9.73e-04

Tabla 2-1: Error || u — uy, ||o para p = 1.

LDG-0 LDG-1 LDG-2 MDLDG-1 MDLDG-2

2.10e-02 2.38e-02 2.46e-02  2.37e-02 2.59e-02
2.46e-03 3.03e-03 3.14e-03  3.02e-03 3.32e-03
3.00e-04 3.80e-04 3.94e-04  3.79e-04 4.18e-04
3.73e-05 4.75e-05 4.94e-05  4.75e-05 5.24e-05
4.65e-06 5.94e-06 6.17¢-06  5.93e-06 6.55e-06

Tabla 2-2: Error || u — uy, || para p = 2.

LDG-0 LDG-1 LDG-2 MDLDG-1 MDLDG-2

2.38e-03  2.50e-03  2.61e-03  2.49e-03 2.73e-03
1.57e-04 1.57e-04 1.66e-04 1.57e-04 1.75e-04
9.88¢-06 9.84e-06 1.04e-05  9.85e-06 1.10e-05
6.19e-07  6.15e-07 6.54e-07 6.15e-07 6.88e-07
3.87e-08 3.84e-08 4.09¢-08 3.84e-08 4.30e-08

Tabla 2-3: Error || u — uy, ||op para p = 3.

Debido a que el propédsito es evaluar el desempeno de los métodos para la
ecuacién modelo, es importante comparar el condicionamiento espectral, x(n), de
matrices de la forma M —a/A, con condiciones de borde homogéneas tipo Neumann.

En la figura 2-2 se muestra el comportamiento x(n) de la matriz M — A, para
una malla estructurada con 2048 celdas y varios grados de polinomio. El compor-
tamiento asintotico de el condicionamiento espectral es el mismo para todas las
elecciones de 3 en el método LDG. Sin embargo, se observa que se obtiene una
discretizacion mas estable con el LDG-0. Para una conectividad reducida el condi-

cionamiento de los métodos MDLDG y LDG es bastante similar cuando n — 0.
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2.3. Reaccion para p especies

El operador (potencialmente no lineal) de reaccién , r : [0,7] x Q@ — RP,
acopla las p ecuaciones del sistema de reaccion-difusion. Este operador no involucra
derivadas espaciales, por consiguiente, el proceso de discretizacion en espacio por un

método discontinuo puede realizarse localmente en cada celda de la malla.

De la formulacién del problema de elemento finito discontinuo en la celda T, se
deduce que el operador discreto de reaccion se obtiene por la expresion

mit.Ch = | [re.ch e |

siendo {¢,,--- , p,} una base para [P, (T)?], con s = dim [P,.(T)?]. La variable C}.

representa los grados de libertad de C';, que solamente estan asociados a la celda T'.

En la solucién de un sistema no lineal de ecuaciones puede ser necesario el
computo del Jacobiano. Este puede obtenerse, para la celda T, por la expresion

0 1(0.C5) = | [ @ r.CDn) 0|

T n,m

donde O¢ 7(t, c) es el Jacobiano de r respecto a la variable c.
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Figura 2-2: Numero de condicionamiento espectral x(n) para M — A. De izquierda
a derecha con polinomios de grado p = 1,2, 3.



Capitulo 3
INTEGRACION EN TIEMPO

La itegracion en tiempo de sistemas de reaccion-difusion se puede realizar de
diferentes maneras. Dependiendo de la naturaleza fisica del problema ciertas clases
de métodos pueden ser mas apropiados que otros. A continuacién se mencionan
algunas de las clases de métodos cominmente utilizados:

1. métodos explicitos. Al menos en principio, estos métodos no involucran la
solucion de sistemas algebraicos, por lo tanto requieren poco costo compu-
tacional. Sin embargo, no se recomiendan en problemas rigidos debido a que
sufren una severa restriccion en el tamano de paso para alcanzar estabilidad.

2. métodos implicitos. Estos métodos son utilizados en problemas rigidos ya
que pueden ser estables con tamanos de paso grandes. Por otro lado, invo-
lucran la solucién de un problema algebraico lo cual puede ser muy costoso
en problemas no lineales. En sistemas de reaccién-difusion, los Jacobianos de
dichos sistemas pueden ser no simétricos. Esto hecho supone una desventaja
si el problema no lineal es de gran tamano.

3. métodos descomposicién de operador. Estos métodos consisten en el
computo de una serie de subpasos para avanzar de ¢, a t,,;. Cada subpa-
so estd asociado con un término del problema original. Estos métodos son
ideales en problemas que poseen términos de diferente naturaleza (como los
términos de reaccion y difusién) ya que permiten el uso de la técnica numérica
mas apropiada para realizar cada subpaso. En sistemas de reaccion-difusién,

el uso de un método discontinuo puede ser benéfico ya que desacopla la

15
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reaccién espacialmente. Es importante tener en cuenta que cado subpaso no
necesariamente corresponde a un paso del problema fisico. Este hecho puede
ser perjudicial en problemas donde las condiciones de borde son importantes.
4. métodos implicito-explicito (IMEX). Estos métodos son una combina-
ciéon de métodos implicitos y explicitos. Son ideales en problemas de reac-
cion-difusion, donde la difusién es lineal y rigida, y la reaccién es no-lineal y

relativamente menos rigida.

En este trabajo sélo se consideran los métodos de descomposicion de operador
y los métodos IMEX ya que son ideales para la integracién en tiempo de sistemas

de reaccion-difusion.

3.1. Meétodos de descomposiciéon de operador

En los métodos de descomposicion de operador, la soluciéon de un problema
complejo es aproximada por la solucién de una secuencia de subproblemas mas sim-
ples. Para ilustrar la idea, considere un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

de la forma

u'(t) = filt,u(t)) + falt ult),  t>0,

donde u(t) es una funcién de R en R™. Sit,, 7. € RT y w, € R™ son datos arbitrarios,
entonces para cada suboperador, f;, se define un operador solucién SET* t*}(w*) =

v;(t« + 7.), donde la funcién v; es la solucién del problema

U'Z(t) - fl(tuvz(t))v te < T <ty+ T,

Uz(t*> = Wy,
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El método de descomposicién mas simple se obtiene por la siguiente formula

Up1 = (S*?Tﬂfn} © S*%T,tn}) (un) ) (32)

donde w,, =~ u(t,) y 7 = t,41 —t, > 0. En general, este método introduce un error de
descomposicion. Si la solucion es suficientemente suave, el método alcanza precisién
de primer orden. Sin embargo, bajo ciertas condiciones sobre los suboperadores, f;,

el error de descomposicién puede anularse, por lo que u,, = u(t,).

Un método de descomposicion de segundo orden en tiempo se obtiene aplicando
dos veces la férmula (3.2), primero de manera directa en el intervalo (t,,,t, +7/2) y

luego en orden inverso en el intervalo (¢, + 7/2,t, + 7),

un+1 = (S%T/Z:tn} © 5{27/2:tn}) © (5{27'/2,tn+7'/2} © S{lT/Q,tn+T/2}) (un) (33>

= (S%T/z,tn} © S?T,tn} © 5{17/2,tn+f/2}) (tn)

donde u,, ~ u(t,) y 7 = t,41 — t, > 0. Similarmente, existe un error de descompo-
sicion el cual puede anularse bajo ciertas condiciones en los suboperadores, f;. Este

método es mejor conocido como descomposicion simétrica de Strang [33].

La precision y estabilidad final de los métodos de descomposicion de operador
esta sujeta a la precisién y estabilidad de los métodos utilizados en cada subpro-
blema. Métodos de Runge-Kutta de alto orden suficientemente estables y precisos
respecto al método de descomposicién pueden ser usados con un tamano de paso
de tiempo variable, sin embargo, el costo computacional puede ser elevado. Aqui se
consideran algunos métodos basados en la descomposicién simétrica de Strang don-
de los pasos intermedios se resuelven por un solo paso de los métodos de Euler y del

trapecio, [18, 19, 37].
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Para los sistemas de reaccién-difusion considerados en este trabajo la descom-

posicion simétrica de Strang tiene la forma

Unp+1 = (97/2 o %T o @7'/2> (un) 9

donde Z,+ () y %-+(-) denotan la evolucién en tiempo, con con tamano de paso 7%,
de la difusion y reaccién, respectivamente.
La descomposicién simétrica de Strang con Cranck-Nicolson consiste en resolver

cada subproblema por el método del trapecio implicito (TI):
T TI I
g1 = (@T/g 0 . o @T/Q) () (3.4

Cuando la reaccion no es rigida el paso de reaccién puede realizarse por el método

del trapecio explicito (TE) lo cual ayuda a reducir el costo computacional,
TI TE  TI
Up1 = (@T/Z o '%T o 97/2) (un) (35)

En ambos casos se hard referencia ha este método como (SS-OS) especificando si

la reaccion es implicita o explicita.

Por otro lado, la descomposicion simétrica de Strang Trapezoidal (TR-OS)consiste

en una combinacién del método de Euler explicito (EE) e implicito (EI):
EE EE  EI EI
Upy1 = (@7/2 © %T/z © %T/z © @7/2) (un) (3.6)
EE TI  EI
= (97/2 o %7' o 97/2) (un>

EE  EI TI
Observe que la expresion %, /20 %- /5 equivale a Z.. Nuevamente, cuando la reaccion

no es rigida se puede utilizar el método del trapecio explicito para reducir el costo
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computacional:
EE TE  EI
s = (@T/Q o %, o @T/z) o (3.7

En ambos casos se hara referencia ha este método como (TR-OS) especificando si

la reacciéon es implicita o explicita.

Todos estos métodos tienen segundo orden de convergencia. Una simple inspec-
cion revela que los métodos TR-OS requieren menos costo computacional que los
métodos SS-OS. El método de mayor costo es el SS-OS con reaccién implicita ya que
requiere el uso de un método implicito en cada subproblema. El método TR-OS con
reaccién explicita es el de menor costo ya que solamente resuelve un subproblema

de difusién por un método implicito.

Los métodos multipasos no son recomendados para la soluciéon de los pasos in-
termedios ya que requieren informacion anterior de cada subproblema la cual no

esta naturalmente disponible en los métodos de descomposicion de operador.
3.2. Métodos IMEX

Los métodos IMEX son una combinacion de métodos implicitos y explicitos.
Para ilustrar esta idea, considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias,

W) = g(t,u(®) + f(tult), t>0, (3.8)

donde u(t) es una funcién de R en R™. Suponga que f es un operador lineal y rigido,
ideal para el uso de un método implicito; mientras g es un operador no lineal y no

rigido, ideal para un método explicito.
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Integrando (3.8) desde t,, a t,41, con 7 = t,,1 — t,, > 0, respecto a la variable

t, se obtiene

twin) =it + [ gtue) at+ [ o)

El método de Euler IMEX se obtiene aproximando la primera integral por la
féormula de cuadratura 7¢(t,.1,u(t,+1)), mientras que la segunda integral por la

férmula 7 f(t,, u(t,)). Esto conduce al esquema

Up+1 = Unp + Tg(tn—i-la un—i—l) + Tf(tna un)

donde w, = u(t,). Luego, para calcular wu, 1 =~ u(t,+1) es necesario resolver un

sistema lineal (ya que g es lineal). Este método tiene precisién de primer orden.

Un método IMEX Runge-Kutta de segundo orden, descrito en [19], se obtiene

a partir de la siguiente férmula

* T *
U = Un + 5 (g(tna un) + g(tn+1:u )) + Tf(tm un)

s =t + 5 (90 ) + 9t 7)) + 5 (F (b ) - f (b, ')

Este esquema sera denotado como IMEX-RK.
Un método IMEX multipasos de segundo orden, introducido en [3], se obtiene
a partir de la siguiente férmula

3“n+1 - 4un + Up1 = 27 (g(thrl; unJrl) + 2f(tn; un) - f(tnfla un71)>

Este esquema sera denotado como IMEX-BDF'.



Capitulo 4
ASPECTOS COMPUTACIONALES

En este capitulo se discuten los principales aspectos computacionales del marco
para la solucion de problemas transitorios de reaccién-difusion en 2D con un nime-
ro arbitrario de especies quimicas. El cédigo es orientado a objetos, de manera que
cada rutina puede ser extendida y modificada facilmente. El cédigo fue escrito en el

lenguaje C++.

Actualmente, el codigo funciona sobre mallas conformes con celdas triangulares.
El grado de polinomio es arbitrario, pero se elige de manera uniforme para todas
las celdas. La base para el espacio de aproximaciéon puede ser escogida entre la base

Lagrangiana y la base canénica.

La discretizacién en tiempo se puede realizar por dos clases de métodos: (i) los
métodos de descomposicién de operador y (ii) los métodos IMEX. Hasta el momento
s6lo ciertos métodos populares de orden dos han sido considerados en ambas clases

de métodos.

El marco computacional fue desarrollado con el propésito de estudiar los siste-
mas de reacciéon-difusion que presentan estructuras de Turing. El niimero de especies
puede ser arbitrario, las condiciones de borde pueden ser de tipo Dirichlet o Neu-

mann, y el operador de reaccién puede ser no lineal.

21
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Cn+1

Figura 4-1: Esquema simplificado del marco computacional.
Como el codigo es orientado a objetos, muchos de los componentes pueden ser
extendidos y modificados facilmente. Por ejemplo, otros tipos de bases y otros méto-

dos de integracion en tiempo pueden ser incorporados al cédigo en el futuro.

Para una descripcién simple del marco computacional, los componentes basicos
del codigo pueden clasificarse de acuerdo a la funcién que cumplen, véase la Figura

4-1.

4.1. Rutinas de discretizacion en espacio

Las rutinas de discretizacion en espacio son un conjunto de clases cuya finalidad
es proveer la funcionalidad basica de los operadores discretos de reaccion y difusion,
entre otros. Dentro de las principales clases se pueden mencionar:

s Diffusion2D: Contiene toda la informacién relacionada al operador escalar

de difusién como las condiciones de borde y el tensor de difusion.
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» Reaction: Esta clase contiene el conjunto de funciones (componentes) que
conforman el operador de reaccién. También contiene las funciones que con-
forman el jacobiano del operador de reaccion.

= LDG2D: Dado un objeto de tipo Diffusion2D, esta clase se encarga de la
discretizacion espacial del operador escalar de difusion por los métodos LDG
y MDLDG. Esta clase se encarga del ensamblado de la matriz Ay, del vector
fuente y de las condiciones de borde. También permite ensamblar, invertir y
evaluar la matriz de masa, M. La interfraz de esta clase se ha resumido en
la Tabla 4-1.

= DGReaction: Este objeto es la discretizacion espacial del operador de reac-
cién descrito por un objeto tipo Reaction. Permite evaluar los operadores rp,
y Ocrj, de manera local, en la celda de referencia, y de manera global, en toda

la malla. La interfraz de esta clase se ha resumido en la Tabla 4-2.

4.2. Rutinas de discretizacién en tiempo

La finalidad de las rutinas de discretizacion en tiempo es proveer la funcionali-

dad necesaria para la integracién en tiempo del sistema semi-discreto.

Un método de integracion en tiempo puede interpretarse como un operador S

de la forma

Up4+1 = S(tna Unp; T)a
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Clase LDG2D

class LDG2D
{
public:

LDG2D();

"LDG2D() ;

void setup(const Basis2D & basis);

BlockCSR * getFastSchurComplementAssembly (
const Diffusion2D & diff ,
const Mesh2D & mesh
) const;

void getSource(
double fh[],
const Diffusion2D & diff,
const Mesh2D & mesh, double t,
double alpha=1.0
) const;

void getBoundaryConditions(
double gh[],
const Diffusion2D & diff,
const Mesh2D & mesh,
double t,
double alpha=1.0
) const;

private:

s

Tabla 4-1: Interfaz de la clase LDG2D



Clase DGReaction

class DGReaction
{
public:

DGReaction();

"DGReaction();

void setup(const Basis2D & basisU);

void evalGlobally(
double YI[],
const double X[],
const Reaction & reac,
const Mesh2D & mesh,
double t,
double alpha=1.0
) const;

MATRIX * evallacobianGlobally(
const double X[],
const Reaction & reac,
const DGFES2D & dgSpace,
double t,
double alpha
) const;

void evalLocally(
double Y[1],
const double X[],
const Reaction & reac,
double t,
double alpha=1.0
) const;

void evalJacobianLocally(
double JacMat[],
const double X[],const Reaction & reac,
double t,
double alpha=1.0
) const;

private:

s

Tabla 4-2: Interfaz de la clase DGReaction.
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siendo 7 = t,,,1 — t, > 0, el tamano de paso en tiempo. Note que para un método
multipasos el operador S dependera de cierta informacion del pasado, pero por sim-

plicidad de la notaciéon no se escribe.

En esta implementacion la funcionalidad de un operador es incorporada me-
diante una clase abstracta, llamada Operator, véase la Tabla 4-3. Luego, cada
método de integracion en tiempo se deriva de la clase Operator, véase la Figura 4-2.
Por ejemplo, en la Tabla 4-4 se ilustra la interfaz de la clase SSOSI para el método

SS-OS con reaccion implicita.

Otros operadores que se utilizan frecuentemente también son implementados
como clases que se derivan de Operator. Por ejemplo, el operador (D ® Ap) es un
objeto de la clase MultiCompDiff la cual se deriva de Operator. Otros operadores
de uso frecuente son (I @ M)y (M — atAy), véase la Figura 4-2. Observe que
estos operadores utilizan la informacién de las matrices M, M~! y A, para simular
operadores multicomponentes. Asi, el marco computacional sélo requiere almacenar
tales matrices y el resto de los operadores son simulados. Esto reduce considerable-
mente el almacenamiento en memoria ya que los operadores multicomponentes no

son ensamblados.

La matriz A tiene una conveniente estructura por bloques que facilita su en-
samblado y almacenamiento [11]. Debido al gran niimero de bloques nulos en Ay, el
uso de un esquema de compresién para matrices huecas por bloques resulta idéneo

para reducir el almacenamiento en memoria.

Aqui se ha implementado la clase BlockCSR, véase Tabla 4-5, para el formato

de almacenamiento CSR [30] por bloques, donde en principio sélo se almacena los



Clase Operator

class Operator
{
public:
Operator();
virtual "“Operator();
void eval(
double Y[],
const double X[],
double t,
double alpha=1.0
) const = 0;
void setDimensions(
uint dimx,
uint dimy
)
virtual uint getDimensionX() const;
virtual uint getDimensionY() const;
private:

s

Tabla 4-3: Interfaz de la clase abstracta Operator.
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Clase SSOSI

class SSOSI : public Operator
{
public:
SSOSIQ);
virtual “SSOSIQ);
void setup(
const MultiCompMass & M,
const MultiCompDiff & D,
const MultiCompReac & R
);
void setTimeStep(double dt);
void eval(
double Y[1,
const double X[],
double t,
double alpha=1.0
) const;
void setDimensions(
uint dimx,
uint dimy
);
virtual uint getDimensionX() const;
virtual uint getDimensionY() const;

private:

s

Tabla 4-4: Interfaz de la clase SSOSI.
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MultiCompDiff Operator
(D®An)
Mul tl CompMaS S Mél;t_)dos de integracion
en tiempo
(IQM)
SSOSE
TROSI
TransientDiff TROSE
IMEXRK
(M-0zAn) IEXEDE

Figura 4-2: Clases que heredan de Operator
bloques no nulos de cada fila. Este formato resulta conveniente ya que facilita el
ensamblado de la matriz Ay, fila por fila. La clase tiene la informacion necesaria
para realizar de manera 6ptima la multiplicacién matriz-vector, ya que soélo utiliza

la informacién de los bloques no nulos.

4.3. Solucién de sistemas lineales

Durante el proceso de integracién en tiempo es necesario la soluciéon de uno o
mas sistemas lineales multicomponentes. La matriz principal de estos sistemas tiene

una estructura diagonal por bloques

(M — ardiAy)
(I@M)—ar(D® A =

(M — OépoAh)
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. Solamente indices de las
Filas columnas para los bloques
no nulos de la i-ésima fila

I |
1 -
LB []
| g2 | . | ini s
G\
S 1
[
Q,
i p— Y ... Y
1
Bloque Bloque '
(i, j1) (i,j2) '
1 . T : A *
N.'ilm ! Dimensién . i+  Dimensién
Filas +  Columna j1 - 1 Columna j2

Figura 4-3: Diagrama simplificado del esquema CSR por bloques
donde « es una constante real positiva y 7 es el tamano de paso en tiempo. Luego, la
solucién de estos sistemas lineales consiste en resolver varios subsistemas indepen-
dientes de la forma (M — 7A,), siendo [ una constante positiva. Esta estructura
diagonal ayuda a reducir el consumo de memoria ya que solamente es necesario al-
macenar la matriz A,. Como se menciond anteriormente el operador (M — STA)
es un objeto de la clase TransientDiff que hereda de la clase Operator. Para cada
subsistema se utiliza el método del gradiente conjugado el cual es un objeto de la

clase PCGM, véase Tabla 4-6.

4.4. Solucién de sistemas no lineales

Algunos de los métodos de descomposicién de operador que fueron implemen-

tados requieren la solucion de un sistema no lineal de ecuaciones el cual proviene de
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Clase BlockCSR

class BlockCSR
{
public:
BlockCSRQ);
"BlockCSRQ);
void eval(
double Y[],
const double X[],
double alpha=1.0
) const;
void insert(
const uint i,
const uint nz,
JROW jVal,
AROW aVal,
uint mode = FULL_CHECK_MODE
)

private:

s

Tabla 4-5: Interfaz de la clase BlockCSR.

la integracion en tiempo del problema de reaccién. Como el operador de reaccion fue
discretizado por un método discontinuo, la solucion de este sistema no lineal de gran
tamano puede reducirse a varios subsistemas no lineales, uno por celda, los cuales

son de tamano pequeno y para una celda 7T tienen la forma

JOZT<X) = (Ip & MT)X — OéT’l"h(t, X) —b
= 07
donde « es una constante positiva, 7 es el tamano de paso en tiempo y b es un

vector. La matriz My representa la matriz de local de masa respecto a la celda

T. La definicién de r,(t, X) fue dada en la Seccién 2.3. Como estos sistemas son
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Clase PCGM

class PCGM
{
public:
PCGMQ);
"PCGMQ);
void setup(
uint maxI,
double rTol,
double aTol
)
uint solve(
double X[],
const double rhs[],
const Operator & A,
const Operator & Preconditioner,
double t=0
)

private:

s

Tabla 4-6: Interfaz de la clase PCGM.

pequenos pueden ser resueltos eficientemente por el método de Newton:
X=X, — J ' 70(X,),
donde
Jn = (I, ® Mr) — at0xri(t, X,,)

es el Jacobiano de %7 (-) en X,,. La definicién de Ox7y(t, X) fue dada en la Seccién
2.3. La interfaz de la clase Newton para resolver sistemas no lineales se muestra en

la Tabla 4-7.



Clase Newton

class Newton
{
public:
Newton();
“"Newton();
void setup(uint maxI,double rTol,double aTol);
uint solve(
double Y[],
const double X[],
const Operator & F,
const Operator & JacF,
double t=0

);
private:

s

Tabla 4-7: Interfaz de la clase Newton.
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Capitulo 5
EXPERIMENTOS NUMERICOS

En este capitulo se llevan a cabo una serie de experimentos con el proposito
de comparar los diferentes métodos numéricos. Primero se considera un problema
modelo lineal y escalar. Luego se considera el modelo de Schnakenberg [31] donde
la reaccién es no lineal. Este problema de dos especies quimicas ha sido utilizado
en diferentes trabajos para evaluar el desempenio de métodos numéricos [19, 29, 37].
Finalmente se considera un modelo no lineal que involucra tres especies quimicas

para la pigmentacién en pieles de animales [22].
5.1. Problema escalar lineal

Como primer ejemplo para el estudio comparativo se considera el siguiente

problema modelo en, 2 = (0 1) x (0 1), y en el intervalo de tiempo (0,7"), 7' > 0,

Jc
i oAc+ Ac, (5.1)

sujeto a condiciones de flujo cero en la frontera de €2 y a la condicién inicial

c(x,y,0) = cos(mx) cos(my). La solucién exacta para este problema es
oz, y,t) = A2 cos(nx) cos(my)

Se desea estudiar la precision y estabilidad de los esquemas numéricos. Para
ello se construye una secuencia de mallas anidadas y estructuradas, (m;). La malla

inicial, mg, consiste de dos triangulos rectangulos. El resto de las mallas se obtiene

34
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por refinamientos uniformes de mg, véase la Figura 5-1. La malla m; tiene 2 x 4!

celdas con hi . =+/2 x 27771 véase la Tabla 5-1.

min

1 1 1

0.75] 0.75 0.75

0.5 0.5 0.5

0.25] 0.25 0.25
GO 0.25 0.5 0.75 1 G0 0.25 0.5 0.75 1 G0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 5-1: Malla inicial my (izquierda) y sus dos refinamientos sucesivos m; (centro)
y my (derecha).

Romin hmer # Celdas # Nodos # Aristas

myp  1.41e-00 1.41e-00 2 4 5
mo 7.07e-01  7.07e-01 8 9 16
mg  3.54e-01  3.54e-01 32 25 o6
my 1.77e-01 1.77e-01 128 81 208
ms  8.84e-02  8.84e-02 512 289 800
mg 4.42e-02  4.42e-02 2048 1089 3136
my;  2.21e-02  2.21e-02 8192 4225 12416

Tabla 5-1: Descripcién de mallas para el problema lineal escalar de reaccion difusién.

Para la discretizaciéon en espacio se comparan los métodos LDG-0, LDG-1 y
MDLDG-1. En el LDG-0, se establece 5. = 0.5 para todas las aristas interiores.
Esta configuracién corresponde a la conectividad completa entre las celdas, la cual
incluye los vecinos inmediatos de la celdas y los vecinos inmediatos de estos. En el
LDG-1 y MD-LDG1, f es calculado como sigue: sea e una arista compartida por las
celdas T1 y T5. Dado un vector direccién 3, se define 8, = 0 (¢, = ¢}) si 7ip - d>0
y Be =1 (€, = 2) de otra forma. En el LDG-1 y MDLDG-1, d = (—1,1)7 satisface
una conectividad reducida respecto a la sucesién de mallas (m;).

Para la discretizacion en tiempo se consideran, y se comparan, los métodos de

descomposicién de operador (SS-OS y TR-OS) y los métodos IMEX (IMEX-RK y
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IMEX-BDF).

5.1.1. Precisién

Los parametros o y A definen la dinamica del sistema. En este experimento el
interés es estudiar la precisién para el caso A < 2720, con o > 0, donde un simple
analisis de la solucién exacta revela que el sistema decae a cero. Luego, existen dos
casos para la reaccion: (i) la reaccién contribuye a que el sistema decrezca, es decir

A <0,y (ii) la reaccién contribuye a que el sistema crezca, A > 0.

Para estudiar el caso (i), se establecen los valores A = —1.0y o = 1/(27?). En el
tiempo final 7' = 1.0 se calcula el error L? sobre las mallas my, ..., m; y polinomios
de grado p = 1, con 7 = 11h,,;,. Para reducir en lo posible que el error del método
del gradiente conjugado afecte la precision de los célculos se utiliza una tolerancia
relativa para el error de 1.0e-14. Los resultados se muestran en la Tabla 5-2. Como
era de esperarse, todos los métodos muestran segundo orden de convergencia. No se
observa diferencia sustancial en la precision entre las diferentes discretizaciones en
espacio. Los métodos SS-OS y TR-OS muestran ser levemente mas precisos que los

métodos IMEX.

Para el caso (ii), se consideran los valores A = 0.9 y o = 1/(27%). Nuevamente
se calcula el error L? para el tiempo final 7' = 1.0 sobre las mallas my, ..., m; y
polinomios de grado p = 1, con 7 & 11h,,;,. Los resultados revelan convergencia de
segundo orden, véase la Tabla 5-3. No se observa diferencia sustancial en la preci-
sion entre las diferentes discretizaciones en espacio. Sin embargo, los métodos IMEX
muestran ser considerablemente mas precisos que los métodos de descomposicion

SS-OS y TR-OS. Este hecho se debe a que el paso de reaccién en los métodos de
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descomposicion aleja considerablemente la solucién del equilibrio.

discretizacion 5S-0S TR-OS IMEX-BDF IMEX-TR
espacial lc—cnllo Tasa | ||c—cpllo Tasa | ||[c—cnllo Tasa | |[c—cnllo Tasa
3.78e-03 - 2.62e-03 3.23e-02 - 1.23e-02 -

MDLDG-1 7.60e-04  2.31 | 4.90e-04 2.42 | 7.64e-03 2.08 | 2.06e-03  2.58
1.70e-04 216 | 1.04e-04 224 | 1.72e-03 215 | 4.24e-04  2.28
4.03e-05  2.08 | 2.38e-05 2.13 | 3.93e-04 2.13 | 9.64e-05 2.14

3.76e-03 - 2.59e-03 - 3.23e-02 - 1.23e-02 -

LDG-1 7.54e-04  2.32 | 4.84e-04 2.42 | 7.64e-03  2.08 | 2.06e-03  2.58
1.69e-04  2.16 | 1.03e-04 2.24 | 1.72e-03  2.15 | 4.23e-04  2.28
4.00e-05  2.08 | 2.34e-05 2.13 | 3.93e-04 2.13 | 9.61e-05 2.14

3.73e-03 - 2.57e-03 - 3.23e-02 - 1.23e-02 -

LDG-0 7.48e-04  2.32 | 4.78e-04 2.43 | 7.63e-03 2.08 | 2.05e-03  2.58
1.67e-04  2.16 | 1.01e-04 2.24 | 1.72¢-03 2.15 | 4.21e-04 2.28
3.96e-05  2.08 | 2.30e-05 2.13 | 3.92¢-04 2.13 | 9.57e-05 2.14

Tabla 5-2: Error L? con polinomios de grado p=1. A = —1.0, 0 = 1/27% T = 1.0,

5.1.2. Alto orden en espacio

Una simple consecuencia del andlisis de error del método en términos de h
sugiere que para obtener mayor precision en espacio se debe incrementar la resolucién
espacial. Sin embargo, el nimero de grados de libertad puede ser extremadamente
grande obtener la precision deseada. Cuando la solucién es de alta regularidad es
mas conveniente utilizar aproximaciones de alto orden sobre una malla gruesa. Esto
se ilustra en el siguiente experimento.

Considere 0 = 1/(27%) y A = —1.0. La discretizacién en espacio se obtiene por
el método MD-LDG1. Se consideran diferentes combinaciones de mallas y grados
de polinomio, de manera que el error L? en el tiempo final 7" = 1.0 sea aproxima-
damente el mismo. Para la discretizacién en tiempo se escoge un tamano de paso
7 = 2.5e-03, el cual es suficientemente pequenio en comparacién con el error en espa-

cio. Para reducir en lo posible que el error del método del gradiente conjugado afecte
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discretizacion SS-0S TR-OS IMEX-BDF IMEX-TR
espacial lc—cnllo Tasa | ||c—cnllo Tasa | ||[c—cnllo Tasa | |[c —cnllo Tasa
1.23e-02 1.95e-02 - 7.65e-04 - 6.44e-04

MDLDG-1 3.53e-03  1.80 | 5.30e-03 1.88 | 2.51e-04 1.61 | 1.72e-04 1.90
9.47e-04 190 | 1.39e-03 1.93 | 7.25e-05 1.79 | 4.48e-05 1.94
2.45e-04  1.95 | 3.56e-04 1.96 | 1.93e-05 1.91 | 1.15e-05 1.97
1.24e-02 - 1.96e-02 - 8.77e-04 - 7.04e-04 -

LDG-1 3.57e-03  1.80 | 5.34e-03 1.88 | 2.81e-04 1.64 | 1.84e-04 1.94
9.56e-04  1.90 | 1.40e-03 1.93 | 8.02e-05 1.81 | 4.71e-05 1.96
248e-04  1.95 | 3.58e-04 1.97 | 2.12¢-05 1.92 | 1.20e-05 1.98
1.26e-02 - 1.98e-02 - 1.03e-03 - 8.03e-04 -

LDG-0 3.61e-03  1.80 | 5.38¢-03 1.88 | 3.20e-04 1.69 | 2.06e-04 1.97
9.67e-04 190 | 1.41e-03 1.93 | 9.02e-05 1.83 | 5.21e-05 1.98
2.50e-04  1.95 | 3.6le-04 1.97 | 2.37e-05 1.93 | 1.31e-05 1.99

Tabla 5-3: Error L? con polinomios de grado p = 1. A = 0.9, 0 = 1/27%, T = 1.0,

la precision de los calculos se utiliza una tolerancia relativa para el error de 1.0e-14.
Los resultados se presentan en la Tabla 54 para las combinaciones (p =1, my7 ), (
p=2,ms),(p=3,m3)y(p=4,msy), donde los grados de libertad respectivos
son 393,216, 98,304, 12,288, 1,280 y 480. En todos los casos se observa aproxima-
damente el mismo error. En la Tabla 5-5 se presentan los respectivos tiempos de
ejecucion. Es evidente que el uso de alto orden no sélo reduce el costo de almace-
namiento sin sacrificar precision, sino que ademaés, reduce el costo computacional.
Este hecho se debe, por una parte, a la cantidad de datos que se procesan. Por
otro lado, el condicionamiento espectral de los sistemas lineales involucrados tiene
un comportamiento asintético de &(h2) [6]. Tales sistemas se han resuelto por el
método del gradiente conjugado pero no se ha hecho uso de un precondicionador, lo
cual afecta el desempeno para mallas finas. La Tabla 5-5 también muestra que los
métodos TR-OS, IMEX-BDF y IMEX-TR tienen un tiempos similares, sin embargo

el método SS-OS puede requerir 1.5 veces méas tiempo.
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grados de (p=1,mg) (p=2,m5) (p=3,m3) (p=4,my)

libertad 393,216 12,288 1,280 480
5 S5S-0S 1.06e-06 8.57e-07 2.34e-06 2.68e-06
A TR-0S 1.06e-06 8.57e-07 2.34e-06 2.68e-06
g IMEX-BDF 1.03e-06 1.02e-06 2.40e-06 2.73e-06
=~ IMEX-RK 1.03e-06 8.66e-07 2.34e-06 2.68e-06
S5S-0S 1.15e-06 8.02e-07 2.24e-06 2.61e-06
o TR-0S 1.15e-06 8.01e-07 2.24e-06 2.61e-06
a IMEX-BDF 9.55e-07 9.72e-07 2.30e-06 2.67e-06
IMEX-RK 1.09e-06 8.10e-07 2.24e-06 2.61e-06
- 5S-0S 1.40e-06 6.06e-07 2.12e-06 2.48e-06
o TR-OS 1.42¢-06 6.05e-07 2.12e-06 2.48e-06
a IMEX-BDF 1.07e-06 8.16e-07 2.19e-06 2.54e-06
IMEX-RK 1.34e-06 6.17e-07 2.13e-06 2.48e-06

Tabla 5-4: Error L?, en T = 1.0, para discretizaciones espaciales de grados P1, P2,
P3 y P4. En cada caso la malla fue escogida de tal manera que los errores sean
cercanos. El resto de los pardmetros son 7 = 2.5¢-03, o = 1/(27%) y A = —1.0.

grados de (p=1,mg) (p=2,m5) (p=3,m3) (p=4,my)

libertad 393,216 12,288 1,280 480
5 SS-0S 9,559.21 114.46 8.81 4.64
2 TR-0S 7,533.34 81.20 5.01 2.50
% IMEX-BDF 8,191.24 82.07 4.68 2.31
= IMEX-RK 7.833.75 83.25 5.14 2.54

SS-0S 10,085.3 121.24 8.45 4.76
& TR-0S 7.906.39 84.93 4.64 2.50
2 IMEX-BDF 8,617.79 84.22 4.50 2.51

IMEX-RK 8,219.29 86.44 4.85 2.51
_ S5-08 10,093.60 143.57 871 4.08
3 TR-0S 7,631.87 94.01 5.77 2.71
2 IMEX-BDF 8,583.81 92.94 5.33 2.47

IMEX-RK 8,063.98 96.00 5.79 2.74

Tabla 5-5: Tiempos de ejecucién (en segundos) correspondientes a la Tabla 54.
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Ahora se desea explorar la convergencia cuando se utiliza alto orden en espacio
y orden dos en tiempo. Suponga que para un tiempo final, T, se tiene que ||c —
cnnyllo < kihPT + ko2, Luego, seleccionando 7 < kh(PH1)/2 se espera obtener una
tasa de convergencia de orden p+1. Para reducir en lo posible que el error del método
del gradiente conjugado afecte la precision de los célculos se utiliza una tolerancia
relativa para el error de 1.0e-14. Considere los valores de pardmetros o = 1/(27%) y
A = —1.0. En la Tabla 5-6 se muestran los errores y las tasas de convergencia para
las mallas mg hasta mg con polinomios de grado p = 2. Para cada malla, el tamano
de paso en tiempo se ha seleccionado como 1.25e-02, 5.00e-03, 1.5625e-03 y 6.25e-04
respectivamente, los cuales satisfacen 7 < 0.2415 h*2. Como se esperaba, se obtuvo
una tasa de convergencia de orden 3 en cada caso. No hubo diferencia sustancial en
la precision.

El experimento anterior se repite nuevamente, pero con polinomios de grado
p = 3 y con las mallas m; hasta m,. Para cada malla se escoge el tamano de paso
en tiempo como 1.25e-02, 3.125e-03, 7.8125e-04 y 1.953125e-04 respectivamente, los
cuales satisfacen la condicién 7 < 0.025 h%. Los resultados se muestran en la Tabla
5-7. Como se esperaba, se obtuvo una tasa de convergencia de orden 4 en cada caso.
No hubo diferencia sustancial en la precision.

En cuanto al tiempo de ejecucion, se puede observar mejores resultados para
p = 3, pese a la severa restriccién en el tamano de paso en tiempo. Esto se debe a

que el nimero de grados de libertad es mucho menor que para p = 2.

5.1.3. Estabilidad

Una andlisis lineal de estabilidad en la norma L? demuestra que la matriz de
amplificacion de un métodos de descomposicién de operador se reduce a la multi-

plicacion de los factores de amplificacién de los pasos intermedios. Sean Ay y Ag
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discretizacion SS-0S TR-OS IMEX-BDF IMEX-TR
espacial lc—cnllo Tasa | ||c—cnllo Tasa | ||[c—cnllo Tasa | |[c —cnllo Tasa
5.46e-05 - 5.46e-05 5.57e-05 5.46e-05

MDLDG-1 6.84e-06  2.75 | 6.84e-06 2.76 | 7.15e-06  2.72 | 6.82¢-06  2.48
8.56e-07  3.00 | 8.56e-07  3.00 | 8.81le-07 3.02 | 8.57e-07  3.00
1.07e-07  3.00 | 1.07e-07  3.00 | 1.12¢e-07  3.00 | 1.07e-07  3.00

513¢-05 - | 5.14e05 - | 52305 - | 5.13¢05 -

LDG-1 6.41e-06 2.76 | 6.41e06 2.76 | 6.72e-06 2.72 | 6.42¢-06 2.75
8.01e-07 3.00 | 8.01e-07 3.00 | 82707 3.02 | 8.02¢-07  3.00
1.00e-07  3.00 | 1.00e-07 3.00 | 1.06e-07 3.00 | 1.00e-07  3.00
403e-05 - | 4.04e05 - | 4.13e05 - | 4.02¢05 -

LDG-0 4.90e-06 2.80 | 4.90e-06 2.80 | 5.28¢-06 2.73 | 4.90e-06  2.80
6.05¢-07  3.02 | 6.05¢-07 3.02 | 6.38¢-07 3.05 | 6.05¢-07 3.02
7.53¢-08 3.01 | 7.52e-08 3.0l | 8.26e-08 2.95 | 7.53¢-08 3.01

Tabla 5-6: Convergencia con polinomios de grado p=2 en espacio

las matrices de amplificacién de los pasos de reaccién y difusion respectivamente
del método SS-OS con reaccién explicita, véase la formula 3.5. Debido a que el
paso de reacciéon se simplifica en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

desacoplado, se obtiene

Ay = (1 _ iM‘lAh> - (I + %M*A,J y Ay = <1 P AT+ @) I

Asi, la matriz de amplificacién Agg_pg satisface

Auscos = (1 AT @) ((1 ~ T (14 %M_lAh>)2

Es claro que una condicién suficiente para la A-estabilidad es que el radio espectral
de Ags_os satisfaga p(Ass_os) < 1. Para problemas con poca difusién, o < A,
el tamano de paso en tiempo estara limitado por las restricciones de estabilidad
impuestas por el método de integracién explicito para el término de reaccién. Debido
a que la reaccion esta completamente desacoplada en los esquemas de descomposicion
de operador se puede simplemente usar una expresiéon mas conveniente, integracion

implicita para dicho término. Aqui se considera el método del trapezoide implicito
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discretizacion SS-0S TR-OS IMEX-BDF IMEX-TR
espacial lc—cnllo Tasa | ||c—cnllo Tasa | ||[c—cnllo Tasa | |[c —cnllo Tasa
5.74e-04 5.76e-04 5.75e-04 - 5.76e-04

MDLDG-1 3.73e-05  4.00 | 3.73e-05 4.00 | 3.73e-05 3.95 | 3.73e-05  4.00
2.34e-06  4.00 | 2.34e-06 4.00 | 2.34e-06  4.00 | 2.34e-06  4.00
1.46e-07  3.99 | 1.46e-07  3.99 | 1.46e-07  3.99 | 1.46e-07  3.99
5.69e-04 - 5.69e-04 - 5.68e-04 - 5.69e-04 -

LDG-1 3.60e-05  4.00 | 3.60e-05  3.99 | 3.60e-05 3.99 | 3.60e-05 4.00
2.24e-06  4.00 | 2.24e-06 4.01 | 2.24e-06 4.01 | 2.24e-06 4.01
1.39e-07  4.00 | 1.39e-07  4.00 | 1.39e-07  3.99 | 1.39e-07  3.99
5.56e-04 - 5.56e-04 - 5.54e-04 - 5.56e-04 -

LDG-0 3.41e-05  4.04 | 3.41e-05 4.04 | 3.40e-05 4.03 | 3.41e-05 4.04
2.12e-06 4.04 | 2.12e-06 4.00 | 2.12¢-06 4.00 | 2.12¢-06  4.00
1.32e-07  4.00 | 1.32e-07  4.00 | 1.32e-07  4.00 | 1.32e-07  4.00

Tabla 5-7: Convergencia con polinomios de grado p=3 en espacio

para ambos métodos SS-OS y TR-OS. La matriz de amplificacion es

1+7M/2

1—7)/2
Observe que la discretizacion en espacio es por un método discontinuo, asi la reac-
cion esta desacoplada a nivel de las celdas y esto hace que este paso sea altamente

paralelizable.

En el siguiente experimento se establece A = —10 y o0 = 1/(27%). Note que para
este valor de A la region de estabilidad para el método del trapezoide implicito es
(0, 0.2). Se considera un valor de 7 el cual viola la condicién de estabilidad: 7 = 0.25.
Para reducir en lo posible que el error del método del gradiente conjugado afecte la
precision de los céalculos se utiliza una tolerancia relativa para el error de 1.0e-14.
De igual manera, la tolerancia relativa para el método de Newton fue de 1.0e-14.
En las Tablas 5-10 y 5-11 se muestra el error L? en el tiempo final 7' = 1.0, para
mallas con 2048 y 8192 cells respectivamente y polinomios de grado p = 1. Todos los
métodos usando un método de integracién explicito para la reaccién son inestables,

sin embargo, los métodos de descomposicion que utilizan un método implicito para
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SS-OS  TR-OS IMEX-BDF IMEX-RK

~ 072 044 0.42 0.46
2 814 sl 4.86 5.28
= 17434 12137 119.88 124.87
= 92410.10 163539  1634.36  1671.67
— 0 043 0.39 0.46
T o817 512 4.87 5.33
2 18469 12626  124.03 130.33

2380.10 159416  1573.48  1626.17
o o 0.40 0.46
I 937 54 5.42 5.46
2 21701 14245 13825 145.55

2681.27 1703.89  1667.65 174177

Tabla 5-8: Tiempos de ejecucién (en segundos) con polinomios de grado p = 2,
correspondientes a la Tabla 5-6

la reaccion alcanzan una mejor aproximacion.

5.2. Modelo de Schnakenberg

El siguiente modelo, introducido en [31], es un sistema de reaccién-difusion que

relaciona la concentracion de dos especies quimicas, ¢; y ¢o:

% = diAc; +k(a—c + Ac) (5.2)
%2 = dyNes + k(b — cAey)

Este sistema con reaccion no lineal es un ejemplo de un modelo de activador-
substrato ya que la presencia de la concentracién c; activa la produccion de ella
misma por consumo de la concentracion cy. Se ha considerado este problema ya que

ha sido utilizado en otros trabajos para comparar diferentes métodos numéricos.
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SS-OS TR-OS IMEX-BDF IMEX-RK

= 0.08 0.05 0.04 0.05
2 122 085 0.75 0.87
= 2258 1510 13.57 15.60
= 480.47 354.27 331.59 363.58
_ 007 0.04 0.04 0.05
b 124 0.86 0.67 0.89
2 2156 13.85 12.00 15.96

479.27  351.57 322.25 364.48
_ 005 0.03 0.03 0.04
& 117 0.78 0.68 0.83
S 2389 1571 14.28 16.19

594.86  440.33 412.14 448.94

Tabla 5-9: Tiempos de ejecucién (en segundos) con polinomios de grado p = 3,
correspondientes a la Tabla 5-7

reaccion explicita reaccién implicita
IMEX-BDF IMEX-RK SS-0OS TR-OS SS-0OS TR-OS
MDLDG-1  4.879e+00  3.369e+00 1.279e+00 1.274e+00 1.960e-05 1.949e-05
LDG-1 4.877e4+00  3.369e4+00 1.277e+00 1.272e+00 1.957e-05 1.946e-05
LDG-0 4.875e+00  3.368e4+00 1.276e+00 1.270e+00 1.953e-05 1.942e-05

Tabla 5-10: Reaccion lineal y rigida: 2048 celdas con 7 = 0.25

5.2.1. Precisién

Se analiza numéricamente la precision usando la siguiente configuraciéon de
pardametros (dy,ds) = (0.05,1.0), k = 100 y (a,b) = (0.1305,0.7695); y, la misma

condicién inicial utilizada en [19, 37]:
c1(0,2) = a+b+10"%exp (=100 ((zo — 1/3)* + (21 — 1/2)?))

b
(a+0)*

c2(0,2) =

la cual es una pertubacién del estado estacionario homogéneo. El dominio espacial

es el cuadrado unitario y sobre el borde se imponen condiciones de flujo cero.
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reaccion explicita reaccién implicita
IMEX-BDF IMEX-RK SS-0OS TR-OS SS-0S TR-OS
MDLDG-1  4.882e+00  3.369e4+00 1.280e+00 1.275e+00 1.964e-05 1.953e-05
LDG-1 4.881e+00  3.369e4+00 1.280e+00 1.275e+00 1.963e-05 1.952e-05
LDG-0 4.881e4+00  3.369e+00 1.280e+00 1.275e+00 1.962e-05 1.951e-05

Tabla 5-11: Reaccién lineal y rigida: 8192 celdas con 7 = 0.25

Para los calculos de esta seccion se ha utilizado una secuencia de mallas no es-
tructuradas (mq, ma, - -+ ). La malla inicial m; posee 21 celdas triangulares. El resto
de las mallas se obtiene por varios refinamientos globales de manera sucesiva, véase

la Figura 5-2 y la Tabla 5-12.

1 1

0.75 0.75

0.5 0.5

0.25 0.25]
c0 0.25 0.5 0.75 1 G0 0.25 0.5 0.75 1 0.25 0.5 0.75 1

Figura 5-2: Mallas no estructuradas. De izquierda a derecha: mallas my, ms y ms.

Romin hmar # Celdas # Nodos # Aristas

myp  3.32e-01  5.00e-01 21 18 38
mo  1.66e-01  2.50e-01 84 26 139
mg  8.31le-02  1.25e-01 336 195 530
my  4.16e-02  6.25e-02 1344 725 2068
my  2.08e-02  3.12e-02 2376 2793 8168

Tabla 5-12: Descripcion de mallas para el modelo de Schnakenberg.

Usando un tamano de paso en tiempo 7% = 3.125 x 107° la solucién exacta

para un tiempo final T" puede ser aproximada. Luego, es posible estimar el error en
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tiempo FE,(z,T). Para reducir en lo posible que el error del método del gradiente
conjugado afecte la precision de los calculos se utiliza una tolerancia relativa para
el error de 1.0e-14. Los resultados se muestran en las Figuras 5-3, 5—4 y 5-5 para
las combinaciones de grados de polinomio y mallas (p=1,ms5 ), (p=2,m3 )y (
p=3,my ). Se obtuvo una tasa de convergencia de 2 en tiempo, como lo predice la
teoria, para todos los métodos de discretizacion en espacio y tiempo. Sin embargo,
los métodos de descomposicion de operadores tienen dos ordenes de magnitud con
menos precision que los métodos IMEX. Los resultados son los mismos para cada

grado de polinomio.

En las Tablas 5-13, 5-14 y 5-15 se registran los tiempos de ejecucion para los
métodos SS-OS, TR-OS, IMEX-BDF y IMEX-RK con diferentes discretizaciones en
espacio. De los métodos de integracion en tiempo, el TR-OS, IMEX-BDF y IMEX-
RK muestran un costo computacional bastante similar para todas las discretizaciones
en espacio. El1 SS-OS es el que muestra el mayor costo computacional, requiere apro-
ximadamente 2 veces el tiempo de ejecucion que el resto. Para las discretizaciones
en espacio, no parece haber diferencia sustancial en el tiempo de computo de los
métodos LDG-1 y MDLDG-1, sin embargo el método LDG-0 requiere casi 2 veces

mas tiempo.

En las Figuras 5-6, 5-7, 5-8 y 5-9 se ilustra la evolucién en tiempo de la
concentracion ¢y para los diferentes métodos de integracion en tiempo con un tamano
de paso de 7 = 1.0e-3. La discretizacién en espacio fue realizada por el MDLDG-
1. Se puede observar que los esquemas con métodos de descomposiciéon tienen mas

disipacion que con los métodos IMEX.
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LDG-0 P1
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e
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_57 |
-©-CN-0S
-B-TR-0S
-6 - IMEX-BDF2||
- IMEX-RK2
-45 -4 -35 -3

log;o(7)

Figura 5-3: Error E. en T' = 1 para los métodos SS-OS, TR-OS, IMEX-BDF y
IMEX-RK con diferentes discretizaciones en espacio con polinomios de grado p = 1.
En todos los casos se observa convergencia en tiempo de segundo orden.
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Figura 5-4: Error E. en T = 1 para los métodos SS-OS, TR-OS, IMEX-BDF y
IMEX-RK con diferentes discretizaciones en espacio con polinomios de grado p = 2.
En todos los casos se observa convergencia en tiempo de segundo orden.
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Figura 5-5: Error E. en T" = 1 para los métodos SS-OS, TR-OS, IMEX-BDF y
IMEX-RK con diferentes discretizaciones en espacio con polinomios de grado p = 3.
En todos los casos se observa convergencia en tiempo de segundo orden.



50

CN-0S TR-08 IMEX-BDF IMEX-RK
p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=
162278 9817  9.61 106459 5442  5.34 1153.35 5320  5.28 1064.38 5754  5.47
2571.86  204.08 20.38  1682.30 11236  11.02 1791.75  108.19  10.88 1677.37 11119 11.18
4207.72 42031 43.97  2647.06  226.50  23.14 278757 20424 22.16 266347 22219  23.43
7152.66 908.87  90.25  4365.45 456.36  49.33 441750 43391  48.73 4357.53  456.11  49.43
13317.60 1828.78 180.72  7524.01  968.60 100.14 741837 894.18  99.85 7568.07  969.55 101.13
25548.70 360323 378.39  13803.4 198228 202.06  13234.80 184320 195.04  13887.40 1945.29 200.05

Tabla 5-13: Tiempos de computo

(en segundos) para discretizaciones espaciales con

el LDG-0.
SS-08 TR-0S IMEX-BDF IMEX-RK

p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3
124029  63.02 6.87 825.61  39.46 4.13 806.53  37.70 3.65 827.20  40.86 4.60
1883.52  137.69  14.71 1296.84  80.08 8.47  1385.09  74.63 7.39 1203.18  82.24 9.31
2042.64 263.98 30.84  1946.53 154.21 17.09  2054.95 141.66 14.97 194813 157.24  18.98
4958.88  510.81  65.44  3113.86 292.34 38.39  3146.88 266.93 31.71  3111.70 299.69  41.05
8690.09 1104.72 135.79  5324.51 588.19 77.41  5170.66 518.23 65.72  5291.63 601.84 84.85
15460.7 2210.32 270.25  9452.05 1241.04 155.16  8935.13 1096.68 134.48  9387.96 1262.80 171.69

Tabla 5-14: Tiempos de computo

(en segundos) para discretizaciones espaciales con

el LDG-1.
SS-08 TR-0S IMEX-BDF IMEX-RK
p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3
11788 72.63 7.85 785.27  42.72 4.49 849.35  39.08 3.66 78741  42.86 4.62
1822.15 141.13  16.48 124358  82.78 9.39 132819  75.48 7.24  1239.15  82.62 9.29
207351 266.29 35.29 192420 158.79 19.19  2027.92 14229 14.95 193152 15723  19.73
4920.77 52290 72.33  3089.09 301.13 40.73  3137.27 268.96 31.91  3108.59 300.60  40.79
8768.49 1121.37 146.96 524921 599.55 82.65  5201.32 509.26 64.26  5256.87 599.01  82.60
15737.1 2252.18 295.44  9522.15 1269.13 168.37  9070.29 1094.48 131.18  9544.12 1259.60 167.02

Tabla 5-15: Tiempos de computo (en segundos) para discretizaciones espaciales con

el MDLDG-1.
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Figura 5-6: Evolucién en tiempo de la concentracién ¢; con los métodos SS-OS con
reaccion explicita y MDLDG-1.
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SS-TR t=0.500

Figura 5-7: Evolucién en tiempo de la concentracién ¢; con los métodos TR-OS con
reaccion explicita y MDLDG-1.
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Figura 5-8: Evolucion en tiempo de la concentracion ¢; con los métodos IMEX-BDF
con reaccion explicita y MDLDG-1.
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Figura 5-9: Evolucién en tiempo de la concentracion ¢; con los métodos IMEX-RK
con reaccion explicita y MDLDG-1.
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Modelo de pigmentacion
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La pigmentacion en los mamiferos se debe a un tipo de células llamadas mela-

nocitos las cuales son las responsables de la produccién de melanina (pigmento que

da color al pelo). Se cree que la produccién (o no produccién) de melanina depende

de la concentracién de ciertos morfégenos. El siguiente sistema de reaccion-difusion,

obtenido de [22], modela la pigmentacién en pieles de diferentes animales

dcy
ot

dco
ot

dcs

dyAcy +

dQACQ +

3
P3 1+ngc§

) .
Pa 1+nlc% 1

2
o9 _ p2cicr
14+kKocs 1+n1c§ H2C2

— p3c3 + 03¢

Este sistema es una combinacién de un modelo activador-substrato (cy,cs) y

un conmutador c3 el cual se activa de 0 a 1 con la presencia del activador c¢;. Los

melanocitos que producen melanina serian aquellos donde c3 = 1, mientras los que

no producen donde ¢3 = 0. Las concentraciones de ¢; y ¢ son los morfogenos encar-

gados de activar la produccion de c3 para la produccion de la melanina. Inicialmente

c3=0,c1 =0y cy =) en todas partes, excepto en ciertos puntos aleatorios donde

c1 =,

5.3.1. Precision

Para los calculos de esta seccion se ha utilizado una secuencia de mallas no es-

tructuradas (mq, ma, - -+ ). La malla inicial m; posee 20 celdas triangulares. El resto

de las mallas se obtiene por varios refinamientos globales de manera sucesiva, véase



56

la Figura 5-10 y la Tabla 5-16.

Se han utilizado los siguientes valores de pardmetros obtenidos de [22]: (dy, dy) =
(0.015,0.03), (p1, pa, ps) = (0.025,0.0025,0.03), (12, i) = (0.00075,0.003), (0, 3) =
(0.00225,0.00015) y (K1, k2, k3) = (0.1,20.0,22.0). Se impusieron condiciones de bor-
de de flujo cero. Las condiciones iniciales son ¢; = 0, co = 3 y c3 = 0 en todas partes,

excepto en ciertos puntos aleatorios donde ¢; = 5.

Usando un tamaiio de paso en tiempo 7% = 3.125 x 107° la solucién exacta para
un tiempo final 7" = 1.0 puede ser aproximada. Luego, es posible estimar el error
en tiempo F.(z,T'). Para reducir en lo posible que el error del método del gradiente
conjugado afecte la precision de los calculos se utiliza una tolerancia relativa para el
error de 1.0e-14. Los resultados se muestran en la Figuras , y para las combinaciones
de grados de polinomio y mallas (p=1,ms5 ), (p=2,m3 )y (p=3,m; ). Para
cada método de integracion en tiempo se obtuvo una tasa de convergencia de orden
2 para todas las discretizaciones en espacio. Se observa que los métodos TR-OS,
IMEX-BDF y IMEX-RK tienen una precisiéon muy similar, mientras que el SS-OS

considerablemente menos preciso.

80 80 7
60 60 ég
40 40 ?E
20 20

00 20 40 60 80 G0 20 40 60 80 00 20 40 60 80

Figura 5-10: Mallas no estructuradas. De izquierda a derecha: mallas my, ms y ms.

En las Tablas 5-17, 5-18 y 5-19 se registran los tiempos de ejecucion para los

métodos SS-OS, TR-OS, IMEX-BDF y IMEX-RK con diferentes discretizaciones en
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Bomin hmar # Celdas # Nodos # Aristas
my;  2.06e+01  4.00e+01 20 15 34
my  1.03e+01  2.00e+01 80 49 128
msz  5.15e+00 1.00e+01 320 177 496
my  2.58e+00 5.00e+00 1280 673 1952
ms  1.29e4+00 2.50e+00 5120 2625 7744

Tabla 5-16: Descripcion de mallas para el modelo de pigmentacion.

espacio. De los métodos de integracion en tiempo, el TR-OS, IMEX-BDF y IMEX-
RK muestran un costo computacional bastante similar para todas las discretizaciones
en espacio. El SS-OS es el que muestra el mayor costo computacional, requiere apro-
ximadamente 2 veces el tiempo de ejecucion que el resto. Para las discretizaciones
en espacio, no parece haber diferencia sustancial en el tiempo de computo de los
métodos LDG-1 y MDLDG-1, sin embargo el método LDG-0 requiere casi 2 veces

mas tiempo.

5S-0S TR-OS IMEX-BDF IMEX-RK
p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3
751.38 11494 13.21 416.09 68.64 8.22 434.05 72.48 9.44 489.65 82.39 10.11
1499.94  227.85 26.21 847.65 13743 16.34 885.57  140.84 18.66 995.12  161.23  20.08

3031.84  432.04 52.21 1684.26  265.02  32.78 1766.47 27441  37.52 1987.85  310.97  39.74
5706.25  858.83 103.51 3354.67  508.69  64.44 3538.77  530.91  73.78 4018.05  607.57  79.21
10455.70 1678.40 205.64 6258.28 1020.48 128.38 6537.64 1061.91 146.76 7308.56 1229.13 157.41
20575.70  3254.38 407.64 11741.60 1985.89 293.30 12269.20 2104.72 293.30 14207.60 2396.77 315.47

Tabla 5-17: Tiempos de computo (en segundos) para discretizaciones espaciales con

el LDG-O0.

SS-0OS TR-OS IMEX-BDF IMEX-RK

p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=
443.10 66.65 11.68 270.70 41.60 7.46 260.87 38.80 6.75 303.01 47.37 8.33
880.16 141.23  23.12 531.93 88.49  15.00 515.15 82.92  13.30 603.91  100.37  16.53
1690.99  288.86  46.19 1040.49 17849  29.91 1001.64  166.27  26.39 1179.01  201.77  31.76
3228.30  579.78  91.06 2006.73  369.44  59.01 1926.58 343.84 53.15 2285.88 41720  65.51
6257.39 1122.11 181.42 3841.86  723.36 122.46 3687.56  677.04 104.81 4465.10  823.68 130.37
13096.90 2190.03 359.53 7680.39 1416.03 236.33 7291.91 1330.41 208.00 9011.06 1606.03 258.71

Tabla 5-18: Tiempos de computo (en segundos) para discretizaciones espaciales con

el LDG-1.
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SS-08 TR-OS IMEX-BDF IMEX-RK

p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=3 p=1 p=2 p=
431.24 67.43  11.67 262.06 41.97 7.78 252.73 39.07 6.65 296.07 48.55 8.98
872.88  137.74  22.98 527.19 87.11  14.94 512.04 81.56  13.23 604.65 99.94  17.95
1705.33  289.56  45.68 1042.27  177.25  29.32 1001.51  163.36  26.08 1200.32  206.76  35.47
3330.29  574.82  90.84 2068.58  366.19  58.33 1957.96  340.60  52.00 2374.00 42381 70.94
6348.64 1116.04 180.37 4026.54  718.03 116.08 3797.02  672.78 104.43 4567.69  831.83 141.41
12913.90 2187.45 362.20 7859.09 1398.82 230.72 7361.95 1317.81 205.82 9028.16 1637.30 281.22

Tabla 5-19: Tiempos de computo (en segundos) para discretizaciones espaciales con
el MDLDG-1.

En la Figura 5-14 se ilustra el patron final obtenido para concentracién del
conmutador y para los diferentes métodos de integracién en tiempo con un tamano

de paso de 7 = 1.0. La discretizacién en espacio fue realizada por el MDLDG-1.

Variando los parametros se puede obtener un patrén bastante diferente. Por
ejemplo los valores obtenidos de [22] se utilizan para generar una pigmentacién
similar a la del leopardo: (di,ds) = (0.01,0.1), (p1,p2,p3s) = (0.05,0.0035,0.03),
(12, 3) = (0.003,0.003), (02, 03) = (0.0075,0.00007) v (K1, k2, k3) = (0.5,0.3,22.0)
con condiciones de borde de flujo cero y condiciones iniciales ¢; = 0, co = 2.5 y
c3 = 0 en todas partes, excepto en los mismos puntos, del experimento anterior,
donde ¢; = 2. En la Figura 5-15 se ilustra el patrén final obtenido para concen-
tracién del conmutador y para los diferentes métodos de integracién en tiempo con
un tamano de paso de 7 = 1.0. La discretizaciéon en espacio fue realizada por el

MDLDG-1.
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Figura 5-11: Error E, en T' = 1 para los métodos SS-OS, TR-OS, IMEX-BDF y
IMEX-RK con diferentes discretizaciones en espacio con polinomios de grado p = 1.
En todos los casos se observa convergencia en tiempo de segundo orden.



60

LDG-0 P2

_57 i
-©-SS-0S
=-TR-0S
=¥ IMEX-BDF

-6r =& IMEX-RK [i

-1.5 -1 -0.5 0
10g10(7)
LDG-1 P2
_27 |
_37 |

_57 |
-©-SS-0S
-=-TR-0S
=¥ IMEX-BDF

-6 =& IMEX-RK [i

-1.5 -1 -0.5 0
logl()(T>
MDLDG-1 P2
_2, |
_37 |

_57 |
-©-SsS-0S
-8 TR-0S
—%— IMEX-BDF
-6 = IMEX-RK |
-1.5 -1 -0.5 0

logyo(7)

Figura 5-12: Error E, en T' = 1 para los métodos SS-OS, TR-OS, IMEX-BDF y
IMEX-RK con diferentes discretizaciones en espacio con polinomios de grado p = 2.
En todos los casos se observa convergencia en tiempo de segundo orden.
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Figura 5-13: Error E, en T' = 1 para los métodos SS-OS, TR-OS, IMEX-BDF y
IMEX-RK con diferentes discretizaciones en espacio con polinomios de grado p = 3.
En todos los casos se observa convergencia en tiempo de segundo orden.
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Figura 5-14: Patrén para un tiempo final 7" = 3000 formado por la concentracién
del conmutador c3 usando los métodos SS-OS, TR-OS, IMEX-BDF y IMEX-RK con
discretizacion en espacio por el MDLDG-1.
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Figura 5-15: Patrén para un tiempo final 7' = 3000 formado por la concentracién
del conmutador ¢3 usando los métodos SS-OS, TR-OS, IMEX-BDF y IMEX-RK con

discretizacion en espacio por el MDLDG-1.



Capitulo 6
CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

6.1. Conclusiones
Un marco computacional para la solucion numérica de sistemas no lineales de
reaccion difusién en 2D con multiples especies quimicas fue implementado. El niime-
ro de especies quimicas es arbitrario. Se asume que los coeficientes de difusion de
cada especie quimica son constantes e independientes entre si, es decir, la matriz de
difusion es diagonal. Por otro lado, el operador de reaccion que acopla el sistema

puede ser no lineal.

Un marco computacional con estas caracteristicas puede ser aplicado en el es-
tudio de diferentes procesos quimicos, fisicos y biologicos. Para ilustrar alguna de
estas aplicaciones se han considerado dos modelos de reaccién-difusion. El primero
es el bien estudiado modelo de Schnakenberg utilizado en el modelamiento de dife-
rentes procesos quimicos y bioldgicos. El segundo es un modelo para la pigmentacién
de pieles de animales. En ambos sistemas la formacién de estructuras de Turing es

importante.

Para la discretizacién en espacio el marco computacional utiliza el método Lo-
cal discontinuous Galerkin. La eleccién de este método se debe a diferentes factores.
Primero, en muchas aplicaciones es importante captar suficiente complejidad de la
geometria del dominio espacial. Ademas, el método permite aproximaciones de alto

orden lo cual es ideal en problemas con soluciones con alta regularidad ya que el

64
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nimero de grados de libertad puede ser reducido y la eficiencia puede ser incre-
mentada. Segundo, la discretizacion del operador de reaccién puede realizarse de
manera independiente en cada celda de la malla lo cual es de gran ventaja cuando
se utiliza un método de descomposicién de operador para la integracion en tiempo
ya que cuando la reaccion es rigida no se necesita resolver un sistema algebraico
no lineal de gran tamano sino varios sistemas no lineales locales en cada celda.
Ademas, este proceso puede ser paralelizado directamente. Tercero, en [37] se ar-
gumentd que no era recomendado el uso del LDG en sistemas de reaccion difusion
no lineales debido a que era necesario introducir una nueva variable auxiliar la cual
incrementa el nimero de grados de libertad. Sin embargo, aqui se ha utilizado un
algoritmo propuesto en [11] donde no se requiere una nueva variable auxiliar para la
implementacién del LDG. Finalmente, uno de los intereses es establecer una com-
paracion entre el LDG en su version clasica y el LDG en su version de disipacién
minima. Los experimentos realizados en este trabajo sugieren que no hay diferen-
cia sustacial entre ambos métodos para problemas no lineales de reaccion difusién,
sin embargo, en modelos donde las condiciones de borde son de tipo Neumann la

version con disipacién minima no requiere el ensamblado de la matriz de estabilidad.

Para la discretizacion en tiempo dos tipos de métodos de integracion en tiempo
fueron implementados. El primer tipo son métodos de descomposicion de operador
los cuales son ideales en problemas no lineales de reaccién difusion ya que permi-
ten desacoplar ambos términos. Se recalca que como la discretizacién en espacio
se realizo por un método discontinuo, entonces el paso de reaccién es local en ca-
da celda de la malla. Asi, cuando la reaccién es rigida no es necesario resolver un
sistema algebraico no lineal global en toda la malla, sino uno local en cada celda.
Para resolver estos pequenos sistemas no lineales se utilizé el método de Newton,

y para los sistemas lineales asociados a la iteracién de Newton se utiliz6 LAPACK
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[1]. Particularmente se implementaron dos métodos basados en la descomposicién
simétrica de Strang. Ambos métodos tienen precisién de orden dos en tiempo. El
segundo tipo son los métodos implicito-explicito los cuales son ideales en sistemas de
reacciéon difusion con reaccion no rigida ya que en estos métodos la difusion se pue-
de integrar de manera implicita y la reaccién de manera explicita. Particularmente
se consideraron dos métodos IMEX de orden dos. Uno esta basado en un método
BDF, mientras que el otro estd basado en un método de Runge-Kutta. En base a
los experimentos realizados en este trabajo se concluye que no se puede decidir en
cual de ambos tipos de métodos es mas preciso. En el modelo de Schnakenberg se
observo que los métodos IMEX son 2 ordenes de magnitud mas precisos que los
métodos de descomposicion. En el modelo de pigmentacion en pieles de animales no
se observo una diferencia sustancial en la precisiéon de ambos tipos de métodos. En
un problema lineal y escalar de reaccion difusién se observéd que si la reacciéon tiene
el mismo punto de equilibro que el sistema de reaccion-difusién entonces no hay di-
ferencia sustancial entre ambos tipos de métodos, pero en caso contrario los métodos
IMEX pueden ser considerablemente mas precisos. Para el mismo problema lineal
y escalar se verifica que cuando la reaccion es rigida es recomendable el uso de los
métodos de descomposicion ya que los métodos IMEX muestran ser inestables en tal
caso. En cuanto al costo computacional se observa aproximadamente el mismo costo
computacional, excepto en el método de descomposicién SS-OS que muestra el ma-
yor costo con un factor de costo de alrededor de 1.5 respecto a los otros métodos, lo

cual se debe a que es necesario la solucion de un sistema lineal adicional que el resto.

El marco computacional fue implementado en el lenguaje C++. La implemen-
tacion es orientada a objetos, lo cual facilita su extensiéon y mantenimiento. Por
ejemplo, otros tipos de bases de polinomios pueden ser incorporados mediante una

simple herencia de una clase abstracta para las bases. Otros métodos de integracion
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en tiempo pueden ser incorporados como una clase que hereda de la clase abstracta

Operator.

6.2. Trabajos a futuro

Precondicionamiento: Los esquemas numéricos utilizados en el marco compu-
tacional requieren la solucion de sistemas lineales de gran tamano en cada paso de
tiempo. Para tomar ventaja del patron del gran nimero de entradas no cero se
utiliza una técnica iterativa, particularmente el método del gradiente conjugado ya
que los sistemas son simétricos definidos positivos. Luego, el nimero de iteracio-
nes necesarias para la convergencia depende del condicionamiento del sistema. Una
técnica de precondicionamiento sobre estos sistemas lineales puede ayudar a reducir
el nimero de iteraciones y, por lo tanto, el tiempo de computo. En este trabajo no
se evalu6 el efecto de una técnica de precondicionamiento. Para una posible técnica

de precondicionamiento de estos sistemas, véase [11, 12].

Alto orden en tiempo: Actualmente, los métodos de integracién en tiempo
implementados tienen segundo orden de precisién. Para métodos de descomposicién
de operador y métodos IMEX con orden de precision mayor que dos, véase (2, 3, 19,
20].

Implementacién en paralelo: Muchas rutinas del marco computacional pue-
den ser totalmente paralelizadas. Por ejemplo, los computos sobre el operador de
reaccion son paralelizables a nivel de la celdas de la malla, la solucion del sistema
lineal puede ser paralelizado a nivel de cada especie quimica. Una implementacién

en paralelo del marco computacional queda como trabajo a futuro.
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APLICACIONES DEL METODO LDG A SISTEMAS QUIMICOS Y
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Este trabajo esta dedicado a la soluciéon numérica de sistemas no lineales de
reaccion difusion. Estos sistemas son importantes en el modelamiento de sistemas
quimicos y bioldgicos donde se observa la formacion de patrones. Se implementd un
marco computacional para la solucion eficiente de sistemas no lineales de reaccion
difusion 2D, donde el niimero de especies quimicas es arbitrario. Utilizando el método
Local Discontinuous Galerkin (LDG) el marco permite aproximaciones espaciales de
orden arbitrario. Para la integracién en tiempo el usuario puede seleccionar entre
métodos de descomposicion de operador (DO) o métodos implicito-explicito (IMEX).
Estas combinaciones de discretizaciones en espacio y tiempo permiten resolver los
sistemas no lineales de reaccion difusién en forma eficiente. Finalmente, se presentan
una serie de experimentos numéricos para comparar y evaluar la eficiencia de los

métodos e ilustrar las aplicaciones de marco computacional.
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