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Resumen

Definiremos la nocién de puente entre dos grafos fuertemente conexo. El
grafo que se origina, X, define el sistema dinamico f : Z5 — Zj, no-lineal,
mas simple sobre el cuerpo con dos elementos Z,. Usaremos un invariante
llamado “Loop Number” que aplicado a X nos ayuda a proveer condiciones

necesarias y suficientes para que f sea un sistema de punto fijo.
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Abstract

We define the concept of wedge between two strongly connected graphs.
The resulting graph, X, defines the simplest nonlinear dynamical system
f: Zy — Z% over the field of 2 elements Z,. We use an invariant, called
the loop number, that when applied to X will help us provide necessary

and sufficient conditions for f to be a fixed point system.
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Capitulo 1

Introducciéon

Un sistema dinamico discreto es un sistema que presenta un cambio o evoluciéon de un
estado como funcién de un tiempo finito, el comportamiento en dicho sistema se puede carac-
terizar determinando los atractores, los estados y sus relaciones. El estado de un sistema como
funciéon del tiempo ¢, es una descripciéon para predecir los estados futuros sin tener que recurrir
a los estados anteriores. La evolucion o desarrollo de un sistema se refiere a una secuencia o
una trayectoria a través del espacio de los posibles estados. Conocemos ejemplos de aplica-
ciones de estos sistemas como tipos especiales de circuitos eléctricos, sistemas de controles y
sistemas lineales modulares, ver |7]. También encontramos aplicaciones de sistemas dindmicos
para modelar sistemas biologicos usando cuerpos finitos, ver [1, 5|. Algunos de los sistemas
biolégicos méas complicados son el sistema nervioso y las redes reguladoras de genes, los cuales
pueden tener dos estados, encendido o apagado. Una pregunta fundamental es como analizar
la dinamica del modelo sin tener que enumerar todos los estados de transicion.

Para nuestro trabajo, un sistema dinamico finito (SDF) es un par (X, f) donde X es un
conjunto finito y f es una funciéon de conjunto, f : X — X. Muchas de estas aplicaciones
como las redes reguladoras de genes requieren que el conjunto X sea el producto cartesiano
de n copias de un cuerpo finito, en particular tomaremos el conjunto X como Z%. Obtenemos

entonces que (Z3, f), n > 1, es un SDF. La dinamica del sistema es generada por la iteracion
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de la funcién con ella misma, esto es f0 (z) = z, f™ (z) = f (f' (z)) para ! > 1. La dindmica
de f esta ilustrada en el estado fase de f, denotado por S(f), el cual es un grafo dirigido
definido como sigue. Los vértices de S (f) son los 2" elementos de Z3 y existe un eje dirigido
a — bsi f(a) = b. En particular un eje dirigido desde un vértice a el mismo esta permitido.
Esto es que S (f) contiene todos los estados de transicion de f. Cada componente conexo del
grafo de S (f) consiste de ciclos dirigidos llamados ciclos limites con un arbol conexo a cada
vértice en un ciclo (Ver figura 1.1). Estos componentes conexos son subgrafos en los cuales se

pueden conseguir un camino dirigido entre cualesquiera dos vértices.

ka(I)
x f(.m) fQ(x)_ -]-ck—.l(x> fk(:vf‘ .
Transient Cliclo
fk+1(l')

Figura 1.1: Orbita

Decimos que el SDF tiene un ciclo limite de largo [, basado en a si f'(a) = f°(a) = a,
para algin a € Zy. También decimos que el “transient” de a € Z5 es k, si k es el valor minimo
que satisface f* (z) = f* (x). El “transient” de S (f) es el maximo de los “transient” de todos
los arboles de S (f).

Sabemos (ver [2]) que f se puede describir de la forma f = (fi, fa,..., fn) donde f; :
7y — Zso. Ahora como Zsy es un cuerpo finito entonces la funcién coordenada f; se puede
representar por un polinomio en Zs [, z, . .., x,]. Asi que cualquier SDF sobre Z, se puede

representar como funcion de polinomios.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

Ejemplo 1.0.1 Considere el SDF (Z3, f) donde f (z1, 72, x3) = (22,73, 71), entonces el esta-
do fase de f, S(f), esta dado en la figura 1.2*. Note que f2(0,0,1) = (0,0,1), f3(0,1,1) =
(0,1,1), £(0,0,0) = (0,0,0) y f(1,1,1) = (1,1,1), o sea que el sistema tiene dos ciclos de
largo 3 y dos putos fijos (0,0,0), (1,1,1).

@) G & @)
@) @
GG

Figura 1.2: Estado fase del SDF (Z3, f) donde f(x1, g, x3) = (72, 23, 71).

Los SDF se pueden clasificar en dos tipos: los lineales y no-lineales, ver |2, 10]. En [10] R.
Hernandez, usando el hecho de que un espacio vectorial V', se descompone como la suma directa
del nicleo y la imagen de una trasformacion lineal ¢ : V' — V | caracteriz6 completamente
los SDF lineales. El resultado principal de [10] establece que todo estado fase esta compuesto
por la unién disjunta de ciclos y un arbol. Esto es, que el estado fase de un sistema dindmico
lineal finito consiste del producto de ciclos y un arbol. Es decir que el estado fase consiste de
un arbol conexo a cada vértice de los ciclos. También R. Hernandez provee una descripcion

total de la dindamica del sistema.

Ejemplo 1.0.2 Considere el sistema lineal (Z3, f) donde

(@1, 20, 23) = (21 + 22, 21 + 23,21 + 22) .

'Las figuras de los ejemplos de los estados fase son creadas con el programa DVD desarrollado en Virginia
Bioinformatic Institute, http://dvd.vbi.vt.edu/network_visualizer/.
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Entonces la representacion de f en forma de matriz es

110
A=11 0 1
110

y su polinomio caracteristico es x* (x + 1). El sistema f es un sistema de punto fijo el cual se

puede observar en la figura 1.3.

Figura 1.3: Estado fase del sistema lineal (Z3, f) donde f(z1, T2, x3) = (z1+22, T1+23, 1+T2).

Para sistemas no lineales P.Cull en [5] proporciona otra forma de conocer la dindmica
de estos sistemas no lineales. El propone la linealizacién de un sistema no lineal y usando
resultados similares a los publicados por Hernédndez en [10], obtiene el namero de ciclos y el
largo de los ciclos del sistema lineal. Para esto P.Cull considera representar las funciones del
sistema dado como vectores. Luego construye una matriz usando estos vectores llamada la
matriz de funciones y calculando el polinomio minimo obtiene el largo de los ciclos.

Ademas en [2], Colén et. al. describen un sistema no lineal sobre Fy con monomios. Ellos

consideran un sistema (F%, f) donde f = (fi, fa,..., fn), tal que cada f; es un polinomio

€1 €
i1 i

de la forma z{' 23 - - - 23" con €;; € {0,1} o una constante igual a 0 o 1. A este sistema de

polinomio le asocian un grafo de dependencia, denotado por D(f), cuyos vértices vy, va, .. ., U,
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corresponden a fi, fo, ..., f. Existe un eje dirigido v; — v, si ; aparece en f;, esto es que
x| fi. Para sistemas monomiales booleanos el grafo de dependencia permite la reconstruccion
exacta del sistema. El resultado principal de [2], demuestra que la estructura de ciclos del
estado fase S(f) se puede determinar exclusivamente desde el grafo de dependencia D(f),
que es, desde la estructura de las f;. El rol principal para solucionar este problema es un
invariante asociado a un grafo fuertemente conexo, esto es, un grafo en el cual existe un
camino dirigido entre dos vértices cualesquiera. Para tal grafo definen el “Loop Number” como
el minimo de las distancias entre dos caminos distintos desde un vértice a él mismo. Note
que el grafo de dependencia de un sistema monomial se puede descomponer en componentes
fuertemente conexoss cuyo “Loop Number” determina la estructura de los ciclos limites. El
resultado principal de Colén et. al. es que si el “Loop Number” de todos los componentes
fuertemente conexo es uno, entonces f es un sistema de punto fijo.

En aplicaciones biologicas se desean métodos matematicos eficientes para extraer informa-
cion sobre la iteracion regular entre genes, ver [1]. Una pieza de informacion que nos interesa
es cuando la dinamica de estos genes se “estabiliza”. En [1] D. Bollman et. al. desarrollan
herramientas que permiten la detecciéon de estados de equilibrio cuando los genes son mode-
lados por sistemas dinamicos finitos. Ellos discuten dos modelos de cuerpos finitos, el modelo
univariable y el modelo multivariable. El modelo multivariable es dado por un sistema di-
namico finito (FZL, f) donde F} representa el conjunto de n-tuplas sobre el cuerpo finito F,
con q elementos. Cada funcion f; provee el préoximo estado del gen i, dado el estado actual
de los deméas genes. El modelo univariable es dado por un sistema dinamico finito (Fyn, f).
En esté caso, cada valor de f representa el proximo estado de los n genes, dado el estado
presente. Bollman et. al. demuestran que estos dos modelos son equivalentes y que uno se
expresa en términos del otro por medio de una transformada discreta de Fourier. También
dan las condiciones necesarias y suficientes para que el modelo univariable sea de punto fijo.

En dicho articulo, también se introducen un nuevo modelo el cual es definido sobre moédulos
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finitamente generados y proveen las condiciones necesarias y suficientes para que tal sistema
sea uno en equilibrio.

En este trabajo se presentara una familia de sistemas dinamicos no lineales para el cual se
obtendra informacién sobre su dinamica. El interés principal es buscar condiciones necesarias
y suficientes para que un sistema dinamico finito no lineal sea uno de punto fijo. También
nos interesa conseguir una cota para el “transient” de los sistemas no lineales. En el capitulo
2 se presentaran algunos de los trabajos mas importantes hechos sobre sistemas dinamicos
finitos lineales y no lineales. Se daran resultados que caracterizan el estado fase de un sistema
dindmico lineal finito. También se proveeran condiciones necesarias y suficientes para que un
sistema dindmico no lineal sea uno de punto fijo. En el capitulo 3 se presenta un método
propuesto en [5], para convertir un sistema dinédmico finito no lineal booleano a uno lineal.
Se demostrara que el estado fase del sistema no-lineal estd contenido en el estado fase del
sistema lineal resultante bajo isomorfismo. Una consecuencia inmediata de este resultado es
que si el sistema lineal resultante es de punto fijo entonces el sistema no lineal es de punto fijo.
Estos resultados nos proveen una cota para los sistema dinamico finito monomial booleano,
si el sistema lineal resultante es de punto fijo. El capitulo 4 se dedicard a las operaciones
de puente. Definiremos el k-puente entre dos grafos fuertemente conexos, el cual genera un
sistema dindmico monomial. Para este sistema generado por el k-puente se daran condiciones
suficientes para que este sea uno de punto fijo. También se caracterizaran algunas familias

para distintos k-puente.



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos sobre Cuerpos

Finitos

En este capitulo se presentaran algunos resultados sobre sistemas dinamicos discretos.
Se caracterizardn completamente los sistemas dinamicos lineales sobre cuerpos finitos. Esta
caracterizacion esta basada en la descomposicion de un espacio vectorial como la suma directa
del subespacio nilpotente y del subespacio bijectivo. Presentaremos que el estado fase de un
sistema lineal estd compuesto de un arbol, correspondiente a la parte nilpotente, por ciclos
correspondiente a la parte biyectiva. También se proveeran algunos resultados para cuando el
sistema dindmico es no lineal usando monomios. En [2]| se define un sistema dindmico finito
no lineal utilizando monomios. A este sistema le asocian un grafo dirigido del cual se puede
caracterizar el comportamiento ciclico del sistema. En dicho articulo Colén et. al. proporcionan
condiciones necesarias y suficientes para que un sistema dindmico finito monomial sea uno de
punto fijo. Para esto usan un niimero invariante llamado “Loop Number” el cual determina la

estructura de los ciclos limites del sistema monomial.

2.1. Sistemas Dinamicos Lineales

En el resto de este capitulo consideremos X = [y .

7
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Definicion 2.1.1 Un sistema dindmico lineal finito (SDFL) es un SDF (Fg‘,f) tal que f :

IF;‘ — IF;‘ es lineal.

Para describir el estado fase de un SDFL se utilizan grafos. Los vértices de estos grafos son

los elementos de F} y existe un eje a — b en el grafo si f (a) = b.

Ejemplo 2.1.2 Considere el SDFL (Z3, f) donde f (x1,%9,73) = (%9, 71 + T3, 22). La dind-

mica de f se representa en la figura 2.1.

Co) (o) (29 (119
L) (1)
(o)

(200D

Figura 2.1: Estado fase del SDFL (Z3, f) donde f(x1, T2, 23) = (T, T1 + T3, T3).

Sabemos que el SDFL se puede representar como una matriz A. Ahora decimos que un po-
linomio p (z) es un polinomio aniquilador de A si y so6lo si p (A) = 0. Cualquier mapa lineal
sobre un espacio vectorial tiene polinomios aniquiladores los cuales estan garantizados por el
teorema de Cayley-Hamilton. Los polinomios aniquiladores son multiplos del polinomio mi-
nimo. Este polinomio minimo es el polinomio de menor grado que aniquila a A. Asi que el
polinomio caracteristico es un polinomio aniquilador que es divisible por el polinomio minimo.
El préximo teorema se encuentra en el articulo [10] de R. Hernéndez el cual es importante

para la caracterizacion de los SDFL.
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Teorema 2.1.3 Sea p un polinomio aniquilador del SDFL f : X — X y supongamos que
p factoriza como p(x) = pi (z)p2 (x) donde py y pa son polinomios relativamente primos.

Entonces

X=X,0X,

donde X1 y Xy son subespacios invariantes relativos a f (f (X;) C X;). Ademds si p es el

polinomio caracteristico de f, entonces p; es el polinomio caracteristico de f; = f|x,, i = 1,2.

Ahora definiremos el producto directo de dos SDF. Para esto sean (X7, f1) v (Xa, fo) SDF.
Entonces el producto directo de (X7, f1) v (Xa, f2) es (X7 X Xa, f1 X fo) donde X7 x X es el
producto cartesiano de X7 y Xo, v (f1 X f2) (z,y) = (f1 (z), f2 (y)) . En el proximo resultado

de [10] se aplicara esta terminologia.

Proposicion 2.1.4 Sea f un SDFL sobre X y supongamos que X = X1 & X5 con X7 y Xo
invariantes bajo f y f(X;) C X;. Entonces f es un SDFL sobre F; y

(Xv f) = <X17f1> X (X27f2)‘

Demostracion. Sea f un SDFL sobre X y supongamos que X = X; @& X5 con X; y X»
invariantes bajo f. Entonces X = X; @& X, implica que cada elemento x de X se puede
escribir de forma tinica como x = 1 + x5 con z; € X;. Ahora por la linealidad de f tenemos
que

f(x)=f(z1+22) = f(21) + f(22) = f1(21) + fo(22) .

Por consiguiente f = f; X fs. O

Esta proposicion implica que la dinamica de (X, f) se reduce al estudio de la dindmica de

(X1, f1) vy (Xg, f2).

Ejemplo 2.1.5 Considere el siguiente SDFL (F3, f) donde

f(x1, 29, 23) = (1 + 223, 221 + 22, 11 + 23) .
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Este sistema se puede representar con la siguiente matriz

10 2
A=121 0
10 1

la cual tiene polinomio caracteristico p (x) = (x + 2) (x® + x + 2). Ahora como F3 = F3 ® FZ,
temenos por la proposicion 2.1.4 que (F3, f) = (Fa, f1) x (F3, fa) donde fi = flg, y f2 = flrz-

Ademds los polinomios caracteristicos de fi y fo sonp (), =2 +2 yp(x), = 2° +z+2

1

respectivamente.

Para la descripcion completa de la dinamica de un SDFL definiremos un producto especial a
partir del producto de dos SDFL. El producto entre un ciclo y un arbol es un grafo que esta
formado por el ciclo y por el arbol donde en cada vértice del ciclo existe una copia del arbol

como lo muestra la figura 2.2.

S

Figura 2.2: Producto entre ciclos y arboles

Ahora se presentara el resultado de R.Hernandez et. al. en [10] que caracteriza completamente

el estado fase de un SDFL.

Teorema 2.1.6 Sea (X, f) un SDFL. Entonces X es igual al producto de un drbol con ciclos.
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Demostracion. Sea (X, f) un SDFL y sea p el polinomio caracteristico de f. Entonces p

factoriza como

p(x) = 2°¢ (x) con ¢(0) # 0.

Ahora por el teorema 2.1.3,

X=X10X,

donde X; y X, son subespacios invariantes bajo f. De modo que X; tiene polinomio carac-
teristico x® para la restriccion f; de f a X;. Asi que f; = 0, es decir que f; es un mapa
nilpotente. Por otro lado la hipotesis de que ¢ (0) # 0 es equivalente a decir que det (¢) # 0,
o sea que la restriccion fo de f a X, es biyectiva. Entonces por la proposicion 2.1.4 el grafo G
de f es el producto de Gy, x GYy,.

OJ
Por consiguiente, el estado fase esta configurado de la siguiente manera: una parte es un arbol
dado para la parte nilpotente y por ciclos dado para la parte biyectiva como lo muestra el

diagrama 2.3.

~ \ A\ 4
L:XIEBXQ——%Xl@XQ

Figura 2.3: Descomposicion del SDFL como suma directa de subespacios invariantes.

Observacion 2.1.7 El estado fase de un SDFL consiste de la union disjunta de ciclos con

un drbol pegado en cada uno de los vértices de los ciclos.

Después del proximo ejemplo se daran descripciones de las parte nilpotente y la parte biyectiva.
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Ejemplo 2.1.8 Considere el SDFL (Zi, f) con f(x1, 79, 23,24) = (29 + X3, 21 + T4, T4, 7).
Note que el estado fase de f representado en la figura 2.4 estd compuesto de dos ciclos de

largo 1, un ciclo de largo 2 y un drbol pegado en cada vértice de los ciclos.

ee 0010 0100 1010 1100\/
@ 1000 1o°p 1190 = @{ <>®@

Figura 2.4: Estado fase del SDFL (Z3, f) donde f(x1, 2,23, 74) = (22 + T3, 71 + T4, T4, T1).

Ahora para comprender la estructura del estado fase de un SDFL y el teorema 2.1.6 se discutira

la parte nilpotente y la parte biyectiva de un SDFL.

Definicion 2.1.9 Un mapa g : X — X es nilpotente si existe un numero natural n tal que

g"=gogo---0g=0.
——

n—veces
Si g es un mapa nilpotente tal que ¢" = 0, n € N y n es el menor con esta propiedad decimos
que n es el indice de nilpotencia de g. También decimos que g es un mapa nilpotente puro si

el indice de nilpotencia es igual a la dimensién del espacio vectorial donde este actua.

Teorema 2.1.10 Sea f: X — X un mapa nilpotente puro y sea |X| = n. El grafo de f es

un darbol de altura n con punto terminal cero.

Ejemplo 2.1.11 Considere el mapa f = (x,73,0) : Z3 — Z3 , [ es un mapa nilpotente
puro de indice 3. Asi que por el teorema 2.1.10 el grafo de f es un drbol de longitud 3, el cual

estd representado en la figura 2.5

Sea (X, f) un SDFL biyectivo, entonces por el teorema 2.1.6 el grafo de f es una coleccion

de ciclos disjuntos. Usando propiedades de los espacios vectoriales X sobre un cuerpo finito
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o) Qo) () (uy
CDOEED
(o0
(200D

Figura 2.5: Grafo del mapa nilpotente f = (29, 23,0) : Z3 — Z3.

k, la dindmica de un SDFL f en general se limita al estudio de la dindmica de los SDF.
La matriz de transformacion del SDFL tiene polinomio caracteristico p(z) = z*¢(z), © # 0
y ¢(0) # 0 donde z*® es el polinomio caracteristico del mapa nilpotente de f y ¢(z) es el
polinomio caracteristico del mapa biyectivo de f.

Para caracterizar la parte biyectiva de los SDFL, R. Hernandez generaliza un resultado de [7],

el cual cuenta el niimero de ciclos y el largo de ciclos para cuerpos finitos de caracteristica 2.

Teorema 2.1.12 Sea k un cuerpo finito de caracteristica p con q elementos. Sea X un espacio
finito sobre un cuerpo finito k de dimensionn y T : X — X un mapa biyectivo. Suponga
que el polinomio minimo de T es f = g°, donde g es un polinomio irreducible de grado m.

Entonces la estructura de los ciclos del grafo de f es dada por

qmi _ .m(i—1)

Gr = 1+Z—q6’n (2.1)
i=1 i

r

donde 1 es el 0-ciclo, C,, es un ciclo de largo r; y r; = ord(g").
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Ejemplo 2.1.13 Considere el SDFL (Z3, f) con f (x1,29,73) = (21 + 279, 73), cuya repre-

sentacion matricial es A = . El polinomio caracteristico de A es p(z) = (1 — x)°.
01

Asi que tomando g = 1 —x tenemos que m =1 y s = 2 por que f = g*. Ademds char (Z3) = 3

y Zs tiene tres elementos, es decir ¢ = 3. Ahora
» ord(g) =1, porque 1 — x divide a 1 — x

» Bl orden de g* es ord(g)p' donde t es el entero menor con pt > s, asi que ord (g*) =

1-3 =3, por que 3' > 2.

Entonces, usando la formula 2.1 tenemos que

31 _ 30 31(2) _ 31
Ci+ ——C4

Gy = 1
f + 3

Esto es que el S(f) contiene 3 ciclos de largo 1 y 2 ciclos de largo 3, los cuales se pueden

observar en la figura 2.6.

55

Figura 2.6: Estado fase del mapa f = (x + 219, x9) : Z3 — 7Z2.
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2.2. Sistemas Dinamicos No Lineales

En estéa seccion se discutira algunas ideas del trabajo realizado por O. Colon-Reyes et. al.
en [2]|. Ellos consideran un sistema dindmico finito no lineal sobre Z,, utilizando monomios y
para el cual presentan condiciones necesarias y suficientes para que este sistema sea uno de
punto fijo. El resultado principal de [2] muestra que la estructura ciclica del estado fase se
puede determinar exclusivamente desde un grafo dirigido.

Comenzamos esta seccion con la definiciéon de un sistema dinédmico finito booleano mono-

mial.

Definiciéon 2.2.1 Un sistema (Z3, f) es un sistema dindmico finito booleano monomial (SDF
BM) si f = (f1, fay- -, fn) y cada funcion monomial es de la forma f; = a;x* - - -2t donde

a; €{0,1} yeji € {0,1}. Si a; =0, el conjunto de todos los €;; = 0.

La composiciéon m-veces de la funcién f con ella misma f™ = fo fo fo---o f, la denotamos
7
~

m—uveces

por f™ = (fi",... f™) y por definicién tenemos que f* = oy (f* )7 -+ (f7~1)™. Ahora

con f asociamos un digrafo X cuyos vértices corresponden a las variables de f.

Definiciéon 2.2.2 Sea (Z3, f) un SDFBM. Entonces a (73, f) le asociamos un grafo X lla-
mado el grafo de dependencia con conjunto de vértice {ay,as,...,e}. Existe un eje dirigido
desde a; a aj st o; = 1 y x; es factor en f; es decir €;; = 1. También existe un eje dirigido

desde a; a € si a; =0, es decir f; = 0.

Note que ciclos a; — a; son permitidos, esto ocurre si f; tiene un factor x; y si existe un eje

a; — €, entonces no existe un eje a; — a; para todo j.

Ejemplo 2.2.3 (1) El sistema (Z3, ) donde f(x1,29,%3,74) = (2179, T3, T, T173) tiene el
grafo de dependencia de la figura 2.7(a) y el estado fase esta dado en la figura 2.7(b).
(2) El sistema (Z3, f) donde f(x1, 72, x3,74) = (22, 2123, 1174, 0) tiene el grafo de dependencia

de la figura 2.7(a) y el estado fase esta dado en la figura 2.7(b).
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\ T Hedd

Ty
(a) Grafo de dependencia (b) Estado fase

Figura 2.7: Grafo de dependencia y estado fase del SDFBM (Z3, f) donde f(z1, o, 3, 74) =
(z122, T3, T2, T173).

/3:1
) / Ty

€3

(a) Grafo de dependencia (b) Estado fase

Figura 2.8: Grafo de dependencia y estado fase del SDFBM (Z3, f) donde f(z1,z2, %3, 74) =
(w2, 2123, 2124, 0)
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Definicion 2.2.4 Un camino p de largo n en un grafo es una sucesion vy, €1, V1, €s, . .., Uy
donde v; son vértices y e; son ejes del grafo con v; , e; adyacentes. Denotamos el camino p y

el largo de p como p : vg — v, y n = |p| respectivamente.

Ahora con el grafo de dependencia se define un nimero invariante llamado “Loop Number”
asociado a grafos fuertemente conexo, que es, un grafo donde existe un camino dirigido entre
cualquiera dos vértices. Este invariante proporciona condiciones necesarias y suficientes para

que un SDFBM sea un de punto fijo.

Definicion 2.2.5 Sea X un grafo de dependencia de un SDFBM. El “Loop Number” de un
vértice a € X es el minimo de todas los nimerost > 1 con t = |p| — |q|, para todo camino
cerrado p,q : a — a. Si no existe un camino cerrado de a a a entonces el “Loop Number” es

cero . Denotamos el “Loop Number” de un grafo fuertemente conexo X como L (X).

Observacion 2.2.6 Note que si existe un “loop” p : a — a entones el “Loop Number” de a

es 1.

Ejemplo 2.2.7 Considere el grafo fuertemente conexo de la figura 2.9 El “Loop Number”

a3

Figura 2.9: Grafo fuertemente conexo con “Loop Number” 1

de este grafo es 1. Para esto considere el camino p : a3 — as — a3 — a3 y el camino

q: a3 — ay — az. Entonces |p| — ¢/ =3 —-2=1.

Ahora para los proximo capitulos necesitamos los siguientes resultados de [2].
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Lema 2.2.8 El “Loop Number” es constante en cualquier grafo fuertemente conexo X, es

decir que el “Loop Number” esta bien definido.

Demostracion. Sean a,b € X y supongamos que el “Loop Number” de X es ¢, es decir que
existen caminos p, ¢ : a — a tal que |p|—|q| = t. Queremos ver que el “Loop Number” esta bien
definido. Para esto sean p' : a — by ¢’ : b — a dos caminos. Entonces p'pq’, p'qq’ : b — b
son caminos cerrados con |p'pq’| — [p'qq’| = t. Asi que el “Loop Number” de b es menor o igual

que el “Loop Number” de a. Por simetria el “Loop Number” es constante en X. O]

Lema 2.2.9 Sea el “Loop Number” de X igual a t. Sea p' : a; — a; y ¢ : a; — a; dos

caminos. Entonces |p'| — |¢'| € (t) C Z.

Demostracion. Supongamos que [p/| > |¢'| v sea |p'| — |¢/| = rt + s con 0 < s < t. Queremos
ver que |p/| —|¢'| € (t) C Z, esto es que s = 0. Para ésto sean p, q : a; — a; caminos en X tal

que |q| — |p| = t. Tenemos que r > 0. Luego

lp'pl = Id'ql = 1P| +|pl = ld'| = lgl =rt+s—t=(r—1)t+s.

Por tanto existen caminos p”,¢"” : @; — a; en X con [p”| —|¢"| = s. Sea p* : a; — @; un
camino en X'. Entonces |p*p”| — |p*¢"| = s = 0 porque el “Loop Number” es el minimo. Por
consiguiente |p'| — |¢'| € (t) C Z. O

Corolario 2.2.10 Sea el “Loop Number” de X igual a t. Sea p: a — a un camino cerrado.

Entonces |p| € (t).

Demostracion. Sea el “Loop Number” de & igual a t y sea p : a — a un camino cerrado en
X. Queremos ver que |p| € (t). Para esto considere p y pp en el lema 2.2.9. O

El siguiente resultado es el mas importante y fue publicado en [2].

Teorema 2.2.11 El sistema f es un sistema de punto fijo si y solo si el “Loop Number” de

todos los componentes fuertemente conexos de X es 1.
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Ejemplo 2.2.12 Considere el SDFBM (Z3, f) donde f (21,79, 33, 24) = (2374, 71, T4, T2T3).

El grafo de dependencia D (f), esta representado en la figura 2.10(a). Note que el “Loop

ai as
[25)) 'CL4
(a) Grafo de dependencia (b) Estado fase

Figura 2.10: Grafo de dependencia y estado fase del SDFBM (Z3, f) donde f (w1, z2, T3, T4) =
(T374, T1, T4, T2T3).

Number” de D(f) es 1 y por el teorema 2.2.11 f es un sistema de punto fijo el cual esta

representado en la figura 2.10(b)

En el proximo capitulo se presentard un método para la linealizacion de un sistema dinédmico

no lineal.



Capitulo 3

Linealizacion de Sistemas Dinamicos

En este capitulo se discutirdn algunas ideas de P.Cull basadas en [5], el cual presenta un
método para analizar redes de comunicaciones en sistemas biologicos. Estas redes son usadas
para modelar eventos biologicos los cuales son estudiados en distintas areas de las matematicas.
Una red de comunicacion en sistemas biolégicos esta compuesta de un conjunto de elementos
llamados genes, los cuales tiene dos estados, encendido o apagado. En cada instante de tiempo,
cada elemento de la red tiene uno de estos dos estados y el proximo estado se puede representar
con una funcién del estado presente de los elementos con el conjunto de entradas externas.
Estas entradas externas son procesos de datos o control de informaciéon que proceden del
exterior de la aplicacion. En algunos casos las entradas externas contiene una constante, estas
clases de redes son llamadas “autonomous”. En [5], P.Cull describe un método para analizar

el comportamiento del “autonomous” de una red no lineal dada.

3.1. Linealizacion de un Sistema Dinamico No Lineal

En [5], P. Cull demostré que los cuerpos finitos son convenientes para describir y analizar
elementos de redes de comunicacién en sistemas biologicos. Cada elemento de la red tiene
dos estados, asi que podemos asociar una funcién binaria a cada elemento en la red. En

un cuerpo con 2 elementos y un conjunto de n variables se pueden tomar 2" valores. Cada

20
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funcién binaria puede ser representada como un polinomio, de modo que la funcién se puede
representar como un vector de largo 2" donde n es el niimero de variables y los elementos del
vector son los coeficientes de los 2" términos del polinomio. Para evaluar la funcién se toma
el producto escalar de este vector con el valor de las variables. Esta representacion vectorial
de las funciones no es tunica, ya que las entradas de los vectores dependen del orden de los
términos del polinomio. Asi que para representar estos vectores tomaremos un orden especifico

para los 2" términos del polinomio.

Ejemplo 3.1.1 Considere la funcion xy + x1x3 la cual se puede representar por el vector
(0,1,0,0,0,1,0,0) usando el siguiente orden: 0, x1, T2, T3, T1T2, T1T3, Toxs, T1XToxs. Puesto que
r14+2123=0-04+1-294+0-20+0-23+0 2720+ 1 2723+ 02903 + 0 - 12923, tenemos
un 0 en la primera entrada del vector por que la funcion no tiene términos constantes. En la
sequnda entrada tenemos un 1, por que el coeficiente de x1 es 1. En las entradas 3,4,5,7 y 8
tenemos 0 por que los coeficientes de To, X3, T1To, Loy Y T1X2T3 Son iguales a cero y un 1 en
la entrada 6 por que el coeficiente de xix3 es 1. Similarmente, usando el siguiente orden:
Tol3, T1T2x3, 0, X1, T3, T1X3, ToX3, To tenemos que la funcion se puede representar con el vector

(0,0,0,1,0,1,0,0, ).

Ahora como cada funcioén se puede representar con un vector de largo 2", definimos una matriz
A de dimension 2" x 2" que contiene en sus filas las representaciones en vectores de los 2"
productos de las n funciones calculadas por los elementos de la red. A la matriz de A se le

conoce como la matriz de funciones.

Ejemplo 3.1.2 Consideramos una red descrita en [5] cuyo primer elemento de la red se
puede representar como: fi = 1+ x9 + x129 + X173 + T12273, el sequndo elemento se puede
representar como fo = 14 x9 4+ x3 + X129 + 1123 + T12273 Y el tercer elemento se representa
como f3 =14z + 2122 + 1123 + Tox3 + x12973. Existen muchas posibilidades para el nimero

de estados, asi que tomaremos el nimero de estado en el siguiente orden: 0, xy, To, T3,01T2,
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X1T3, Tox3, T1x2T3. Los 8 posibles productos de la 3 funciones originales y la representacion

vectorial son las siguientes.

Ox1 | X2 | 23 | 2172 | 123 | Tox3 | T1T2X3
fo=1 1{olo0]0]| 0 0 0 0
fi =14 20 + 2179 + 2105 + 212073 1foj1]0] 1 1 0 1
fo=14 29+ 23+ 1120 + 2173 + T12273 110111 1 1 0 1
fs=14+x1+x1090 + 2723+ T2x3+T12023 | 1| 1 | 0 | O 1 1 1 1
Jifo=14 2o + 23+ 2109 + Towz +a100203 | 1| 0 | 1 | 1 1 0 1 1
fifs =1+ 1 + 22 + 217273 1110/ 0 0 0 1
fofs=1l+ai+a+as+aas+amers |1 1|1 [1] 0 0 1 1
fifofsa=14ai+a+as+mag+aaows |1 1| 11| 0 1 1 0

y la matriz de funciones A es simplemente la matriz que tiene esos 8 vectores en sus filas, es

decir
1 00 0 0O0O0OTO
10101101
10111101
11001111
A=
10111011
1 1100001
11110011

11110110

Ahora P.Cull demuestra que el polinomio caracteristico de A factoriza como:

oF (2 1) (2 1),

donde k es el numero de estados del “transient” v los r; son los largos de varios ciclos. Lue-
j

go por el teorema de Cayley-Hamilton tenemos que cualquier matriz satisface la ecuacion
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caracteristica, es decir que

AP (A + 1) (A" + 1) = 0.

Asi que, como la caracteristica es 2 tenemos que

AF(A+D" - (A+D)" =0.

Luego cualquier polinomio de menor grado que satisface a A tiene que dividir el polinomio

caracteristico de A. Asi que tomando la ecuacion minima de A tenemos que

A(A+D™" - (A+1)"7 =0. (3.1)

De modo que en la ecuaciéon minima, j es la altura del “transient” del estado fase de A y
Th,...Tg son distintos largos de ciclos del estado fase de A donde los demés ciclos dividen a

uno de los r;.

Ejemplo 3.1.3 La ecuacion caracteristica de la matriz A del ejemplo 3.1.2 es det(A+z1) =
z (' +1) (23 + 1), en este caso la ecuacion minima es igual a la ecuacion caracteristica:
A(A*+ 1) (A% + 1) = 0. Por consiguiente el “transient” es de largo 1 y existen ciclos de largo

4 y de largo 3.

3.2. Inclusiéon de un Sistema Dinamico No Lineal a uno
Lineal

En esta seccién se presentarédn resultados obtenidos utilizando el método de linealizacion
de un sistema dindmico descrito en [5]. Se demostrara que el estado fase del SDFBM esta
contenido en el estado fase del sistema lineal resultante. Una consecuencia directa de este
resultado es que si el sistema lineal es uno de punto fijo entonces el SDFBM también es de

punto fijo. Antes de presentar los resultados considere el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.2.1 Considere el SDFBM (73, f) donde f (x1,73) = (z2,71) con el siguiente or-

den: 0,x1,x9, x129. Entonces el sistema lineal resultante es

0 T | o | 1T

fo=0 |0l0o]0]| 0O

f1:3$2 0 0 1 0

f52=1$1 0 1 0 0

fifo=x122 0] 0| 0 1

es decir que, la matriz de funciones es

y el SDFL es (Z3, Ly) donde Ly (11,2, 73,74) = (0,23, 72, 24). Ahora tomando el siguiente

orden: xy,x1T9, T2, 0 tenemos que,

1 | L1y | T 0

fifo =229 | O 1 010

ast que la matriz de funciones es

—
(@)

] [a) (e

aw] [a) [a) e
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y el SDFL es (Zj3, Ly) donde Lo (11,9, 23,14) = (23,72, 21,0). Cuyos estados fases estdn

representados en las figuras 3.1(a) y 8.1(b). Ahora note que S (L1) y S(Ls) son isomorfos por

Llll LI.I.I.

Figura 3.1: Estados fases de S(L1) y S(L2)

la construccion de la matriz de funciones.

En general, si (Z3, f) es un SDFBM la matriz de funciones 2" x 2" se puede pueden construir
con

— €il €02 €
Y = oagxtag? .. .asin (3.2)

g = auf{EE g (33)

donde y; genera el orden deseado, es decir y; son los posibles productos de las n variables
y ¢; son los 2™ posibles productos de las funciones originales con 1 < i < 2" «; € {0,1} y

€i; € {0,1}. Asi que la matriz de funciones A, es:

0, sia;=00g; #y;j
A = (a;) =

1, sta; =1y g, =y

donde y;, g; estan definidos en 3.2 y 3.3. De modo que el sistema lineal resultante L : Z2 —
73" es
L1

o)
L ((1’1,1'2, e ,l’gn)) == A

Ton
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Ejemplo 3.2.2 Consideremos el SDFBM (Z3, f) donde f (x1,73) = (1129,21), con el si-

guiente orden: x1, 0, xo, x1x9. Entonces

Yi
T 0 To | T1T2
fl = T129 0 0 0 1
gi fo=0 0101]0 0
fo=11 11010 0
f1f2 = T1%9 0 0 0 1
luego,
0001
0000
A=
10 00
0001

y el sistema lineal resultante es (Z3, L) con L = (x4,0,x1,34) : Z3 — Zs.

Observacion 3.2.3 S (L) es invariante respecto al orden. Porque al cambiar el orden de y; y

g; definidos en 3.2 y 3.3 respectivamente de la matriz de funciones A, obtenemos una matriz

B similar a A. Es decir que el estado fase del sistema lineal representado por A es isomorfo

al estado fase del sistema lineal representado por B.

Ahora el siguiente resultado establece la inclusion del estado fase del SDFBM al estado fase

del sistema lineal resultante.

Teorema 3.2.4 Si (ZY, f) es un sistema monomial y (Zgn, L) es el sistema lineal resultante.

Entonces S (f) < S (L).
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Demostracion. Sean (Z%, f) un sistema dindmico monomial y (Z%n, L) el sistema lineal resul-

tante donde
- -7

xy

T2

L((£1a£2a"'>$2”)) = A

Ton

y A es la matriz de funciones. Queremos ver que S (f) es un subgrafo de S (L) bajo isomor-
fismo, esto es que hay una inclusion ¢ : S (f) — S (L) que preserva ejes. Para esto considere

la funcion ¢ : Z5 — Z2" definida por

¢ ((z1, 22, .- 10)) = (Y1, Y2, - - - > Yan)

donde y; = aa{wy? - - - 5in para 1 <i < 2" con o € {0,1} v €; € {0, 1} fijos dependiendo el
orden tomado. Primero veremos que ¢ esta bien definida, para esto sean a = (ay, as, ..., ay)
y b= (b,by,...,b,) en Z3 tal que a = b, es decir que a; = b; para 1 < j < n. Entonces
¢(a) = ¢ (ar,az,...,a,) = (Y1,Y2, - .., Y2n) donde y; = ayai'as? - - -as~. Ahora como a; = b;
para 1 < j < n tenemos que y; = aqzay'as? - - - afin = a;byby? - - - bsin = yl, O sea que ¢ (a) =
o ((ar,a9, ... an)) = (Y1,Y2s - Yan) = (Y1, Yoy -+ Yom) = & ((b1,ba, ..., by)) = ¢ (). Por lo
tanto ¢ esta bien definida. Ahora para ver que existe una correspondencia uno a uno entre los

vértices de S (f) y un subconjunto de S (L), sean © = (21,2, ..., 2,) y 2 = (21,22, ..., 2) €1

S (f), y supongamos que ¢ () = ¢ (2). Entonces

¢($):(yl>y2>ayn):(yiﬁyé>ay;):¢(z)

donde Y = Oéil’i“l’;iz .. x;zn y yZ{ — aiziﬂzgiz .. ‘sza O sea que y; = ail.iilx;ﬂ .. l’f{” =
;2 252 - 26 =yl pero como todos los ordenes son los posibles productos de las n variables,

en particular tenemos que z; = z; para 1 < j < n. Por lo tanto # = z, es decir que existe

una correspondencia uno a uno entre los vértices de S (f) y un subconjunto de S (L). Ahora



CAPITULO 3. LINEALIZACION DE SISTEMAS DINAMICOS 28

para ver que los ejes son preservados sean a = (a1, a9, ...,a,) y b= (b1,ba,...,bo) en S(f) y

supongamos que a — b en S (f), esto es que f (a) = b, o sea que

f(ar,a9,...,a,)) = (fi((a1,a2,...,a,)), fo((a1,a9,...,a,)), ..., fn((a1,a2,...,a,)))

= (b17b27"'7bn)7

entonces debemos demostrar que L (¢ (a)) = ¢ (b). Para esto note que

T T

L(6(@) =L (6 (a2 .,a0))) = [A6 (ar,02, .., 0)) | = | A (a)]

Pero como A¢ (a)T es un vector que contiene los 2™ posibles productos de las funciones origi-

nales tenemos que

Lo@) = (As@T)

= (oafi" (a1, a,...,a,) f5* (a1, a9, ..., a,) ... f5" (a1, a9, .., ay),
ao [t (ar, a9, ... a,) f522 (a1, a9, ... an) ... [ (ag, a9, ... Q) ..y
agn [T (ar, a9, . .y apn) f527% (a1, gy .oy ay) .o f220 (ag, ag, . .. ap))
(BB BB B agn BB )
= (Y1,92,- -, Yan)
= ¢(b)

donde y; = ;b7 b5 - - - bsim para 1 < i < 2" con o; € {0,1}y €;; € {0,1} fijos dependiendo el
orden tomado. Por lo tanto los ejes son preservados y por consiguiente S (f) es un subgrafo
de S (L) bajo isomorfismo. O

El diagrama 3.2 ilustra la inclusion del teorema 3.2.4.

Ejemplo 3.2.5 Considere el SDFBM del ejemplo 3.2.1, (73, f) donde f(zy1,12) = (22, 21) con

el siguiente orden 0, xq, T3, T125. Cuyo sistema lineal resultante es (Z3, L) con L = (0, x3, x9, 74) :
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n f n
Z’Z ZZ
N N

¢ ¢
L
z3 z

Figura 3.2: Inclusion del SDFBM al sistema lineal resultante.

Zy — Zj. Los estados fases de (Z3, f) y (Z3, L) estdn representados en la figura 3.3(a) y

3.3(b). Note que existen dos copias del S(f) en el S(L).
OIS S G - )«
PP B aeebcid
o ao N an
(a) S(f) (b) S(L)

Figura 3.3: Inclusion de un SDFBM a un sistema lineal resultante.

Corolario 3.2.6 Sea (Z%, f) un sistema monomial y (Z%n, L) el sistema lineal resultante. St

existe un ciclo vy, |y| > 1 en S(f) entonces eziste un ciclo 7, |7 > 1 en S(L).

Demostracion. Sean (Z%, f) un sistema dindmico monomial y (Z%n, L) el sistema lineal resul-
tante. Supongamos que existe un ciclo 7, |y| > 1 en S(f). Queremos ver que existe un ciclo 7,
|7] > 1 en S(L). Para esto note que si existe un ciclo v, |y| > 1 en S (f), entonces por definicion
tenemos que f'(a) = f°(a) = a para algtn a € Z% y | = |y|. Ahora por el teorema 3.2.4 tene-
mos que S (f) es un subgrafo bajo isomorfismo de S (L) y que L' (¢ (a)) = L° (¢ (a)) = ¢ (a),
donde ¢ es la funcion definida en el teorema 3.2.4. Por lo tanto existe un ciclo 7, |¥| > 1 en

S(L). 0
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Corolario 3.2.7 Sea (Z%, f) un sistema monomial y (Z%n, L) el sistema lineal resultante. Si

(23", L) es un sistema de punto fijo entonces (Z, f) es un sistema de punto fijo.

Demostracion. Sea (23, f) un sistema dindmico monomial, (Z3", L) el sistema lineal resultante
y supongamos que (Z%n, L) es uno de punto fijo. Queremos ver que (Z%, f) es un sistema de
punto fijo. Por el corolario 3.2.6 tenemos que si existe un ciclo 7, |y| > 1 en S(f) entonces
existe un ciclo 4,/9| > 1 en S(L). Entonces tomando el contrapositivo del corolario 3.2.6
tenemos el resultado deseado. O

Con esta inclusiéon obtenemos una cota para el sistema monomial de punto fijo cuando el

sistema lineal resultante es uno de punto fijo.

Teorema 3.2.8 Sea (Z%, f) un SDFBM de punto fijo y supongamos que el sistema lineal
resultante (Z%n, L) es un sistema de punto fijo. Entonces el “transient” S (f) es menor o igual

que el “transient” de S (L).

Demostracion. Sea (Z3, f) un SDEBM de punto fijo y supongamos que (Zgn, L) es un sistema
de punto fijo. Queremos ver que el “transient” mayor de S (f) es menor o igual que el “transient”
de S (L). Para esto note que por el teorema 2.1.6 el S (L) es el producto de ciclos y un arbol.
O sea que S (L) esta formado por el producto de ciclos triviales con un arbol. Ahora por el
teorema 3.2.6 S (f) es un subgrafo bajo isomorfismo de S (L), es decir que S (f) esta contenido
en el S (L) y que se preservan los ejes. Por consiguiente el “transient” mayor de S (f) es menor

o igual que el “transient” de S (L) O

Ejemplo 3.2.9 Considere el SDFBM (Z3, ) donde f(x1,29) = (x129,71). Usando el si-

guiente orden: 0, x1, xq, x1x2 tenemos que la matriz de funciones es
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de modo que L = (0,24, 79,74) : Zy — Zj. Ahora calculando el polinomio caracteristico
de A tenemos que det (A + xI) = 23 (z + 1) y el polinomio minimo es z* (x + 1). Asi que el
“transient” de S (L) es 2 y aplicando el teorema 3.2.8 tenemos que el “transient” de S (f) es

menor o igual a 2; lo cual se puede observar en la figura 3.4.

D @) @@ @ @ @ D
G

©)

(a) S(f)

Figura 3.4: Estado fase de (Z2, f) donde f (x1,73) = (z172,2;) y el sistema lineal resultante.

En el proximo capitulo se discutiran las operaciones de puente el cual genera un sistema

dindmico finito no lineal.



Capitulo 4

Operaciones de Puente

En este capitulo se presentaré la nocion del k-puente entre dos grafos fuertemente conexo.
El grafo que se origina, X, define un sistema dindmico (Z%, f), no lineal, sobre el cuerpo
con dos elemento Zy. Se demostrard que el k-puente de dos grafos dirigidos es invariante con
respecto a los vértices donde el puente ocurre. Luego usaremos el “Loop Number” que aplicado
a Xy nos ayuda a proveer condiciones necesarias y suficientes para que f sea un sistema
de punto fijo. También se caracterizaran algunas familias de k-puente usando el método de

linealizacion descrito en el capitulo 3.

4.1. Definicién y Ejemplos

Comenzamos esta seccion con la definicion del k-puente entre dos grafos fuertemente co-

nexos el cual genera un sistema dinamico finito no lineal.

Definicion 4.1.1 Sean X; = {V;, E;} y X, = {V,, E,} dos grafos fuertemente conexos

donde Vy = {ay,a9,...as}, V, = {b1,ba,...bs} son el conjunto de vértices de X; y X,

respectivamente y Ey = {e1,es,...,e,}, E; = {wy,ws,...,w;} son el conjunto de ejes de
k
X y X, respectivamente. Entonces definimos el k-puente Xy V X, = {ka ,Efk } donde
Vg Vg
\% ko= {Cl, Coy. ooy Clpy1,012,Ak13, ..., 0, bk+2, bk+3, cey bg} Yy E = {él, ég, cey é;} son el
fvg fVg

32
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k
conjunto de vértices y el conjunto de ejes de X5V X, respectivamente con

;

(a;,aj), si(a;,a5) € Xpyi,j>k
(bi,b;), si (b,b;) € Xy yi,j>k
(ciycj), si(a,a5) € Xpy (b,b) € X,
€ =9 (¢,a;), si(a;,a;)€ Xy

(aj,ci), si(aj,a;) € Xy

(ciybj), st (bi,b;) € Xy

(bj,ci), st (b, bi) € X

\

Ejemplo 4.1.2 Considere el 2-dgono de la figura 4.1(a) que define el sistema (Z3, f) donde
f(z1,20) = (w2,21) y el 4-dgono de la figura 4.1(b) que define el sistema (Z3,g) donde
9 (Y1, Y2, Y3, Y1) = (Yo, Y3, Ya, y1). El 0-puente estd dado en la figura 4.1(c) que define el SDF

(Z3,h) donde h (x1, 2,3, 4, T5) = (To, T3, T5,T5, T174).

24
T 3 Y4 <3 25\
A 1‘
L1 y‘2 n % 21
0
(a) Xy (b) &, (c) X =&V A,

Figura 4.1: 0-puente de un 2-agono y un 4-agono

Nota 4.1.3 Usaremos la terminologia de la k-cara para referirnos al k-puente cuando k > 0.
Ya que el O-puente se hace entre vértices y el k-puente con k > 0 se hace entre los ejes de los

grafos.
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Observacion 4.1.4 El grafo generado por el k-puente de dos grafos es el grafo de dependencia
dado en la definicion 2.2.2 del cual se puede obtener la estructura ciclica del sistema dindmico

monomial.

Nuestro primer resultado establece que el k-puente de dos grafos fuertemente conexos es un

grafo fuertemente conexo.

k
Lema 4.1.5 Sean X; y X, dos grafos fuertemente conexos y sea k € Zy. Entonces Xy V X,

es un grafo fuertemente conexo.

Demostracion. Sean Xy y X, dos grafos fuertemente conexos y sea k € Zx>o. Queremos ver
que X \k/ &, es un grafo fuertemente conexo. Para esto, sean a y b vértices en X \k/ X, v sea ¢
un vértice arbitrario en el k-puente de Xy y X,;. Si a y b son ambos vértices en Xy o en X, no
hay nada que probar. Asi que supongamos que a es un vértice en Xy y que b es un vértice en
X,. Ahora como X; y X, son grafos fuertemente conexos y ¢; es un vértice en Xy \k/ X, existen
caminos p:a — ¢y q: ¢; — b de Xy y & respectivamente. Entonces r = ¢p es un camino

k
desde a hasta b. Por tanto Xy V X, es un grafo fuertemente conexo. O

Ejemplo 4.1.6 Sean X3 un 3-dgono y X, un 4-dagono los cuales estdn representados en las

figura 4.2(a) y 4.2(b). Xs \1/ Xy ilustrado en la figura 4.2(c) define el sistema (Z3, f) donde

Y3 Y1 22 Z3
.1'2 A " x '
24
< ®

o< v . v

X x < <
! 3 Y2 o= Z5
1

(a) Xg (b) X4 (C) Xj = Xg Vv X4

Figura 4.2: 1-puente de un 3-agono y un 4-agono

[ = (v, 3,5, 13, 1174) : Z5 — 735 el cual es de punto fijo como lo muestra la figura 4.5.

Ahora veremos que la dinamica es invariante de la k-cara donde el k-puente se hizo.
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Gt (o))

G (D) (o)
Gy
< Gaord)
Gond) (o) (lowed)

Gty o) (o)

Goord) Crioro) Gord)
Gonany (ooni) Cowan) (orond) (oaoid) (Tiond)
CHICHRCD

I

Figura 4.3: Estado fase de 1-puente de un 3-4gono y un 4-adgono.

35
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4.2. Operaciones de Puentes

k
En esta seccion veremos que la dindmica de un sistema (Z%, f) tal que Xy = X, V &), es

invariante de la k-cara donde se crea el k-puente. Primero veamos el proximo ejemplo.

1

Ejemplo 4.2.1 En la figura 4.2(c) tenemos X3V Xy define el sistema dindmico (23, f) donde

f(z1, 29, w3, T4, x5) = (T2, T3, X5, T3, T1X4) cuyo estado fase esta ilustrado en la figura 4.3. Aho-
1

ra si intercambiamos el sitio donde se hace el k-puente de X3V Xy como se muestra en la figura

4.4 obtenemos el sistema dindmico (Z3, f) donde g (y1, Y2, Y3, Ya,Ys) = (Yss, Y1, Ya, Y2, Y2). El

Ya Y2
x >
Ys
| v,
Ys Y1

Figura 4.4: 1-puente de un 3-agono y un 4-agono con vértices permutados.

estado fase de g estd representado en la figura 4.5. Note que los estados fases de las figuras

4.8y 4.5 son isomorfos.

Ahora el proximo resultado propone que al aplicar una permutacién o del grupo simétrico,

S,, a un SDFBM los estados fases son isomorfos.

Teorema 4.2.2 Sean o € S, f = (f1, fay-- -, fn) + Z8 — Z tal que f; = oy ... x5
donde €;; = {0,1} y a; ={0,1} y sea K = {f : Zy — Z3| (Z3,f) es SDFBM}. Entonces
S(f) = S(é,(f)) donde ¢, : K — K es un mapa definido por

0o(f) = (fo101) (Zo(1)s - s Tom) -+ fomi(m) (Tor)s -+ Tom))) -

Demostracion. Sean o € S,y f = (f1, fa, .., fn) : Z — Z3 tal que f; = o™ ... 25 donde

ej; ={0,1} y a; = {0, 1}. Queremos ver que S(f) = S(¢,(f)). Primero veremos que el mapa
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G @)

o) (o) (o)
Courit

(oD (Goiid)

HIODICD

(o) Cororty (o)

Goied) Cominy oo

ooy (it (oo (o) (Gooid) (Toimd)
G (ornos’
CHICHICD

Figura 4.5: Estado fase de 1-puente de un 3-agono y un 4-agono con vértices permutados.
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¢, esta bien definido y luego que existe una correspondencia uno a uno entre los vértices y
u j reserv. . Par u m u = u
e los ejes son preservados. Para esto, sean f,g € K y supongamos que , 0 sea que

fi=g; parai=1,...,n. Entonces

0o (f) = (fomr0) (To1)s -+ Totn)) s+ s fo1tm) (To)s -3 o))
= (9o-1(1) (Zo(1)s -+ Tom) + -+ Go=1(m) (To1)s -+ s To()) )
:¢U(g)'

Por consiguiente ¢, esta bien definida. Ahora para ver que existe una correspondencia uno a
uno entre los vértices considere el mapa v, : S(f) — S(¢,(f)) definido por ¥, ((a,as, ...,
an)) = (Ag-1(1), Go-1(2); - - -, Gp—1(n))- NOte que 1), es un mapa uno a uno. Si ), ((a, as, . .., a,)) =
Uy ((b1, b2, ...,by,)), entonces (%*1(1), Ag—1(2); - - - ,a(,fl(n)) = (b(,fl(l), bo-1(2)s -+ baa(n)) y co-
mo (aa,l(l), ey Go1(n)), (bgfl(l),...,bgq(n))e Zy tenemos que ap-1(;) = by-1(;) para i =

1

1,2,...,n. Ahora como o' es una biyeccién tenemos que o~ 1(i) = j para j = 1,...,n; asi

que a; = b;. Por tanto existe una correspondencia uno a uno entre los vértices de S(f) y
S (¢5(f)). Ahora para ver que los ejes son preservados, supongamos que (ag, as,...,a,) —

(b1, ba,...,b,) en S (f). Entonces por definicion del estado fase tenemos que

f((al,ag,...,an)) :(f1(al,ag,...,an),...,fn(al,ag,...,an)):(bl,bg,...,bn).

Por consiguiente

Go (Vo (at, ., an)) = Go ((ar-101)s- -+ tr1(w)))
= (for (o1 -1 Go(e=1(w) -+ forrm) (Aoo12))5 - - > Aro=1(m)))
= (fofl(l) (a1, an) s fo1m (a1, - - ,an))
= (bo-11): bo-1(2): -+ bo-1(m))
=1, ((b1,ba,...,by)).
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Esto implica que ¥, ((a1,...,a,)) — ¥y ((b1,be,...,b,)) en S (¢,(f)). Por tanto el estado

fase de f es isomorfo al estado fase de ¢, (f). O

Ejemplo 4.2.3 Considere el SDFBM (Z3, f) donde f (x1,%9,73) = (179,71, T173) Y Sea

o=(213)€S8;. Entonces por el mapa ¢, del teorema 4.2.2 tenemos que

0o (f) = (fo10) (To(1): To(2): To(3)) » fo12) (To1)s To(2), To(3)) » fom103) (To1)s To(2): To()) )
= (f2 (To(): To(2), To3)) + [3 (To(1), To@), To@)) » [1 (To)s To@): To(3)))

= (373, T3T2, 9331'1)

y por el teorema 4.2.2 tenemos que S (f) = S (¢, (f)) los cuales estan representados en la figura
4.6. Por ejemplo en la figura 4.6(a) y 4.6(b) se puede observar que v, ((1,0,0)) = (0,0, 1),
o sea que el vértice (1,0,0) en S(f) corresponde al vértice (0,0,1) en S(¢,(f)) y como
(1,0,0) — (0,1,0) entonces ¢o(f) (¥ (1,0,0)) = ¢5(f) ((0,0,1)) = (1,0,0) = ¢5 ((0,1,0)),
0 sea ¥, ((1,0,0)) — ¢, ((0,1,0)).

(o9 Gop (D @D Cop @ CoD GuD
(oo (o29) (or) Qo) (19) (110)
D> (oo

(a) S(f) (b) S(¢o (/)

Figura 4.6: Estado fase de S(f) y S(é,(f)) del SDFBM (Z3, f) donde f (x1,29,73) =
(2122, 71, T173)

Ahora al cambiar la k-cara donde se realiza el k-puente es equivalente a permutar los vértices.
Que es equivalente a aplicar una permutacion del grupo simétrico a los vértices. De modo que
aplicando el teorema 4.2.2 tenemos que el estado fase de la funcién que tiene el k-puente es

invariante.
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k
Corolario 4.2.4 Sea k € Z>(, entonces el estado fase de la funcion h tal que X, = Xy V &,

es invartante respecto al k-puente.

Ejemplo 4.2.5 Considere el 1-puente de dos 3—dgonos como se muestra en la figura 4.7(a)

y 4.7(b). El 1-puente ilustrado en la figura 4.7(a) define el sistema dindmico (Z3, f) donde

X1 Z3
l’z@lﬁ 1’4%‘%2
T T

(a) (b)
Figura 4.7: 1-puente de dos 3-4gonos

f(x1, 20, 23, 24) = (22, 3, 124, T2) y el 1-puente ilustrado en la figura 4.7(b) define el sistema
dindmico (Z3,q) donde g (x1, 9, 73,74) = (T2, T4, 0, v173) : Zy — Zj. Entonces S (f) =

S (g) como lo muestra la figura 4.8.

e
TRy

Figura 4.8: Estados fases de S(f) v S(g)

En la proxima seccion se establecerd cuando un sistema dinamico generado por el k-puente es

un sistema de punto fijo.
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4.3. Sistema Dinamico Finito de Punto Fijo y Operaciones
de Puente

En esta seccion se establecerdn condiciones necesarias y suficientes para que el k-puente
de dos grafos fuertemente conexos sean un sistema de punto fijo. El siguiente resultado provee

dicho criterio.

Teorema 4.3.1 Sean Xy y X, dos grafos fuertemente conexos con n y m vértices respectiva-
mente tal que ged(n,m) = 1. Si existe un camino p : a — a en Xy y un camino q : b — b

k
en X, tal que |p| =n y |q| = m. Entonces Xy V X, es un sistema de punto fijo.

Demostracion. Sean Xy y X, dos grafos fuertemente conexos con n y m vértices respectiva-
mente tal que (n,m) = 1 y supongamos que E(Xf@Xg) =ty que existe un camino p : a — a
en Xy y un camino ¢ : b — b en &, tal que |p| = ny |¢| = m . Queremos ver que X \k/ X,
es un sistema de punto fijo. Por el lema 4.1.5 X} \k/ X, es un grafo fuertemente conexo, asi
que el L(Xf \]; X,) es invariante por el lema 2.2.8. Ahora por el corolario 4.2.4 el X \k/ X, es
invariante de donde se hizo el k-puente. Asi que sean ag, aq, ..., ax vértices en el k-puente tal
que a; = aVbparai € {0,1,...,k}. Esto es que existen caminos p : a; — a; y q : a; — q;
tal que p se mueve por Xy y ¢ se mueve por X, con |p| = n, |¢| = m. Entonces por hipotesis
(Ipl, lg]) = 1, o sea que 1 = |p|x + |q|y donde x,y € Z. Ahora por el lema 2.2.9 tenemos que

Ip| — |g| = tl donde | € Z, es decir |p| = tl + |q|. Por consiguiente

1 = (t+|q])z+ |qly

1 = t(lx)+]q(z+y)

esto implica que 1 = (¢, |q|) vy por el corolario 2.2.10, |q| € (t), asi que t = 1. Por consiguiente

k
X; V &, es un sistema de punto fijo por el corolario 2.2.11. O

Corolario 4.3.2 Sean X,, un n-dgono y X,, un m-dgono tal que gcd(n,m) =1 y sea k € Z>y.

k
Entonces X, V &,,, es un sistema de puntos fijo.
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Ejemplo 4.3.3 Considere el 3-dgono de la figura 4.9(a) para el sistema dindmico (Z3, f) don-
de f (21,29, 73) = (22, 23,71) y el 4-dgono de la figura 4.9(b) para el sistema dindmico (Z3,g)
donde g (Y1, Yo, Y3, Y4) = (Y2, Y3, Ya, y1). Entonces el 0-puente esta dado en la figura 4.9(c) para
el sistema dindmico (ZS, h) donde h (wy, wy, w3, Wy, w5, we) = (W2, W3, W1wWy4, W5, We, W3). Ahora

aplicando el corolario 4.5.2 tenemos que (ZS, h) es un sistema de punto fijo.

1 wW—> W2
Y1 ——— Y2 \w 3/
w< >w4
T3 T2 Ya Ys Ws
(a) X (b) X, (c) XV X,

Figura 4.9: 0-puente de un 3-agono y un 4-agono

4.4. Caracterizacion de Sistema Dinamico Generado por
k-puentes

En esta seccion se caracterizaran algunas familias de sistemas dindmicos definidos por
0 0,1 . . .
X1 VA, y Ay VA&, donde &, X, X, son 1-4gono, 2-4gono y m-adgono con ged (2,n) = 1.
Aproximaremos el “transient” de estas familias usando el método de linealizacién descrito en

el capitulo 3. Para esto usaremos el siguiente orden:
0,21, T, T1%2, Ty, T1T3, - -+, Tpy T1Tn, L2Tn, T1T2Tn, T3Lpy TIT3Tns -« 5 T1T ** * Ty

es decir que y; =0, yo = 71 y ¥; es el producto de las y; anteriores con zj; donde 2 < 57 <27,
k=23,4,...,n.
Por el corolario 4.2.4 el k-puente de dos grafos conexos es invariante respecto a la k-cara.

Asi que para caracterizar estos sistema no importa el vértices que usemos para el k-puente.
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4.4.1. Caracterizaciéon del O-puente de un n-agono y un l-agono

Sea X, un n-agono, n > 2 y X; un 1-4gono. Como ged (n, 1) = 1 tenemos que el sistema
0
dinamico generado por &, V & es un sistema de punto fijo por el corolario 4.3.2. Luego del

proximo ejemplo veremos que el sistema lineal resultante también es de punto fijo.

0
Ejemplo 4.4.1 Consideremos X3V X| representado en la figura 4.10. El sistema dindmico

by
Co
: . /\O
ai by bs C1 23
(a) X1 (b) Xy (c) X3V A

Figura 4.10: O-puente de un 1-4gono y un 3-agono

definido por el Xg\o/Xl es (Z3, f) donde f (w1, 32, x3) = (79, 73, x123). Ahora usando el método

de linealizacion con el orden descrito arriba tenemos que

0] x1 | o | X172 | T3 | 2173 | Tox3 | T1X2T3
fo=0 0{0|0| 0O [O0O] O 0 0
fi =z 0l0]1] 0 [0 0 0 0
fo = x3 0l0]0]| 0 | 1] 0 0 0
fifo=a0x5 |0 0] 0| 0 | O O 1 0
f3=z123 000 0 0] 1 0 0
fifs=azmoxs [0 00| 0 [0 0 0 1
fofs=xxz3 |00 0] 0 | 0] 1 0 0
fifofs=a10z3 [0 OO ] 0O [ 0] O 0 1
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es decir, que la matriz de funciones es

000O0O0O0O0O®O
0010O0O0O0®O0
000O01O0O0®O0
A= 000O0O0OO0OT1O®O0
000O0O0OT1TO0®O0
000O0O0O0OOQO0T1
000O0O0OT1TQ0®O0
000O0O0O0OOQO0T1

Entonces el polinomio caracteristico de A es 27 (x — 1), de modo que el sistema lineal resultante

es de punto fijo y el “transient” de S (f) es menor o igual que 7.

Ahora caractezaremos la familia de sistemas dindmicos generado por Xn\O/Xl usando el método
de linealizacion. Con esta caracterizacion obtenemos que el sistema lineal resultante es de puto
fijo. Asi que por el teorema 3.2.7 tenemos que la familia de SDF generada por X, \0/ X, son de
punto fijo. También presentaremos una cota calculando el polinomio caracteristico del sistema
lineal resultante de esta familia.

0
El X, V X el cual esta representado en la figura 4.11, define el SDFBM (Z%, f) donde

b

3
iy, 03
"":,' Hitny,,
%, s,
% “a,
% “,
3 3
b E’: %%—
z b z
2 n Co E

Figura 4.11: O-puente de un 1-4gono y un n-agono
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f(xlux% cee 7xn) = <$2,$3,flf4, cee 7xn7x1xn) .

Luego usando el método de linealizacion con el orden descrito arriba obtenemos la siguiente

L)
T

donde O es la matriz cero de dimension 27! x 27! y

matriz de funciones

0000000 0 0
010000 0
0010000 0 0
000100 --0
00007100 0 0
Con2yn1=1 000 0 0 1 0 |, Banixom =
00000O0TO01 0 0
000000 --- 1
00000GO0O0 10

Ahora consideremos el polinomio caracteristico de A, que es

p(x) =det(A+al).

Para calcular el det (A + x1) usaremos la expansion del cofactor a través de la primera columna
de A+zl,yaquea;; =xyay; =0paral <7 <2" Asiquedet (A+ zl) = xdet (M) donde
Miq es el menor de x, es decir la matriz 2™ — 1 x 2" — 1 que se obtiene al eliminar la primera
fila y la primera columna de A + xI. Luego para calcular det (A + xI) = z det (M;;) usamos
la expansion del cofactor en la primera columna por que a}; =z y a;; = 0 para 1 < i < 2",

De modo que det (A + z1) = zx det (M) donde M, es el menor de x. Continuando con este
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proceso 2"~! — 2 veces, conseguimos que

det (A+ ) = zzz®  ~2det (M)

= 22" det (ML)

donde M7} = — | + 2 | es una matriz de dimension 2"~ x 2"~ es decir

z 1 00 0 O 0
0z 01 00 0
" 000 x 0O 1
Mn:
0100z O 0
00010 «x 0
000O0®O0OO0O - - x+1

Ahora para calcular el det (M7, ), note que los columnas 2m + 1 de M/ contiene una z en una
de las entradas y el resto de las entradas son ceros. Asi que usando la expansion del cofactor
en dichas columnas tenemos que det (M/,) = x¥"* det (M3,) donde M7, es una matriz de
dimension 2772 x 2772 con la misma estructura de M},. Entonces para computar det (M7))
usamos la expansion del cofactor en las columnas impares por que M;; tiene la misma es-
tructura de M?,. Asi que det (M},) = 22" det (M) donde M} es la matriz de dimension

2m=3 % 2" 3con estructura similar a la matriz M}|. Continuando de esta manera conseguimos

que el determinante de M7| es

o 2n72 2n73

det (M) = 2*" 2*" ... 2?



CAPITULO 4. OPERACIONES DE PUENTE 47

Por tanto

det (A4 a2l) = 2% 2% .. 27 (4.1)
0 z+1
_ 2n71x2n72 . [1,"2;[‘ (,’L‘ _'_ 1)
= 22"z +1)

lo que implica que el sistema lineal resultante es un sistema de punto fijo. Por lo cual obtenemos

el siguiente resultado.

Teorema 4.4.2 Sea (Z3, f) un SDFBM generado por el 0-puente de 1-dgono y un n-dgono.

Entonces el sistema lineal resultante es un sistema de punto fijo.
0
Por consiguiente obtenemos una cota para X; V X,.

Observacion 4.4.3 Sea (73, f) un SDFBM donde f (x1,x2,...,2,) = (T2, T3, Tgy . .., Ty, T1Ty,).

Entonces el “transient” de S (f) es menor o igual que 2" — 1.

0,1
En la préoxima secciéon consideremos el Xy V A&, donde &5 es un 2-agono y X, es un n-agono.

4.4.2. Caracterizacién del 0, I-puente de un 2-agono y un n-agono

Comenzamos esta seccion con la caracterizacion de la matriz de funciones de un SDF (X, f)
0
tal que Xy = A3 V X, donde A; es un 2-agono y X, es un n-agono, n > 3 con ged (n,2) = 1.

0
El &, Vv &, ilustrado en la figura 4.12(c), define el sistema dinamico (Z;‘H, f) donde

f (I‘l, To, ... ,I‘n+1> = (1’2, L3, L4y 31, LTptly Lnil, .flfll'n) .
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sy b 3

’ <)b 2 /

aq bl &1

() X (b) X, (c) oV X

Figura 4.12: O-puente de un 2-4gono y un n-agono

Luego usando el método de linealizacion del capitulo 3 con el orden descrito arriba obtenemos

la siguiente matriz de funciones

fo] o\
C
O3] C
A= C | o
O | D
O, D
Os D

donde Oy, Oy, O3 y O4 son matrices ceros de dimensiones 23 x 2m —2m=2 9m __9m=3 y gm=2
gm—1 _gm=3 x gm=2 y 9m=1 » 9m=2 yegpectivamente con m = n + 1. Definimos las matrices B,

C y D de dimension 2™~3 x 2™~2 como siguen

0000O0O0O 0 0

0010O0O0O 0 0

0000100 00
B:

000O0O0O0T1 0 0

0000O0O0O 10



CAPITULO 4. OPERACIONES DE PUENTE 49

10000 00 010000 0
00100 -+~ 00 000100 - 0
C=100001 00 |, D=1000001 0
00000 --- 10 000000 --- 1

Ejemplo 4.4.4 Considere el 0-puente de un 3-dgono y un 2-dgono el cual esta definido por
el sistema dindmico (Z4, f) con f(x1, %9, x3,14) = (T2, T4, T4, 11273). Entonces la matriz de

funciones es

0o000O0OO0OO0OO0OO0OO0OOOO0OO0OO0O0
06001000O0O0OO0O0OO0OO0OO0OO0®O0O®O
00000O0OO0O1O0O0OO0OO0OO0OO0®O0O® O
0000O0O0OO0OO0OO0OT1TO0OOO0OO0OO0O
00000O0OO0O1O0O0OO0OO0OO0OO0O0O®O
0000O0O0OO0OO0OO0OT1TO0OOO0OO0OO0O
0000O0O0OO0O1TO0O0OO0OO0OO0OO0OO0O®O
A= 00000OO0OO0OO0OO0B1TO0OO0OO0O0O0O®O
- 00001O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O
0000O0OO0OT1TTO0O® 0 000O0O0O O
000O0O0O0O0OO0O 0 000100
0000O0OO0OO0OO0OOOOOO0OO0OO0T1
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1T®O0O0
0000O0OO0OO0OO0OOOO0OOO0OO0OO0T1
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1T®O0O0
0000O0OO0OO0OOOOOOO0OOO0T1

y el sistema lineal resultante es (Z°, L) donde

L ($1, X2, .. 7$16) = (0, T3, Ty, T11, L9, L11, L9, L11, L6, L8, L14, L16, L14, L16, L14, $16) .
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1
Ahora caracterizaremos X, V &,,, n > 3, con ged (2,n) = 1, el cual se puede observar en la

figura 4.13.

(a) Xz

Figura 4.13: 1-puente de un 2-agono y un n-agono

1
El X, vV A, define el SDFBM (Z3, f) donde f (z1,x9,...2,) = (22,23, T4, ..., Tp, T1Tp_1).

Entonces usando el método de linealizacion obtenemos la siguiente matriz de funciones

O, C| O

donde Oy, O, son matrices cero de dimensién 2"~ x 272 y 272 x 2"=2 respectivamente.

Definimos las matrices B y C de dimensiones 27! x 2" y 2773 x 2"~2 respectivamente como

siguen
0000000 0 0
010000 0
0010000 0 0
000100 0
00007100 0 0
C=1000001 0 |, B =
00000O0TO01 0 0
000000 1
0000000 0 10
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Ejemplo 4.4.5 Considere el 1-puente de 2-dgono y un 3-dgono el cual define el sistema
(Z3, f) donde f(x1,29,73) = (29, 73, 2132). Entonces usando el método de linealizacion obte-

nemos la matriz de funciones

000O0O0O0OO0O
0010 000
000O01O0O0®O0
Ao 000O0O0OOT1O
0001O0O0O0®O0
0001O0O0O0O0
000O0O0O0O0T1
000O0O0O0O0T1

y el sistema lineal resultante es (73, f) donde L (z1, 2o, ..., x8) = (0,23, T5, T7, T4, T4, Tg, T3) .



Capitulo 5

Discusion de resultados.

5.1. Conclusiones

En este trabajo de investigacion se logré hacer una inclusion de un SDFBM a un sistema

lineal, como se muestra en el siguiente diagrama.

f

7/ Y /4

¢ ¢
L

on on

Ly—————1;
Con esta inclusion logramos proveer condiciones necesarias y suficientes para que algunos
sistemas monomiales sean de punto fijo. Es decir que si el sistema lineal resultante (Z%n, L) es
de punto fijo entonces el sistema monomial (Z%, f) es de punto fijo. El reciproco del corolario

3.2.7 atin no se ha probado.

Conjetura 5.1.1 Sean (Z3, f) un sistema monomial y (Z%n, L) el sistema lineal resultante.

Entonces S(f) es un sistema de punto fijo si y sélo si S (L) es un sistema de punto fijo.

Ejemplo 5.1.2 Considere el SDFBM (73, f) donde f (w1, T2, x3) = (29, 173, T973) €l cual es

un sistema de punto fijo como lo muestra el S (f) ilustrado en la figura 5.1. Ahora usando el

52
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@ @)

Figura 5.1: Estado fase del SDFBM (Z3, f) donde f (w1, 29, 13) = (29, 1123, To13).

siguiente orden 0, x1, To, T1X9, T3, T1X3, ToX3, L1ToT3 obtenemos la siquiente matriz de funciones

1

o o o o o o o
o o o o o o o
o o o o o o

Luego el polinomio caracteristico de A es p (x) = det (A — xl) = 27 (x + 1) lo que implica que

(Z§, L) es un sistema de punto fijo.

También logramos conseguir una cota para el “transient” de un SDFBM, usando el método de

linealizacion. Ya que si S (f) < S (L) y L es de punto fijo entonces el “transient” mayor de

o o o o o o o

o o o o o o o

S (f) es menor o igual que el “transient” de S (f).

o o o o o

o o O

000O0O0OO0OO0®O

0
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Ejemplo 5.1.3 Calculando la ecuacion minima de la matriz de funciones del ejemplo 5.1.2

obtenemos que

AY(A+1)=0.

Es decir que el “transient” del sistema lineal resultante es 4. Asi que el “transient” de S (f) es

menor o igual a 4 como se puede ver en la figura 5.1.

Al parecer todos los ciclos del sistema lineal resultante son inducidos por el sistema monomial.
Ademés presentamos la nocion del k-puente entre dos grafos dirigidos. Esta operacion de
puente genera un grafo de dependencia del cual se puede obtener el sistema dinamico. También
se presentaron condiciones necesarias y suficientes para que el sistema dindmico definido por

el k-puente sea un sistema de punto fijo.

Ejemplo 5.1.4 Considere el 2-puente de un 3-dgono y un 4-dagono representado en al figura
5.2(c), el cual define el sistema dindmico (Z3, f) donde f(x1, 2,73, 74) = (T4, T1T4, Ta, T3).

Aplicando el corolario 4.3.2 tenemos que f es un sistema de punto fijo como se puede ver en

hd - y v
< >

1 T3y oz 24

(a) X3 (b) X (c) X5V &y
Figura 5.2: 2-puente de un 3-agono y un 4-agono

la figura 5.5.

Luego se caracterizaron algunas familias definidas por el k-puente usando el método de linea-

lizacion y el teorema 4.3.1.
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Figura 5.3: Estado fase del SDFBM (Z3, f) donde f (1, Ta, 3, 24) = (T4, T124, T2, T3).

95
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5.2. Trabajo futuro

Todavia tenemos que estudiar los sistemas dindmicos generados por el k-puente de dos grafos
fuertemente conexos. Ya que no hemos logrado caracterizar completamente la dinamica de

estos sistemas. Algunos de los trabajos futuros que estamos considerando son los siguientes:

1. Demostrar la conjetura 5.1.1.

2. Optimizar la cota para los sistemas definidos por el k-puente.

3. Caracterizar completamente la dinamica de los SDF definidos por el k-puente.

4. Caracterizar los SDF generados por el k-puente a partir de su grafo de dependencia.

5. Establecer condiciones necesarias y suficientes para que un SDF en general sea de punto

fijo.
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