UN MODELO MATEMATICO PARA EVALUAR LOS EFECTOS DE
HERBIVORIA DE LA ALEVILLA, (OIDAEMATOPHORUS
ESPELETIAE HERNANDEZ, FUENTES FAJARDO & MATHEWS)
SOBRE EL FRAILEJON, (ESPELETIA GRANDIFLORA HUMB. &
BONPL.)

Por
Jessenia Ivonne Quintero Guiza
Tesis sometida en cumplimiento parcial de los requerimientos para el grado de
MAESTRIA EN CIENCIAS
en
MATEMATICAS (MATEMATICA APLICADA)

UNIVERSIDAD DE PUERTO RICO
RECINTO UNIVERSITARIO DE MAYAGUEZ

Mayo, 2019
Aprobada por:
Lev Steinberg, Ph.D Fecha
Miembro, Comité Graduado
Edgardo Lorenzo Gonzalez, Ph.D Fecha
Miembro, Comité Graduado
Karen Rios Soto, Ph.D Fecha
Presidente, Comité Graduado
Rosa Amelia Franqui Rivera, Ph.D Fecha

Representante de Estudios Graduados

Omar Colén Reyes, Ph.D Fecha
Director del Departamento



Abstract of Thesis Presented to the Graduate School
of the University of Puerto Rico in Partial Fulfillment of the
Requirements for the Degree of Master of Science

A MATHEMATICAL MODEL TO EVALUATE THE EFFECTS OF
HERBIVORY OF A MOTH (OIDAEMATOPHORUS ESPELETIAE
HERNANDEZ FUENTES FAJARDO & MATHEWS) ON THE
FRAILEJON (ESPELETIA GRANDIFLORA HUMB. & BONPL)

By
Jessenia Ivonne Quintero Guiza
2019

Chair: Karen Rios Soto
Major Department: Mathematical Sciences

The Espeletia grandifiora Humb. & Bonpl commonly known as frailejon is a
plant of the Eastern Andes of Colombia, such that its function within the ecosystem
is to regulate the production of water. In 2012, it was found in the Chingaza Paramo
that the Espeletia grandiflora is being attacked by a moth, that could diminish its
capacity to capture the water. This thesis proposes a discrete mathematical model
with age structure and competition between stages to study the interaction between
moth and frailején. First, a non-lineal difference equation model is proposed to study
the frailejon’s poblation without herbivory. Numerical simulations of the model we-
re made to evaluate how climatic variability affects the population growth of the
frailejon, and in turn observe the general behavior of the system over several years.
Finally, the frailején model is added to the herbivorous stage, numerical simulations
are made to evaluate the interaction frailejon-moth-climate. We conclude that there
is coexistence between the plant and the herbivore, but the density of the plant is

diminished by the attack.
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UN MODELO MATEMATICO PARA EVALUAR LOS EFECTOS DE
HERBIVORIA DE LA ALEVILLA, (OIDAEMATOPHORUS
ESPELETIAE HERNANDEZ, FUENTES FAJARDO & MATHEWS)
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BONPL.)

Por
Jessenia Ivonne Quintero Guiza
Mayo 2019
Consejero: Karen Rios Soto
Departamento: Departamento de Matematicas
La FEspeletia grandiflora Humb. and Bonpl 1809 o conocida popularmente co-
mo frailejon es una planta de los Andes Orientales de Colombia, tal que su funciéon
dentro del ecosistema es regular la produccion de agua. En el 2012 se encontré en
el Paramo de Chingaza que la Fspeletia grandiflora esta siendo atacada por una
alevilla que podria disminuir sus capacidades de captar el agua. Este trabajo pro-
pone un modelo matematico discreto con estructura de edad y competencia entre
etapas para estudiar la interaccion entre la alevilla y el frailejon. Primero se estudia
el crecimiento poblacional del frailejon sin tener en cuenta la herbivoria, se hacen si-
mulaciones numéricas del modelo, para evaluar como afecta la variabilidad climéatica
en el crecimiento poblacional del frailején y para a su vez observar el comportamien-
to general del sistema a lo largo de varios anios. Finalmente, se le afiade al modelo
del frailejon la etapa de herbivoria, se hacen simulaciones numéricas para evaluar la
interaccion frailejon-polilla-clima. Concluimos que hay coexistencia entre la planta

y el herbivoro, pero la densidad de la planta se ve disminuida por el ataque.
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Capitulo 1
REVISION DE LITERATURA

1.1. Introduccién

Desde antes del siglo XV II las matematicas y la biologia se unieron de una
manera simple para solucionar problemas, tales como el modelo de Fibonacci [2],
para el crecimiento de una poblacion de conejos y los modelos de Malthus, Verhulst
y Gompertz para el crecimiento de la poblacién humana [2]. No es sino hasta prin-
cipios del sigo XX que la biomatematica surge como una ciencia, esto en parte,
gracias a las ecuaciones de Lotka-Volterra, creadas para modelar la dinamica de
un sistema de cazadores y presas [2]. A partir de alli, la mayorfa de los conceptos
de ecologia han tenido expresién en forma de modelos matematicos que ayudan a
entender el comportamiento real de los ecosistemas. Un ejemplo clasico es un sis-
tema huésped-herbivoro, en este caso una especie (el herbivoro) se reproduce sélo
en la presencia de la otra especie (su huésped). Un modelo para tal sistema predice
el crecimiento poblacional de las dos especies y por tanto se puede predecir si la
interaccion huésped-herbivoro es nula o por el contrario puede llegar a disminuir las
capacidades de su hospedero. [14].

Este trabajo de grado, tiene como propédsito principal desarrollar un modelo
huésped-herbivoro para un problema de planta hospedera-herbivoro. En este caso,
la planta de interés es el frailején (Espeletia grandiflora Humb. & Bonpl. Asterales:
Asteraceae), especie endémica de la Cordillera Oriental de Colombia que esta siendo

atacada por la alevilla (Oidametophorus espeletiae Hernédndez, Fuentes, Fajardo &



Mathews (Lepidoptera: Pterophoridae); por la herbivoria, la planta podria presen-
tar alteraciones sobre su reproduccién y supervivencia [40]. Esta interaccién es un
problema muy grave ya que esta planta hace parte del ecosistema de paramo, el
cual es fundamental para el abastecimiento de agua en gran parte de la poblacion
ubicada en esta region de Colombia, entre ellos, Bogota su capital, que cuenta con
8,081 millones de habitantes [37].

Para estudiar la interaccién alevilla-frailejon, primero se realiza una revision
literaria sobre la fenologia de la planta Espeletia grandiflora, esto es, sobre el habitat
en el que se desarrolla, las condiciones ambientales en el que la planta sobrevive, su
ciclo de vida y el papel ecologico que cumple la planta en este hébitat, también se
hace la revision de literatura de la alevilla Oidaematophorus espeletiae, las diferentes
etapas en la que se desarrolla, su ciclo de vida, su forma de alimentacion, el tipo de
afectacion que causa sobre la planta y las etapas especificas del frailejon a las que
ataca. Estudiamos segin la literatura que existe sobre el frailejéon y la alevilla, las
posibles causas del ataque de la alevilla sobre el hospedero y como pueden influir
los factores abidticos en la herbivoria.

Se estudian los diferentes tipos de modelos matematicos ecolégicos que se han
desarrollado para analizar la dinamica de poblaciones, enfatizando en los modelos
discretos. Se introduce el modelo de competencia de Leslie/Gower, se estudia uno
de los modelos mas famosos de estructura de edad, el modelo LPA (Larva, Pupa y
Adulto) y finalmente se estudia el modelo de planta-herbivoro de Nicholson-Bailey.
En el Capitulo 2 se consideran las herramientas necesarias para el desarrollo analitico
y numérico de los modelos mateméaticos ecoldgicos mencionados en el Capitulo 1 y
de los modelos que se proponen en este trabajo, esto es, el establecimiento de los
puntos de equilibrio, la estabilidad, las condiciones umbrales y el método numérico

de punto fijo.



En el Capitulo 3 se propone un modelo matemético de la Espeletia grandifiora
para evaluar la densidad de la poblacién del frailejon en su estado de desarrollo
natural sin herbivoria. Para esto, el modelo matematico que proponemos es discreto,
ya que, aunque la poblacién de la planta se reproduzca continuamente, la poblacion
de la alevilla no lo hace, asi que por simplicidad, para estudiar la interaccion entre
el frailejon y la alevilla, establecemos los dos modelos de forma discreta.

Dado que la planta tiene distintas etapas de desarrollo, planteamos al modelo
del frailejon con estructura de edad, considerando el banco de semillas, la poblacién
juvenil, que la dividimos en dos etapas, y a la poblacién de adultos. Ademds, al
encontrar que la poblacién compite por recursos entre sus mismas etapas, finalizamos
proponiendo un modelo no lineal discreto, con estructura de edad y competencia
entre etapas.

Encontramos la condicién umbral para el crecimiento natural de la poblacion
de la planta a partir de los equilibrios y estabilidad del sistema, tanto para el modelo
sin considerar el banco de semillas, como para el modelo completo. Esto lo hicimos a
partir de la matriz de Leslie y encontramos la estabilidad de los equilibrios a través
de las condiciones de Jury. Simulamos numéricamente el modelo deterministico para
diferentes tipos de temporadas climéaticas, (himeda, seca y normal), con el objetivo
de observar como varia la densidad de la poblacion con respecto a la época del ano.

Finalmente, en el Capitulo 4 se plantea el modelo de herbivoria frailején-alevilla
y encontramos las mismas condiciones umbrales para el crecimiento de la poblacién
a las del modelo sin herbivoria. Igualmente, hicimos el estudio de la variabilidad de
la poblacién para diferentes condiciones climaticas, teniendo en cuenta que no en
todas las épocas del ano hay ataque de la alevilla sobre el frailejon.

Cabe resaltar que no encontramos ningtn estudio donde se desarrolle un modelo
matematico para estudiar la dinamica del frailejon, ni tampoco existen a nuestro

conocimiento modelos matematicos que estudien la interaccion entre la alevilla O.
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espeletiae y el frailejon E. grandiflora. Tampoco encontramos modelos matematicos
planta-insecto en el que se considere el crecimiento poblacional de la planta como
una funcion de densidad de competencia entre etapas. Planteamos un primer modelo
para evaluar esta importante interaccion y esto permitira la construccion de nuevos
modelos matematicos, alevilla-frailején, mas complejos que se ajusten mejor a la
realidad.
1.2. Objetivos
1.2.1. Objetivo General
Evaluar la interaccion alevilla-frailejon mediante un modelo matematico no li-
neal de ecuaciones de diferencia, con estructura de edad y dependencia de densidad,
para encontrar las condiciones umbrales del crecimiento poblacional y asi estudiar
el efecto que causa la alevilla sobre el tamafio poblacional de la planta, en diferentes
épocas del ano, a lo largo de varios afios.
1.2.2. Objetivos Especificos
= Establecer un modelo matematico de ecuaciones de diferencia no lineal para estu-
diar el crecimiento poblacional natural del frailején (sin dano de herbivoria), usando
estructura de edad y dependencia de densidad con competencia entre etapas.
= Calcular los equilibrios del modelo matematico para el frailejon y encontrar la
estabilidad de dichos equilibrios mediante la teoria matematica de los sistemas
dindmicos, con el propésito de establecer condiciones umbrales para el crecimiento
natural de la poblacion de frailejones.
= Anadir interaccién del frailejon con la alevilla al modelo matemaético ecolégico. El
modelo frailejon-alevilla de ecuaciones de diferencia, tendra estructura de edad con
competencia y sin superposicion de generaciones en la poblacion de alevillas.
» Estudiar como el crecimiento poblacional del frailejon se ve afectado por la inter-

accion entre las dos especies frailejon-alevilla.



= Realizar simulaciones numéricas para el modelo deterministico, basadas en parame-
tros del modelo provenientes de la literatura, para diferentes épocas del ano, tanto
para el modelo del frailejon sin herbivoria, como para el modelo con herbivoria.

1.3. Biologia de la planta Espeletia grandifiora y la alevilla
Oidaematophorus espeletiae.

1.3.1. Paramo

Los paramos son ecosistemas exclusivos de las montanas neotropicales, loca-
lizados entre el limite superior de la vegetacion boscosa (3200-3800 m de altitud)
y el limite inferior de las nieves perpetuas (4400-4700 m de altitud) en los siste-
mas andinos de Venezuela, Colombia y Ecuador y con extensiones en Costa Rica y
Panama ([37], [27]).

Geologicamente los paramos son recientes, aproximadamente tienen de 2 a 4
millones de anos de existencia [27], por lo tanto se consideran los ecosistemas de
montana con mayor biodiversidad tropical y endemismo en el mundo [27]. Presentan
alta radiacion ultra violeta, baja variacion de la temperatura media entre estaciones,
fuertes variaciones térmicas diarias, fuertes vientos, baja presiéon atmosférica, bajos
niveles en la presion parcial de oxigeno y la presencia de fuertes heladas [44], [27].

Dado que los paramos se encuentran a una gran altura, sus suelos tienen la
capacidad de retener mucha agua, pero tienen bajos nutrientes, sus suelos son jovenes
y su productividad es muy baja, . La vegetacion en el paramo crece lento dado
que presenta una baja biomasa. Por otro lado, la productividad primaria es baja
y la descomposicién de la materia organica es lenta, y, los bancos de semillas son
superficiales y facilmente degradables. Todos estos aspectos hacen que los procesos
de sucesién y regeneracién sean lentos ([37]), lo que lo convierte en un ecosistema
muy vulnerable

Estos factores condicionan los organismos que han logrado adaptarse a estos

ambientes tan extremos y es por esto que es tan importante la conservacion de las
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especies que se logran desarrollar alli. Por otro lado, el paramo provee servicios que
son fundamentales para mantener vida, sus ecosistemas son los mayores retenedores
y reguladores del ciclo hidrologico, y sus suelos almacenan grandes cantidades de
carbono [44].

1.3.2. El Parque Nacional Natural Chingaza

El Parque Nacional Natural Chingaza (PNNC) pertenece al subsistema Andino-
Atlantico de la Cordillera Oriental de Colombia y se ubican a una altura entre los
800 y 4020 metros sobre el nivel del mar (msnm). Forma parte de las reservas mas
importantes de la provincia Andina, con uno de los ecosistemas tnicos en el norte
de los Andes tropicales: el paramo [37]

El PNNC es una de las areas protegidas mas importantes de Colombia, dado a su
importancia como reservorio hidrico y ecosistema clave en la regulacion y producciéon
de agua potable, el cual le brinda cerca del 80 % del agua a Bogot4 [31]. En el macizo
de Chingaza se encuentran alrededor de 40 lagunas naturales.

En Chingaza la pluviosidad es alta, con lluvias intensas de mayo a agosto,
mientras que de diciembre a febrero es menos lluvioso. Sin embargo, la precipitacién
es el factor climatico mas variable debido a las condiciones geograficas, a la altitud y a
la topofrafia. La temperatura media oscila entre los 6, 7y 7,9°¢ (grados centigrados),
con grandes variaciones a lo largo del dia y de la franja altitudinal. Las temperaturas
maximas medias son de 12 a 14°c, mientras que las temperaturas minimas medias
llegan hasta —2°¢ [37].

Se han registrado 249 familias de animales en el PNN Chingaza, artropodos
(81 familias), anfibios y reptiles (15), aves (187) y mamiferos (47). Entre la fauna
mas representativa de Chingaza se encuentran animales endémicos de las montanas
altas de los Andes, como: el puma (Puma concolor), el conejo de paramo (Sylvilagus
brasiliensis), el borugo (Agouti taczanowskii), el céndor de los Andes (Vultur gryp-

hus) y el dguila de paramo (Geranoaétus melanolecus), entre otros ([37]). Mientras
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que la vegetacion del bosque alto andino estd representada por los géneros Clusia y
Weinmannia y la vegetacion lenosa o arbustiva esta representada por las especies Fs-
peletia grandiflora, Espeletia argentea, entre otras [44]. Siendo FEspeletia grandifiora
la especie mas abundante de dicho ecosistema

Variabilidad Climatica

Las tierras altas tropicales se caracterizan por presentar una relativa constancia
en la cantidad de radiacion, la duracion del dia y la temperatura media anual, por
lo que no es posible referirse a un solo clima sino a un conjunto de ellos [41].

En el Parque Nacional Natural Chingaza la pluviosidad es alta; la distribucion
de las precipitaciones medias anuales muestra un solo pico de lluvias intensas entre
los meses de mayo a agosto, durante los cuales se precipita cerca del 60 % del total
anual; los meses de diciembre a febrero son los menos lluviosos, representando ape-
nas entre el 9% y el 17% del total anual. La Figura 1-1, es un diagrama de barras
del promedio de presipitaciéon mensual en milimetros (mm), para el PNN Chingaza
en el periodo del 2006 — 2012, de la figura podemos observar que las precipitaciones
describen un comportamiento monomodal-biestacional [37], el promedio de precipi-
taciéon media multianual (periodo 2006 — 2012) fue de 1891 mm y la temperatura

promedio multianual de 9.9°C' [20)].
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Figura 1-1: Histograma del promedio de precipitacion mensual multianual periodo
2006 — 2012 en el PNN Chingaza. Fuente: Estaciéon meteorolégico Campamento
Palacio. Guasca, Cundinamarca. EEAAB y Sistema de Informacién Hidrolégica -
SIH. adaptada de Gallego et al. (2016 [20])

1.3.3. Espeletia grandifiora

El género Fspeletia Mutis, Humb. and Bonpl 1808 conocido por su nombre
comun frailején, perteneciente a la familia Asteraceae. El frailejon se reproduce
Unicamente en los ecosistema de paramo a una altura que oscila entre los 2900 msnm
a 4100 msnm [31]. Estas plantas poseen un tronco grueso, generalmente tnico, con
hojas suculentas y muy velludas que se disponen en una apretada espiral formando
una roseta en la parte superior del tallo. Las hojas muertas a lo largo de éste, en
lugar de caer, permanecen protegiéndolo. Esta serie de adaptaciones fisiologicas se
deben a las drésticas condiciones climaticas de las alturas andinas [18].

Espeletia grandifiora Humb. and Bonpl 1809 es una especie endémica de los
Andes Orientales de Colombia, es decir, s6lo se encuetra en este ecosistema. Esta
especie posee caracteristicas particulares adaptativas de gran importancia, una de
ellas es sobre el banco de hojas jovenes y del meristemo de la planta, ya que son
resistentes a la conectividad y a la transferencia de humedad, lo que aumenta la
temperatura sin aumentar la transpiracion de humedad ([34], [18]). Esto brinda a
la planta la posibilidad de disminuir su temperatura dentro de la roseta y asi evitar

su congelamiento, de esta manera se convierte en un habitat natural para especies



pequenas que viven dentro de ella [31]. Los estados de desarrollo de las plantas de
E. grandifiora, de acuerdo al tamano de crecimiento son plantula, juvenil y adulto.
La tasa media de crecimiento de las plantas juveniles y adultas es de 7.6 ¢m por afio
([18]).

La tarea principal de la FE.grandiflora es almacenar el agua que capta de la
lluvia y de las neblinas que se forma en las alturas de las cordilleras andinas. Por
su particular estructura de un tallo firme y hojas velludas, esta planta regula la
produccion de agua que gota a gota llena los caudales de pequenas quebradas que
luego se convertiran en lagunas y grandes rios. Por otro lado, el frailején mantiene
en buenas condiciones los suelos del paramo manteniendo la humedad relativa y los
niveles de acidez en condiciones 6ptimas [37]. La Figura 1-2 es una fotografia de un

frailejon.

Figura 1-2: Frailején

Al ser esta especie la mas representativa en el paramo del PNN Chingaza, cum-
ple un valor ecologico importante adicional, ya que algunas aves de alta montafia
como Carduelis spinescens se alimentan de sus semillas [5]. Pequenios mamiferos co-
mo el guache, el borugo de paramo y la guagua loba, remueven la materia organica de
troncos de frailejones en descomposicion. Incluso, el oso de anteojos tiene en su dieta

a las hojas del frailejon [38]. Ademads, las hojas vivas de la roseta e inflorescencias, es
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usada por microorganismos, insectos y artropodos para mantener la microfauna del
escosistema [18], aunque muchos de estos insectos no le causan un dafio severo a la
planta, existe una alevilla identificada con el nombre de Oidaematophorus espeletiate
que al consumirla estda generando un dano severo en los ejemplares del frailejon F.
grandiflora, causdndole graves dafios a estas plantas en el PNN Chingaza [34].
1.3.4. Oidaematophorus espeletiae

Oidaematophorus espeletiae es una alevilla recién estudiada, que sélo se ha
encontrado en el frailejon, también se le conoce como alevilla pluma por su postura
de descanso en forma de "T”, alas lobuladas y patas largas [40], [22]. O. espeletiae,
tiene un ciclo de vida media de 145 dias y estd ampliamente distribuido entre los
3100 a 3900 msnm en la Quebrada Calostros del paramo en el PNN Chingaza [22],
aunque también se han registrado en los PNN Sumapaz, Las Hermosas y el Cocuy.
La Figura 1-3 es un dibujo de la alevilla Oidaematophorus espeletiae en su etapa

adulta.

Figura 1-3: Representacion grafica de la alevilla O. espeletiae

El ciclo de vida de la alevilla O. espeletiae es un holometabolo con cuatro eta-
pas: huevo, larva, pupa y adulto, la etapa larval se divide, a su vez, en cuatro etapas
larvales [34], las larvas se alimentan del tejido meristematico de las hojas de E. gran-

diflora [44]. Las hojas del meristemo apical (las més jovenes que estan en el centro de
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la roseta de la planta), son las hojas del sector de la planta donde se presenta la her-
boviria de las etapas larvales de O. espeletiae. La Figura 1-4 es una representacion
del frailejon, donde se muestran las partes anteriormente mensionadas. En la etapa
larval es en la que el insecto ataca al frailején [34], causandole danos estructurales
a la planta, tales como, clorosis, pérdida del tejido foliar por herbivoria, entre otros

[40]. Por lo tanto, en este trabajo sélo consideraremos a la etapa larval de la alevilla.

Inflorescencia

_——

Hojas
(en forma de roseta)

Meristemo apical
(Hojas jovenes que se
encuentran en el centro de

laroseta)
Tallo

(acumulacion de rosetas)

Figura 1-4: Representacion grafica del frailejon con sus partes.

Daiio por herbivoria a la Espeletia grandifiora

El dano de herbivoria en plantas conlleva al deterioro de estructuras que afectan
funciones vitales. La herbivoria influencia la densidad de la poblacién, su estructura
genética y la estructura y dindmica de las poblaciones, lo que puede condicionar su
supervivencia [44].

En marzo del afio 2009, luego de una visita a la Cuenca de la Quebrada Calos-
tros, del Parque Nacional Natural Chingaza, investigadores de la Universidad Jorge
Tadeo Lozano, reportaron un deterioro severo por herbivoria con destruccion de
las hojas, pérdida del meristemo y entorchamiento en frailejones E. grandifiora y
E. uribei, causado por una nueva especie de alevilla, descrita como O. espeletiae.

Para junio del mismo ano, algunos de los frailejones registrados como afectados se
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encontraron muertos y, en noviembre, el area afectada se extendié cuenca abajo en
aproximadamente 2247600 m? ([44]).

Esto no solo causa graves danos en el crecimiento del frailejon, si no que también
afecta su capacidad de captar el agua proveniente de las lluvias y la neblina, que luego
se filtra por los suelos y pasa a la quebrada que alimenta la Represa de Chingaza,
la cual suministra cerca del 70 % del agua potable que consumen los bogotanos [37].
La Figura 1-5(a) representa graficamente a un frailejon que no ha sido atacado por
la alevilla y la Figura 1-5(b), el deteriro de las hojas de la roseta por el ataque del

herbivoro.

(a) (b)

Figura 1-5: Representacion grafica de las hojas de un frailején no afectado por
herbivoria y el otro con deterioro por herbivoria

En este sentido, se ha convertido el insecto O. espeletiae en una potencial ame-
naza para el suministro de agua en la ciudad; de hecho, los resultados arrojados en
los cerca de setenta puntos de muestreo y mas de 2000 frailejones estudiados por los
investigadores indican que el 8 % de estas plantas estan afectadas, en algunos casos
con un nivel de severidad que oscila entre el 75 al 100 %, estado en el cual es casi
improbable que sobrevivan ([44]).

Se manejan dos hipotesis de la causa principal sobre el origen de la alevilla. La
primera es que esta especie pudo haber estado en la zona de paramo, pero no fue
reportada con anterioridad; sin embargo, desde el contexto del cambio climéatico, es

probable que el incremento de la temperatura media haya influido en el aumento de
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la poblaciéon, producto de una mayor reproduccion y dispersion. La segunda hipdtesis
establece que la especie pudo haberse dispersado desde otros lugares, y al encontrar
condiciones 6ptimas para su desarrollo, se establecié en el paramo, favorecida por la
ausencia de controles biologicos que regulen la poblacién ([40]).

Particularmente en los paramos se reporta una expansiéon de la frontera agricola,
donde la papa es uno de los cultivos mas representativos, esta expansién agricola
podra estar ligada con un crecimiento de la poblaciéon y disperion de especies del
género en el que pertenece la alevilla. Este tipo de transformaciones en el uso del
suelo altera la hidrologia, la formacién del suelo, la polinizacion, la dispersién de
semillas y las relaciones depredador-presa ([40]).

Caracterizacion de la poblacién afectada.

El frailejon esta dividido en 10 etapas de desarrollo segiin su altura, estos son:
plantula (< 5 cm), juvenil (5—21 cm), adulto I (22—38 c¢m), adulto 17 (39—55 cm),
adulto 111 (56 — 72 cm), adulto IV (73 — 89 cm), adulto V' (90 — 106 cm), adulto
VI (107 — 123 cm), adulto VIT (124 — 140 cm) y adulto VIII (> 141 c¢m) [18]. Sin
embargo, la larva de la alevilla O. espeletiae ataca al frailejon de forma significativa
a los adultos de la etapa [ y etapa I, mientras que las clases con menor proporcion
de individuos afectados correspondi6 a juveniles, ([44]). Por otro lado, Torres en [44],
encontrd que para la etapa juvenil la severidad en el meristemo fue muy alta, la cual
presenté 100 % de dano y fue la clase con el menor niimero de hojas en el meristemo,
por tanto la etapa juvenil es considerada el estado mas vulnerable a la herbivoria.

Generalmente, frailejones afectados por O. espeletiae presentan una densidad
poblacional de una larva por planta ([22]). Munioz en [34] encontré que una larva
consume aproximadamente 47.6 4= 18.7 em? de tejido y la cantidad media de 4rea
consumible por frailején es de 62,2+ 20.8 em?, el porcentaje medio de pérdida foliar

en E. grandiflora es de 7.65 %, variando entre 4.50 y 11.1 %.
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Sin embargo Torres clasificé la severidad del dano por herbivoria en E. grandi-
flora para cada clase de tamario, en 6 grados diferentes, G1 = 1—5%; G2 = 6—12 %;
G3 =13 —-25%; G4 =26 —50% y G5 = 51 — 100 %, lo cual propuso con el fin
de reconocer la intensidad de defoliacién o pérdida de area foliar de herbivoria. To-
rres encontrd que la mayor proporcion de individuos present6 grado 2 de afectacion
(37 £ 5% total de afectados), que representa a los individuos con un 6 — 12% de
hojas afectadas [44].

La poblacion afectada muestra que la clase de tamafio juvenil y adulto no estan
igualmente afectados, encontrandose diferencias notorias entre las proporciones de
individuos afectados por clase de tamano. (Ver Cuadro 1-1) [44]. También se puede
observar que la clase juvenil en su mayoria tienen un grado 3 de afectacion, es decir
del 13—25 %, mientras que las adultas en su mayoria tienen un grado 2 de afectacién,

es decir del 6 — 12 %.

G1 G2 G3 | G4 | G5 | Sin herbivoria | Total general
Juvenil # Individuos 0 7 8 7 2 78 102
Proporcién (%) | 0 6,86 | 7,84 16,86 | 1,96 76,47 100
Adulto 1 # Individuos 5 37 26 16 6 220 310
Proporcién (%) | 1,61 | 11,94 | 8,39 | 5,16 | 1,94 70,97 100
Adulto 2 # Individuos 14 41 25 10 5 244 339
Proporcién (%) | 4,13 | 12,09 | 7,37 | 2,95 | 1,47 71,98 100

Cuadro 1-1: Ntumero de individuos y proporcion de individuos por grado de afecta-
cion de cada una del tamano de clases que consideraremos en nuestro modelo. Datos
tomados de Torres, 2013 [44].

Influencia del clima

La época de finalizacion de menor precipitacion, esto es, a finales de febrero
y principios de marzo, establece la etapa final del estado larval del insecto para
continuar con su ciclo de vida al estado de pupa y adulto, por tanto la intensidad
del dafio disminuye, ya que se reduce la presencia de larvas sobre el meristemo de las
plantas ([40]). En esta época, a su vez comienza el desarrollo de las inflorescencias

de E. grandifiora y el brote de nuevas hojas hasta septiembre [18], en este periodo
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de tiempo la temperatura desciende entre 4,2°C' y 4,9°C de tal manera que este
descenso también puede ocasionar una disminucion en la actividad de las larvas
producto de las condiciones adversas del entorno. El descenso en el porcentaje de
severidad muestra que después de cierto tiempo las plantas afectadas, tienen la
posibilidad de continuar con su normal desarrollo, si no vuelven a ser hospederas de
insectos plaga ([40]).
1.4. Modelos matematicos ecolégicos previos

El primer modelo matematico en ecologia fue propuesto de forma independiente
por Lotka [26] y Volterra [45], ellos describen una interacciéon continua depredador-
presa, donde se puede establecer al depredador como el herbivoro y la presa como
la planta, ellos asumen que las plantas pueden crecer exponencialmente en la au-
sencia de herbivoros, con una razén de cambio dada por (az); que en la ausencia
de plantas, los herbivoros podrian morir de hambre y su ntimero podria declinar
exponencialmente con una razén de cambio (yd). Lotka y Volterra también asumen
que los herbivoros buscan las plantas de forma aleatoria, y la disminucién en la
tasa de crecimiento de la poblacién de plantas es una funcion lineal del ntimero de
encuentros (bzy); y que el incremento en la poblacién de herbivoros también es un
funcién lineal del nimero de encuentros [9]. El modelo estd dado por el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales no-lineales

dx

E —x(a - by)7
dy

E - y(d - C!L’),

donde z(t) y y(t) representan planta y herbivoro en tiempo ¢, respectivamente.
Mientras que a, b, ¢ y d son parametros (positivos) que representan las interacciones
de las dos especies. La falla mas grande con el modelo de Lotka-Volterra es la
suposicion de que las plantas podrian incrementar sin un limite en la ausencia de

herbivoros lo cual no es biologicamente posible, dado que dependen de recursos
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limitados para sostenerse. Esto se puede mejorar asumiendo que las plantas crecen
hasta llegar a su capacidad de acarreo, K, en ausencia de herbivoros [2]. Una manera
simple de modelarlo es usando la ecuaciAsn logistica, aqui el crecimiento poblacional
se va reduciendo a medida que el tamano de la poblacion se acerca a la capacidad
maxima de los recursos de su entorno. El sistema modificado esta entonces dado por

las siguientes ecuaciones diferenciales:

du =ax (1 — ﬁ) — bxy,

dt K
dy
prin y(d — cx).

Cuando la poblacion crece en un intervalo de tiempo discreto, esto es, en un
conjunto de instantes espaciados en el tiempo, los modelos anteriores no representan
la interaccién entre las dos especies [42], sin embargo, estos mismos modelos pueden
ser desarrollados de tal forma en que se logre una representacion de la situaciéon real.

En un modelo planta-herbivoro se pretende estudiar el efecto que causa una planta
sobre un animal o un animal sobre una planta en la medida en que afecta su tasa
de nacimiento o muerte, estos parametros no solo determinaran si una poblacién
aumentara o decrecera, también determinara que tan estable es la poblacion y que
tan rapido respondera a cualquier perturbaciéon. La razoén de nacimientos es medido
por la fecundidad, es decir, el nimero de semillas producidas, los huevos ovipositados
o los nacimientos jovenes de un individuo por unidad de tiempo; mientras que la
razon de muerte se describe por la razén de mortalidad, [9].

Una poblacién que es escasa con respecto a sus recursos (pero lo suficientemente
grande para que su capacidad de reproduccion no se vea afectada) tenderd a cre-
cer de forma exponencial, hasta llegar a su capacidad de acarreo K, la razén de
crecimiento exponencial se describe por la pendiente de la representacién grafica
de la densidad poblacional vs el tiempo. La pendiente de esta grafica es llamada

la razén de crecimiento intrinsico y es importante porque mide la razén en la cual
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la poblacién se puede recuperar de bajas densidades y asi afectar profundamente
las propiedades de estabilidad de los equilibrios de la poblacion [9]. De esta forma
se desea estudiar como la magnitud de la poblacion en la generacién t + 1, Nyyq,
estd relacionada con la magnitud de la generacién anterior ¢, N;, (ver Figura 1-6).

Tal relacion puede ser expresada de forma general por:

Nip1 = f(N). (1.1)

El modelo asume que la razén de creciemiento, razén de reproduccion o sobrevi-
vencia depende de la densidad de la poblacion, la Ecuaciéon 1.1 es llamada ecuacion
de diferencia no lineal.

Una funcién no lineal f(N;) en dindmica de poblaciones frecuentemente tiene las
siguientes propiedades: f(0) = 0; f(/N) aumenta mondtonamente cuando N aumenta
a través del rango 0 < N < K (donde f(N) obtiene su valor maximo en N = K); y
f(N) decrece mondtonamente cuando N aumenta mas alla de N = K [29]. Ademas,
f(N) usualmente contiene uno o més parametros que ajustan la severidad de este
comportamiento no lineal, parametros que ajustan la inclinacién de la joroba en la
curva f(N). Estos pardmetro tipicamente tienen algin significado bioldgico.

Un primer ejemplo estda dado por la ecuacion logistica discreta:

Xt+1 = Xt(r — bXt) (12)

Cuando b = 0, describe a una poblacién que crece exponencialmente (para r > 1);
mientras que para b # 0 la no linealidad cuadratica produce una curva de crecimiento
con una joroba, cuya pendiente esta ajustada por el parametro r. Tomando N =

bX/r, la ecuacién puede ser escrita de forma canénica (ver Figura 1-6) como:

Nt+1 = TNt(l — Nt)a (13)
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donde 0 < N < 1, esta ecuacion es quizas la ecuacion de diferencia no lineal més
simple, pero en las aplicaciones practicas la Ecuacion 1.3 tiene varias desventajas.
Dada la restriccion de N causa que las siguientes iteraciones van a diverger hacia —oo
(la poblacién se va a extinguir), asi las propiedades de estabilidad aqui se refieren a

la estabilidad dentro de un vecindario especifico [28].

08
06 « 3
Nt

04

02

N,

Figura 1-6: Relacion tipica entre Ny1 y N; descrita por la Ecuacién 1.1. Las curvas
corresponden a la Ecuacion 1.3 con r = 3.414 (a); y r = 2.707 (b). La linea punteada
indica la pendiente en los puntos fijos, donde F'(IN) intersecta la linea diagonal de
45°: Para el caso (a) esta pendiente es menor de 45° y el punto fijo es estable; para
el caso (b) la pendiente es mayor de 45° y el punto fijo es inestable [29].

Otro ejemplo, con mayor aceptacion en la literatura biologica es:

Niv1 = Nyexp(r(1 — Ny)) (1.4)

conocidad como la ecuacién de Ricker [36]. Esta ecuacion describe a una poblacién
que en bajas densidades crece, pero en altas densidades la poblacion tiende a de-
crecer, el modelo se ajusta para una poblacién de especies simple que esta regulada
por una enfermedad epidémica de alta densidad, originalmente fue un modelo pa-
ra peces [36], cigarras periddicas (Lloyd, sin publicar) y poblaciones de insectos en
general [32], [8]. La pendiente de este comportamiento no lineal es manejado por el

parametro r, ademads, tiene la ventaja que a diferencia de la Ecuacion 1.3, el punto
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de equilibrio estable en N = 1, es globalmente estable (para todo N > 0) para
0<r<2, [28].
Beverton y Holt en 1957 [4] también platearon una versién de la ecuacién logistica

para poblaciones discretas

1

—N, . 1.
A b>0 (1.5)

Nt+1 =b

Esta ecuacion de diferencia define una funcién monétona y por lo tanto, todas
sus soluciones estdn monotonamente equilibradas. (La Ecuacion de diferencia 1.5
estd relacionada con la ecuacion diferencial logistica de la siguiente manera. Si una
solucion de la ecuacion diferencial logistica esta evaluada en intervalos de tiempo
igualmente espaciados, la sucesion de la densidad de la poblacion resultante satisfa-
cerd a una equacion de diferencia de la forma de la Ecuacién 1.5).

Park y Leslie en 1958 [24] plantearon un modelo de competencia entre dos especies

por las ecuaciones de diferencia

1

—=x
11+xt+clyt !
1

1+ comy + ytyt

(1.6)

Ty =D

Y1 =bo (1.7)

Este modelo acopla dos poblaciones logisticas discretas por medio de los términos
de competencia interespecifica, ci1y; v coxy, estos términos disminuyen la probabilidad
de sobreviviencia de cada especie (en la siguiente generacion ¢ + 1) debido a la
presencia de las otras especies.

El sistema de ecuaciones de diferencia 1.6-1.7 define un flujo semi monétono y
tiene exactamente el mismo conjunto de posibles escenarios dinamicos que el mode-
lo de Lotka/Volterra. Si no existe un equilibrio positivo, todas las 6rbitas en el eje
positivo tienden a un equilibrio de exclusién positivo. Si hay un equilibrio positivo,

entonces es globalmente asintéticamente estable (coexistencia competitiva) o es un
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punto de silla. (Por lo tanto, el modelo de Leslie/Gower es el modelo discreto andlogo
del modelo de competencia de Lotka/Volterra). El caso de coexistencia ocurre solo
si los coeficientes de competencia ¢; y ¢y son suficientemente pequenos (a esto se le
llama el principio de exclusién competitiva). Ademads, si ambos coeficientes ¢; y co
son suficientemente grandes, entonces ocurre el caso de un punto de silla. Cushing
et al. en el 2017 [11], estudié un modelo considerando competencia entre dos espe-
cies divididas en dos etapas, joven y adulta, es decir, un modelo de Leslie/Gower
estructurado por etapas. Mientras que en el ano 2012 Dahlin et al. estudiaron la
competencia entre dos especies de plantas anuales dividias en dos etapas semillas y
adultas, a partir de las ecuaciones de Leslie/Gower.

En 1968 Leslie et al. [25], estudiaron la competencia interespecifica en una pobla-
cion de escarabajos que esta estructurada en etapas. Las variables en el modelo son
los ntimeros de individuos en cada una de las tres etapas distintas del ciclo de vida:
una etapa de crecimiento (Larva), una etapa estética (Pupa) y una etapa reproduc-
tiva (Adulta), (modelo LPA). Sin embargo J. Edmunds en el 2001 y J Edmunds et
al en el afnio 2003 estudiaron con mayor profundidad a los modelos LPA [15] y [16].

Este modelo esta dado por:

Lt+1 :bAt eXp(—CELLt - CEAAt) (18)
Py =(1 = pg) Ly (1.9)
Ay =P exp(—cpady) + (1 — pa)Ay (1.10)

El modelo asume un periodo de tiempo igual para las etapas larva y pupa, dado
que todas las larvas del tiempo t que sobreviven al tiempo t + 1 pasan a ser pupas,
y todas las pupas en el tiempo ¢ que sobreviven al tiempo ¢ + 1 pasan a ser adultas,

mientras que todos los adultos que sobreviven al tiempo ¢+ 1 permanecen en la clase
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adulta. Muchas especies de escarabajos tienen estas caracteristicas, con un periodo
de tiempo de seis semanas y un promedio de sobrevivencia cerca de seis meses ([15]).

La produccion de nuevas larvas esta representado por b > 0, el niimero inherente
de larvas producidas por un adulto en una unidad de tiempo, es decir, el promedio
de huevos viables producidos por un adulto en ausencia de algin efecto de densidad,
se describe por el término no lineal exp(—cgp Ly —cgaA;). Las constantes 0 < pp < 1
y 0 < 4 < 1 son las probabilidades de muerte de las larvas y los adultos respectiva-
mente; se asume que la probabilidad de muerte de la pupa es cero. Las interacciones
no lineales estan descritas por los términos cgy, > 0, cga > 0y cpa > 0. En el
caso de los escarabajos, cgr,crpa v cpa representan el canibalismo de los huevos por
las larvas y los adultos, y de las pupas por los adultos [15]. Por tanto el término
exp(—crrLi — cpaA;) para el ejemplo de los escarabajos, representa la sobrevivencia
de los huevos al canibalismo por las larvas y los adultos [10].

En cuanto a los modelos planta-herbivoro A.J. Nicholson fue uno de los primeros
biblogos en sugerir un modelo discreto planta-parasitoide, pero fue sélo con la ayuda
del fisico V.A Bailey en la década de 1930 [14] que se pudo desarrollar tal modelo

de la siguiente forma:

Niv1 =AN;exp(—akF,),

P11 =cNi(1 — exp(—aP,)),

donde N;y1 y Py representan la densidad del hospedero en la generacion t + 1
y la densidad del herbivoro en la generacion t + 1, respectivamente. El parametro
a es una constante que representa la eficiencia del herbivoro en la busqueda de
alimento, A es la razén reproductiva del huésped, ¢ es el niimero promedio de huevos
depositados por un herbivoro en un sélo hospedero y la proporcién de hospederos

que escapan a la herbivoria estd dado por el término cero de la distribucion de
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Poisson, exp(—aF;), se usa esta funcion de probabilidad ya que la distribuciéon de
Poisson describe la ocurrencia de eventos aleatorios discretos en algun intervalo de
tiempo, asi que la probabilidad de exactamente r encuentros entre el herbivoro y el

exp(—ahy)

hospedero estd dado por p(r) = (aFy). Por lo tanto la probabilidad de

7!
cero encuentros durante el ciclo de vida del hospedero (p(0) = exp(—aPF})), describe
la probabilidad de escapar de la herbivoria [14].

Del andlisis se observa que el modelo de Nicholson-Bailey tiene sélo un equilibrio

no-nulo dado por (N*,P*), dénde

Aln A
N* =
(A= 1)ac
1
y P’ ZH—A,
a

que existe so0lo si A > 1. Para este modelo el equilibrio nunca es estable, lo que
implica que cualquier cambio pequeno en el estado estable de cualquiera de las dos
especies pueden producir oscilaciones divergentes. Sin embargo, este escenario no
es muy real ya que los sistemas naturales son mas estables, asi que igual que en el
caso continuo se le puede hacer una pequena modificacion al modelo para volverlo
mas real. Curiosamente, igual que en el caso continuo, lo que esta fallando es que
no se toma en cuenta que la tasa de crecimiento del huésped depende del tamano
actual de su poblacion, por lo tanto se considera como suposicion adicional que en
la ausencia de herbivoros, la poblacion crece a alguna densidad limitada, también

llamada capacidad de acarreo K [14]. Descrito de la siguiente forma:

N,
N1 =Nyexp (r (1 — ?t) — aPt> ,
Pi1 =cNy(1 — exp(—aF})),
donde 7 es la razAsn de crecimiento y K es la capacidad de acarreo.

Aunque la ecuacion es lo suficientemente complicada como para dar una expresion

explicita de los equilibrios, N* y P*, el equilibrio (N*, P*) no nulo se puede expresar
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de la siguiente forma:

T N*

Nf=—(1— —
a< K)’

P*

P :(1 —exp(—akF))’

existe siempre que Nj < K, es decir siempre que el ntimero inicial de huéspedes sea
menor que la capacidad de acarreo de las plantas. Este equilibrio resulta ser estable
para una gama bastante amplia de valores de parametros realistas, que precisamente
era lo que se deseaba [14].

Kang et al. [23] en el afio 2008 formularon un modelo simple huésped - herbivoro
para estudiar la interaccion planta - herbivoro, tal que las variables a considerar son
la biomasa de las hojas y la biomasa del herbivoro, para el desarrollo de su modelo
se hacen las siguientes suposiciones:

1. N, representa la biomasa nutritiva de la poblacién de plantas después del ataque
por el herbivoro pero antes de su defoliacién. P;, representa la biomasa del herbivoro
antes de su muerte en el final de la temporada n.

2. En ausencia del herbivoro, la biomasa de la poblacién de plantas sigue la dinamica

del modelo de Ricker (1.4),

N,
N1 = Nyexp (r (1 — %))

con una probabilidad de crecimiento constante r y una capacidad de acarreo de
la planta K. La dinamica del modelo de Ricker determina la cantidad de nuevas
hojas viables para el consumo del herbivoro.

3. Se asume que el herbivoro busca la comida aleatoriamente. El area de las hojas
consumidas es medido por el pardmetro a, esto es, a es una constante que corre-
laciona la cantidad total de biomasa que un herbivoro consume. Suponen que el

herbivoro tiene un ciclo de vida de un ano.
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Después del ataque por el herbivoro, la biomasa en la poblaciéon de plantas se
reduce a una fraccién exp(—aF;). Por tanto el modelo que proponen Kang et al [23],

esta dado por:

Ny 1 =Nyexp <7’ <1 — %) — aPt) , (1.11)
Py =cNyexp (7’ (1 — %)) (1 — exp(—akF})). (1.12)

Para el modelo del estudio de la interaccion alevilla-frailejon propuesto en esta
investigacion, se consideran las suposiciones del modelo de Kang et al (][23]), sin
embargo, la funcién de densidad del crecimiento poblacional de las plantas no va
a estar dado por el modelo de Ricker 1.4, sino que consideraremos el modelo de
competencia de Leslie/ Gower 1.6-1.7, dividido en las diferentes etapas de crecimiento
del frailejon, de tal forma que los términos de competencia c1y; y coxy, para nuestro
modelo , estaran dados por términos de competencia inter e intra edad, ya que la

planta compite por recursos entre sus mismas etapas de crecimiento.



Capitulo 2
METODOLOGIA DEL TRABAJO DE
INVESTIGACION

En este trabajo vamos a considerar poblaciones con un intervalo fijo entre gene-
raciones, entonces se describe el tamano de la poblaciéon por una sucesion z,,, donde
xo denota el tamano de una poblacion inicial, x; el tamano de la poblaciéon en la
siguiente generacién (en el tiempo 1), y asi sucesivamente. Por lo general el intervalo
de tiempo entre generaciones se toma como constante [6].

2.1. Dinamica de las ecuaciones de diferencia de primer orden

Las ecuaciones de diferencia usualmente describen la evolucién de ciertos fenéme-
nos sobre el curso del tiempo. Por ejemplo, si una cierta poblacion tiene generaciones
discretas, el tamano de la generacién (n+1), z(n+1) es una funcién de la generacién

anterior n, x(n). Esta relacion se expresa como la ecuacién de diferencia

2(n+1) = f(x(n)) (2.1)

Cuando tenemos una ecuacién de diferencia la solcién esta dada por una sucesion

de iteraciones de f empezando por un punto z,

Zo, f(l'o), f(f(xo))a f(f(f(xO)))a

Por conveniencia adoptamos la notaciéon f*(z) que significa f aplicado t veces a
x. f(zo) es llamada la primera iteracién de xy bajo f; f2(xg) es llamada la segunda
iteracion de xy bajo f; f'(zg) es llamada la ¢-ésima iteraciéon de xy bajo f. Tomando

x; = (o), se tiene

25
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ep1 = [ (o) = L (w0)] = f (=)

2.1.1. Puntos de Equilibrio

La nocion de puntos de equilibrio es central en el estudio de la dindmica de cual-
quier sistema fisico. En muchas aplicaciones en biologia, fisica, economia, ingenieria,
etc; se quiere que todas las soluciones de un sistema dado tiendan a su punto de
equilibrio. Al examinar cuidadosamente lo que sucede en un punto de equilibrio,
podemos comprender mejor el comportamiento de un sistema
Definicién 2.1.2. ([17],/6])

Un punto z* en el dominio de f se dice que es un punto de equilibrio de 2.1

si este es un punto fijo de f, es decir,

f(z*) = ", (2.2)

tal que x; = x* es una solucion constante de la ecuacion de diferencia.

Aunque no siempre es el caso, a menudo es cierto que resolver una ecuaciéon como
la Ecuacién 2.2 para el valor de un punto de equilibrio, es mas simple que encontrar
una soluciéon general a un problema completo de la ecuacién de diferencia no lineal
como la Ecuacién 2.1. [14].

Uno de los objetivos mas importantes en el estudio de los sistemas dindmicos
es analizar el comportamiento de sus soluciones cerca a un punto de equilibrio. A

continuacion introducimos las definiciones bésicas de estabilidad.
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Definicién 2.1.3. (/17])

a) El punto de equilibrio x* del Sistema 2.1 es estable si dado € > 0 existe 6 > 0 tal
que |xg — x*| < & implica | f*(xo) — x*| < € para todo t > 0. Si x* no es estable,
entonces es llamado inestable, (ver Figura 2-1).

b) El punto x* se dice que es atractor si exite un n > 0 tal que

|zog — x*| < n implica tli)rgozt =a".

Sin = o0, z* es llamado un atractor global (ver Figura 2-2(a)).

g 0 7 0 ! 2 ? ¢y
t

(a) Punto estable (b) Punto inestable

Figura 2-1: Estabilidad e inestabilidad de un punto de equilibrio.

B

3 B g 7 g B 0 T 2 3 0 g
t t

(a) Asint6ticamente estable (b) Globalmente estable
Figura 2-2: Punto de equilibrio asintoticamente y globalmente estable
c) El punto z* es un punto de equilibrio asintdéticamente estable si este es
estable y atractor. Sin = oo, x* se dice que es globalmente asintéticamente
estable (ver figura 2-2(b)).
La Figura 2-1(a) muestra un punto de equilibrio z* estable, esto se tiene dado que

xg estd dentro de la vecindad (V') centrada en x* con radio 6, es decir, zy € Vs(z*),
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entonces z; estd dentro de la vecindad centrada en x* con radio €, o lo que es
zr; € Vi(z*). En la Figura 2-1(b) z* es inestable, ya que existe un ¢ > 0, que
sin importar que tan cerca esté xg de x*, existirda un 7' tal que xr estd por fuera
de la vecindad centrada en z* con radio €, es decir, xr ¢ V.(z*). En la Figura
2-2(a) se tiene que z* es asintéticamente estable, ya que si xy estd dentro de la
vecindad centrada en x* con radio 7, entonces tliglo xy = x*. Mientras que en la
Figura 2-2(b) x* es globalmente asintéticamente estable ya que sin importar donde
esté xg, limx, = 2*
t—o0
2.2. Sistema de ecuaciones de diferencia

Los métodos desarrollados para una sola ecuacion se puede extender a un sistema
de n ecuaciones de diferencia para n incdgnitas.
2.2.1. Matriz de Leslie

La matriz de Leslie es un sistema de ecuaciones de diferencia de primer orden
que modela la dindmica de una poblaciéon de estructura de edad. El término “es-
tructura” en modelos poblacionales se refieren a una organizacion o division de la
poblacién dentro de varias partes tales como, edad, tamafio o estado. Por ejemplo,
para insectos, el estado de desarrollo puede ser huevo, larva, pupa y adulto [1].
Las interacciones dinamicas entre estados, edades o tamanos determinan como la
estructura poblacional cambia a través del tiempo [7].

Si tenemos un sistema de m ecuaciones de diferencia de la forma:

21(t + 1) =byz1(t) + baxa(t) + ... by ()
ZL’Q(t -+ 1) :Sll’l(t)

l’g(t + 1) :Sgl’g(t)

xm(t + ]-) =Sm-1Tm-1
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donde s1, s9, .. .5, son positivos y se refieren a la probabilidad de sobrevivencia
y los coeficientes by, bo, ... b, se refeiere a la fecundidad y son positivos y no todos
cero [6]. El modelo de Leslie puede ser escrito de forma matricial como un vector

columan m-dimensional

[L’l(t)
To (T
X - |0
L
Y la matriz de Leslie
bl b2 . bm—l bm
s1 O 0 0
A=
0 0 ... $pu_1 O

Entonces el modelo consiste de el vector de ecuacién de diferencia
X(t+1)=AX(t) (2.3)

2.2.2. Equilibrios.

Definicién 2.2.3. ([1]) Asuma que tenemos m variables independientes que estin

relacionadas por el sistema de ecuaciones
X(t+1)=F(Xy) (2.4)

vamos a decir que X* es un punto de equilibrio de I’ si satisface una solucion
constante

X* = F(X")
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Definicién 2.2.4. ([1]) Una solucion periédica de periodo m de un sistema de
primer orden X (t +1) = F(X(t)) es un vector X} que satisface
F™X};) y F{(X})#X; paai=1,2...,m—1
Un m-ciclo es un conjunto de vectores { X7, X5,..., X%}, donde cada X} es una
solucion periddica de periodo m; X{, F(X7),..., F™(XY) es llamada la érbita pe-
riodica de Xi
Si X}, con k=1,2,...,m—1 es una solucién periddica, entonces cada X; es un
punto fijo de las fuciones F'™, F*™ F3™ etc.
2.2.5. Estabilidad.
Definicién 2.2.6. ([1]) Un punto de equilibrio X* del sistema de ecuaciones (1) es
localmente estable si, para cualquier € > 0, existe un § > 0 tal que si || X(0) —
X*||2 < 9, entonces
| X () — X*|]2 = ||F{(X(0)) = X*|la <€  para cadat >0
st X* no es estable se dice que es itnestable.

donde || X[z = ||(2(1), 2(2), .., a(m))T|ls = \/22(1) + 22(2) + - + 22(m)

Definicién 2.2.7. ([17]) Si un sistema de ecuaciones es de la forma
X(t+1)=AX(t)

se tiene que:
1. La solucion de equilibrio de la Ecuacion 2.3 es estable si y solo si p(A) <1
2. La solucion de equilibrio de la Ecuacion 2.3 es asintoticamente estable si y solo si
p(A) < 1.
p(A) es el radio espectral de la matriz A en un espacio vectorial E y se define
como

p(A) == max{|\|,\ es un autovalor de M}
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Decimos que un vector  # 0 es un autovector de una matriz A n x n si existe un

escalar A tal que

Az = \x

. El escalar A es llamado un autovalor. Si reorganizamos la ecuacién anterior se tiene
que
(A — M)z =0 donde I es la matriz identidad

Si A es un autovalor de A, entonces (A — AI) es una matriz singular, y por lo tanto
det(A — XI) = 0. Si A es una matriz n X n, entonces el polinomio caracteristico es
de grado n, lo que significa que A tiene n autovalores ([35]).

Sin embargo, muchas veces se puede tener problemas al estimar las magnitudes de
los autovalores ya que la ecuacién caracteristica asociada con el sistema puede ser
un polinomio de grado k, en general es imposible determinar estos autovalores y por
tanto es necesario usar ciertos criterios para obtener informacién de sus magnitudes.

Considere el polinomio
PA) =N+ a N+ o\ 24 ap A+ a,

Defina la siguiente combinacion de parametros:

_ 2 _ 12 2 2 2
by =1—a,, ¢, = b, —b] d, =c, —c
b1 = a1 — apan_1, Cn—1 = bpbp_1 — b1by dp—1 = CpCp_1 — C2C3
bn—k = QA — ApQp—k, Cn—k = bnbn—k - blbk—i-l dn—k = CpCp—k — C2Ck42

by = an—1 — ayaq, ¢y = bpby — b1by—y d3 = cpC3 — CoCpq
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La lista se acorta en cada etapa hasta que solo hay tres cantidades que se relacio-

nan con sus predecesores segun la regla

n = P — Dhy_s)
dn—1 = PnPn—1 — Pn—3Pn—2,

4n—2 = PnPn—2 — Pn—3Pn—1-

Definicién 2.2.8 (Criterio de Jury ([14])). Una condicion necesaria y suficiente
para que p(A) < 1 son las siguientes:

1. P(l)=14a1+ -+ an_1+a, >0.

2. (=1)"P(=1) = (—=D)"[(-1)"+ ar(=1)" + -+ an_1(—1) + a,]

3.

la,| <1
|bn| > |bl|
|Cn| > Je2

|dn| > |d3|

‘Qn‘ > |Qn—2|

Muchas veces los sistemas lineales son bien complejos y no se pueden solucionar
de forma analitica a partir de la teoria que mencionamos anteriormente, en estos
casos es necesario solucionarlos a partir de métodos numeéricos, el método numérico
que utilizamos en este trabajo para solucionar un sistema de ecuaciones no lineales

fue el método de aproximaciones sucesivas.
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2.2.9. El método de aproximaciones sucesivas para sistemas de ecuacio-
nes no lineales

Este método se basa en el teorema del punto fijo. Para su aplicaciéon se transforma
el sistema F(x) = 0 en otro equivalente (es decir con las mismas soluciones, de la
forma G(z) = ), una vez escrito el sistema de esta forma, el método de aproxima-
ciones sucesivas consiste en seleccionar arbitrariamente un vector z(0) con el cual

iniciar el siguiente esquema iterativo:
Gz(i) =z(i+1) (i=0,1,2,.) (2.5)

De esta forma se genera una sucesién de vectores {G(z(i)) = x(i + 1)} con i =
0,1,2,...
Teorema 1 (Teorema de punto fijo de Brouwer([43])). Suponga que G es una
funcion de valor real, definida y continua sobre una bola cerrada centrada en a con
radio r, B(a,r), y sea G(x) € B(a,r) para todo x € B(a,r). Entonces, existe un
& € B(a,r) tal que & = G(&); el vector & es llamado un punto fijo de G.
Definicién 2.2.10 (Contracciéon [43]). Suponga que G es una funcion de valor
real, definida y continua sobre una bola cerrada centrada en a con radio r, B(a,r).
Entonces, G se dice que va a ser una contraccion sobre B(a,r) si existe una constante

L tal que0<L <1y

Gx) - Gy)| < Lz —y| Vr,y € [a,b] (2.6)

Definicién 2.2.11. Sea G una funcion de wvalor real, definida y continua sobre
una bola cerrada centrada en a con radio v, B(a,r), y asuma que G(x) € B(a,r)
para todo x € B(a,r). Suponga, ademds, que G es una contraccion sobre B(a,b).
Entonces, G tiene un unico punto fijo & € B(a,b). Ademds, la sucesion (xy) definida

por 2.5 converge a € cuando k — 0o para cualquier punto inicial o en B(a,r).



Capitulo 3
PLANTEAMIENTO Y ANALISIS
CUALITATIVO DEL MODELO DE LA
ESPELETIA GRANDIFLORA

Se introduce un sistema de ecuaciones de diferencia no lineal discreto para mo-
delar la dinamica del ciclo de vida del frailején, con competencia intra-edad en las
diferentes etapas de la planta. Las generaciones son medidas en anos, seguimos todo
el proceso del ciclo de vida, es decir, germinacién, crecimiento, competencia y nue-
va produccion de semillas en un ano. Dado que el frailejon es una planta perenne,
asumimos que el ciclo de vida va a ser igual para los anos siguientes [18].

En nuestro modelo el afilo empieza en marzo, este es el comienzo de la época de
lluvia, en esta temporada las semillas atin permanecen inactivas y su germinacién
empieza después de las primeras lluvias durante los meses entre abril y mayo [18],
donde empiezan a nacer las primeras plantas jévenes. Las plantas juveniles perma-
necen incapaces de producir semillas por un periodo de 3 a 5 anos, después de la
maduracién, las plantas juveniles se convierten en plantas adultas que fecundan. En
septiembre, que a su vez marca el comienzo de la época seca en los paramos, las
plantas adultas ya estan florecidas y empieza la dispersion de las semillas llegando a
su pico més alto en febrero, que es la temporada de mayor sequia; en esta época los
vientos en el paramo son mas fuertes y esto facilita la liberacién y dispersién de las
semillas. Las semillas permanecen inactivas en toda la temporada seca y germinan
de nuevo después de las primeras lluvias del siguiente ano [34], [44] La Figura 3-1

representa graficamente el ciclo que acabamos de describir. Debido a que las plantas
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perennes pueden vivir por mas de un ano. Asumimos también que una porcién de

las plantas adultas sobreviven y estan presentes en el siguiente ano,

Nacen las primeras
plantas juveniles

DICIEMBRE

N Plantas juveniles 6
R . S incapaces de
' SEPTIEMBHE producir semillas por
' Q un periodo de 3-5

anos.

IR

Fecundidad de las

plantas adultas
Plantas juveniles
maduras pasan a
adultas.

Figura 3—-1: Diagrama del ciclo de vida de un frailejon.

La presencia de semillas inactivas nos motivan a tomar en consideracién a las
semillas que no germinan durante la época de lluvia pero sobreviven en el suelo con-
tribuyendo al banco de semillas. Adicionalmente se distinguen a las plantas juveniles
por edad, esto es, las plantas juveniles que no maduran y permanecen juveniles en
el siguiente afio. Asumimos que las plantas juveniles llegan a madurar cuando cum-
plen el tercer ano. En nuestro modelo S(n) representara la densidad de semillas en el
banco de semillas en el tiempo n (n = 0,1,2,...), mientras que Ji(n) representara la
densidad de plantas juveniles con k anos en el tiempo n (k = 1,2) y finalmente A(n)
representara la densidad de plantas adultas en el tiempo n.

El diagrama de flujo en la Figura (3-2) indica el ciclo de vida de Espeletia gran-
diflora sin considerar la competencia entre etapas. El ciclo de vida empieza desde el
final de la época seca, donde culmina la dispersion de semillas en el ano n hasta el
final de la época seca en el ano n + 1. Sobre el curso de un ano las plantas adultas
pueden contribuir a la poblacion del siguiente afio de dos maneras, primero, como

el frailején es una planta perennial, una porciéon de las plantas adultas en el ano n
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sobreviven a una probabilidad p4 y de nuevo son parte de la poblaciéon de adultos
en el ano n + 1. Segundo, los adultos producen nuevas semillas, nimero por el cual

representamos como f.

(1—yf

2

|

(1= p2)

Figura 3-2: Ciclo de vida de la Espeletia grandiflora, sin competencia intra-edad.

Una porcién de estas nuevas semillas germinan a una probabilidad v, las semillas
que germinaron seran ahora plantulas que sobreviven a una proporcion u, para pasar
a ser parte ahora del grupo de juveniles con 1 afio de edad J;(n+ 1). La porcién de
semillas que no germinaron pasan al banco de semillas con probabilidad (1 —+). Las
semillas en el banco de semillas sobreviven al periodo inactivo a una proporcién o y
seran eventualmente viables para germinar a una probabilidad g, suponemos que las
plantulas que vienen del banco de semillas sobreviven con las misma probabilidad u
que las que germinaron sin pasar por el banco de semillas, y estas plantulas también
harén parte del grupo de juveniles con un ano de edad J;(n + 1).

Las plantas jovenes del cohorte Ji(n) sobreviven a una proporcién py y pasan a
ser parte de las plantas jévenes de k + 1 anos, Jx.1(n + 1). Suponemos que cuando

cumplen el tercer afio, las plantas jovenes que sobreviven a una probabilidad po,
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en tiempo n, inmediatamente son plantas maduras y pasan al cohorte de plantas
adultas en el tiempo n + 1, A(n+ 1).
3.1. Modelo de la Espeletia grandiflora con competencia.

El establecimiento de las plantulas es importante en los ciclos de vida de las
plantas, tanto para la dinamica como para la estructura de edad de la poblacion
([9]). Sin embargo, la mortalidad en esta etapa es alta y se relaciona con la falta de
agua, nutrientes y luz. La competencia con otras plantulas es una de sus limitantes,
una nueva plantula estd en desventaja con las plantas establecidas en la captura de
recursos [19], por lo tanto, consideramos en nuestro modelo competencia intra-edad,
plantula-plantula, que la representaremos por el parametro ap, y juvenil con juvenil,
representado por el parametro «a; adicionalmente consideramos competencia inter-
edad juvenil con adulto, representado por el parametro (3, y ya que las plantas
adultas superan en numero a las juveniles, es mas dificil para las plantas jovenes
competir por agua con las plantas adultas. Ademds Smith [41], en sus trabajos con
Espeletia Schultzii, determind que hay competencia inter-edad por recursos y espacio
entre las plantas adultas, por tanto, consideramos también, competencia inter-edad
adulto con adulto, representado por el paramtro a4. Dado que consideramos la
competencia en las etapas mas cruciales del juvenil, estos son, del paso de plantula
a joven de un ano y del paso de joven maduro a adulto, no consideramos importante
establecer la competencia en la etapa intermedia del juvenil.

Asi que, la densidad de semillas de la generacién n+1, S(n+1), estard determinado
por el ntimero promedio de semillas producidas (f), por la planta adulta de la
generacion n, A(n), que no germinaron inmediatamente a una probabilidad (1 —
7), més la densidad de semillas de la generacién n, S(n), que no han germinado
a una probabilidad (1 — g) pero permanecen viables con una probabilidad ¢. La
densidad de plantas juveniles de la generacion n + 1 en la primera etapa, Ji(n + 1),

estard determinado por la densidad de plantulas que sobrevivan a una probabilidad u
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y que provengan de las semillas producidas por la planta adulta (f), que germinaron
inmeditamente a una probabilidad v de la generacién n, A(n), mas la densidad de
semillas de la generacion n, S(n), que permanecieron viables a una probabilidad o
y que germinaron a una probabilidad g, ademés estas plantulas sobrevivieron a la
competencia por recursos con las plantulas ya establecidas, medido por el parametro
ap. Mientras que la densidad de plantas juveniles de la generacion n+1 en la segunda
etapa, Jo(n+1), estard determinado por la densidad de juveniles de la primera etapa
que sobrevivieron en la generacién n, Ji(n), a una probabilidad p;. Finalmente, la
densidad de plantas adultas de la generacién n+1, A(n+1), estard determinado por
la densidad de plantas juveniles de la generacién n en la segunda etapa, Jo(n), que
sobrevivieron a una probabilidad p; y que ademés sobrevivieron a la competencia
por recursos con las plantas juveniles y con las plantas adultas ya establecidas a
una probabilidad «a; y S respectivamente, y también estara determinado por las
plantas adultas de la generacion n, A(n), que sobrevivieron a una probabilidad pa
y que ademés sobrevivieron a la competencia por recursos con las plantas adultas
ya establecidas. En el Cuadro 3—1 se hace una descripcién de cada pardametro que se
uso en nuestro modelo de competencia para la Espeletia grandifiora y en el Cuadro
3-2 se hace una descripcion de cada variable.

Por lo tanto, proponemos el siguiente modelo de ecuaciones de diferencia no lineal,
con estructura de edad y competencia inter-edades, para la poblacién del frailejon

COINO:

S(n+1) =(1—4)fA(n) + (1 — g)oS(n), (3.1)
Ji(n+1) :%A(n) + %S(n), (3.2)
Jo(n + 1) =py Jy(n), (3.3)

y At 1) =r (fj) oA+ HofijA(n)A(n), (3.4)
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donde,
Gp =7vfA(n) + goS(n). (3.5)

La funcion G'p representa las nuevas plantulas o las semillas que germinaron justo
antes del tiempo n + 1, de esta forma se tiene que pyfA(n) son las plantulas que
sobrevivieron de plantula a joven de un ano de edad y surgieron de semillas que
germinaron inmediatamente, mientras que pugoS(n) son las plantulas que sobrevi-
vieron de plantula a joven de un ano de edad y nacieron de semillas que primero
pasaron por el banco de semillas. El término pyJi(n) representa las plantas jévenes
de edad k que sobrevivieron a la edad k& + 1, cuando k = 2 estas plantas jovenes
que sobrevivieron al tercer ano pasaron a ser las nuevas plantas adultas. Finalmen-
te, paA(n) representa las plantas adultas establecidas. Modelos de competencia y
modelos de estructura de edad de este tipo los podemos encontrar en [13] y [30],
respectivamente.

Basandonos en el modelo de Leslie/Gower 1.6-1.6, el término

py f Aln)

Ji(n+1) = 1+ apyfA(n) 4+ apgoS(n)

(3.6)

establece que las plantulas que provienen de semillas que germinaron inmediatamen-
te, tienen que competir por recursos con las plantulas ya establecidas, reduciendo
asi su sobrevivencia de plantula a joven de 1 ano. Por ende, ap mide la intensidad
de la competencia inter-edad plantula con plantula. Por otro lado, suponemos que
la competencia es igual si la plantula proviene de semillas que germinan inmediata-
mente después de su produccion o de semillas que primero pasaron por el banco de
semillas.

A su vez el término:

3 jgo
Nl +1) = 1+ apyfA(n) +apgoS(n) () (37)
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representa la competencia de las plantulas que nacieron de semillas que primero
pasaron por el banco de semillas con las plantulas ya establecidas reduciendo asi su
sobrevivencia de plantula a joven de 1 ano.

Mientras que:

A(n+1) = 1+aJJ2(22) A Jo(n) (3.8)

representa la competencia intra-edad del juvenil con otros juveniles ya establecidos
y la competencia inter-edad del juvenil con las plantas adultas, de tal forma que
esta competencia reduce la sobrevivencia del juvenil a el estado adulto, donde a;
y [ miden la intensidad de la competencia joven con joven y joven con adulto,
respectivamente.

Finalmente,

An+1) = Hoi)ijfl(n)fl(n) (3.9)

controla el crecimiento de la poblacion de las plantas adultas ya establecidas por la
competencia por recursos de adultas con adultas, en este caso a4 mide la compe-

tencia intra-edad adulto con adulto.



41

Variable | Descripcion

f Ntumero promedio de semillas producidas por un adulto

(Fecundidad.)
(1 —~) | Probabilidad de que la semilla que proviene de la planta
adulta no germine inmediatamente.
(1—g) | Probabilidad de que la semilla en el banco de semillas

no germine en el tiempo n + 1.

o Probabilidad de sobreviviencia en banco de semillas

1 Probabilidad de sobrevivencia de plantula a juvenil con
1 afio de edad.

P1 Probabilidad de sobrevivencia de juvenil con 1 ano de
edad a juvenil de dos anos.

02 Probabilidad de sobrevivencia de juvenil con 2 anos de
edad a planta adulta.

Pa Probabilidad de que una planta adulta sobreviva al si-
guiente ano.

ap Competencia intra-edad (plantula con plantula).

oy Competencia intra-edad (juvenil con juvenil)

o Competencia intra-edad (adulto con adulto).

15 Competencia inter-edad (joven con adulto).

Cuadro 3-1: Definicién de parametros para el modelo de competencia de la Fspeletia
grandiflora, del tiempo n al tiempo n + 1.

Variable | Descripcion
S(n) Densidad semillas producidas en el afio n
Ji(n) Densidad frailején joven, primera etapa en el ano n
Jo(n) Densidad frailejon joven, segunda etapa en el ano n
A(n) Densidad frailejon adulto en el afio n

Cuadro 3-2: Definicién de las variables para el modelo de competencia de la FEspeletia
grandiflora, del tiempo n al tiempo n + 1.

3.2. Modelo sin el Banco de Semillas.
Empezamos con un analisis del modelo sin el banco de semillas, esto es, tomando
a o0 = 0. El anélisis del modelo simplificado nos dard informacién importante sobre
la dinamica del Sistema de Ecuaciones 3.1 - 3.4. El modelo sin el banco de semillas

nos dirda como se comportara el sistema completo si solamente germinan las semillas
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que vienen de la planta adulta del afio anterior, es decir, estamos suponiendo que
las semillas que entran en el banco de semillas nunca son viables y por lo tanto
ignoramos a estas semillas. Biolégicamente, el modelo libre de semillas representa
un lugar donde los individuos de FEspeletia grandiflora atin no han establecido un
banco de semillas.

Nuestro modelo sin banco de semillas se obtiene tomando ¢ = 0 en el sistema 3.1

- 3.4, reduciéndose a:

S(n+1)=(1—7)fA(n), (3.10)
i+ 1) = a’iz‘;A(n)A(n), (3.11)
y An+1)= P2 Jo(n) + —LA— A(n). (3.13)

14 aydy(n) + BA(R) 1+ asA(n)

Ya que las Ecuaciones 3.11 - 3.13 son desacopladas de la Ecuacién 3.10, la dinamica
del sistema sera determinada explicitamente por las Ecuaciones 3.11 - 3.13.
3.2.1. Equilibrios y Rp.
Teorema 3.2.1. Para el Sistema 3.11-3.13 existe un punto de equilibrio de extincion
Ey = (0,0,0) y existe al menos un equilibrio de coexistencia Ey = (J5, J5, A*), bajo
una condicion umbral.

Demostracion 1. Los equilibrios de las Ecuaciones 3.11-3.13 se encuentran resol-

viento el sistema H(E*) = E*. Por tanto,

py f
Jr=— M 3.14
Yl apyfAr (3:14)
Jy =p1Ji, (3.15)
y A* P2 TP (3.16)

T 1ty Ji + gAY 2+1+aAA* ’
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sustituyendo a J{ en J; obtenemos que,

ot
 l+apyfAr

y sustituyendo a J5 en A* se obtiene que,

A= ] (1 o A*> e
1 ! A + BA Py aa
L T TR
lo que es lo mismo a:
A = ;02/01,U7f A* + PA A
1+ apyfA* + aypipy fA* + BA*(1 4+ apyfA*) 1+ ay A%
por tanto,
e P21 f ] PA__ 4+ _ g

J— A .
L+apyfA* +aspiuy fA* + BA*(1 + apyfA*) 1+ ayA*

después de algunos calculos, obtenemos un polinomio de grado cuatro en términos

de A*, dado por

Q(A*) = A*(IIA® + XA + AA* +0) =0
donde
IT :BO‘PO‘AVfu
Y =Bapyf + asapyf + asoaygpipyf + aafl — paBapyf,

A =apyf+aypipyf+ B+ aa —aapipopyf — pacpyf — pacypipyf — paB,

O =1 — p1p2pyf — pa,

Entonces A* =0 o TAS+3ZA2 + AA*+0O0 =0
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En el caso de que A* sea igual a cero y sustituyendo en las ecuaciones 3.14-3.16
obtenemos el equilibrio de extincion Eg = (0,0,0).

De otro lado, si A* # 0 entonces

[MA® 4+ A2 + AA*+0 =0 (3.17)

Dado que el coeficiente principal del Polinomio 3.17 es estrictamente positivo, esto

es I1 > 0, entonces B 1112 Q(A") = +o0. Buscando los puntos criticos del Polinomio
*—4-00

3.17 se tiene que Q(A*) = 3IIA*? + 2XA* + A = 0, establece dos puntos criticos

dados por:

. 5 2\ A
A“__?)_HiM?)_H) A

siempre que X > /3AIl dado que es una suma de términos positivos.
Teniendo en cuenta que f > 1 y~,qg,0, 1, p1, P2, Pa, Xp, g, q, 3 estdn entre cero

y uno. Se puede demostrar que A > 0

A =apyf +ajpipyf + B+ aa — aapipapy f — pacapyf — pacyprpy f — pap
=p1pyf(as(l = pa) — aap2) + (apyf + B)(1 — pa) + aa >0

. QP2
§f ———————— < 1.
as(1—pa)

Por el criterio de la sequnda derivada, se tiene que Q(A*)"” = 611A* + 2% implica

que

. > »2 IIA
Ql4y) =el (_3_11 ol T)
2 TIA
=601 — — —
6 oTT 5 >0
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=—6I{ —=——<0

911 3
Por tanto, el Poli 0 3.17 ti 17 A3 > z\' A
or tanto, el Polinomio 3.17 tiene un maximo en A5 = —— — || == | — =—=.

’ >3l 3l1) 31
Veamos que A% > 0. Si —oAP2
ay(1—pa)

A >0

A <0

311

-5 v\ A
=) = >0
311 311 311

El maximo A} es mayor que cero. Ahora,

Yo =Bapyf + asapyf + aaagpipyf + aal — papapyf

=(1 = pa)(Bapyf) + aslapyf +aspipyf +B8) >0

Por tanto, ya que A5 > 0,113 y A son mayores que cero, si © > 0 se va a
tener que Q(A3) > 0 y si © < 0, se puede ver que TI(A3)? + B(A5)? + A(43) >
L—(p1popyf—pa). Luego Q(A%) > 0 Entonces, si establecemos una condicion tal que

Q(0) < 0 tendremos Q(0)Q(A%) < 0, luego por el teorema del valor intermedio existe
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una raiz positiva del Polinomio 3.17 en (0, A3). Asi Q(0) < 0 si 1—pypopyf—pa <0,

es decir, si M > 1.

— PA
Definamos

Ry = 01/)2/~Wf7
L —pa

(3.18)

Rp es una condicion umbral que establece que si Rp > 1 existe un equilibrio de
no extincion.

Para obtener un equilibrio distinto al de extincion se debe tener que Rp > 1, Rp
es el nimero de reproduccién basica de la poblacién. Es decir, es el niimero promedio
de descendencia que un individuo adulto puede reproducir sobre su vida util, Rp
combina la probabilidad de fecundidad y la probabilidad de sobrevivencia de cada
etapa, para proporcionar el niimero esperado de nuevos nacimientos por individuo
a lo largo de su vida [12], ademas Rp no depende de los términos de competencia,
es decir, la competencia no influye en la extincion o permanencia de la poblacion
de frailejones. Biologicamente, esto podria representar que aunque las plantas méas
pequenas compitan con las méas grandes por recursos, la plantas grandes abrigan a
las pequenas para protegerlas de los vientos y la intensa insolacién que hay en el
paramo, garantizando asi la prevalencia de su especie.

Podemos interpretar bioldgicamente a los términos del niimero de reproduccién

bésica, pues

] es el nimero promedio de generacién de la planta adulta antes de morir, y
—PA

p1p2iy f es la proporcién de descendientes hasta los 3 anos que sobreviven de la

generacion n a la generacion n + 1.
3.2.2. Estabilidad
Ahora estudiaremos la estabilidad del punto de equilibrio de extincion Ey =

(0,0,0). Para esto linealizaremos el sistema alrededor del equilibrio de extincién.
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Teorema 3.2.2. Si Rp < 1, el equilibrio de extincion Eg = (0,0,0) es asintdtica-
mente estable.

Demostracion 2. Tomando la matriz jacobiana:

9J1 91 0J1

8J1‘E0 6J2|E0 m‘Eo
V(E()): g_jﬂEo g_ijo %|E@

aa_ﬁ‘Eo 3_2|E0 g_ﬁ‘Eo

donde

Oh _, 94 _, 051 pyf(L+apyfA(n) — apyf(prfA(R))
0J1 0Js 0A (1 + OéP’YfA(’rL))2

0Js 0Js 0Jy

(9—Jl =N (9—Jg =0 94~ 0

0A —0 0A _ p2(1 +ayo+ BA) —aypaJa  0A _ pa(l+asA(n)) —aapaA(n)

8J1 8J2 (1 + CYJJ2 + ﬂA)2 0A (1 + OéAA(?’L))2

La matriz jacobiana del sistema 3.11-3.13 evaluada en el equilibrio de extincion

Ey = (0,0,0) menos A\ esta dada por

0 p2 pa—2A

El polinomio caracteristico asociado al sistema es

P(A) =N = paX® — pipopyf = 0. (3.19)

El punto de equilibrio se dice que va a ser asintoticamente estable si
p(V(Ep)) = |max{Ai, A2, A3}| < 1 y es inestable si sucede lo contrario. Sin embargo,
dado que no podemos hallar explicitamente los valores de los A, usamos el criterio

de Jury para establecer la estabilidad del equilibrio de extincion.

Sea
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az = —p1p2p1Vf,
Qg = 07
a)p = _pA7

by =1-— (Plp2/~W)27

by = —pa,

by = —paprpp f,

cs = (1= ((prp2p)*))? = (paprpapy )%,

o = —pa(l = (prpap)?) — Paprpapy f-

Las condiciones necesarias y suficientes para que p(V (Ep)) < 1 son:
P(1) =1—pa— prpapyf >0,
- (=1)"P(=1) = 1+ pa+ prpapyf >0,
Npipapy fl < 1,
1= (prp2pv )] > |papipapy f]
(1= ((p1p27)?))? = (paprpapy )P > [pa(l = (prp2py)?) — phprp2py f]
Notemos que haciendo un despeje sencillo en J1 obtenemos al niumero de repro-
duccion basica Rp (Ecuacion 3.18), es decir, obtenemos:

Rp = M <1
L —pa
Para demostrar J2 notemos que, ya que 0 < Rp < 1, esto implica que 0 <
pr1popiy f + pa < 1 por tanto se tiene que pipopyf + pa > —1.
De la hipotesis de que Rp < 1 tenemos que p1popyf+pa < 1, luego prpopyf < 1,

lo que es suficiente para obtener a J3, ya que el valor absoluto en este enciso se

puede romper.
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Para demostrar J4 es claro que los valores absolutos se pueden remover, ahora

por la hipotesis Rp < 1 se tiene que p1popyf + pa < 1, ademds note que

(prpapy ) < prpapy f
pap1p2pyf < pa

luego,  (p1papy f)? + paprpzpyf < pipopyf + pa < 1

de donde obtenemos que 1 — (p1papy f)* > papipopy f

Finalmente, para demostrar J5 primero veamos que de J4 se tiene que,

(paprpapy f)? < (1= (prpapy f)?)° (3.20)

Y P?APWW’YJC < pa(l — (P1P2M’Yf)2) (3.21)

asi que los valores absolutos se pueden remover en Jb5, ahora note que restando a

3.20 con 3.21, se tiene que

(1= (prp2iv f)?)* = pa(l = (p1p2pv £)?) >(paprpony f)? = praprpapy

luego (1= ((p1p21)?))* = (paprparyf)’ >pa(l = (prpopy)?) — Paprpopy f

Por tanto, las condiciones de Jury se cumplen, esto implica que el equilibrio de
extincion Eg es asintoticamente estable st Rp < 1.
3.2.3. Estudio de los equilibrios numéricamente

Dada la complejidad del Sistema 3.10-3.13 recurrimos a métodos numéricos para
estudiar la estabilidad tanto del equilibrio de extincion, como el de no extincion,
para este trabajo utilizamos el método numérico de aproximaciones sucesivas para
solucionar un sistema de ecuaciones, acudimos a los valores de los parametros des-
critos en el Cuadro 3-3, recogidos de la literatura del frailejon Fspeletia grandifiora.
La explicacién de la seleccion de los valores de los parametros presentados en el

Cuadro 3—-3 se encuentra en la Secciéon 3.3.4.
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Para estudiar numéricamente al equilibrio de extincion Eg = (0,0,0), tomamos
valores de los parametros tal que Rp < 1, estos son, los parametros asociados a la

temporada seca. La matriz jacobiana evaluada en el punto E, esta dada por

0 0 0
VIEy) =102 0 0
0 05 085

y las soluciones de la ecuacion caracteristica asociada al equilibrio extincion estan
dados por A = (0.85,0,0), dado que el valor absoluto de todos los autovalores para
este equilibrio son menor que uno, podemos establecer que el equilibrio de extincion
es asintoticamente estable.

Para hacer el mismo estudio con el equilibrio de no extincién, Ey = (J7, J5, A*),
tomamos a los valores de los parametros asociados a la temporada normal, para
esta temporada se tiene que el valor de Rp > 1, (Ver Cuadro 3-4). Este equilibrio
estd dado por E; = (172.42,51.72,333.64)%, si linealizamos el sistema para estu-
diar su estabilidad, encontramos que la matriz jacobiana evaluada en el punto E;

esta dada por

0 0  0.0076
V(E1) =103 0 0

0 0.6825 0.7093

y las soluciones de la ecuacion caracteristica asociada al equilibrio de no extincion
estan dados por A = (—0.001540.0468¢, —0.0015+0.0468i, 0.7123), dado que el valor
absoluto de la parte real de todos los autovalores para este equilibrio es menor que
uno, podemos establecer que tenemos un equilibrio de coexistencia asintéticamente

estable.
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3.3. Modelo con el Banco de Semillas.
Nuestro modelo de competencia para Espeletia grandiflora incluyendo el banco de

semillas, es como mencionamos previamente

S(n+1) =1 =7)fAn) + (1 —g)oS(n),

wy f pyo
Ji(n+1) Tl n apGpA(n) + TS a0l oszpS(n)’

Ja(n+1) =p1J1(n),

o P2 PA
y Aln+1) 14+ ayda(n) + BA(MN) Jan) + 1+ ozAA(n)A(n>’
donde,
Gp =~vfA(n)+ goS(n). (3.22)

Introduciendo las probabilidades de sobrevivencia y los pardametros que produ-

cen nuevas generaciones dentro de el modelo lineal de Leslie, obtenemos el modelo

matricial no lineal

S(n+1) (1—g)o 0O 0 A=2f | |sn)
pgo pyf
Ji(n+1) _ |1+ apGp 0 0 1+ apGp | |/2(7)
P2 PA
A+ | Y Y T T BAR) Tt axd(m ) LA

este sistema se puede escribir de forma reducida como

N(t+1) = AN(1) (3.23)



52

3.3.1. Equilibrios y Rp

Teorema 3.3.1. Para el Sistema 3.1-3.4 existe un punto de equilibrio de extincion
Ey y existe al menos un equilibrio de coezistencia Ey = (S*, Jf, J5, A*) bajo una
condicion umbral.

Demostracion 3. Los equilibrios de las ecuaciones 3.1-3.4 se encuentran resolvien-
do el sistema H(E*) = E*, procediendo de la misma manera que con el modelo sin

anco de semillas, se tiene que,

L (A=A

SS9 (3.24)
. _ pf(y(1—0o)+go)A*

T apf(y(1 — o) + go)A* +o(g — 1)’ (3.25)
s _ pipf(y(1 —0) + go) A*

T ltays+ BAE T T+ A
sustituyendo a Ji en J5 y a Jy en A*, igual como en la Seccion 3.2.1, obtenemos

una ecuacion que depende unicamente de A*, dada por:

Q(A*) = A*(TA® + TA? + UA* + Q) = 0, (3.28)
donde
F:OCAB,
T =04 asb+ asd+ asf + asfc— pafb
U =b+d+ 4+ Fc+ as+ asc—aga—pa(b—d—— Se),

Q=1—-past+c—a—puyf—pac

tal que,
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a=p1papf(y(1 — o) + go),
b=apf(y(1—0),
c=o(g—1),

d=praspuf(y(1—o)+go),

Asi que A* =0 0 TA® + TA?2 + TA* + Q = 0.
De igual manera, si A* = 0 obtenemos un equilibrio de extincion y si A* # 0,

entonces

FA® + TA? + VA" + Q=0 (3.29)

Procediendo de la misma manera, se obtienen las mismas hipotesis que en el modelo
sin banco de semillas y por tanto para que exista un equilibrio distinto al de extincion
se debe tener que Q(0) < 0. Y esto se tiene si 1 —pa+o(g—1)— prpopf(y(1—0)+
go) — pao(g — 1) < 0. Luego para que exista un equilibrio de no extincion se debe

tener que

1 —
Rps — plpzuf(z( ; ) +90) +o(l—g)>1, (3.30)
—pa

En este caso Rpg es una condicion umbral que establece que si Rpgs > 1 existe un
equilibrio de no extincion.

Para este caso el nimero de reproduccion demografico basico esta dado por

_ ppapfr(1 = o) L Ppapsitfgo
L —pa 1 —pa

adulta que surgen tanto por las semillas que germinaron inmediatamente como por

: el nimero promedio de descendientes de la planta

las semillas que pasaron por el banco de semillas y que sobreviven de la generacién

n a la generacion n + 1, mas,
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» 0(1 — g): la proporcién de semillas que son viables en el banco de semillas pero
aun no han germinado.
Cuando o — 0, obtenemos el mismo ntmero de reproduccién basica (Rp) del
modelo sin el banco de semillas 3.18.
3.3.2. Estabilidad
Para analizar la estabilidad del equilibrio de extinciéon se linealiza el Sistema 3.23

alrededor del equilibrio Ey, calculando la matriz jacobiana evaluada en el equilibrio.

(I=g)o 0 0 (1-79)f
pgo 00 pyf
0 om0 0

V(Ep) =

0 0 p2 PA

De esta forma el Sistema 3.23 ha sido reducido a una matriz lineal N’(t + 1) =
AN'N'(t), para puntos que estan préximos al punto de equilibrio Eq [14], por lo que
ahora si se le pueden aplicar los criterios de estabilidad. Para este caso el polinomio

caracteristico asociado al sistema es

PO =X+ a N + apN +azA +ay =0 (3.31)

donde

ay =(pa — (1 —g)o),
as :(1 — Q)U/)Aa
az = — pyfpipz,

ay =pfpipa(o(y —g)).

luego
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by = — pyfpip2 — pfprp2(o(y — g))(pa — (1 — g)o),

by =(1 = g)opa — pfpip2(o(y — 9))((1 — g)opa),

by =(pa — (L= g)o) — ufpip2(a(y — 9))(—p1fp1p2),

bs =1 — (ufprpa(o(y — 9)))*

e =(1 — a2)(as — asas) — (a5 — asar)(ar — aqas)

cs =(1 — a2) (a1 — asas) — (a5 — asar)(as — aqas)

1 =(1 — a2)? — (a3 — aqa1)?

ds = (1= a})” = (a5 — axa1)?] [(1 = a}) (a1 — auas) — (a5 — auar)(az — asaz))|

dy =((1 = a?)® = (a3 — asa1)?)* — ((1 — a}) (a2 — asas) — (a3 — asar)(ar — asas))?

Las condiciones necesarias y suficientes para que p(V (Ep)) < 1 son:
JI. P(1)=1+4ay+as+as+ay >0,
J2. (=1)"P(=1) = (=D)*((=1)* + a1 (—1)* + az(—1)* + az(—1) + a4) > 0,
J3. |1 = (ufpipa(o(y = 9))*] < 1,
JA4 |1 = (ufpipa(a(y = 9))*| > | = pyfpip2 — pfpipa(a(y — g))(pa — (1 = g)o)|
J5. (1 —a3)? — (a3 — asar)?| > |(1 — a3)(ag — asas) — (a3 — azar)(ay — aqaz)|
J6. |((1 = a3)? = (a3 — asa1)?)* — ((1 — af)(as — asaz) — (a3 — asar)(ar — asaz))?| >
[[(1 = a?)? = (a3 — asa1)?] [(1 — af) (a1 — asas) — (a3 — asar) (a2 — asas)] |
Del primer enciso del criterio de Jury encontramos que para que el equilibrio de

extincion sea estable se debe tener que

P(1)=1—=((1=g)o+pa)+ (1 —=g)ops— pyfpipz + pfpip2(o(y —g)) >0,

luego

_ pipapf(v(1 = 0) + go)
L —pa

Rps +o(l—g) <1,
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Esto implica que Rpg debe ser menor que uno para que el equilibrio de extinciéon
sea localmente asintéticamente estable, pero si Rpg > 1 el equilibrio de no extincién
(E}) nace.

3.3.3. Estudio de los equilibrios numéricamente

Para el sitema de ecuaciones del Sistema 3.23 no es posible encontrar los puntos
de equilibrio distintos al de extincion, ni se puede estudiar la estabilidad del equi-
librio de extincién y el de no extincion de forma analitica, por tanto, recurrimos a
métodos numéricos para hallar los posibles equilibrios del modelo del Frailejon, para
esto acudimos, igualmente que en la Seccién 3.2.3, a los valores de los parametros
descritos en el Cuadro 3-3, para el equilibrio de no extincién escogimos trabajar con
los parametros de la temporada normal, ya que en la mayor parte del ano, el lugar
de estudio (PNNC) se encuentra en esta temporada. La explicacién de la seleccion
de los valores de los parametros presentados en el Cuadro 3-3 se encuentran en la
Seccién 3.3.4

Solucionando numéricamente el polinomio 3.29, asociado al sistema con ban-
co de semillas, para la temporada normal, encontramos que sus raices son A =
(—8692.7, —226.1, 208.8), lo que nos sugiere, dado que sélo una raiz es positiva, exis-
te un tnico equilibrio distinto al de extincién, para encontrar el punto de equilibrio
solucionamos el sistema del modelo del frailejon por el método numérico de aproxi-
maciones sucesivas, el cual desarrollamos en Matlab. Esta aporximacion, establece
que existe un equilibrio de coexistencia dado por E; = (786340, 170, 50, 330)7, en el
Cuadro 3—4 mostramos que el valor de Rpg para esta temporada es mayor que uno,
si linealizamos el sistema para estudiar su estabilidad, encontramos que la matriz

jacobiana evaluada en el punto E; esta dada por
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02 0 0 1800

0 0 0 0
V(Ey) =
0 03 0 0

0 0 07 07

y las soluciones de la ecuacion caracteristica asociada al equilibrio de no extincion
estan dados por A = (0.03844, —0.03844, 0.2303,0.7135), dado que el valor absoluto
de la parte real de todos los autovalores para este equilibrio son menor que uno, po-
demos establecer que tenemos un equilibrio de coexistencia asintoticamente estable,
para temporadas normales.

Ahora, para estudiar numéricamente la estabilidad del equilibrio de extincién
Ey = (0,0,0,0), tomamos los valores de los pardmetros asociados a la temporada
seca (ver Cuadro 3-3), para estos valores se tiene que Rps < 1 (ver Cuadro 3-4).

La matriz jacobiana evaluada en el punto Ey estd dada por

02 0 0 3270

0 0 0 0
V(Ey) =
0 02 O 0

0 0 05 08

y las soluciones de la ecuacién caracteristica asociada al equilibrio de extinciéon
estdan dado por A = (0.2402,0.8500,0,0), dado que el valor absoluto de todos los
autovalores para este equilibrio es menor que uno, podemos establecer que para
valores de Rpgs < 1 el equilibrio de extincién es asintoticamente estable.

La Figura 3-3 muestra las trayectorias de las soluciones del Modelo 3.1-3.4 (con
banco de semillas). El eje horizontal es el tiempo transcurrido en afios y el eje verti-
cal es la densidad de la poblacion total S+ .J; + Jo+ A en escala logaritmo, tomamos
diferentes condiciones iniciales en el tamano de la poblacién para observar el compor-

tamiento de las trayectorias en el transcurso de varios anos, tomamos 6 condiciones
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iniciales distintas para S, J;, Jo y A aleatoriamente, en la grafica 3-3(a) podemos ver
que si Rpg < 1 las trayectorias de la poblacion rapidamente se van al equilibrio de
extincion, esto se da ya que para Rpgs < 1, Fg es localmente asintéticamente estable.
Mientras que la Grafica 3-3(b) ilustra que con diferentes supuestos del tamano de

la poblacién inicial, si Rpg > 1 existe un equilibrio de coexistencia asintéticamente

estable.
Tamarfio de la poblacién para diferentes condiciones iniciales
conR s <1l
5 30
o
5 - * $=3+10°J,=1*10° J,=8"10° A=2*10°
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© 20 17V
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Figura 3-3: Simulacién de las soluciones del Modelo 3.1-3.4 para varias condiciones
iniciales. La grafica 3-3(a) muestra el tamano de la poblacién a través del tiempo
si Rp < 1y la grafica 3-3(b) muestra el tamano de la poblacién si Rp > 1. El eje
vertical indica la densidad de la poblacion total S+ J; + Jo + A en escala log y el
eje horizontal es el tiempo en anos.

3.3.4. Parametros
Como mencionamos en la Seccién 1.3.2 el clima en el paramo varia de manera
considerable dentro de un ano y los valores de los parametros sobre la biologia de F.

grandiflora no son iguales para todas las temporadas del ano, asi que clasificamos
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a las temporadas del afno segiin su nivel promedio de precipitacion, tomamos como

temporada hiimeda a aquellos meses cuya precipitacion mensual fue mayor de 210

milimetros (mm), época normal a los meses que tuvieron una precipitacion media

entre 100 mm y 220 mm y época seca a los meses de precipitaciéon menor a 100 mm,

segun el estudio de Gallego et al. en [20] (ver Figura 1-1).

3.3.5. Establecimiento de los parametros
Para establecer los valores de los parametros de competencia, nos basamos en

un articulo de Alan Smith [41] que estudia el comportamiento de varias especies

del género Espeletia de los paramos Venezolanos. Otros calculos de parametros y

justificaciones son los siguientes:

= o: El porcentaje de semillas viables decrece exponencialmente con el tiempo debido
a el banco de semillas, como se describe en la ecuacién log(porcentaje de semillas
viables)= 4.499 — 0.0557", donde 7" =meses [21]. Calculamos o tal que, ignorando
la germinacion y nuevas semillas, el 24.02 % de las semillas en el banco de semillas
seran viables después de 2 anos.

= 7: Moreno en [33] reporté porcentajes de germinacion entre el 10 % y el 30 %. Dado
que, la germinaciéon se activa en la época de lluvia y cesa en la época seca [19],
tomaremos la probabilidad de germinacién en la época hiimeda como el maximo
de este intervalo y para la época normal al minimo del intervalo. Ademas, como
Moreno no registré germinacion en la época seca, consideraremos a la probabilidad
de germinacién igual al 0 %.

= g: La probabilidad de germinacion de las semillas para E. grandiflora en el banco
de semillas en el segundo afo, fue del 1% al 16 % segtin Moreno [33]. Tomamos el
promedio del intervalo como la probabilidad de germinacién en el banco de semi-
llas, con lo que obtenemos una probabilidad del 8.5%. Asumimos que la razén de
germinacion del segundo ano fue linealmente dependiente a la razén de germina-

cién del primer ano, es decir, g = k7. Usando 0.085 para g y 0.3 para vy en la época
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himeda, encontramos que k£ = 0.28. Los valores restantes de ¢ fueron calculados
usando la ecuacién g = 0.28~y

p: Fagua y Gonzdles en [18] registraron una probabilidad de sobrevivencia en las
plantulas del 48, 95 %. Por otro lado, sdlo el 15 % de estas sobrevivieron en la época
seca, es decir, tienen una probabilidad de sobrevivencia del 7.34 %. Mientras que,
Figueroa en [19] registré una probabilidad de sobrevivencia de plantulas del 17.5 %,
esta sera la probabilidad que tomaremos para épocas normales.

f : En promedio se encontré que un individuo de E. grandifiora produce aproxi-
madamente 3270 semillas por evento de floracién [19]. La floracién ocurre en el
principio de la época seca, asi que suponemos que la mayor cantidad de semillas
producidas ocurre en esta época. Dado que Moreno [33] registré un promedio de
803 semillas producidas, vamos a tomar valores entre 803 y 3270 para la época
lluviosa y normal, respectivamente.

pa : La sobrevivencia en las plantas adultas de Espeletia grandifiora fueron bien al-
tas con respecto a la mortalidad de las plantulas [18], registrando una probabilidad
de sobrevivencia del 98.3 % para la época htiimeda. Sin embargo, como sabemos que
la probabilidad de sobrevivencia disminuye a medida que disminuye la precipita-
cién, tomamos una probabilidad del 95 % para la época normal y del 85 % para la
época seca.

p1y p2: Smith reporté en [41], que en general para la especie Espeletia la proba-
bilidad de sobrevivencia de las plantas aumenta a medida que son mas altas y a
medida que el promedio de precipitacion mensual aumenta. Por lo tanto, tomare-
mos para la probabilidad de sobrevivencia en la temporada lluviosa a p; = 0.68 y
p2 = 0.80, en la temporada normal a p; = 0.30 y po = 0.70 y en la temporada seca
a pr =0.20y po = 0.50.

Mas alla del analisis tedrico en las Secciones 3.1, 3.2 y 3.3, realizamos simulaciones

para observar el comportamiento a largo plazo del Sistema (3.1)-(3.4). Los valores
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Precipitacién en | [210, c0) (100, 210) 0, 100)
mm
Parametro Lluviosa Normal Seca Referencia
f 803 2000 3270 [19], [33]
v 0.3 0.10 0 [33]
g 0.085 0.028 0 [33]
o 0.2402 [21]
0 0.4895 0.175 0.0734 (18], [19]
p1 0.68 0.30 0.20 -
P2 0.80 0.70 0.50 —
pA 0.983 0.95 0.85 [18]
ap 0.001 [41]
oy 0.001 [41]
o 0.001 [41]
15} 0.01 [41]

Cuadro 3-3: Valores de los parametros para distintas épocas del ano

de los parametros que se explicaron en esta seccién se utilizardan en las Secciones

3.3.6 y 4.0.10, para nuestras simulaciones deterministicas del modelo de la E. gran-

diflora y del modelo frailején - alevilla. Aunque existen condiciones posibles para

la existencia y estabilidad de todos los equilibrios (ver Seccién 3.2), la presencia de

estos equilibrios en nuestras simulaciones dependen de los valores de los parametros

numéricos para nuestro sistema (ver Figura 3-3(a)).

1=

Tipo de Rps = p1p2'uf(’;( o) +99) +0(1 — g).| Equilibrios | Estabilidad

temporada —pa
Temporada Seca 0.2402 E, E,

Temporada 121.8107 E, Ey Ey

Normal
Temporada 3838.7 E, Ey Ey

Himeda

Cuadro 3—4: Estudio de Rpg para tres tipos de temporadas.
1—
El Cuadro 3-4 indica el valor de Rps = prapf (1 = 0) + 99) +0(l —g)en

L —pa

las distintas temporadas del ano, segun el valor de los parametros del Cuadro 3-3.

La tabla también nos muestra los equilibrios que existirian en cada temporada del
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afio, donde E se refiere al equilibrio de coexistencia en temporadas normales y Ey
es el equilibrio de coexistencia en temporadas htimedas, el valor de los equilibrios
y su estabilidad los calculamos numéricamente por el método de aproximaciones
sucesivas..

3.3.6. Simulaciones del modelo deterministico con banco de semillas

En esta seccion estudiamos la dinamica global del Sistema 3.1-3.4 numéricamente,
estas simulaciones nos permiten estudiar el comportamiento general del sistema a lo
largo de varios anos. Se construyé un cédigo en Matab para calcular y trazar valores
en un intervalo de tiempo razonable.

Los parametros se asignaron segun los tipos de afios que se muestran en el Cuadro
3-3. Se construy6 una matriz de N + 1 indices para cada poblacion en el sistema,
donde N representa el niimero de anos en el que la simulacién se repetira. Se cons-
truyo un for-loop para hacer la iteracién que oscilé entre 2 y N con incrementos de
1, donde N = 1 es la poblacion inicial. La unidad de tiempo en esta construccién
fue de 1 ano. Se construyé otra funcién para acceder a los tamanos de la poblacion
del afio anterior y devolver los tamanos de la poblacion determinista para el ano
actual como una matriz. Esta matriz se us6 para asignar las variables adecuadas de
las poblaciones para el indice del ano actual en las cinco matrices de la poblacion.

Como mencionamos anteriormente, muchos de los parametros del sistema son
afectados por la cantidad de precipitacién presente en el paramo de Chingaza. Por
esto fueron examinadas 3 situaciones deterministicas diferentes, correspondientes a
cada una de las tres clasificaciones de precipitacion que establecimos (seco, normal
y hiimedo). Cada simulacion asume que las condiciones climéaticas puden ser consis-
tentes sobre el intervalo de tiempo. Las Figuras 3—4 - 3—7 muestran las simulaciones
deterministicas de la poblacién de plantas y semillas del frailejéon E. grandifiora.

Escogimos como condicién inicial (S(0), J1(0), J2(0), A(0)) = (12601, 350, 150, 800).
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Poblacién de semillas para la temporada seca.
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Figura 3-4: Simulacién deterministica asumiendo condiciones secas durante varios
anos, tal que Rpg < 1

La Figura 3-4 es el estudio del modelo deterministico asumiendo temporadas
secas durante varios anos, el eje horizontal representa el tiempo transcurrido en
anos y el eje vertical representa la densidad de la poblacién, en la Figura 3-4(a),
la poblacién es la densidad de semillas y en la Figura 3-4(b) la poblaciéon marcada
en rojo representa la densidad de plantas juveniles y la poblacion marcada en azul
es la densidad de plantas adultas. La figura muestra que la poblacion de plantas
juveniles, para esta temporada, se extinguen mucho mas rapido que la poblacion de
plantas adultas, las simulaciones nos dicen, que bajo condiciones climaticas secas en
30 anos aproximadamente no habria poblacion de plantas ni de semillas, tengamos
en cuenta que el valor de Rpg para esta temporada es menor que uno (ver Cuadro
3-4). Si calculamos el valor de los equilibrios numéricamente, los resultados nos dan

un equilibrio de extincién dado por Ey = (0.0005,0,0,0,0)T, ademés este equilibrio
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va a ser estable, ya que p(V(E)) < 1, donde los valores de los autovalores estén

dados por Ag = (0.2402, 0.8500, 0, 0).

. Poblacion de semillas para la temporada normal.
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Figura 3-5: Simulacién deterministica asumiendo condiciones normales durante va-
rios anos, tal que Rpg > 1.

Para las simulaciones normales y htiimedas en las Figuras 3-5 y 3-6, el eje hori-
zontal y el eje vertical representan el tiempo transcurrido en afios y la densidad de la
poblacién, respectivamente. En la Figura 3-5(a) y 3-6(a) la densidad de plantas es
la cantidad de semillas y en la Figura 3-5(b) y 3-6(b), la poblacién marcada en rojo
es la densidad de plantas juveniles y la poblaciéon marcada en azul es la densidad de
plantas adultas. De las figuras podemos observar que tanto las semillas y las plantas
de la FEspeletia grandiflora alcanzan un equilibrio de no extincion, esto se debe a
que el valor de Rpg para estas dos temporadas es mayor que uno. La densidad de
plantas juveniles alacanzan el quilibrio aproximadamente después del segundo ano,
yva que en el tercer ano las tltimas plantas jovenes pasan a ser adultas, la densidad

de plantas adultas siempre es mayor que la densidad de plantas jovenes para las
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Poblacién de semillas para la temporada himeda.
x10°

10

******)ﬁ********************************** ¥
*

Cantidad de semillas

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
ARos

Poblacién de plantas para la temporada hiumeda.
100 A e === ===

1000

=& Plantas juveniles
== Plantas adultas

Cantidad de plantas
fos)
o
o

@
=]
o

400 I I I I I )
0 5 10 15 20 25 30

Afos
Figura 3-6: Simulacién deterministica asumiendo condiciones hiimedas durante va-
rios anos.

dos temporadas. Es evidente que la estacién hiimeda le favorece mas a los indivi-
duos de Espeletia grandiflora, si calculamos los equilibrios de la poblaciéon durante
estas dos temporadas numéricamente, se tiene que, para la temporada normal, co-
mo ya mencionamos anteriormente, el punto de equilibrio de coexistencia es Ey =
(786340, 170,50, 330), mientras que el equilibrio de coexistencia para la temporada
himeda es Ey = (788420,490, 330, 1090)T. Los autovalores asociados para la tem-
porada normal y temporada htimeda son Ay = (0.03844, —0.03844,0.2303,0.7135) y
Ax = (—0.0001+0.01557, —0.0001 +0.01557, 0.2327, 0.4458), respectivamente, con lo
que comprobamos que los equilibrios para las dos temporadas son asintéticamente
estables numéricamente.

Dado que los individuos de Espeletia grandifiora son tan vulnerables por las con-
diciones climaticas tan extremas en las que viven, es muy comun usar el trasplante o
reubicacién de plantas adultas como estrategia de restauraciéon ecoldgica [39]. Nues-

tro modelo predice que si tomamos una poblacién de individuos adultos de Espeletia
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Tamafio de la poblacién en la temporada normal
para S=0, J 1:0 yJ 2=0 inicialmente
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Figura 3—7: Simulacién deterministica para una poblaciéon con S =0, J; =0, Jo, =0,
y J3 = 0 inicialmente y condiciones climaticas favorables, el eje horizontal representa
el tiempo transcurrido en anos y el eje vertical es la densidad de plantas, tal que
Rpg >1

grandiflora reubicados, es decir, sin banco de semillas ni plantas juveniles inicialmen-
te, los adultos que sobreviven a la reubicaciéon van a producir generaciones nuevas de
individuos que van a prevalecer en el tiempo bajo condiciones climéticas favorables.
La Figura 3-7 es la Simulaciéon deterministica de una poblacién inicial de frailejones
que solo cuenta con plantas adultas, en condiciones climaticas favorables, es decir,
Rps siempre es mayor que uno, el eje horizontal representa el tiempo transcurrido
en anos y el eje vertical es la cantidad de poblacion resultante, se representa en rojo
a la densidad de plantas juveniles de la primera etapa, en verde a la densidad de

plantas juveniles de la segunda etapa y en azul a la densidad de plantas adultas. De
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la Figura 3-7(b) podemos ver que efectivamente el juvenil 2 solo es distinto de cero
después de que hallan trascurrido tres anos. Similarmente, la poblacién de plantas
adultas decrece de forma menos acelerada después de los dos anos y va a ser mayor
que la poblacién de plantas juveniles. En cuanto a los valores del equilibrio de no
extincion y su estabilidad, van a estar dados por los mismos valores de la temporada
normal.

Para hacer las simulaciones mas reales, estudiamos el cambio del clima durante
un ano, esto es, dado que un ano no es constantemente seco, normal o hiimedo, si
no que hay cambios de las temporadas climéticas dentro de este ano. Dividimos el
ano trimestralmente, segin la cantidad de precipitacion que halla, basdndonos en el
histograma de precipitacién de la Figura 1-1. Nuestro modelo, empieza en marzo,
para nosotros este seria el primer mes y tenemos que este es un mes de precipitacion
normal hasta el mes de mayo que seria el tercer mes (primer trimestre). Junio ya
es un mes humedo y este correspondera a el cuarto mes, hasta el sexto mes que
es agosto (segundo trimestre). Por otro lado, septiembre que seria el séptimo mes,
también pertenece a la temporada normal hasta el noveno mes que es noviembre
(tercer trimestre). Finalmente el cuarto trimestre compuesto por los meses de di-
ciembre a febrero, pertenecen a la temporada seca. Este ciclo vuelve y se repite en
los siguientes anos, asi que, de esta manera, obtenemos las siguientes sucesiones para
cada temporada del ano. La temporada normal esta compuesta por los trimestres
N ={1,3,5,7,...}, la temporada humeda por los trimestres H = {2,6,10,14,...} y
la temporada seca por los trimestres S = {4, 8,12, 16, ...}. Realizamos las simulacio-
nes teniendo en cuenta lo anterior y obtuvimos las simulaciones que se muestran en
la Figura 3-8.

La Figura 3-8 es la simulacién deterministica del efecto de variar las condiciones
climaticas trimestralmente sobre el tamano de la poblaciéon de plantas juveniles y

adultas, el eje horizontal representa al tiempo transcurrido por trimestres, mientras
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Tamafio de la poblacién de plantas variando
las condiciones climaticas cada 3 meses.

1200 ==Plantas juveniles
==Plantas adultas

Cantidad de plantas
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0 5 10 15 20 25 30

Trimestre

Figura 3-8: Efecto de variar las condiciones climaticas trimestralmente sobre el ta-
mano de la poblcion de plantas juveniles y plantas adultas

que el eje vertical representa a la cantidad de plantas obtenidas, en rojo simulamos
a la densidad de plantas juveniles y en azul a la densidad de plantas adultas. De esta
grafica se puede interpretar que la variacion climatica es un factor muy importante
en la densidad de la poblacién de plantas. En la Figura 3-8 podemos ver que esta
variacion climética afecta mucho mas a las plantas adultas que a las juveniles. Sin
embargo, cada cuatro trimestres, que corresponden a la finalizaciéon de un ciclo o
ano, la densidad de la poblacién de plantas adultas permanece mayor a la de plantas
jovenes.
3.3.7. Analisis de sensibilidad

Para el Modelo 3.23 del frailején con banco de semillas, determinamos cual de los
parametros tiene la mayor influencia sobre los valores del niimero de reproduccion
demogréfico basico de este modelo (Rpg), en otras palabras queremos estudiar como
pequenas perturbaciones en el valor de los parametros pueden producir pequenas
perturbaciones en el valor de Rpg. Para esto realizamos un analisis de sensibilidad,
el cual nos provee una aproximacion para determinar cuales parametros tienen el

mayor o el menor efecto sobre los valores de Rpg.
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Dado que el ntimero de reproduccion demografico basico es diferenciable con res-

pecto a los pardmetros (p), para realizar un andlisis de sensibilidad calculamos las

derivadas ]ggs y se define el indice de sensibilidad normalizado [3]
g _< p )3RD5
p — \ b )
Rps/ Op
Indices de Sensibilidad Seca Normal Humeda
SprsSpsr Sus St 0 0.9981 0.9999
Sy 0 0.9169 0.9177
S, 1 —0.2068 —0.2079
Sy 0 0.0811 0.0822
Spa 0 18.9636 57.8202

Cuadro 3-5: Indices de sensibilidad para el ntimero de reproduccién demografico
béasico Rpgs.

El Cuadro 3-5 muestra el valor del indice de sensibilidad para el nimero de repro-
duccion demografico basico Rpg en las diferentes temporadas del afio. Encontramos
que S, = S,, = 5, = Sy para las diferentes temporadas del ano, de este analisis
podemos concluir que para temporadas secas el inico parametro que puede deter-
minar la prevalencia de la poblacién es la viabilidad de las semillas en el banco de
semillas. Por otro lado, del Cuadro 3-5, encontramos que para la temporada nor-
mal y htimeda el pardametro ¢ tiene un efecto inverso sobre los valores de Rpg, es
decir, entre mas grande sea el valor de o, mas rapido decrece el valor de Rpg. Esto
puede ser causado dado que, si las semillas permanecen mucho tiempo en el banco
de semillas, no va a ver germinacién, ni producciéon de nuevas semillas, por tanto
no habra nueva descendencia por parte de un individuo adulto. Dado que, lo que
nos interesa es determinar cuales parametros tienen mayor influencia para obtener
un valor de Rpg mayor que uno y asi garantizar que existe un equilibrio distinto al
de extincién, encontramos que la probabilidad de sobrevivencia de la planta adulta

es el parametro que mas influye en Rpg, un resultado que era de esperarse, aunque
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también encontramos una importante influencia de los parametros de la probabili-
dad de sobrevivencia de las plantas juveniles, de la probabilidad de sobrevivencia de
las plantulas y del ntiimero promedio de semillas producidas por la planta adulta.
Dado que, con el analisis de sensibilidad determinamos cuales parametros tienen
mayor influencia sobre el valor de Rpg, numéricamente determinamos ademas, cua-
les parametros tienen més influencia sobre el valor de los equilibrios de la poblacion.
La Figura 3-9 muestra el efecto que tiene o sobre el tamano del equilibrio de no
extincion para la poblacion de plantas en la temporada normal, esto es, la poblacién
de plantas juveniles de la etapa uno, mas la poblacion de plantas juveniles de la
etapa dos, méas la poblacion de plantas adultas. En esta grafica, el eje horizontal es
el transcurso del tiempo en anos y el eje vertical es la cantidad de plantas obtenidas,
podemos observar que variaciones en el valor de la probabilidad de que una semilla
sea viable en el banco de semillas (¢), no tiene ningtin efecto sobre el valor del equi-
librio de la poblacién de plantas, es decir, al parecer el equilibrio de no extincién no
depende del parametro o, en general, encontramos que los parametros de fecundi-
dad, estos son o, g,y v f, no tienen ningtn efecto sobre el valor del equilibrio de la

poblacién en temporadas normales y hiimedas.

Efecto de variara o sobre el tamafio de la poblacién de plantas
para la temporada normal.
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Figura 3-9: Efecto de variar a la viabilidad de las semillas en el banco de semillas o
sobre la poblacién de Espeletia grandiflora
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La Figura 3-10 muestra el efecto de variar al valor de la probabilidad de sobre-
vivencia de la planta adulta (p4) sobre el tamano de la poblacién de plantas en
la temporada normal, el eje horizontal es el transcurso del tiempo en anos y el eje
vertical es la densidad de la poblacién de plantas. Variamos a los valores de pu,
tomando a p4 = 0.95, py = 0.75 y p4 = 0.35, obtuvimos que variaciones en el valor
de pa produce cambios en el valor de los equilibrios de la poblacién, a medida que
crece el valor de p4, crecera la densidad de poblacion de la plantas en temporadas
normales y temporadas himedas, por tanto, este parametro tiene efectos sobre el
valor del equilibrio de coexistencia en la poblaciéon de frailejones, encontramos que
en general todos los parametros de sobrevivencia tienen efectos sobre el valor del

equilibrio de coexistencia, estos parametros son: p, p1,p2 y pa.

Efecto de variar a Pa sobre el tamafio de la poblacion de plantas

para la temporada normal.
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Figura 3-10: Efecto de variar a la viabilidad de las semillas en el banco de semillas
o sobre la poblacion de Espeletia grandiflora

La Figura 3-11 muestra el efecto de variar el valor de la competencia inter-edad
plantula con plantula sobre el tamano de la poblacién de plantas, el eje horizontal
es el transcurso del tiempo en afios y el eje vertical es la densidad de la poblacion de
plantas, variamos al valor del parametro ap, tomando a ap = 0.001, ap = 0.005 y a
ap = 0.01, obtuvimos que variaciones en el valor del parametro ap produce cambios

numéricamente en el valor del equilibrio de no extincion, de tal forma que, a medida
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que el valor de ap decrece, aumenta la densidad de la poblacién de plantas y por
tanto el valor de su equilibrio para temporadas normales y htimedas, encontramos
ademas que todos los parametros de competencia tienen efecto sobre el valor del
equilibrio de la poblacion de plantas, esto parametros son: ap, .y, aq y 5.

Efecto de variar a ap sobre el tamafio de la poblacion de plantas

en la temporada normal.
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Figura 3—11: Efecto de variar a la competencia inter-edad plantula-plantula ap sobre
la poblacién de Espeletia grandiflora

La Figura 3-12 muestra el efecto de variar al parametro ap sobre el tamafio final
de la poblacién después de 1000 anos en temporadas normales, es decir, estamos
simulando el efecto que tiene ap sobre una poblacién en equilibrio, tengamos en
cuenta que para temporadas normales el valor de Rpg es mayor que uno, por tanto,
existe numéricamente un equilibrio de coexistencia localmente asintoticamente es-
table, en la Figura 3-12 el eje horizontal es el cambio de ap tomando valores desde
0.0001 a 0.01 y el eje vertical es el tamatio de la poblaciéon total después de 1000 afios,
con esto podemos concluir que cambios en el valor del parametro de competencia
ap, produce cambios en el valor del equilibrio de la poblacién de plantas. De esto po-
demos concluir que a pesar de que los parametros de competencia no tienen ningin
efecto sobre el valor de Rpg, estos parametros influyen en el valor del equilibrio
de coexistencia de la poblacién de plantas. Obtuvimos el mismo comportamiento,

variando al valor de los parametros de los demas términos de competencia.
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Efecto de variar a ap sobre el tamafio de la poblacion total de plantas

para la temporada normal
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Figura 3-12: Efecto de variar a la competencia inter-edad plantula-plantula ap sobre
el tamafio de la poblacion total de Espeletia grandifiora



Capitulo 4
MODELO FRAILEJON - ALEVILLA

En este capitulo estudiaremos la interaccion entre los individuos de Espeletia gran-
diflora y la alevilla que la consume, Oidaematophorus espeletiae. Igualmente que en
el modelo del ciclo de vida de la E. grandifiora las generaciones son medidas en anos.
En nuestro modelo solo consideraremos al estado larval dado que en ese tinico estado
la alevilla consume a la planta y apesar de que hay 4 estadios larvales distintos segin
[34] no hay diferencia significativa entre los estadios y el consumo al frailején, por
tanto las consideraremos como una sola.

Modelamos la dinamica de la planta y el herbivoro a través de sus cambios de
biomasa. Fagua y Gonzdles [18] evidencian una posible sincronia entre los estados
de desarrollo hospedero-herbivoro. En marzo cuando empieza el desarrollo de la in-
florescencia disminuye la presencia de larvas, debido a que los herbivoros contintian
su ciclo de vida al estado de pupa y adulto. En esta fase en la que termina la herbo-
voria por parte de las larvas, se inicia la diferenciacién a estructuras reproductoras
en los frailejones [40]. En septiembre, que como mencionamos anteriormente, es el
inicio de la época seca, la hembra copula y deposita de uno a dos huevos en las hojas
centrales de la planta, estos eclosionan y se convierten en larva. La etapa larval es
la etapa de nutricion y crecimiento del ciclo de vida, limitandose a alimentarse y
crecer. Por ende, es durante este estado de desarrollo que se presenta la herbivoria
([40]). Las larvas se alimentan de las hojas del meristemo apical (las hojas mas tier-

nas que estan en el centro de la roseta de la planta) causdndole un datio severo a las

74



75

estructuras vegetales [22], , la Figura 4-1 representa la dindmica del frailején con

herbivoria.

\>

DICIEMBRE

&
XN N\
S

N2

SEPTIEMBRE

Figura 4-1: Fenologia de un frailejéon con herbivoria.

Para el desarrollo de nuestro modelo se tuvo en cuenta que las larvas de O. espe-
letiae solo atacan a las plantas con una altura mayor de 10 em. Dado que el frailején
crece aproximadamente 7 ¢m al ano [18], consideramos para el Modelo 3.1-3.4 que
solo hay herbivoria en la etapa 2 del juvenil y en el adulto. También tenemos en
cuenta que los individuos adultos tienen mayor incidencia de afectacion y que la
poblacién de afectados tiene una distribucion aleatoria por lo que cualquier planta
tiene la misma probabilidad de ser hospedera.

Hacemos las siguientes premisas:

1. Dado que el herbivoro solo ataca al juvenil de la segunda etapa y al adulto (Jy y A),
entonces Jo(n) y A(n) representan la biomasa nutritiva de la poblacion de plantas
después de los ataques del herbivoro pero antes de su defoliacién. L(n) representa
la biomasa del herbivoro antes de que mueran en el final de la temporada n.

2. En ausencia del herbivoro, la biomasa del juvenil de etapa 2 y la biomasa de

la planta adulta siguen las dindmicas del Modelo 3.1-3.4. Para este capitulo la
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dindmica del modelo frailejon-alevilla determina la cantidad de nuevas hojas viables
para el consumo del herbivoro.

. Asumimos que el herbivoro busca la comida aleatoriamente. El area de la hoja
consumida es medido por el parametro a; y a4, esto es, a;y y a4 son una constante
que correlaciona la cantidad total de biomasa de la planta joven y de la planta
adulta que consume un herbivoro, respectivamente.

Después del ataque por el herbivoro, la biomasa en la poblaciéon de las plantas
es reducido a una fraccién exp(—al,,). La cantidad de biomasa que decrece en las
plantas se convierte en biomasa del herbivoro, modelos de este tipo los podemos ver
en ([23]). Asi que basdndonos en estas suposiciones y en el modelo de Nicholson-

Bailey a continuacién:

P,1 =AP,f(P,, H,), (4.1)

Hyir =cAP,[L — f(Py, H,)], (4.2)

construimos nuestro modelo. En el Modelo 4.1-4.2, P representa la biomasa de la
poblacién de las plantas y H la biomasa de la poblacién del herbivoro en generaciones
sucesivas n y n+ 1. Por otro lado, A es la razén de crecimiento inherente de la planta
en ausencia del herbivoro, ¢ es la constante de conversion de biomasa y f es la funcion
que define la fraccién de plantas que sobrevivieron al parasitismo. Por conveniencia,
asumimos que el pardmetro de conversién de biomasa es 1 (¢ = 1).

Para nuestro modelo frailejon-alevilla las Ecuaciones 4.3-4.5 son iguales a las Ecua-
ciones 3.1-3.3 del Capitulo 5, la Ecuacion 4.6 establece que la densidad de biomasa
de las plantas adultas de la generaciéon n + 1, A(n + 1), estard determinada por la
densidad de biomasa de las plantas juveniles de la generacién n en la segunda etapa,
Jo(n+1), que sobrevivieron de juvenil de 2 anos a planta adulta a una probabilidad

p2, sobrevivieron a la competencia por recursos con las plantas juveniles y con las
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plantas adultas ya establecidas a una probabilidad a; y [ respectivamente y que
ademés han escapado del parasitismo a una probabilidad e~ (") m4s las plantas
adultas de la generacién n, A(n), que sobrevivieron a la generacién (n + 1) con una
probabilidad p4, sobrevivieron a la competencia por recursos con las plantas adultas
ya establecidas a una probabilidad a4 y que ademas han escapado del parasitismo a

una probabilidad e~*4L()

. Mientras que, la biomasa de herbivoros de la generacion
(n+1), L(n 4 1), estard determinado por la biomasa de las plantas juveniles de la
generacion n en la segunda etapa, Jo(n+ 1), que no escaparon del parasitismo a una
probabilidad (1 — e~ () m4s la biomasa de las plantas adultas de la generacion

n, A(n), que no escaparon del parasitismo a una probabilidad (1 —e~®4%™)) Asi que

el modelo que proponemos esta dado por:

S(n+1) =(1=7)fA(n) + (1 - g)oS(n), (43)
Ji(n+1) :%A(n) + %S(n), (4.4)
Ta(n+1) =pyJy(n), (4.5)
A1) = Py A (4.6)

Y T aaAn)
pa(l — e eativ)
1+ asA(n)

1+ aydy(n) + BA(n)

)
y Lin+1) 1+ aydy(n) + BA(n) Jaln) +

A(n), (4.7)

donde

Gp =7fA(n) + goS(n).

El Cuadro 4-1 hace la descripcién de todos los parametros que se usaron en el

modelo frailejon-alevilla.
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Variable

Descripcion

f

Ntumero promedio de semillas producidas por un adulto
(Fecundidad.)

(1 —~) | Probabilidad de que la semilla que proviene de la planta
adulta no germine inmediatamente.
(1 —g) | Probabilidad de que la semilla en el banco de semillas
no germine en el tiempo n + 1.
o Probabilidad de sobreviviencia en banco de semillas
1 Probabilidad de sobrevivencia de plantula a juvenil con
1 afio de edad.
01 Probabilidad de sobrevivencia de juvenil con 1 ano de
edad a juvenil de dos anos.
P2 Probabilidad de sobrevivencia de juvenil con 2 anos de
edad a planta adulta.
PA Probabilidad de que una planta adulta sobreviva al si-
guiente ano.
ap Competencia intra-edad (plantula con plantula).
oy Competencia intra-edad (juvenil con juvenil)
aa Competencia intra-edad (adulto con adulto).
I6; Competencia inter-edad (joven con adulto).
ay Media de encuentros de la planta joven con la alevilla
a, Media de encuentro de la planta adulta con la alevilla

Cuadro 4-1: Definicién de parametros para el modelo frailejon-alevilla.

Del Sistema 4.3-4.7 obtenemos el siguiente sistema matricial no lineal

(1 —g)U 0 0 (1_7>f 0 S(n)
pgo 0 %% 0
1+ apGp 1+ apGp Jl(
0 p1 0 0 0 Jo(
—ayL(n) —aaL(n)
0 p2€ pae 0 Al
1+ ayJo(n) + BA(n) 1+ asA(n)
0 pa(l— e /P0)  pa(l—emat™) g
1+ ayJa(n) + BA(n) 1+ asA(n) 1t

este sistema se puede escribir de forma reducida como
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P(t+1) = SP(t) (4.8)

Se puede observar que cuando L — 0, obtenemos el mismo Modelo 3.1-3.4 de la
Espeletia grandiflora en la ausencia de herbivoria.
4.0.8. Equilibrios

Para encontrar los equilibrios del Sistema 4.8, se debe resolver la ecuacién H(E*) =
E*, donde E* = (S*, J;7, J;, A*, L*)T, procediendo de la misma manera que con el

Modelo sin banco de semillas 3.10-3.13 del Capitulo 5, se tiene que,

(1= ) A"
= 4.9
e (49)
Yl apf(y(1—0) 4 go)A*+o(g— 1) ’
*ltapf(y(1—0) +go)A* +o(g—1) '
p2e—[lJL(TL) pAe—aAL(n)
= g5 A* 4.12
1+ ayJi + BA* 2+1+aAA* (4.12)
p2(1 _ e—aJL(n)) PA(l _ 6—GAL(”))
= g5 A* 4.13
y 1+QJJ§—|—5A* 2+ 1—|—OéAA* ' ( )

notemos del Sistema 4.9-4.13 que cuando A — 0, L — 0, luego existe siempre
un equilibrio de extinciéon que va a estar establecido de la misma manera que el
equilibrio de extincién del Sistema 3.23. Sin embargo, dado que el Sistema 4.9-4.13
no se puede reescribir con respecto a una sola variable, no es posible encontrar un
polinomio con el que podamos establecer las condiciones umbrales para que exista
un equilibrio distinto al de extincion, es decir del Modelo 4.8 no podemos establecer
analiticamente el valor del niimero de reproduccién demografico basico (Rpg).

Asi que, para encontrar un punto de equilibrio distinto al de extincién, solucionamos
el sistema numéricamente por el método numérico de aproximaciones sucesivas, de

la misma forma como en el Capitulo 5. La aproximaciéon establece un equilibrio de
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coexistencia dado por E; = (13719, 98,29, 6,20)7, para valores de los pardmetros
dados por el Cuadro 3-3 con a; = 0.09 y ay = 0.04 . Sin embargo, gracias a las
simulaciones podemos detectar posibles ciclos en el Sistema 4.8. Si linealizamos el
sistema para estudiar la estabilidad de ese equilibrio, encontramos que la matriz

Jacobiana evaluada en el punto F; esta dada por

02 0 0 1800 0
0 0 0 67 0
VIEA)=|0 03 0 0 0
0 0 01 04 —0.3
0

0 06 05 02

Las soluciones de la ecuacién caracteristica asociada al equilibrio de no extincion,
estan dados por A = (—0.362740.64844, —0.3627+0.64844,0.7012+40.49657,0.7012 —
0.49657,0.1738), dado que el valor absoluto de la parte real de todos los autovalo-
res para este equilibrio son menores que uno, nuestro equilibrio de coexistencia es
localmente asintéticamente estable numéricamente, esto para temporadas normales,
recordemos que para esta temporada el valor de Rpg es mayor que uno, esto lo vamos
a tener en cuenta dado que se van a establecer las mismas condiciones de estabilidad
del equilibrio de extincion del Sistema 3.23 del Capitulo 5 a las del Sistema frailejon
- alevilla 4.8, ya que para el equilibrio de extincion los dos modelos son iguales.
Para estudiar numéricamente la estabilidad del equilibrio de extinciéon Eg = (0,0, 0,0,0),
tomamos los valores de los paramettros asociados a la temporada seca del Cuadro
3-3, para estos valores se tiene que Rps < 1. La matriz jacobiana evaluada en el

punto Ey esta dada por
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y las soluciones de la ecuacién caracteristica asociada al equilibrio de extinciéon
estd dado por A = (0.2402,0.8499,0,0), dado que el valor absoluto de todos los
autovalores para este equilibrio es menor que uno, podemos establecer que el equi-
librio de extincién es localmente asintéticamente estable numéricamente, tengamos
en cuenta que para estos parametros el valor de Rpg es menor de uno.

La Figura 4-2 muestra las trayectorias de las soluciones del Sistema 4.8. El eje
horizontal es el tiempo transcurrido en anos y el eje vertical es la densidad de la
poblacién total S + J; + Jo + A, presentamos al valor de la densidad de plantas
en escala logaritmica ya que el tamano de la poblacién cubre un amplio rango de
valores, la escala logaritmica me permite reducir el rango y que las trayectorias
sean mas faciles de visualizar, asi que para la Figura 4-2 igual que en el Capitulo 5
tomamos diferentes condiciones iniciales en el tamano de la poblaciéon para observar
el comportamiento de las trayectorias en el transcurso de varios anos, se tomaron
6 condiciones iniciales distintas para S, Ji, Jo, A y L aleatoriamente, para la Figura
4-2(a) tomamos el valor de los parametros del Cuadro 3-3 y del Cuadro 4-2 para
la temporada seca, en esta temporada Rpgs < 1, podemos ver que igual que en
el Capitulo 5, las trayectorias de la poblacién rapidamente se van al equilibrio de
extincion, esto sucede ya que para el valor de estos parametros tenemos un equilibrio
Ey el cual resulta ser localmente asintoticamente estable.

La Figura 4-2(b) muestra las trayectorias de la densidad de la poblacion total en el

transcurso de varios afios en temporadas normales segtin el valor de los parametros en
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esta temporada del Cuadro 3-3y ay = 0.09 y ay = 0.04, de esta figura se puede ver
que con diferentes supuestos del tamano de la poblacién inicial, existe un equilibrio
de coexistencia asintéticamente estable, esto se da ya que para esta temporada el
valor de equilibrio de no extincion es localmente asintoticamente estable y ademas
el valor de Rpg > 1, mientras que la Figura 4-2(c) muestra que para diferentes
condiciones iniciales en el transcurso de varios anos en temporadas normales pero
con a;y = 0.25 y ay = 0.18, hay fluctuaciones en el tamafio de la densidad de
la poblacién, obteniendo de esta forma una solucién periddica, lo que implica que
dependiendo de los valores que tome a; y a4 vamos a obtener una tnica solucién
del Sistema 4.8 distinta a la de extinciéon 6 vamos a obtener una solucion periédica

(ver Seccién 2.2.2).
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Figura 4-2: Simulacion de las soluciones del modelo para varias condiciones iniciales.
La gréfica 4-2(b) muestra el tamano de la poblacién a través del tiempo si a; = 0.05
y ag = 0.08 y la grafica 4-2(c) muestra el tamano de la poblacion si a; = 0.10 y
ay = 0.15. El eje vertical indica la densidad de la poblacion total S+ J;+ Jo+ A+ L
en escala log y el eje horizontal es el tiempo en afos.



84

4.0.9. Parametros

Para establecer el valor de los pardmetros del Modelos con herbovoria 4.8 se
clasificaron las temporadas del ano de la misma forma que en el Capitulo 5, dado
que asumimos que hay una sincronia entre los estados de desarrollo de la alevilla,
con los estados de desarrollo de la poblacién de las plantas ([40])

En la Seccién 1.3.4, mencionamos que el grado de afectacion por herbivoria fue
clasificado en 6 grupos para las diferentes clases de tamano. Esto gracias al trabajo
de Torres [44] quien demostré que hay diferencias entre el grado de afectacién en
las plantas jévenes y en las plantas adultas. Entre sus resultados Torres [44] obtuvo
grado 3 de afectacion en la mayoria de las plantas jévenes (G3 = 13—24 %) y grado 2
de afectacion para la mayoria de las plantas adultas (G2 = 6—12 %), como se ve en el
Cuadro 1-1. Por tanto, consideraremos al promedio del grado de afectacion en cada
uno de los intervalos para a; y a4 en la temporada seca y para la temporada normal
tomamos como grado de afectacién a la mitad de los valores de la temporada seca.
Salinas demostrd en [40], que no hay herbivoria en los meses de mayor precipitacion,
por tanto vamos a considerar que para la época himeda a; y ay es igual a cero.

El Cuadro 4-2 provee una lista de los valores de los parametros de herbivoria para

diferentes condiciones ambientales

Parametro Lluviosa Normal Seca Reference
ay 0 0.09 0.185 [44], [40]
aa 0 0.04 0.09 [44], [40]

Cuadro 4-2: Valores del parametro a; y a4 para diferentes épocas del ano

4.0.10. Simulaciones del modelo con herbivoria

En esta seccion, igualmente como en el Capitulo 3, estudiamos la dinamica global
del Sistema 4.8 numéricamente, esto con la intencién de estudiar el comportamiento
general de la interaccon frailejon-alevilla a lo largo de varios anos. De nuevo se

hicieron las simulaciones en el programa Matlab. Realizamos simulaciones de la
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poblacién con herbivoria para temporadas normales y secas durante varios afnos,
dado que no hay ataque de la alevilla sobre el frailejon en temporadas htumedas
aunque consideramos la precipitacion todo el ano para efecto de las simulaciones.
Los valores de los pardmetros los tomamos de los Cuadros 3-3 y 4-2 y tomamos como

condicién inicial de S((0), J1(0), J2(0), A(0), L(0) = (12601, 350, 150, 800, 100)).

Tamafio de la poblacion con herbivoria para la temporada seca
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Figura 4-3: Simulacion del tamano poblacional de plantas y herbivoros asumiendo
temporadas secas durante varios anos. a la densidad de plnatas nos referimos a la
densidad de J; + Jy + A

La Figura 4-3 muestra la densidad de la poblacién de plantas y de herbivoros
asumiendo temporadas secas durante varios afios, el eje horizontal es el tiempo
transcurrido en anos y el eje vertical es la cantidad de la poblacién, la poblacion
marcada en color magneta es la densidad de plantas, donde plantas es J; + Jo+ Ay
la poblacién marcada en color verde es la densidad de herbivoros, la figura muestra
que la densidad de plantas en una poblacién con herbivoria asumiendo condiciones
secas durante varios afios, se extingue mucho mas rapido que la poblacion de la F.
grandiflora sin herbivoria. La densidad de hebivoros crece rapidamente en el primer
ano, dado que en la temporada seca es el periodo de tiempo en donde la probabilidad
de herbivoria aumenta, pero ya que al segundo ano, las plantas se extinguen y por lo

tanto la poblacion de herbivoros no tienen de que alimentarse, la poblacion de larvas
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se va a extinguir al siguiente afio. A partir de las simulaciones pudimos encontrar que
para la temporada seca el equilibrio de extincién dado por Ey = (0.00007,0,0,0,0)7,
es localmente asintéticamente estable, ya que p(V(E)q) < 1, donde los autovalores
estan dados por Ag = (0.2402,0.8499,0,0), notemos que el valor de Ag obtenido es
igual, al valor de los autovalores para la temporada seca en el Modelo del frailejon

3.23 del Capitulo 5.

. 104 Poblacion de semillas para la temporada normal
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Figura 4-4: Simulaciéon del tamano poblacional incluyendo herbivoria asumiendo
temporadas normales durante varios anos.

La Figura 4-4 muestra la densidad de la poblacion de semillas, plantas juveniles,
plantas adultas y herbivoros asumiendo temporadas normales durante varios afnos,

al igual que en la Figura 4-3, el eje horizontal es el tiempo transcurrido en anos y el
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eje vertical es la cantidad de la poblacion ya sea de las semillas, las plantas juveniles,
las plantas adultas o de los herbivoros. la Figura 4-4(a) muestra la poblacién de la
densidad de semillas para una poblaciéon con herbivoria, en ella podemos observar
que la densidad de la poblacion de semillas oscila. El mecanismo que causa los ciclos
es la incorporacion de la herbivoria. La densidad de la poblaciéon de semillas en este
caso va a estar regulada por la efectividad de consumo que tenga el herbivoro, al
comparar con la densidad de semillas de la poblaciéon sin herbivoria de Capitulo
5, se puede notar que la densidad de semillas decrece considerablemente. Para el
Modelo 4.3-4.7 el tamano poblacional de semillas se estabiliza después de que se halla
estabilizado el tamano poblacional de las plantas adultas (ver la Figura 4-4(b)), esto
se puede dar ya que a mayor cantidad de plantas adultas, mayor va a ser la cantidad
de semillas producidas. De la Figura 4-4(a) también podemos observar que cada
cierto tiempo encontraremos un maximo y un minimo tal que, este maximo va a ser
cada vez menor a medida que transcurre el tiempo, y el valor del minimo va a ser
cada vez mayor a medida que transcurre el tiempo, produciendo que eventualmente
el tamano poblacional llegue a un punto estable, en el que no hay ni maximos, ni
minimos.

Ciclo limite para la densidad de semillas en temporadas normales
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Figura 4-5: Ciclo limite de la dinamica frailejon-alevilla para la densidad de semillas
en épocas normales
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La Figura 4-5 muestra la dindmica de la densidad poblacional de semillas versus
la densidad poblacional de hebivoros para temporadas normales, el eje horizontal es
la densidad de semillas y el eje vertical es la densidad de hebivoros en el transcurso
de 300 anos, produciendo un ciclo limite asintéticamente estable, que converge a
un so6lo punto de equilibrio, es decir se obtiene una trayectoria cerrada en el espacio
(Semillas, Herbivoro), tal que cualquier trayectoria que se encuentre cerca al sistema
se va a aproximar al ciclo limite. Esto implica que la densidad de la poblacién de
semillas eventualmente encontrara un equilibrio estable.

La Figura 4-4(b) muestra la densidad de la poblacién de plantas juveniles, plantas
adultas y herbivoros. La figura muestra que tanto la densidad de plantas jovenes
como la densidad de herbivoros supera a la densidad de plantas adultas. Esto se
puede deber a que aunque el grado de afectacién es mayor en la plantas juveniles que
en las adultas, el herbivoro sélo ataca a una de las etapas del juvenil, lo que implica
que en realidad la herbivoria afecta mas a la densidad de las plantas adultas, lo que
coincide las investigaciones de Figueroa [19]. Podemos notar ademés, que aunque la
densidad de semillas disminuy6, atin con herbivoria hay un tamano considerable de
semillas, lo que permite que ellas germinen, nazcan bastantes plantas jovenes que se
convertiran en adultas, pero que eventualmente van a ser atacadas por las larvas de

la alevilla, lo que conlleva a que hallan mas plantas juveniles que adultas.
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Figura 4-6: Dindamica de la planta y el herbivoro
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La Figura 4-6 muestra la densidad de la poblacion de plantas, esto es J1+Jo+ A, v
la densidad de la poblacion de herbivoros asumiendo temporadas normales durante
varios afos, el eje horizontal es el tiempo transcurrido en anos y el eje vertical es la
cantidad de la poblacién, de esta figura podemos ver que la densidad de la poblacion
de plantas de la E. grandifiora independientemente de si son juveniles o adultas, es
mayor que la densidad de herbivoros, lo que compensa a la densidad de la poblacién
para evitar su extincion, atin asi el tamano poblacional decrece bastante si asumimos
que hay herbivoria comparada con la poblaciéon de plantas sin herbivoria.

El ntimero de larvas emergentes en un ano esta determinado por la abundancia de
la densidad de plantas en el afio anterior. Cuando la densidad de plantas aumenta,
aumenta la densidad de herbivoros, mientras que, cuando el tamano de herbivoros
llega a su punto méas alto ya ha decrecido la cantidad de plantas debido a la herbi-
voria. Sin embargo, al decaer la densidad de plantas, empiezan a decaer la densidad
de herbivoros, permitiendole a la densidad de plantas crecer de nuevo dado que no
hay quién las consuma. Por otro lado, a medida que el tamano de plantas crece,
crece el tamano de herbivoros y asi obtenemos un ciclo limite numéricamente esta-
ble para la temporada normal que converge a un punto de equilibrio como podemos
ver en la Figura 4-7, de donde se puede concluir que hay coexistencia entre las dos
especies. Calculando el equilibrio de coexistencia numéricamente para la temporada
normal, obtenemos que Ey = (13719,98,29,6,20)7. Este equilibrio es asintética-
mente estable, ya que p(V(Ey)) < 1, donde los autovalores estan dados por Ay =
(—0.3627 + 0.64841, —0.3627 4 0.6484¢,0.7012 + 0.4965¢,0.7012 — 0.4965¢,0.1738),
recordemos que para la temporada normal el valor de Rpg es mayor que uno.

La Figura 4-7 muestra la densidad poblacional de las plantas versus la densidad
poblacional de herbivoros para temporadas normales. El eje horizontal es la densidad
de plantas, esto es J; + Jo + A y el eje vertical es la densidad de herbivoros después

del transcurso de 300 anos, esta relacion nos produjo un ciclo limite asintéticamente
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Ciclo limite para la densidad de plantas en temporadas normales
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Figura 4-7: Ciclo limite de la dindmica frailejon-alevilla para la densidad de plantas
en épocas normales

estable igual que en la Figura 4-5, es decir que para temporadas normales tenemos
soluciones periddicas no constantes del Modelo 4.8, un ciclo limite estable implica
que todas las trayectorias en la vecindad del ciclo limite converge a ¢l cuando n — oo,
es decir que para diferentes condiciones iniciales que se tomen, cada solucién va a ser
atraida al ciclo limite, por tanto el modelo va ser estructuralmente estable. El haber
encontrado un ciclo limite nos confirma que la razén de crecimiento del herbivoro
es cada vez mas bajo si el tamafio poblacional de las plantas es pequenio y aumenta
abruptamente con el crecimiento de la densidad de plantas.

Ahora, estudiamos como se comporta el modelo, variando a algunos parametros.
Los parametros u,f, p1, p2 ¥ pa estan asociados con el crecimiento intrinsico de
la densidad de la poblaciéon de plantas como vimos en el Capitulo 3. La Figura
4-8(a) muestra el efecto de variar a la probabilidad de sobrevivencia de la plantula
(1) sobre el tamano de la poblacién de plantas y herbivoros, el eje horizontal es el
transcurso del tiempo en anos y el eje vertical es la densidad de la poblacién. De
esta figura podemos ver que entre mas rapido crezca la densidad de la poblacion
de plantas, crecera mas rapido el tamano de la poblacion de herbivoros, a medida
que aumenta p, la abundancia de herbivoros aumenta y aparentemente aumenta el

ntumero de ciclos tanto de la poblacién de plantas como de la poblacién de herbivoros.



91

Tamafio de la poblacién con herbivoria para la temporada normal
variando a p
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Figura 4-8: Efecto de variar a la probabilidad de sobreviviencia de las plantulas y
de la planta adulta, en una poblacion con herbivoria en temporadas normales.

Si variamos a los parametros f, p; y pa, encontraremos comportamientos similares.
La Figura 4-8(b) muestra el efecto de variar a la probabilidad de sobrevivencia de
la planta adulta (p4), tomando los mismos ejes de la Figura 4-8(a), de esta figura
podemos observar que a diferencia de la Figura 4-8(a), si variamos a p4, a pesar
de que el crecimiento de la poblacién de plantas también implica el crecimiento de
la poblacion de herbivoros, los equilibrios no van a tener un cambio tan brusco de
estabilidad.

La Figura 4-9 muestra el efecto de variar a la probabilidad de sobrevivencia de las
plantulas sobre el tamafio total de la poblacion después de 500 anos en temporadas
normales, el eje horizontal es el parametro ;1 tomando valores entre cero y uno, y el

eje vertical es el tamano de la poblacion total después de 500 afios. De esta grafica
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Efecto de variar p sobre el tamafio de la poblacion total de plantas
para afios normales.
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Figura 4-9: Efecto sobre el tamano poblacional final de la planta al variar la media
de encuentros de la planta con la alevilla, en temporadas normales

podemos observar que a medida que crece la probabilidad de sobreviviencia de las
plantulas, aumenta la cantidad de equilibrios, es decir entre mayor sea p la densidad

de la poblacién tendra un comportamiento mas caotico.
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Ciclo limite de la dindmica frailejon-polilla con 11=0.20
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Figura 4-10: Ciclo limite de la dinamica frailejon-alevilla para temporadas normales,
variando a la probabilidad de sobre vivencia de la planta adulta.

La Figura 4-10 muestra la densidad poblacional de las plantas versus la densidad

poblacional de herbivoros para diferentes valores de la probabilidad de sobrevivencia
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de las plantulas para temporadas normales, en las tres graficas el eje horizontal es la
densidad de plantas, esto es J; + Jo+ A y el eje vertical es la densidad de herbivoros
después del transcurso de 500 afios, a partir de esta grafica podemos comprobar que
a medida que aumenta la probabilida de sobrevivencia de la plantula, disminuye la
estabilidad del ciclo limite. La Figura 4-10(a) es el ciclo limite obtenido con un valor
de = 0.20 el cual es un valor grande para este parametro, de esta grafica podemos
ver que en este caso obtenemos un ciclo limite inestable, lo que implica que para
diferentes condiciones iniciales en el tamafio de la poblacion obtendremos diferentes
oscilaciones. Las Figuras 4-10(b) y 4-10(c) muestran el ciclo limite obtenido para
valores de ;1 = 0.10 y p = 0.005 respectivamente, podemos observar de estas dos

figuras que para estos casos los ciclos limites son estables.

Tamafio de la poblacién con herbivoria
para la temporada normal
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Figura 4-11: Efecto de variar a la media de encuentros de la planta con la alevilla,
en una poblacién con herbivoria en temporadas normales.

Los parametros a; y ay describen la eficiencia de busqueda de alimento del
herbivoro, pero también describe la respuesta que tiene la planta al consumo. La
Figura 4-11 muestra el efecto de variar a la media de encuentros del herbivoro con
la planta juvenil a; y la media de encuentros del herbivoro con la planta adulta

a4 sobre el tamano de la poblaciéon de plantas y de herbivoros para la temporada
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normal. Como era de esperarse para valores pequenos de a; y a4 la ingesta de ali-
mentos por herbivoro aumenta lentamente a medida que aumenta la disponibilidad
de alimentos, ademas que converge rapidamente a un sélo equilibrio, sin embargo a
medida que aumentan a; y a4 el sistema converge a un cilco doble . Lo importante
de este resultado es que un herbivoro con alta eficiencia de busqueda puede reducir
el tamano poblacional de plantas a un nivel relativamente bajo, pero con el costo de
adquirir un ciclo doble.

En cuanto a los parametros de reproduccion, estos son o, g,y y los de competencia
ap, oy, g, 3, tienden a comportarsen de manera similar, sin causar muchos cambios
en el valor de los equilibrios del Sistema 4.8, con excepcion al parametro de com-
petencia inter-edad plantula-plantula, ya que pequenos cambios en el valor de este
parametro, provoca grandes fluctuaciones en el sistema. La Figura 4-12 muestra el
efecto de variar a la probabilidad de sobrevivencia de las plantulas sobre el tamafio
poblacional de plantas y de herbivoros, en el que podemos notar que efectivamente
pequenos cambios en el valor de este parametro me produce grandes cambios en el
tamano poblacional, en el que el eje horizontal es el tiempo transcurrido en anos y

el eje vertical es la densidad de la poblacién.

Tamario de la poblacién con herbivoria
para la temporada normal

——Plantas con ,=0.005
— Herbivoro con aP:O.OOS
—o—Plantas con @,=0.001
««== Herbivoro con ,=0.001
—<—Plantas con @,=0.01
— Herbivoro con 2,=0.01

Cantidad de poblacion

Figura 4-12: Efecto de variar a la probabilidad de sobrevivencia de la planta adulta,
sobre el tamano de la poblacion de plantas y de larvas.
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Finalmente, La Figura 4-13 simula la dinamica frailejon - alevilla por trimestres
teniendo en cuenta la variacién climatica del Paramo de Chingaza, clasificamos a
los meses como secos, himedos o normales segin la cantidad en milimetros (mm)
de precipitacién que tengan, esta simulacion la hicimos de forma similar a la de la
Figura 3-8, tal que el eje horizontal es el tiempo transcurrido en trimestres y el
eje vertical es la densidad de la poblacién. La Figura 4-13, nos deja ver con mayor
certeza que la densidad de la poblacioén de las plantas tiene grandes cambios no
solo por el ataque de la alevilla, si no que también influye bastante el cambio de la
cantidad de precipitacion anual. En general podemos concluir que hay coexistencia

entre las dos especies.

Tamafio de la poblacion variando las condiciones climéticas
cada 3 meses.

1400 --Plantas

-=Larvas

800 [~

600

Cantidad de poblacién
ey
o

N
o
o

o

Trimestre

Figura 4-13: Simulacién del tamaiio poblacional incluyendo herbivoria variando las
condiciones climaticas trimestralmente



Capitulo 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En este trabajo de investigacion, se estudié la interaccién entre la alevilla (Oidae-
matophorus espeletiae) y el frailején (Espeletia grandiflora) en el paramo de Chin-
gaza. Primero se construy6 un modelo matematico discreto para estudiar el ciclo de
vida de la planta sin herbivoria. Nuestro modelo matematico de ecuaciones de dife-
rencia no lineal, estructura a la poblacion de plantas por etapas, estas son, semillas,
juvenil 1, juvenil 2 y adulta, ademas que consideramos a la competencia inter e intra
etapas que existe en la poblaciéon de frailejones.

En el andlisis del modelo matematico, se calculd el equilibrio de extincion y se
obtuvo una expresién para el nimero de reproducciéon demografico basico (Rpg), el
cual resulté no depender de los parametros de competencia, es decir, que la compe-
tencia entre las etapas del frailejon no van a influir en la extinciéon o sobrevivencia
de la poblacién de plantas. Concluimos que esto se puede deber a que las plantas
adultas también tienen un papel muy importante en el cuidado de las plantas méas
pequenas, ya que estas las protegen de los fuertes cambio climaticos del paramo. Se
establecid, que el equilibrio de extincién sera asintoticamente inestable si Rpg > 1,
por esto, esta sera la condiciéon umbral para que halla sobrevivencia de la poblacion
de plantas. Por otro lado, establecimos que cuando Rpg < 1 existe un equilibrio de
extincion estable, mientras que si Rpg > 1 el equilibrio de extincion existe y es ines-
table, y nace un equilibrio de coexistencia que numéricamente resulté ser estable .
Encontramos que para las temporadas normales del ano, el equilibrio de coexistencia

sera asintéticamente estable, dado que para esta temporada Rpg > 1.
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El valor de los pardmetros que usamos para realizar nuestras simulaciones, los en-
contramos de la literatura establecida sobre los estudios de la Espeletia grandifiora.
Dividimos al afio en trimestres segtin la cantidad de precipitacion establecida, esta
division estuvo compuesta en anios hiimedos, secos y normales para estudiar la den-
sidad de la poblacién de plantas en la diferentes temporadas del ano. Encontramos
que para las temporadas secas habra un equilibrio de extincion estable, mientras
que en temporadas normales y hiimedas hay un equilibrio de coexistencia estable.

Estudiamos el efecto que tiene sobre el valor del Rpg los diferentes parametros
que lo componen, a partir de un analisis de sensibilidad. Encontramos que para
temporadas secas la viabilidad de las semillas en el banco de semillas (o) es el tnico
parametro que influye en el valor del Rpg. Mientras que para temporadas normales
y htimedas p,4 es el pardmetro que més influenciaria para tener Rpg > 1. También
estudiamos numéricamente los parametros que mas tendrian influencia en el valor
de los equilibrios, ya que no los pudimos encontrar analiticamente. Encontramos que
la probabilidad de sobrevivencia de la planta adulta es el pardmetro que mas influye
en el valor de Rpg, para obtener un ntmero de reproduccién demografico basico
mayor que uno y asi garantizar que existe un equilibrio de coexistencia

Después del estudio de la dinamica de la poblacién de plantas sin herbivoria,
incluimos sobre nuestro modelo la etapa de interaccion entre el frailejon y la alevi-
lla. Encontramos que el valor del Rpg para este caso va a ser igual al del modelo
sin herbivoria. Por otro lado, a través de métodos numéricos se hallo el valor del
pardmetro de coexistencia y obtuvimos, numéricamente que este sistema va a tener
ciclos limites. Simulamos la interaccion del frailejon con la alevilla en distintas tem-
poradas del afio y encontramos que de igual manera que con el modelo sin herbivoria
habra extincion de las plantas en la temporada seca y prevalencia en temporadas
normales y hiimedas pero con ciclos dobles. A partir de las simulaciones, estudiamos

nuevamente los parametros que tienen mayor efecto en el valor de los equiibrios en
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una poblaciéon con herbivoria. Los parametros mas influyentes son los parametros de
sobrevivencia, la media de encuentros del frailejon con la alevilla y la competencia
inter-edad plantula con plantula.

Esto nos permitioé concluir que a mayor cantidad de plantas en la poblacion, mayor
serd la densidad de herbivoros y el sistema obtendra ciclos dobles, por tanto, una
estrategia de control seria reducir la poblacién de herbivoros por debajo de algin
umbral, mas no, aumentar la tasa de crecimiento de las plantas. La larva de la alevilla
no causa extincion en la poblacion de plantas pero disminuye considerablemente la
densidad de la poblacién, esto nos lleva a la conclusion de que la poblacion de
plantas y la poblacion de la alevilla pueden coexistir. La dindmica de la alevilla
estd determinada por la fluctuacién en la biomasa de la planta, sin embargo, el
numero de plantas no solo se determina por la afectacion del herbivoro, si no que, la
variacion climatica también tiene una gran influencia, por tanto, existe una relacién
entre la afectacion de los frailejones y la variabilidad climatica.

Como trabajos futuros se propone estudiar matematicamente los ciclos limites en-
contrados y su estabilidad. También se podrian estudiar posibles bifurcaciones dado
los cambios del ntimero de equilibrios encontrados segtin el valor de algunos parame-
tros. Para este modelo tuvimos en cuenta la variacién climética para el estudio de
la interaccion entre la alevilla y el frailejon, pero también se podria tener en cuenta,
las quemas frecuentes que hay en estos ecosistemas, se podria realizar un modelo de
control sobre la poblacién de la alevilla y se podria incorporar en el modelo otras
etapas de la estructura de edad tanto de la planta como de la alevilla. A medida
que se avance en los estudios de la biologia de la interaccion entre la alevilla y el
frailejon, se podran plantear mejores modelos matematicos que se ajusten mas a la

realidad, pero nuestro trabajo se considera un primer buen intento.
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