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En Mecanica Cuantica, la descripcion del estado de una particula en un cierto
dominio es un problema del mayor interés para aquellos que quieran explorar los
entresijos de la materia a nivel molecular, atdbmico o subatomico. La Ecuacion de
Schrodinger es la ecuacion principal de la Mecanica Cuantica, y debido a su importancia
ha sido extensivamente estudiada en espacios Euclidianos. En este trabajo exploraremos
nuevos espacios en donde resolver la Ecuacion de Schrodinger Independiente del
Tiempo, empleando el método de Separacion de Variables. Concretamente, en variedades
bidimensionales (superficies) de curvatura Gaussiana no constante. Con este fin,
consideraremos primero su resolucion en el espacio de Darboux DI, conocida en la
literatura. Partiendo de DI, el cual es una superficie de revolucion, buscamos nuevas
superficies en donde separar la ecuacion. Las superficies quedaran definidas por su
métrica. Presentamos tres métricas y dos familias uniparamétricas de métricas

Riemannianas en las que la ecuacion se resuelve empleando la técnica de separacion de
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variables. El método utilizado para obtener las nuevas superficies es de una singular
importancia porque permite encontrar nuevos dominios de solubilidad de una ecuacion
diferencial, o encontrar nuevas variables en funcion de las cuales se pueda lograr dicho
objetivo. Realizamos luego el estudio geométrico del espacio D1 y de las nuevas
superficies obtenidas, calculando la curvatura Gaussiana y resolviendo las ecuaciones de
las geodésicas. Finalmente, presentamos algunas parametrizaciones y sus

correspondientes graficas.
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By
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In Quantum Mechanics, the description of the state of a particle in a certain
domain is a problem of the utmost interest for those who wish to explore the details of
matter at a molecular, atomic or subatomic level. Schrédinger’s Equation is the main
equation of Quantum Mechanics, and due to its importance it has been extensively
studied in Euclidean Space. In this work we will explore new spaces in which we can
solve the Time Independent Schrodinger’s Equation, employing the method of Separation
of Variables. More specifically, in two-dimensional manifolds (surfaces) of non constant
Gaussian curvature. To this end, we first consider its solution in Darboux D1 space,
which is known from the literature. Starting from D1, which is a surface of revolution, we
look for new surfaces where we can separate the equation. The surfaces will be defined
by their metric. We present three metrics and two families of Riemannian metrics
depending on a single parameter where the equation is solved by separation of variables.

The method employed to obtain the new surfaces is quite important, the reason being that
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it enables us to find new domains where we can solve a particular differential equation, or
to find new variables in terms of which this goal can be achieved. In a later stage we
conduct a geometric study of the space D1 and of the new surfaces obtained, calculating
the Gaussian curvature and solving the equations of the geodesics. We conclude this

work presenting some parameterizations and their corresponding graphics.
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CAPITULO L
INTRODUCCION

Aunque consabido, comenzaremos por mencionar que, tratindose del tema de la
Geometria, Francia nunca ha sido ajena al desarrollo de dicha disciplina. Basta mencionar
que René Descartes (1596-1650) fue la primera persona en encargarse de establecer, en el
ano 1637, las bases de la denominada Geometria Analitica.

La viga maestra de la Geometria Cartesiana es, naturalmente, la genial idea de
representar puntos por numeros. Una inmersion, a raudo vuelo de gaviota, en las
inmensas aguas de la hermosa materia de la Historia de las Matematicas, revela que
Monge, Frenet, Serret, Lamé, Dupin, Bonnet, Moutard, Bertrand, Chasles, Poincarg,
Cartan, y otros, burilaron los primigenios episodios de la rama de las matematicas que
actualmente se denomina Geometria Moderna, o, si se prefiere, Geometria
Contemporanea.

Naturalmente no hace a nuestro proposito enumerar las diversas contribuciones de
cada investigador francés a la extensa temdtica de la geometria Moderna o
Contemporanea. Es por ello que saltaremos los afios y nos ubicaremos en la Francia
republicana de las fechas finiseculares del Siglo XIX.

En su tratado de cuatro tomos timidamente intitulado:”Legons sur la Théorie
Générale des Surfaces”, editados originalmente uno a uno en el paréntesis temporal 1887-
1896, el matematico francés Jean Gaston Darboux (1842-1917) le entrega a la comunidad
cientifica de la época una magistral exposicion del acervo matematico del que se disponia

por esas fechas, acerca de la Teoria General de las Superficies.



Es precisamente en la influyente obra de G. Darboux en la que aparece un estudio
de Gabriel Xavier Paul Koenigs (1858-1931) que recibio por titulo: “Sur les Geodesiques
a Integrales Quadratiques”. Importa reparar que la nota de Koenigs representa en si
misma una original contribucion al campo de la Fisica Tedrica, efectuada por este egregio
miembro de la Academia de Ciencia de Paris.

En un tamiz de una mayor precision, diremos que el esfuerzo integrado del dueto
Darboux-Koenigs quedd indeleblemente plasmado cuando ellos aplicaron exitosamente
los estudios matematicos de Darboux a una situacion fisica definida, que involucraba a
cuatro espacios Riemannianos bidimensionales, los cuales en la actualidad se distinguen
con los nombres de “espacios de Darboux” de tipo D1, D2, D3y D4.

Recientemente, tomando como plataforma de arranque el trabajo de Koenigs
anteriormente mencionado, los investigadores Kalnins, Kress y Winternitz se
consagraron a la tarea de estudiar el tema de la super-integrabilidad en un espacio
bidimensional de curvatura no constante, referencia [1]. De paso, demostraron que la
ecuacion de Schrédinger para una particula libre, es decir, no sujeta a potencial alguno,
admite una solucion compacta en un plano real. Cabe acotar que en Fisica el vocablo
“super-integrabilidad” se refiere al hecho especifico de que en un espacio bidimensional
debe haber, por lo menos, tres constantes del movimiento.

Empleando el articulo [1] como referencia, en el Capitulo 3 de este trabajo
estudiamos en detalle la resolucion de la Ecuacion de Schrédinger Independiente del
Tiempo en el espacio D1 por el método de separaciéon de variables, en donde las

soluciones obtenidas quedan expresadas en términos de las funciones de Bessel. En el



Capitulo 4 hemos introducido nuevos términos en el operador que define a la ecuacion en
el espacio D1, tornandolo més complicado, estudiando las posibilidades de resolucion por
separacion de variables de la nueva ecuacion obtenida. Luego, con la experiencia
adquirida en el proceso anteriormente mencionado, recorremos el camino inverso.
Dejando el operador inmodificado (o sea, dejando la ecuacién inmodificada), y partiendo
de D1, introducimos nuevos términos en la matriz que define a la métrica de la superficie,
de manera tal que la expresion de la Ecuacion de Schrédinger en ese nuevo espacio se
torne separable. De esta manera hemos propuesto nuevas métricas y familias de métricas
dependientes de un parametro, determinando a partir de cada una de ellas la funcion de
onda correspondiente a la solucion de la ecuacion de Schrodinger Independiente del
Tiempo para una particula libre en estos nuevos espacios, encontrando una férmula tunica
para cada funcion de onda en términos de las funciones de Bessel. El Capitulo 5 esta
dedicado al estudio geométrico del espacio de Darboux D1 y de las nuevas superficies
definidas por las métricas que hemos propuesto en el Capitulo 4, calculando la curvatura
Gaussiana y las ecuaciones de las geodésicas. Para D1 resolvimos las ecuaciones de sus
curvas geodésicas, ademas de parametrizar a esta superficie en el espacio Euclidiano R3
como una superficie de revolucion, segin [1]. Efectuamos un estudio comparado de la
curvatura Gaussiana de las superficies, observando que son superficies de curvatura no
constante en donde las curvaturas tienen el mismo comportamiento funcional. El Capitulo
6 esta destinado a presentar algunas graficas de los espacios, las funciones de onda y las

curvaturas obtenidas. En el Capitulo 7 presentamos las conclusiones y el trabajo a futuro.



CAPiTUL’O 2
MARCO TEORICO

2.1 Variedades Diferenciables

El concepto de variedad surge como una generalizacion a dimensiones superiores
del concepto de curvas y superficies.

En una variedad diferenciable podemos desplazarnos entre puntos de la misma
describiendo curvas que podemos medir (podemos medir longitudes y angulos, o sea,
hacer geometria), ademas, si hay cantidades que varian en funcion de donde estemos
situados en la variedad, precisamos cuantificar este cambio gradual de las cantidades de
punto a punto de la misma. Esto ultimo conlleva a la nocion del célculo de derivadas y
diferenciales de funciones sobre la variedad.

También, en cada punto de una variedad diferenciable de dimension n existe un
conjunto de direcciones (el espacio tangente) que es un espacio vectorial de la misma
dimension de la variedad, o sea, un espacio vectorial de dimensién n, y que en cierta
forma se asemeja localmente a la misma.

Esto nos lleva a distinguir los aspectos geométricos locales de los globales en una
variedad.

Tomemos como ejemplo de variedad diferenciable a la superficie de la Tierra, todos
sabemos que la Tierra no es plana, que es aproximadamente esférica, por lo cual su

superficie es (globalmente) curva, sin embargo, nuestra experiencia cotidiana nos dicta



que (localmente) la superficie de la Tierra es plana, asimilable a una porcion del espacio
euclidiano R2.

En resumidas cuentas una variedad diferenciable de dimension n es un espacio
topologico que se parece localmente al espacio euclidiano R™, y en el cual se puede hacer
calculo. O sea que este parecido es lo suficientemente fuerte como para permitirnos
hacer célculo diferencial en la variedad.

El concepto de variedad diferenciable se fue forjando desde los pioneros trabajos
de Gauss en geometria diferencial, quien en 1827 publica su Teorema Egregio.

De este importante teorema se desprende que la Curvatura Gaussiana de una
superficie no depende de como la superficie estd incorporada en R3.

En otras palabras, la curvatura Gaussiana es una caracteristica intrinseca de la
superficie (al igual que la medicion de distancias en la misma).

Antes de Gauss, el estudio de superficies implicaba que éstas estuvieran inmersas
en el espacio ordinario R3. Como consecuencia del teorema anteriormente mencionado
los matematicos se empezaron a cuestionar la presencia de dicho espacio ambiente,
viendo la necesidad de encontrar una definicién “en si misma”, independiente de
cualquier espacio mayor que los contenga, para estos objetos matematicos.

Mas adelante Riemann, en su tesis de 1854, introduce el concepto de métrica en
una variedad n-dimensional, que es un aspecto intrinseco de la variedad y que nos
permite medir distancias en la misma, describiendo como, a partir de la métrica, se puede

medir la curvatura (ver [12]).



Cabe acotar que el trabajo de Riemann, que al principio fue visto como una teoria
matematica sin aplicacion, mas adelante se convirtid en el aparato matematico de la
Teoria de la Relatividad General de Albert Einstein. En esta importante teoria se concibe
al espacio y al tiempo como un continuo tetra dimensional (el continuo espacio-tiempo),
que es una variedad diferenciable de cuatro dimensiones dotada de una métrica
denominada Métrica de Lorentz y cuya curvatura produce los fendmenos gravitatorios.
No es necesaria ni util para esta teoria la presencia de un espacio ambiente que contenga
a la variedad anteriormente mencionada.

Finalmente, fue a Hermann Weyl a quien le correspondié presentar la actual
definicion de variedad diferenciable, en su trabajo intitulado “El Concepto de una
Superficie Riemanniana”, en el afio 1913.

Luego de este preambulo vamos entonces a ir definiendo los conceptos que

conllevan a la definicion de variedad diferenciable.

2.1.1 Variedad Topologica

Sea M un espacio topoldgico. Decimos que M es una variedad topologica de
dimension n, si se cumple que:

e M es un espacio topologico de Hausdorff

e Existe una base contable para la topologia de M

e Para cada p €M, existe un abierto U € M que contiene a p, y un

homeomorfismo ¢: U — U, en donde U es un abierto de R™



Esta ultima condicion implica entonces que el espacio topologico M es

localmente homeomorfico a R™ .

2.1.2 Carta sobre M

Una carta sobre M es un par (U, @), en donde U es un abierto de M y ¢:U —
U es un homeomorfismo, con U = ¢(U) un abierto de R".

El abierto U € M se denomina dominio de coordenadas de la carta, el mapa ¢ es
un mapa local de coordenadas, las funciones (x1,x2, ..., x™), tales que para p € U:
o) = (x*(p), x*(p), ...,x™(p)) € R™ se conocen con el nombre de coordenadas
locales (o sistema de coordenadas locales) en U.

Observemos que por su propia definicion, todo punto de una variedad topologica
pertenece al dominio de una carta.

Generalmente U es identificado con su imagen bajo ¢.

2.1.3 Atlas

Un atlas para M es una coleccion de cartas {(Uy, ¢,} , en donde M = U, U,.
Decimos que una funcion f:U — V, en donde Uy V son abiertos de R™y R™
respectivamente, es suave (“smooth”), o C*, o infinitamente diferenciable, si cada una de

sus funciones componentes posee derivadas parciales continuas de todos los érdenes.



Observacion: Una funcion puede ser C*sobre un abierto U € R™ y no serlo sobre
una imagen homeomorfica del mismo. En otras palabras, C*no es una propiedad
invariante bajo homeomorfismos.

Para una funcion f: M — R, como cada punto de M pertenece al dominio de
alguna carta (U, ), decimos que f es C*sobre M si para cada carta se cumple que:
fop U — R es C* (recordemos que U c R™).

De la observacion anterior se desprende que para que la caracterizacion de
funcion C* sobre M sea independiente de la eleccion de la carta, es preciso restringir la

relacion entre las cartas que forman un atlas.

2.1.4 Cartas Compatibles
Si tenemos dos cartas (U,¢) y (V,) sobre M tales que UNV # @, en la

interseccion de los dominios tendremos definidos dos sistemas de coordenadas, a saber,

los mapas:

Yo lipUNV) > pUNY), @eop ypUNV) — U NV),
que son los cambios de coordenadas entre un sistema y otro, y que se denominan
funciones de transicion entre las cartas.
Si estas funciones de transicion son C”, entonces decimos que las cartas son
C*compatibles, o suavemente compatibles, o compatibles.
Otra manera de definirlo es diciendo que dos cartas (U, @),y (V,y) sobre M son

compatibles si U NV = @ , o el mapa de transicion Y o ¢~ es un difeomorfismo.



2.1.5 Atlas C*

Un atlas C*es un atlas para el cual todas las cartas que lo componen son

compatibles. También se le denomina atlas regular.

2.1.6 Atlas C*maximal

Un atlas € maximal es un atlas C*que no esta contenido estrictamente en ningin
otro atlas C*. O sea que, cualquier carta sobre M que sea compatible con todas las cartas
que constituyen este atlas, pertenecen al mismo atlas.

A este tipo de atlas también se le denomina estructura diferenciable sobre M, o
estructura C*sobre M.

Finalmente vamos llegando a la definicion que buscamos.

2.1.7 Variedad Diferenciable

Es una variedad topoldgica dotada de una estructura diferenciable.

Si todas las componentes conexas de la variedad tienen dimension n, entonces
decimos que es una variedad diferenciable de dimension n, o variedad diferenciable n-
dimensional.

Notemos que en la definicién de variedad diferenciable no se hace alusion alguna
a la métrica, que es lo que nos permite medir distancias y angulos.

Observacion: Se puede demostrar que:

1. Todo atlas C*sobre M esta contenido en un Unico atlas C*maximal.
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2. Dos atlas C*sobre M determinan el mismo atlas C*maximal si y solo si su unién

es un atlas C™.
Por lo tanto, para determinar si una variedad topoldgica es una variedad
diferenciable, basta con constatar la existencia de algun atlas C*para la variedad (para

mas detalles ver [3], [10], [13]).

2.1.8 Ejemplos

Espacio R": R"™ es una variedad diferenciable n-dimensional. La estructura
diferenciable mas simple para R" viene determinada por el atlas que consiste de la tnica
carta (R", Idgn). Tal estructura diferenciable se llama estdndar. También las
coordenadas determinadas por esta carta se llaman estandar.

Superficie regular en R3: Es una variedad bidimensional, lo suficientemente

regular (o sea, sin aristas ni puntas) de manera tal que podemos extender las nociones de
calculo diferencial en R? a esta variedad.

La definicién es como sigue: Un subconjunto S € R? es una superficie regular si
para todo p € S existe una vecindad V € R® y una aplicacion X:U -V NS de un
abierto U € R? en VNS < R3 tal que: i) X es un homeomorfismo diferenciable; ii) La
aplicacion diferencial (dX),: R* - R? es inyectiva, Vq € U.

Si escribimos: X(u,v) = (x1 (u, v), x5 (u, v), x3(u, v)), con (u,v) € U, entonces

la matriz que representa a la aplicacion lineal dXj; es la siguiente:



11

[dx; 0xq]
du OJv
dx, 0x
dX,(u,v) = a_uz 6_172 ,
0x; 0x3
Ldu Jdv-

en donde q = (u,v).
La condicion ii) la podemos expresar equivalentemente, afirmando que las

columnas de la matriz tienen que ser vectores linealmente independientes.

ou’ ou’ ou
(2 222 05
ov’' v’ ov q’

son linealmente independientes, V q € U.

= (2,2 2x)
q

O sea, los vectores

Xy
Xy

Esta ultima condicion garantiza la existencia de un plano tangente para cada punto
de S.

El mapa X es una parametrizacion de S 6 sistema de coordenadas locales que
contiene a p. El conjunto X (U) es la imagen 6 traza de la parametrizacion.

Como consecuencia de esta definicion la transicion de una parametrizacion a otra
es un difeomorfismo y podemos concluir entonces que una superficie regular en R3 es
una variedad diferenciable de dimension n = 2.

De la misma manera podemos definir una superficie regular M c R", siendo la

parametrizacion de M:

X(u,v) = (xl(u, V), .., X, (1, v))
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Si ahora f:U — R es una funcién diferenciable en U ¢ R?, U abierto, entonces
no es dificil de constatar que la grafica de f, definida por:
r(f)={wv fwv)) € R%wv) € U},
satisface las condiciones i)y ii) previamente citadas, siendo entonces una superficie

regular en R3 , y por lo tanto una variedad diferenciable de dimensién dos. (Ver [5], [6]).

Esfera de radio unidad: Sea el conjunto

S?2={(x,y,2z) ER3| x? +y%2 + 22 =1}
El mapa o aplicacion X;: W — R3, en donde W = {(x,y) € R?| x? +y2 <1},

dado por

X, (x,9) = (x,y,/1—x2 —y?),
es la grafica de la funcion f(x,y) = m sobre U, la cual tiene derivadas
parciales continuas de todos los 6rdenes en dicho dominio. Por lo expresado en el parrafo
anterior, se deduce que X;(x,y) es una parametrizaciéon del hemisferio superior de S2,
menos el ecuador de la esfera, por lo cual este hemisferio es una superficie regular, y el
mapa X; es una parametrizacion para dicho hemisferio.
De manera semejante el mapa o aplicacion X,: U = R3, en donde U es el mismo

dominio anterior, dado por

Xz(x;}’) = (x,y,—v 1—x? _yz)a
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es una representacion paramétrica para el hemisferio inferior. Observemos que estas dos
representaciones paramétricas cubren a S?menos su ecuador, por lo que se precisaran mas
cartas de este tipo para cubrir a toda la superficie.

Si reflexionamos un poco en esta cuestion, nos daremos cuenta que se necesitaran

seis cartas para cubrir completamente a S2. Las cuatro parametrizaciones restantes son:

X;(x,z) = (x, JV1—x2— ZZ,Z)
X,(x,2) = (x, —/1—x2%— zz,z)
X:(y,z) = ( 1—y? —zz,y,z)

Xe(y,2z) = (— 1—y?— zz,y,z),

en donde los mapas X3 y X, estdn definidos en V = {(x,z) € R?| x? + z% < 1}, abierto
del plano xz; y X5 y X¢ estan definidos en W = {(y,z) € R?| y? 4+ z% < 1}, abierto del
plano yz.

Entonces, el conjunto A = {X;,X,, X3, X,,Xs, X} es un atlas para S2, por lo
cual, S? es una superficie regular en R3, ergo, una variedad diferenciable de dimension 2.

Otro notorio atlas para S2 es el que se obtiene por proyeccion estereografica de la
esfera en el plano, en donde este atlas estara constituido por solo dos cartas. Si llamamos
a un punto de la esfera como polo norte, denotandolo m, y al punto diametralmente
opuesto a n lo llamamos polo sur, y lo denotamos con la letra s, la proyeccion
estereografica es el mapa

m: S?\{n} - T,S?,
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en donde TS?2es el plano tangente a la esfera en el polo sur de la misma, y que proyecta a
un punto p € S? \{n}, en el punto en el cual la recta que une a n y a p corta al plano
T,S?.

Por construccion, m es una correspondencia biunivoca entre los puntos de la
esfera menos su polo norte y el plano T;S?>~R?. Situando a S?en R® de manera tal que
T,S?coincida con el plano xy y el polo norte tenga coordenadas (0,0,2), entonces la
ecuacion de la esfera vendra dada por la expresion:

x> +y*+(z-1) =1,
ypara p = (x,y,z) € S?\{n} c R3, la proyeccion estereografica tendra la expresion

2x 2y

n(p) = m(x,y,2) = (7=, 2=) = q = (W),

en donde g es un punto del plano xy.

La aplicacion inversa m~1: R? - S?\{n} c S2, vendra dada por

L) = -2, ) = < 4u 4v 2(u? + v2)>

u+v24+4’u+vi+4'ut+v24+4

Es posible demostrar que 7~ lsatisface las condiciones i) y ii) previamente
citadas, por lo cual constituye una carta para S2\{n}. Es claro ademds que si hacemos
una construccion aniloga, proyectando estereograficamente los puntos de S2\{s} sobre
T,S?~R2, entonces, la aplicacion inversa de esta Gltima, serd una carta para S?\{s} c
S2, por lo cual ambas cartas constituyen un atlas para S2. (Ver [6], [21]).

Como es natural suponer, existen otros ejemplos de variedades diferenciables

mucho mas abstractas que las que hemos presentado aqui. Nosotros hemos hecho
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hincapié en estos ejemplos porque precisamente vamos a estar trabajando con variedades

bidimensionales.

2.1.9 Subvariedad

Sea M una variedad diferenciable y U un abierto de M.

Sea el conjunto A, = {cartas compatibles (W, ¢)para M|W c U}.

Como todo punto p € U € M estd contenido en el dominio de alguna carta
(V, @) para M, tomando W = VNU, entonces (W,@|W) es una carta en Ay tal que
peEW.

Vemos que U esta cubierto por las cartas en Ay , por lo cual es un atlas regular
para U. Con este atlas, cualquier conjunto abierto de M es llamado subvariedad abierta

de M.

2.2 Vector tangente y espacio tangente a una variedad

Todos tenemos la intuicion geométrica de lo que es un vector tangente a una curva
situada en R? 6 R3 o el plano tangente a una superficie inmersa en R3.

Tomando como ejemplo este tltimo caso observamos que el plano tangente o un
vector tangente a la superficie en un punto de la misma también pueden ser concebidos
respectivamente como un plano o como un vector en R3, el espacio ambiente

(euclidiano) que contiene a la superficie.
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En el caso de una variedad diferenciable no disponemos a priori de un espacio
mayor que la contenga (recordemos que este es un punto importante en su definicion) por
lo cual las definiciones de vector tangente y espacio tangente a la variedad deben ser
hechas independientemente de la existencia de un espacio euclidiano que la contenga.

Para lograr una caracterizacion que tenga sentido para una variedad nos basaremos
en el hecho de que un vector euclidiano permite obtener la derivada direccional de una
funcion.

Por todo lo anteriormente mencionado llegaremos a definiciones un tanto

abstractas.

2.2.1 Definicion
Sea M una variedad diferenciable.
Un mapa &: C* (M) — R es una derivacion en el punto p € M, si se cumple que:

e ¢ eslineal

e {(fg)=¢(Ng) +E(@)f (), Vf,g € C®(M)

A esta tltima propiedad se la denomina propiedad de Leibniz.
Sea T,M = {{|¢ es una derivacién en p € M}
Definiendo en T, M las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar
E+mN) =) +n(H,VENETM
(A8) (f) = A8(f), V¢ e T,M, L € R,
observamos que (§ +1) € T,M y A € T,M. Claramente T,M adquiere la estructura de

espacio vectorial sobre el cuerpo R y se le denomina espacio tangente a M en p.
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Cada elemento de T,,M es un vector tangente a M en p.
Es posible demostrar lo siguiente:
e T,M es un espacio vectorial de dimension n (la misma dimension de la

variedad M).

5}

P o |p}, en donde x?, ..., x™ son coordenadas locales en

. ]
e El conjunto {§|
una carta de U que contiene al punto p, es una base para T, M.

Entonces, cada vector tangente ¢ € T,M se puede representar de la siguiente

manera:

§ §

NgE

|
aXi p

i=1
Mediante el convenio de sumacion de Einstein, la notacion puede simplificarse a:
i 9 r / : 2 _ i a . .
&E=¢ P |, 0, mas simple ain, § = & 5 S1n0 perdemos de vista que estamos evaluando
las derivadas en el punto p.

Los numeros ¢ = &(x') son los componentes del vector & en el sistema local de

coordenadas x1, ..., x™ anteriormente mencionado.
_ i 9f _ i\ 9f
Oseaque, £(f) = flﬁ = E(x‘)ﬁ evaluadoenp € M.
Interpretando a ¢(f) como una derivada direccional, entonces cada elemento de
T,M es un funcional sobre C*°(M) que toma la derivada direccional de (la representacion

de) f en las coordenadas locales anteriormente mencionadas, evaluadas en (la

representacion de) p.
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. of . . .,
Algunos autores escriben: £(f) = a—}; interpretando a £ como una direccion en el

punto p (por mas detalles ver [10], [13]).
2.2.2 Otra caracterizacion de vector tangente

Una manera alternativa de pensar en un vector tangente a una variedad, es la
siguiente:

Sea M una variedad diferenciable.

A una funciodn diferenciable a: (—¢,&) — M, donde (—¢, €) es un abierto de R, se
le denomina una curva en M.

Seaa(0) =peM,yD ={f € C*°(M)| f es diferenciable en p, Vp € M},

definimos el vector tangente a la curva a en t = 0; a’(0), de la siguiente manera:

a’'(0):D — R
d(f o

Si M es una variedad diferenciable de dimension n, tomando una carta X: W — M,
W abierto de R™ con X(0) = p, entonces la expresion en coordenadas para la funcion f y

la curva a seran:
foX(q)=f(xy, e, x0),Vq=(xq,..,x,) EWCR"

Xtoa(t) = (x1(t), .., X (1))

Entonces,

n
O Of dx;

d
=G/ OO =) 5

d
@(O)f =—=(f )|

t=0

t=0
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a'(0)f = Xy xf (0) 2L

t't=0

= (Srx (aixi)o)f ‘

Recordando la convencion de sumacion de Einstein
d

' OFf = (% () )£

f t (axl-)o f

por lo cual llegamos a la siguiente expresion para a’(0):

/ / a
a'(0) = x;(0) 6_xi|t_0 .

Claramente se verifica que a’(0) es un elemento de T, M.

Por lo tanto, en esta caracterizacion, un vector tangente a M en p es el vector
tangente a una curva a: (—¢, &) — R, tal que @ (0) = p. (ver [12]).

Este ultimo enfoque es una generalizacion de nuestra experiencia con vectores
tangentes a una superficie regular S en R3, en donde se define un vector tangente a S en p

como la velocidad de una curva diferenciable a: (—¢,&) — S, con a(0) = p.

2.3 Diferencial de una funcion

Sea M una variedad diferenciable de dimension n, f € C* (M), p un punto de M.
Se define la aplicacion diferencial de f, que denotaremos df, de la siguiente
manera:
df:T,M > R
§—=df(§) =¢(f),v§ eT,M
Observamos que df es una aplicacion lineal y, por tanto, un funcional sobre el

espacio vectorial T, M, o sea que df € T, M, el espacio dual de T, M.
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0

d , *
La base {ﬁ, . ax—n}pde T,M tendra su base dual en T, M, que denotaremos por

{e], ..., en}, y que cumplira:

(2 g (L J=E
€ (axj) = §; —{0 i , delta de Kronecker.

Observemos que los elementos del conjunto {dx?,...,dx"} cumplen con esta

propiedad, ya que

()= 2=
OxJ OxJ 0 j+#i
Entonces, el conjunto {dx, ..., dx™} es una base para T, M, ya que es la base dual

0 0
de {55730,

Sea ahora el siguiente elemento de T, M:

.0
¢=4"

oxt’
Luego notemos que (recordando el convenio de sumacion de Einstein),

of i _af i _ﬂ i— iﬂ_
G X @) =558() =558 = 5 = 8.

O sea que en la base {dx?,...,dx™} podemos representar a df por medio de la

., a ; : .
expresion df = a—;dxl, en donde los componentes de df son las derivadas parciales

(%f) para i € {1, ...,n}.
14

El conjunto Ty M es llamado el espacio cotangente de M en p y sus elementos,

covectores.
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2.4 Meétrica Riemanniana, variedad Riemanniana

2.4.1 Definiciones

e Una métrica Riemanniana en una variedad diferenciable n-dimensional M, es una
familia g = {g,}, x € M, tal que g, es una forma bilineal, simétrica y positiva
definida sobre el espacio tangente T, M que varia en forma regular con x € M.

e Una variedad Riemanniana (M, g) es una variedad diferenciable M dotada de una
métrica Riemanniana g.

La métrica Riemanniana también es llamada fensor métrico de Riemann. Es un
campo tensorial de segundo rango, simétrico, positivo definido en cada punto de M,
diferenciable (o sea, que varia en forma regular para todo x perteneciente a M).

Por medio de este tensor podemos definir el producto interno de elementos en
T, M convirtiendo a T,M en un espacio vectorial con producto interno (llamado espacio
vectorial Euclidiano).

Para £,n € T,M, el producto interno se denota por (¢,7n), y cuando no hay
peligro de confusion se puede suprimir el subindice, quedando ( &, 7).

La longitud de un vector perteneciente a T, M se define como:

1$lg = /(f,f)g €ER

En coordenadas locales x1, ..., x™ obtenemos,

(&mg = gij(X)E,

Ja 0

en donde gij(x) = <a_xl’a)9 :
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La matriz (gi g (x))nxn es simétrica y positiva definida.

Las funciones g;;(x) son los componentes del tensor g en las coordenadas dadas,

siendo funciones C* en las cartas donde estan definidas.

2.4.2 Ejemplo

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n=3; &,n dos elementos de

T,M tales que

6
§=8ogt8 -3

6x2 o5 6x3
n =n1%+n2%+n3%
Entonces,
(B = @ o 4 8ot B e s Oy
(5,M)g = &N G oas )g + EN% (o5 Vg + E1% oy s Vg +
EN e o T G a0 )a + 1 G5 )

3,1 3,2¢0 0 3,3¢0 0
EN e )a T 1 G502 )e + 91 G50 )g

9 9. 9 9} 9 9} /
ox1’ax179 ax1’9x2 19 axl’ax379||M
_ret 2 3 a 0 a 0 a 0 2
(Emg=[8" & EllGzals Gaazls Gazrazleln
00y (2. 0y (2 0 3
ax3’ax1 /9 ax3’ax2 9 ax3’ax3 79
En la igualdad anterior la matriz simétrica de 3x3 es la expresion de la métrica en

las coordenadas dadas. En notacion de sumatorias,
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3 3
(E»T])g ZZ 77] (axl ax]) gl-j(x)f"nf ER

:1:

Definiendo el producto tensorial de los covectores daxt y dx/,
(dx' @ dx’)(&,m) = dx'(§) @ dx'(n),
tal que, para i # j se cumple que
dx' @ dx/ = —(dx/ ® dx'),
definimos ahora el producto simétrico de los covectores de la siguiente manera:
dxtdx’) = %[dxi ® dx’ +dx/ ® dxt].
Entonces,
(dx'dx’)(€,m) = dx'(©)dx’ (),
el cual es un funcional bilineal sobre T,M, y como dx*(§) = E(xi) =&, dx/(n) =
n(xj) =1/ , se verifica lo siguiente:
gijdxidxj(f,n) = gijdxi(f)dxj(n) = gijfinj =(&,n)

Entonces, la expresion g;jdx'dx’ es otra manera de escribir la métrica.

2.4.3 Longitud de un segmento de curva
Dada una métrica Riemanniana podemos definir la longitud de un segmento de
1
curva y: [a, b] = M, como: £(y) = fab(y’ 0,y (t))Eg dt, que es la conocida formula de la

integracion de la rapidez de la curva.
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La métrica Riemanniana nos proporciona una manera de medir la longitud de los
vectores tangentes a la variedad, el area de superficies, angulos entre curvas en la
variedad, y demas aspectos geométricos (geometria métrica) en la variedad.

En otras palabras, si definimos para un espacio en general un producto interno en
su espacio tangente, entonces toda la estructura geométrica del espacio quedara definida
en términos de dicho producto. Este es el nuevo punto de vista de la geometria moderna,
en donde se establece que el concepto apropiado en el cual basar toda la geometria de un
espacio es el producto interno (también llamado producto escalar) de los vectores
tangentes al espacio (leer [9]).

Cabe acotar que el concepto de métrica Riemanniana no debe ser confundido con
el concepto de métrica en un espacio métrico.

Mas adelante, cuando tratemos el tema de las geodésicas, definiremos la nocion
de distancia en una variedad Riemanniana.

De todos modos, una variedad diferenciable dotada de una métrica Riemanniana
(o sea, una variedad Riemanniana), se convierte en un espacio métrico.

Acotamos también que se sobreentiende que la forma bilineal es no-degenerada o
sea,

(,y)g=0,VyeT,M >x=0.

Si la forma bilineal no es positiva definida, la métrica pasa a llamarse pseudo

Riemanniana y las variedades dotadas con métricas de este tipo, variedades pseudo

Riemannianas.
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Nosotros vamos a trabajar en variedades Riemannianas y pseudo Riemannianas
de dos dimensiones (superficies), resolviendo la ecuacion de Schrodinger en estos

espacios, empleando el método de separacion de variables.

2.5 Primera Forma Fundamental de una superficie

En los primigenios capitulos de la Geometria Diferencial de curvas y superficies
(en épocas de Leonard Euler y, mas adelante, Karl Friedrich Gauss) estos objetos
matematicos se concebian inmersos en el espacio Euclidiano R® (superficies), R? (curvas
planas), 6 R3 (curvas “en el espacio”).

Como consecuencia de esto existe una manera natural de medir, por ejemplo, la
longitud de un vector tangente a una superficie S € R® en un punto p de la misma,
tomando al vector como perteneciendo a R? y utilizando el producto interno estandar en
R3.

O sea que el espacio tangente (plano tangente) a la superficie S hereda
naturalmente el producto interno en R3.

Este es un ejemplo del caso general, en el que una subvariedad de una variedad
Riemanniana hereda la métrica de la variedad principal. Se dice que la variedad principal
induce una métrica sobre la subvariedad. Volviendo a la superficie S € R3, el producto
interno heredado de R® genera en T,S una forma cuadrética correspondiente, llamada la

Primera Forma Fundamental de la superficie.

Ip(f) = (Eif) = |€|2 =0
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2.5.1 Definicion

Para una superficie regular S € R3, la forma cuadratica I, en T,,S es llamada la

Primera Forma Fundamental de S en p.

2.5.2 Ejemplos

Ejemplo 1: En este ejemplo ensayaremos a definir los coeficientes de la Primera
Forma Fundamental. Sea X(u,v) = (x;(u, v), x,(u, v), x3(u, v)) una parametrizacion
de Senp, a(t) unacurvaen S talque a(0) =p, a'(0) =w € T,S .

Entonces a(t) = X(u(t),v(t)) , y el modulo del vector » se obtiene del
siguiente modo:

lw|? = 1a’'(0)|? = I,(a’(0)) = (a’(0),a’(0)), = (X,u' +X,v', X,u' +X,v')
ol = (X, X )u'” + 2%, , X )u'v' + (X, X, )v"”
Estamos efectuando los calculos en p = a(0) = X(u(O),v(O)) = X(ug,vy) , y

!

. . du dv
las derivadas primeras u’ = —, v’ = —, son evaluadasen t = 0.

dat

Si definimos:

E(uOJ UO) = (Xy, Xu)p
F(uO' UO) = (Xu ’ Xv)p
G(ug, v9) = (Xy, Xv)p ’

la forma cuadratica se puede expresar como sigue:
lw|?2 = Eu'* + 2Fu'v’ + Gv'?, endonde E, F y G son los

coeficientes de la Primera Forma Fundamental de la superficie en el punto p.
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Ejemplo 2: El objetivo del presente ejemplo, viene siendo demostrar que el
conjunto {Xy, X}, constituye una base para T,S. Comencemos por observar que para
p = X(ug,v9) € S (0 sea, el punto p tiene coordenadas (u, vy)), se tiene que X(u, vy)
es una curva en S, llamada curva coordenada v = v,; de manera semejante, X(u,, v) es
la curva coordenada u = u, . Estas curvas se intersecan en p .

Por lo visto anteriormente en el apartado de vectores tangentes a una variedad, los
vectores tangentes a estas curvas en p gozaran también de la propiedad de ser elementos
de T,S; en otras palabras, X, , X,, evaluados en p, pertenecen a T,S.

Como la superficie es regular, se tiene que X, (u,v)y X, (u,v) seran vectores
linealmente independientes para cada punto de S, por lo cual, el conjunto {X,,,X, },, es
una base para T,,S (ya que dim T,,§ = 2 = dimension de S).

Sean:

=X, + 82Xy, n=0"X, +0°X, , £ ET,S.
Entonces,
(€m) = (€K, + £2X,, 0" Xy + 107X, XE,7)
(€m = &miX,, Xy) + %Xy, Xo) + 71X, X)) + 204X, X).
Como (X, , X,) = (X, ,X,), entonces
(€m) = &nHXy, Xy) + (02 + E2nD(Xy, X0) + 04X, X,)
(&,m) =E&mt + F(E? + §%nh) + GEPn?,

en donde el producto interno es el proveniente de R3.
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Ejemplo 3: Longitud de una curva.
Sea a(t) = X(u(t), v(t)) una curva regular en la superficie regular S ¢ R3, la

longitud de a desde a(c) hasta a(t) se define de la siguiente manera:

t t t
s(t) = f la'(t)| dt = f X, u' + X,v'|dt = f X,u' + X,v', X,u' + va’)% dt
c (5 c

t ¢ > .
s(®) =f VEW? + 2Fu'v' + Gv'*dt =f \/E (%) +2F‘;:ZZ+G(%) dt
¢ c

Entonces,

() =r () +orggre ()

Multiplicando ambos miembros de esta Gltima expresion por dt? obtenemos (al
menos formalmente), la expresion clasica para la métrica en una superficie:

ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?.

En esta formula podemos interpretar a ds como una longitud infinitesimal de
arco, la cual integrada sobre la curva de coordenadas (u(t),v(t)), nos proporciona la
longitud de la curva.

También podemos interpretarla como una distancia infinitesimal desde el punto
X(u, v) al punto X(u + du, v + dv) en S, medida a lo largo de la curva (ver [4], [7]).

Escribamos ahora las expresiones de los ejemplos anteriores en forma matricial

jol? = 'O = fw1 7 E][4],

em=temlp F[E]

ds? = [du dv] [g g] Z:ﬂ ,
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en donde

Xy, X)) (X, X,)
[1]?T g] N [<xu X)) (X, ,Xv>]p

Observamos el papel fundamental que juega la matriz [g g] , ya que define para

cada p € S una forma bilineal en T,,S, y por tanto el producto interno en T,S, ¢l cual a su
vez define la longitud de los vectores tangentes a S en p, de la cual depende la geometria
de S.

La formula ds? = Edu? + 2Fdu dv + Gdv? es la expresion mas conocida de la
Primera Forma Fundamental de una superficie.

Para cada p = X(u,v) € S, los coeficientes de la Primera Forma Fundamental
E(u, v),F(u, v),G (u,v) son funciones diferenciables en el dominio de coordenadas de
la parametrizacion.

La discusion anterior la hemos mantenido en el ambito de superficies regulares en
R3 como motivacion, para entender el significado y alcance de la Primera Forma
Fundamental de una superficie, y el papel que juega el producto interno inducido por R3.
El trabajo de Riemann de 1854 consistid6 en extender estas ideas a variedades
diferenciables n-dimensionales, introduciendo en el espacio tangente en cada punto de la
variedad una forma bilineal, simétrica, no degenerada, positiva definida, y que varia
suavemente sobre la variedad. En cada carta de la variedad la forma bilineal estara
representada por una matriz simétrica de dimensiones n x n, cuyas entradas seran

funciones diferenciables en el dominio de coordenadas de la carta.
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Esta forma bilineal definira el producto interno 1:T,M XT,M - R de
elementos del espacio tangente a la variedad M para cada p € M, y a partir del producto
interno la estructura geométrica de M.

Recordemos que las caracteristicas esenciales de un producto interno en un
espacio vectorial son las siguientes:

i (&m =™$)
i (A8 + 7,m) = L€ m + y,m), VA, 4 ER
iii. (§,§) #0sié#0.

El producto interno definido por medio de la forma bilineal anteriormente
mencionada cumple con estas caracteristicas.

Esta estructura introducida por Riemann es la métrica Riemanniana, o tensor
métrico de Riemann.

Volviendo al caso de dos dimensiones, la variedad recibe el nombre de superficie.
En caso que el producto interno no sea positivo definido, la métrica se llama pseudo-
Riemanniana (observemos que, para este tipo de métrica, puede darse que |&]? = (£, &) <
0), y la variedad se denomina entonces variedad pseudo-Riemanniana.

Una variedad diferenciable bidimensional equipada con una métrica Riemanniana

0 pseudo-Riemanniana, recibe el nombre de superficie abstracta (ver [4]).

2.5.3 Ejemplos de superficies abstractas y sus métricas correspondientes

e R?: El producto interno usual de elementos de R?

((a,b),(c,d)) = (a,b).(c,d) = ac + bd,
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lo podemos escribir como forma bilineal de la siguiente manera,

[a b] [é (1)] [ccl] = ac+ bd
Si pensamos en R?como una variedad Riemanniana bidimensional de atlas
(R?, Idg2), entonces:
X(w,v) = (u,v),V (u,v) e R?
X, =(1,0), X, =(0,1)
Utilizando el producto interno definido anteriormente, ya que X, y X, € T,, R?,

que es isomorfico a R?, obtenemos:

E =(X,,X,)=1(1,0).(1,0) =1
E F 1 0
F=(X,X,) = (1,0).(0,1) =0} = [F o= [O |
G =(X,,X,)=1(01).(01) =1
La expresion de la Primera Forma Fundamental es, por lo tanto,

ds* = [duav] [0 I][%

0 1lldv
~ods? = du® + dv?,
llamada métrica Euclidiana de R2.

Esto se puede extender de la misma manera a R", ds? = dx? + -+« - +dx2 yla

métrica es (@;j)nxn = (6] Jnxn > €spacio Euclidiano R™.

e Cilindro Circular Recto: x%+ y? =1, z es un parametro libre.
Sea la parametrizacion X: U — R3
X(u,v) = (cosu,senu,v) 0<u<22m,—0o<v< oo

X, = (—senu,cosu,0), X, =(0,0,1)
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E=(X,X,)=senu?+cosu?+0=1
F=(X,X,)=0
G =(X,X,)=1
[i g] = [(1) (1)] oods? = du® + dv
Sorprendentemente, el plano Euclidiano R? y este cilindro presentan la misma
métrica. En este caso se dice que las variedades son localmente isométricas.

e Esfera: Radio r = a, centrada en el origen.

X(u,v) = (asenucosv,asenusenv,acosu),0<u<m,0<v<2m.
X, = (acosucosv,acosusenv,—asenu),
X, = (—asenusenv,asenucosv,0).
E = a?cos?ucos?v + a®cos?usen?v + a? = a?,

F = —a?cosucosvsinusinv + a?cosusinvsinucosv+0=0,

G = a’sen®usen’v + a®sen*ucos?v+0 =a’sen’u.

E F1_ [a? 0 Cde2 2902 1 2 a2 2
[F c _[0 azsenzu] s ds® = a“du® + a“ sen”(u) dv-.

e Métrica de Poincaré: Esta no surge a consecuencia del producto interno en

R3. Sea el dominio R?* = {(x,y) € R? | y > 0}, semiplano superior de

R2. Para (u, v) € R?* se define la siguiente métrica:

5 du? + dv?
dS :W,A>0,
1
[ 7] [pvz 0 ]
FG 0 1
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e  Grifica de una funcién diferenciable: Sobre un abierto U c R2.
Xw,v) = (w,v, f(w,v)) € R?,
también llamada parametrizacion de Monge, o “Monge patch”.
X, =(101£), X, = (0,1, 1),
E=1+f, F=fufy, G=1+f},

[g gz[lfjffuz 1]-%];2,2]’

ds? = (1 + f2)du? + 2f, f,dudv + (1 + £,%)dv?.

2.5.4 Cambio de coordenadas

A consecuencia de un cambio de coordenadas la expresion de la métrica también
cambia.

Por ejemplo, vimos que la métrica Euclidiana de R? es ds? = du? + dv?. Si
utilizamos ahora coordenadas polares obtendremos

u=rcosf = du=cos@dr—rsen9d9}
v=rsenf = dv=senfdr+rcosfdf)’

ds? = du® + dv? = (cos@ dr —rsen 0 df)? + (senf dr + rcos 0 df)? =
cos? @ dr? — 2rsen 8 cos 0 drdf + r? sen? 6 dO? + sen? 0 dr? + 2r sen 6 cos 0 drd6
+7r2cos?0dB? = dr? +r?do>.

Resumiendo:

ds? =dr? + r?d6? - [i g] = [(1) roz] ,
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y la longitud de un arco dado por a(t) =X(r(t)cosO(t),r(t)senb(t)) =

X(r(t),e(t)) ,a<t<bh,es

= () e ) ar,
a dat dat

2.5.5 Otras formulas importantes

Para finalizar esta parte mencionaremos las siguientes formulas, las cuales

dependen de la métrica.

Angulo entre vectores: cos ¢ = % ,0<p<m.

Angulo entre curvas: Se define el angulo entre dos curvas a(t)y B(t) que se
intersecan para t = t, , como el angulo entre sus respectivos vectores tangentes & y 7 en
t=t,.

Area de una region: Sea U C S una region de la superficie S, la cual es una
variedad Riemanniana bidimensional. Sea U = (u, v) € R? la coordinatizacion de U en

una carta, entonces:

Areade U = [[VEG — FZ dudv , en donde la integral se evalia sobre U.

2.6 Segunda Forma Fundamental de una superficie, curvatura.
Iniciaremos nuestro estudio con curvas y superficies regulares inmersas en el

espacio Euclidiano R3.
2.6.1 Velocidad, rapidez, aceleracion y curvatura de una curva

Sea la curva regular a: I - R3
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t = a(t) = (a;(t),a,(t),a3(t)); I c R, I abierto.

Definimos, para t € I, el vector tangente a la curva, llamado también vector

velocidad de la curva

a'(t) = (a'1(0), 'z (D), a'5(D)),

y el vector aceleracion

a"(t) = (a"1(t),a"2 (1), a"3(1) .

La longitud de la curva desde t = t, hastat =t € [ es, por definicion,

t
s(t) =f la'(t)| dt
t

0
2 o)l
N —=|a ,
dt
llamada rapidez de la curva. Si la curva viene parametrizada por su longitud de arco

(llamado parametro natural de la curva), entonces t = sy se verifica que

ds_ds_l_l 's)]
i as s POl

Observamos en este Gltimo caso que a’'(s) es un vector tangente unitario a la
curva, y la misma tendrd, entonces, rapidez constante e igual a uno en la direccion

creciente de s, para cada s perteneciente al dominio de la parametrizacion.

O sea,

la’ ()12 =(a'(s),a’'(s)) =1 = (a'(s),a'(s)) = 0.
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Recordando que para vectores v(t), w(t) en el espacio Euclidiano R3 se cumple:
(v,w) = (@', w)+ (v,w),
entonces
(a'(s),a'(s)) =2(a"(s),a'(s))=0,
por lo cual
(" (s),a'(s))=0 ~ a'(s) L a'(s).

Definicion: La curvatura k(s) de una curva regular a(s), es la magnitud del

vector aceleracion, cuando la curva estd parametrizada por su pardmetro natural s.

Entonces,

k(s) = la"(s)|.

Si la curva estd parametrizada por un parametro t, podemos definir el vector

tangente unitario a la curva, de la siguiente manera:

T(s) = LAONS a'(s).

_ad®
r® e

IETCI

Ahora bien,
dT dT
a'(s) =T(s) =~ a”(s) =T'(s) = - k(s) = |a"(s)| = |_|
S ds

dT

ds

aT
/at

d
*/at

ar _drdc /g
ds dtds ds;.
S S /dt

T'(0)
la’ (D]

_Ir®l _
@]

k(t).
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De aqui concluimos que, en funcion del parametro t, la curvatura quedara

expresada en la forma

)
KO =170

Teniendo en cuenta que los vectores tangentes T(s) y T(t) son vectores unitarios
(de magnitud constante), por lo visto en el parrafo inmediatamente anterior a la definicion
de curvatura, se verificara que T'(s) L T(s) y T'(t) L T(t). Ademas, ambos vectores

estaran dirigidos apuntando hacia el lado concavo (interno) de la curva. Definamos ahora

T'(®)
IT'®l °

el vector unitario n(t) = llamado vector normal unitario principal de la curva

a(t) en t. Expresado en funcion del parametro natural de longitud de arco s,

_T'(s)  a’(s)
TS la”(s)]

n(s) = a’(s) = |a"(s)|n(s) = k(s)n(s)

& T'(s) =k(s)n(s).
Esta tltima expresion es denominada primera formula de Frenet-Serret.

Sea ahora la curva regular a(t). Denotando su vector velocidad como v(t) se

tiene que
v(t) = a'(t)
_@® {200 = O
"0 = 1w

da
Como |a'(t)| = d—i , la formula para la velocidad de la curva quedara expresada

del siguiente modo:
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ds
v(t) =—TI(t),
(© ==T(®
que es la rapidez de la curva multiplicada por el vector tangente unitario a la misma en la
direccion creciente del parametro, para cada t € 1.

La aceleracion de a(t) sera:

_d’s ds dT(t)

= T —
dt? (t)+dt dt

d (d
a(t) = v'(t) = E(d_i T(t))

Observamos en esta ultima expresion que la aceleracion consta de un componente

2
tangencial %T(t) dependiente del cambio en la rapidez de la curva en funcion del

dT(t . . o,
are) que involucra el cambio de direccion del

, ds
parametro, y un componente normal T at

vector tangente unitario en funcion de t.

Si ahora la curva esta parametrizada por su longitud de arco s, entonces

ds 5 d?s o
dt dt?
daT
a(s) =TS
ds

en donde se pone de manifiesto que la aceleracion de la curva es debida al cambio en la
direccion del vector tangente unitario T en funcion de la longitud de arco, lo cual es una
consecuencia directa del posicionamiento de la curva en su espacio ambiente, o sea,
de su forma de curvarse. Es por ello que, para definir la curvatura de una curva, se utiliza

la aceleracién de la curva cuando la misma esta parametrizada por su longitud de arco.
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Segin la primera formula de Frenet — Serret anteriormente vista, podemos

escribir:

d
a(s) = % = k(s)n(s).

Finalmente, en todo punto de una curva regular existe un plano muy importante
llamado plano osculador de la curva, el cual contiene al vector tangente y al vector

normal a la curva en el punto en consideracion (por mas detalles ver [21], [9]).
2.6.2 Segunda Forma Fundamental de una superficie
Supongamos una superficie regular y orientada S € R3 de parametrizacion
r(u,v) = (% (w, v), %2 (w, v), x3(w, v))
en donde (u,v) € U € R?, U abierto.

Como la superficie es regular y orientada, tendra un vector normal unitario 7

perfectamente definido en todo punto de la misma y que varia continuamente sobre S,

en donde X es el producto vectorial definido en R3.
Si ahora a(t) = r(u(t),v(t)), t € I € R es una curva regular en S, se tendra que
a'(t) = nu' +nv,
a'(t) = (nuu’ +rvHu’ + nu” + (uu' + n,v)v' + 10",

a" () = (rw'? + 2r,u' v’ + 1,0 + (' +1,v").
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Supongamos que a(t,) = p € S, entonces 7, (to) y 1, (to) € T,,S, por lo cual en el

punto p se tiene que

LA~ (n,f),=0
LA« (n,f), =0

@ (0, A0y = (T Ayt (£0) + 2(1, Ahptt’ ()" (E0) + (T, v (20) -

Esta ultima es una forma cuadratica en el vector velocidad de la curva a(t) en p,

el cual es un elemento de T}, cuyas componentes son u’(ty) y v'(t) .

El producto interno (a"(t),7(t)), = {a’'(ty),A(ty)) es la proyeccion del vector

aceleracion de la curva sobre el vector normal a la superficieen p € S.

Definiendo para todo p € S:

L = (ry,, M)
M = (ruv ’ﬁ)
N = (r,,,7),

podemos escribir
(@ (), A(t)) = Lu'® + 2Mu'v' + Nv'>.
Escrita en forma diferencial:
(a”(t),A(t))dt? = Ldu?® + 2Mdudv + Ndv?,
y se le llama Segunda Forma Fundamental de la superficie S,

I = Ldu? + 2Mdudv + NdvZ.
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Observemos que los coeficientes L,My N sb6lo dependen del punto pen

consideracion, y no dependen de la curva r(u(t), v(t)) en particular.

2.6.3 Curvatura Normal de una curva en una superficie

Si ahora la curva esta parametrizada por longitud de arco, a consecuencia de la

primera férmula de Frenet-Serret anteriormente vista tenemos que

T'(s) = a"(s) = k(s)n(s) = r"(u(s), v(s)),

en donde k(s) y n(s) son, respectivamente, la curvatura y el vector normal unitario de la

curva en cada punto p de la misma, definidos en 2.6. /.
Entonces,
(a’(s),7(s))ds? = k(s)(n(s),A(s))ds? = Ldu? + 2Mdudv + Ndv?.

Teniendo en cuenta que para p € a(s) se verifica que (n(s),7A(s)) = cos @, en

donde 0 es el angulo entre estos vectores, y que ademas
ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv* = I,,,

Primera Forma Fundamental de S en p, denotando la curvatura de @ en p como k(p),

obtenemos la siguiente expresion:

Ldu? + 2Mdudv + Ndv?* I,

n(p) = k(p) cos 6 = Edu?® + 2Fdudv + Gdv? K'
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en donde k,(p) es la componente de la proyeccion del vector aceleracion a''(s) =
k(s)n(s) de la curva a sobre el vector normal 7 a la superficie S en p, y es llamada la
curvatura normal de a en p.

Observamos que k,, puede ser positivo 6 negativo, segln la direccion de 7 (que a
su vez depende de la orientacion de S).

Tengamos en cuenta ademas que los coeficientes de [ y II son funciones
continuas de los pardmetros u y v, por lo cual dependen solamente del punto p € S bajo
escrutinio.

Si reescribimos la expresion anterior de la siguiente manera:

L (d—“)2 +amdeav (@)2

dt dt dt dt
kn(p) = dun? dudv dv\?
£ () +2Fgrae 6 (@)
observamos que
1, (w)
kn(p) = —2—,
n () L)

en donde w € T,S es el vector velocidad de la curva a(t) = r(u(t), v(t)) en p, el cual
define una direccion en T,S.

Ademas, para cualquier vector Aw colineal con w, se cumplira que

I,(Aw)  221L,(w) _ IL,(w) _
LGw)  2Lw)  Lw)

kn(p) .
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Entonces podemos decir que, para un vector w € T,S, la expresion k, (p) =

1y (w)
Ip (w)

,nos da la curvatura normal de cualquier curva regular @ que sea tangente al

vector w en p.

De aqui el siguiente resultado debido a Meusnier:

“Todas la curvas en una superficie regular S que sean tangentes en un punto p a
una misma linea, tendran la misma curvatura normal en p”.

A consecuencia de esto, podemos hablar de la curvatura normal en una cierta

direccion en p (ver [5], [9]).

2.6.4 Seccion Normal de una superficie regular

Dado w € T,,S, la interseccion de S con un plano que contenga a w y a fi, (vector
normal unitario a S en p), se llama seccion normal de S en p en la direccion w. Como S
es regular, en un entorno del punto p la seccidon normal serd una curva plana regular,
cuyo vector normal unitario n, = £, 6 n, = 0.

Entonces, cos @ = *1 segun que n, y fi,, sean paralelos o antiparalelos, por lo
cual k,(p) = tk(p) , en donde k(p) es la curvatura de la seccion normal de S en p en la

direccion w.

2.6.5 Curvaturas principales, direcciones principales
La curvatura normal nos brinda informacion acerca de la manera de curvarse de

una superficie S en un punto p de la misma, en una cierta direccion w € T,S.
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Segun el signo de la curvatura normal se presentaran tres casos, a saber:

e ky(p) > 0 = la seccién normal se estd curvando en la misma direccion que 7,
por lo cual, en la direccion w, S se esta curvando hacia su vector normal 7, .

* k,(p) <0 = sucede lo contrario al caso anterior (n, y 7, son opuestos), y S
se curva alejandose de 7, .

e k,(p)=0= k(p) =0, la curvatura de la secciéon normal es cero en p en la
direccion w, por lo cual el vector normal 7, no se puede definir. De aqui no
podemos hacer conclusiones importantes sobre la forma de curvarse de la
superficie en esa direccion. Solo podriamos decir que su curvatura es pequeiia.
Vemos entonces que para cada direccion en T,S tendremos una seccion normal

cuya curvatura serd (a menos de un signo) el valor de la curvatura normal en el punto en
cuestion. Interesante es averiguar los valores maximo y minimo de k,,, y las direcciones
para las cuales se dan estos valores.

Definicion: Los valores maximo y minimo de la curvatura normal, que
denotaremos respectivamente k; y k,, son llamados las curvaturas principales de S en
p; las direcciones correspondientes a dichas curvaturas, son las direcciones principales
de la superficie en p.

Supongamos que el vector w es un vector unitario, entonces

L,(w) = Eu? + 2Fu'v' + Gv'? = |w|? = 1,
por lo cual

kn(p) = I1,(w).
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Observamos que el valor de la Segunda Forma Fundamental para un vector
unitario en un punto de una superficie es igual a la curvatura normal de una curva regular
tangente a dicho vector en el punto en cuestion.

De aqui se desprende que, para encontrar las curvaturas principales y las
direcciones principales de S en p, habremos de resolver el siguiente problema (ver [6]):

Extremizar la expresion: k,(p) = Lu'? + 2Mu'v’ + Nv'?,

sujeta a la condicion

L,(w) = Eu'® + 2Fu'v' + Gv'? = 1.

Vamos a resolver este problema utilizando el método de Multiplicadores de
Lagrange. Introduciendo una nueva variable A (que representard a las curvaturas
principales) se obtiene

Fu',v") = Lu'? + 2Mu'v' + Nv'* — /1(Eu’2 + 2Fu'v' + Gv'* — 1).

Las condiciones para extremizar k,(p) sujeto a I,(w) = 1 son las mismas que

para extremizar F(u’, v") sin ninguna relacion entre las variables u' y v'.

Para que F presente extremos es necesario que F,,; = 0y F,» = 0, por lo cual,

{Lu’ + Mv' — A(Eu' + Fv') =0,
Mu' + Nv' — A(Fu' + Gv') = 0.

Escribiendo el sistema anterior de forma matricial obtenemos
L—AE M—2AF\ '\ _ (0
(M—AF N—/’lG) (v) B (0)'
De aqui vemos que para que el sistema tenga soluciones no triviales debe

verificarse lo siguiente:
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det(L—/lE M-AF)

M—AF N-AG
Expandiendo el determinante llegamos a la siguiente ecuacion,
(EG — F*)A* — (EN — 2FM + GL)A+ (LN — M?*) =0, 2.1
la cual es una ecuacion cuadratica en las curvaturas principales, cuyo discriminante

puede escribirse de la siguiente manera (detalles en [7]):

2

EG — F? 2F
A=4(———)(EM —FL)* + |EN - GL — — (EM — FL)| .

Recordando que para una variedad Riemanniana la Primera Forma Fundamental
es una forma cuadratica positiva definida, entonces EG — F2 > 0, porlocual A> 0.
e Si A> 0, tendremos dos soluciones distintas A; = k; y A, = k, , las cuales son
las curvaturas principales de S en p .
e Si A=0, entonces A; = A,, y las curvaturas principales son iguales en p.

Cuando esto sucede se dice que p es un punto umbilical de S.

EM—-FL=0

M N
Observamos que A= 0 & {EN _GL=0 e

L
o == — =
E F

2.6.6 Curvatura Media, Curvatura Gaussiana

Dividiendo la ecuacion (2.1) entre (EG — F?) la podemos reescribir en la forma
K?—-2HK+K=0,

en donde K es curvatura principal, y

H_K1+K2_EN—2FM+GL
2 2(EG-F?

es llamada curvatura media de S en p,
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es la curvatura Gaussiana de S en p.

Como la curvatura normal k,,(p) de una curva en S a lo més cambia de signo con
un cambio en la orientacion de S, los valores de K; y K, cambiaran de signo (el maximo
se convertird en el minimo y viceversa), en virtud de lo cual seguiran siendo los valores
extremos de K, (p) y el valor de K = K; K, no cambiara.

Con el objetivo de obtener las direcciones principales, volvemos al sistema
anterior

{ Lu' + Mv' — A(Eu' + Fv') =0
Mu' + Nv' — A(Fu' + Gv') =0,

despejando A, obtenemos:

| I R

Para que este sistema tenga soluciones no triviales se necesita que

)

Lu"+Mv Eu +Fv
det
€ (Mu’ +Nv Fu' + Gv')

~ (EM — FL)u'* + (EN — GL)u'v' + (FN — GM)v'* = 0,
ecuacion que deben satisfacer las direcciones principales.

Recordando que la Primera y la Segunda Forma Fundamental de S en p son

E F

formas cuadraticas de matrices G = [ F oG

] yQ= [ Al;l %], en donde la Primera Forma
Fundamental es positiva definida, la condicion anterior:

det (L=AE M—IFy_,

M—AF N -—AG
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es equivalente a
det(Q — 1G) = 0.

Como hemos visto anteriormente, las raices de esta tltima ecuacion representan a
las curvaturas principales de la superficie. Observemos también que estas raices, que
denotaremos ahora A; y A,, son llamadas los valores propios del par de formas
cuadraticas Q y G. Es posible demostrar que, si A; # 4,, entonces las direcciones
principales son ortogonales en T,S. Esto tltimo es una variante del conocido teorema del
algebra lineal que afirma que, dada una forma cuadratica Q de matriz simétrica real en un
espacio vectorial V, existe una base ortonormal de V en la cual Q asume forma diagonal.
Los valores propios de la matriz son los valores maximo y minimo de Q en el circulo
|é] = 1, y los vectores de la base ortonormal (direcciones principales) son los vectores

propios de la matriz (detalles en [9], [5], [4]).

2.6.7 Ejemplos

Ejemplo 1: Sea una superficie regular S ¢ R3® dada como la grafica de una
funcion diferenciable z = f(x,y). La superficie puede ser parametrizada mediante una
parametrizacion de Monge,

xy,2) = r(w,v) = (wv, fw)).

con (u,v) € U, en donde U es un abierto de R?.

De aqui,

r=(10f), n=(01Lf)

E(w,v) =<mn,rn,>=1+f?
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F(u,v) =<mn,1,>= f.fy

G(u,v) =<mn,1,>=1+f?

ruxrv=(_fu'_fv’1)> |Tuxrv|=\/fuz+ﬁﬂz+1

Ty X1 (_fu;_ﬁzpl)
n(u,v) = =
I xnl 2+ f2+1
ruu = (Orolfuu) B ruv = (Ololfu‘l]) B r‘m] = (Ololﬁ)v)
fuu

L(u,v) = (Tuu 'ﬁ) :\/ﬁ

fuv

ML) = b ) = ey

f‘UU

N(u,v) = (1, ,71) :\/ﬁ

Estas son formulas importantes para S.

La curvatura Gaussiana de la superficie vendra dada por la férmula:

]K(u 17) — LN — MZ — fuufvv _fuzv
' EG — F? (fu2+fv2+1)2.

La curvatura media:

How oy = EN = 2FM +GL _ (A + ffow — 2fafofur + (L4 /") fra
W) =@ (2 + f7 + D7 |

Ejemplo 2: Continuando con el ejemplo anterior, supongamos ahora que el punto

p = (ug,vy) € U es un punto critico de f, o sea,

fu(uO'vo) =0 9 fv(uOJUO) =0 s n(uO'UO) = (0'0 '1)

De aqui,
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E(ug, vo) = 1+ i/ (ug,vo) = 1
F(ug,vo) = (fufv) (o, vp) =0
G(uo,vo) =1 +fv2(u0, vo) =1
Entonces, en el punto p bajo consideracion, se cumple que
_[E F1_11 0 _LM_fuufw]
G_[F G]_[O 1] ’Q_[M N _[fuu fov

en donde esta ultima es la matriz Hessiana de la funcion z = f(x,y) evaluada en

9
(up,vp)

p = (U, Vo).

Observemos que det(Q — AG) = det(Q — Al,). Por lo tanto, las curvaturas
principales de S en p se corresponderan con los valores propios de la matriz Hessiana de
la funcién z = f(x,y) en (ug, vy).

La curvatura Gaussiana en p sera:

LN —M? LN — M?

K(ug, vo) = EG — F2 = 1 = fuufov — fu2v ’

la cual es el determinante de la matriz Hessiana anteriormente dicha.

La curvatura media en p:

EN—2FM+GL _L+N _ fu + fo

H(uo;vo) = Z(EG_FZ) - 2 2 )

que es la mitad de la traza de la matriz Hessiana.
Notese que la curvatura Gaussiana nos brinda informacion importante en relacion

al comportamiento de la grafica de la funcién f en una vecindad del punto p:
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e K>0,conK; >0yK, > 0, la superficie se curva en todas direcciones hacia
su normal i, = (0,0,1), que es paralela al eje z, por lo cual este caso
representa un minimo local de f en el punto p.

e K>0,con K; <0y K, <0, comportamiento opuesto al anterior, maximo
local en p.

e K<0,conK;>0yK,<0 6 K; <0yK, >0, en algunas direcciones la
superficie se curvara hacia su normal y en otras direcciones lo hara alejandose
de su normal, en este caso se dice que p es un punto silla de la superficie.

Para este ejemplo que hemos tratado, como K es el valor del determinante de la
matriz Hessiana de f en p, entonces las conclusiones anteriores coinciden con el test de
las segundas derivadas parciales de f en p conocido del Calculo elemental (ver [4], [21]).

Como comentario final de este ejemplo, de los tres puntos arriba mencionados se
desprende algo muy importante y es que si K> 0 en p, la superficie se encuentra
localmente a un lado de su plano tangente en p y si KK < 0, entonces para algunas
direcciones la superficie se encontrara de un lado y en otras direcciones se encontrara del
otro lado de su plano tangente en el punto en cuestion, por lo cual la superficie cortara a
dicho plano tangente. De aqui podemos inferir que la curvatura Gaussiana nos da un

criterio para clasificar los puntos de una superficie, como veremos a continuacion.

Ejemplo 3: A colacion del ejemplo retropréximo, debido a que toda superficie
regular S € R3 puede ser representada localmente como la grafica de una funcién

diferenciable, dado un punto arbitrario p € S podemos elegir un sistema de coordenadas
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en R3 de manera tal que el origen de dicho sistema coincida con el punto p y el eje z esté
dirigido paralelo a la normal unitaria a S en p, que denotaremos 7,,. De esta manera, el
plano xy sera tangente a S en p (el plano xy coincidira con T},S).
Por lo tanto, y del mismo modo que en el ejemplo anterior, una vecindad del
punto p podra ser representada mediante una parametrizacion de Monge en la forma
(x,y,2) = r(w,v) = (u,v,f(u,v)),
con (u,v) € U € R?, U abierto, y en donde ahora
p = (0,0,0) = 7(0,0) = (0,0,£(0,0))
f.(0,0) =0, £,(0,00=0, 72, =(0,0,1).

La curvatura Gaussiana de la superficie en el punto p serd ahora el determinante
de la matriz Hessiana de f evaluado en (0,0) y cada punto de la superficie podra ser
clasificado segtn el signo de K, de la siguiente manera:

e Punto eliptico: cuando KK > 0. En este caso, K; y K, tienen igual signo, lo cual
significa geométricamente que S se encuentra a un lado de T}, S.

e Punto hiperbolico: cuando K < 0. Aqui tenemos que K; y K, tienen diferente
signo, por lo cual en algunas direcciones la superficie estara de un lado de T,,S y
en otras direcciones del otro lado de T},S. Se dice que p es un punto silla.

e Punto parabolico: cuando K = 0 pero K; y K, no son simultdneamente cero. Por
ejemplo, los puntos de un cilindro son puntos parabdlicos.

e Punto planar: Cuando K = 0, con K; = K, = 0.

Los puntos del plano euclidiano R? son puntos planares.
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De esta manera, los puntos de una superficie quedan clasificados en cuatro tipos.

Ejemplo 4: En el Ejemplo 2 hemos visto que las curvaturas principales de una
superficie S € R3, dada como la grafica de una funcién diferenciable z = f(x,y), en un
punto critico p = (uy, V) de la misma, vienen dadas por los valores propios de la matriz
Hessiana de la funcion en dicho punto, que denotaremos 4, y 4,.

Sea w € T,S, tal que |w|* = I,(w) = 1. El vector w = (wy,w,) representa una
direccion en T}, S.

La curvatura normal de la superficie S en el punto p en la direccion w vendra

dada por:

11,(w)

kn(p) = Ip w)

= Lw} + 2Mw,w, + Nw3

= fuuW12 + quvwlwz + fvvwzz .

Esta tltima forma cuadratica la podemos escribir en la forma matricial

fa ) = [y ] [t 20} Jun o )] (90— (2 ), ).

Al diagonalizar la matriz Hessiana, la forma cuadratica adquiere la siguiente

forma:

e —[A 0][wr
kn(p) - [Wl WZ] 0 /12:| [WZ] )
en donde ahora w = (wy,W,) esta expresado en la base ortonormal {e;,e,} de T,S,
constituida por los vectores propios de la matriz, direcciones principales de S en p.

Si A4 # 4,, con A; > A,, entonces 44 = K; y 4, = K,, por lo que la expresion

para la curvatura normal es ahora:
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Ky 01wy _ —
k@) = 75 W[ e | o] = o o 2

siendo K; y K las curvaturas principales de S en p.
Si tomamos ahora 6 € R, en donde 6 es el angulo entre el vector unitario
w € T,S y la direccion principal e; € T,S, con 8 € [0,27), podemos representar al vector
w en la base {e;, e, } en la forma
w =-e;cosb +e,senb,
0 sea
w = (Wy,Ww;) = (cos 6,sen 0),
por lo cual
K,(p) = K, cos? 0 + K, sen? 0.
Esta formula nos da el valor de la curvatura normal de S en p en la direccion w,
en funcion de las curvaturas principales K; y K, de S en p, y el angulo 6 entre el vector w
y la direccion principal e; correspondiente a Kj .
La misma fue desarrollada por Euler en 1760 y se le denomina “férmula de
Euler”. En virtud de la discusion al inicio del ejemplo 3, la misma es valida en todo
punto de una superficie regular y en cualquier sistema de coordenadas que se utilice para

parametrizar la superficie (mas detalles en [9], [5]).

2.6.8 Teorema Egregio de Gauss

Las cuatro funciones mas importantes para una superficie regular S ¢ R3 vistas

hasta ahora son las curvaturas.
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En orden de importancia, éstas son:

e Curvatura Gaussiana: K = K; K.

Ki+K,
> .

e (Curvatura media: H =

e Curvaturas principales: K; y K.
e Curvatura normal: k,,.

También hemos observado la importancia de la curvatura Gaussiana, en donde su
signo nos da una idea directa de la manera de situarse de la superficie en su espacio
ambiente, conduciéndonos a la clasificacion de los puntos de la misma en cuatro clases
diferentes.

Empero, la curvatura Gaussiana presenta un aspecto mas trascendental todavia,
que se debe al sorprendente descubrimiento de Gauss, en donde este notable matematico
logra expresar a K solamente en términos de los coeficientes de la Primera Forma
Fundamental de la superficie y sus derivadas parciales. Esto constituye, en esencia, su
Teorema Egregio, el cual es uno de los teoremas mas importantes del Siglo XIX. De aqui
podemos inferir que la curvatura Gaussiana depende solamente de las propiedades
métricas intrinsecas de la superficie, y que superficies localmente isométricas (como el
cilindro y R? vistos anteriormente) tendran igual curvatura Gaussiana.

He aqui el enunciado del Teorema Egregio de Gauss dado en [5]:

Teorema Egregio de Gauss: “La curvatura Gaussiana K de una superficie es
invariante bajo isometrias locales”.

En [21] se da el siguiente enunciado:
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Teorema Egregio de Gauss: “La curvatura Gaussiana estd determinada
solamente por la primera forma fundamental 1. Esto es, K puede ser computada a partir

de E, F, G, y sus primeras y segundas derivadas parciales”.

En la demostracion del teorema, y luego de un esclarecedor esfuerzo, Gauss llega

a la siguiente expresion dada en [3]:

4F,, — 2E,, —2G,, E, 2E,—E, |0 E, G,
AK(EG — F?)? = 2F, — Gy, E F |-|E, E FJ|.
F G G, F G

Gy

Esta es la formula que usaremos en este trabajo para calcular la curvatura

Gaussiana de las superficies presentadas en el mismo.

Si recordamos la expresion anterior para K:

K_LN—MZ
 EG —F?’

en primera instancia nada nos haria sospechar que K fuese independiente de los
coeficientes de la Segunda Forma Fundamental.

Como corolario del Teorema Egregio podemos expresar, siguiendo a [21], |
siguiente: “Si dos superficies son localmente isométricas, sus curvaturas Gaussianas en
puntos correspondientes son iguales”.

Cabe acotar que el reciproco del Teorema Egregio de Gauss no se cumple, o sea,

puede haber superficies que no sean localmente isométricas pero que tengan igual

curvatura Gaussiana.

Veamos un contraejemplo:

Las superficies definidas por las siguientes parametrizaciones:

Si: (w,v) » (avcosu,avsinu,blogv),
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S,:(u,v) - (avcosu,avsinu, bu),
presentan igual curvatura Gaussiana

—b?

K=—5—>,
b2 + a2v?

sin embargo, calculando los coeficientes de la Primera Forma Fundamental se obtiene:
bZ
e ParaS;:E =a’v? F=0, G =a? +2.

e ParaS,:E =b?>+a%v? F=0, G =d>

Observamos que las superficies presentan distintos coeficientes de la Primera

Forma Fundamental (ver [4], [21]).

2.6.9 Algunas consecuencias del Teorema Egregio

Las consecuencias de este Teorema son muy profundas. El hecho de que la
curvatura Gaussiana dependa solamente de las propiedades métricas internas de la
superficie hace que se cuestione la presencia de un espacio ambiente que contenga a la
misma. Todo esto trajo aparejado un cambio en la manera de concebir a estos objetos
matematicos, tal como lo discutimos en 2./ Variedades Diferenciables al principio de
este trabajo.

El descubrimiento de Gauss también revela que las dos Formas Fundamentales
estan interrelacionadas, no son independientes la una de la otra.

Hasta aqui nos hemos movido en superficies regulares en R3para poder visualizar

y entender los conceptos basicos relacionados con la curvatura.
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R™*1 existiran m curvaturas

Para una variedad m-dimensional M inmersa en
principales K, --+, K,,, en cada punto de M.

Cuando se trata de una variedad Riemanniana n-dimensional para n > 2, la
situacion se torna mucho mas complicada. La curvatura es descrita por un tensor llamado
tensor de curvatura, el cual es una forma cuatri-lineal, muy compleja de estudiar. El
Teorema Egregio de Gauss se generaliza, en donde ahora el tensor de curvatura de
Riemann es intrinseco a M (ver [3], [8], [11]).

Cuando se trata de superficies abstractas, a partir de los coeficientes de la Primera

Forma Fundamental de la superficie podemos calcular la curvatura Gaussiana de la

misma.

2.7 Geodésicas en una superficie

Como hemos visto en 2.5.2, Ejemplo 3, la longitud de una curva regular a(t) =
X(u(t), v(t)) inmersa en una superficie S € R? desde a(c) hasta a(t), viene dada por la

formula

s(0) = [ B(2)" + 2P2 1 G(2)" at.
Observemos en esta ultima expresion la dependencia de s(t) con la Primera
Forma Fundamental de la superficie.
Supongamos ahora los puntos p = a(c) y g = a(d) € S, la longitud de a desde

p hasta g sera:
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2,(a) = fcd\/E (%)2 +2F T+ G (%)2 dt = Ldla’(t)lgdt.

Notese que podemos interpretar a €4 (a) como la distancia desde p a q medida a
lo largo de la curva a c S. De esta manera, para cada curva a en S que conecte a los
puntos p y q vamos a tener un valor de €4(a), el cual vendra dado por la férmula
anterior, y en donde los limites de integracion seran propios de la parametrizacion de la
curva de coordenadas (u(t), v(t)). Surge entonces la necesidad de definir mas

precisamente la nocion de distancia entre puntos en una superficie o, mas generalmente,

en una variedad Riemanniana.

2.7.1 Funcion distancia Riemanniana, caminos mds cortos, segmentos

Definicion: Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa. La distancia entre los
puntos p y ¢ € M, que denotaremos dy(p, q), es el infimo del largo de las curvas en M
que conectan a dichos puntos,

dy(p,q) = inf {ﬁg(a)hx es una curvaen M; a(c) =p,a(d) = q}.

Es posible demostrar que la distancia asi definida es una métrica sobre la
variedad, por lo cual la misma adquiere la estructura de espacio métrico.

Definicion: Dados p y g € M, las curvas en M que conectan a ambos puntos y
cuyo largo es igual a la distancia entre los mismos (£4(a) = d4(p, q)), son llamadas
caminos mds cortos 0 segmentos entre p y q.

De las definiciones anteriores surgen cuestiones interesantes en relacion a la

existencia y unicidad de los segmentos que unen puntos en una variedad asi como
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también a la manera de obtener las ecuaciones de dichas curvas. En nuestro caso vamos a
estar interesados en variedades bidimensionales (superficies), por lo cual mantendremos

la discusion en ese ambito.

2.7.2 Geodésicas en una superficie

Todos tenemos la intuicion geométrica de que el camino mas corto entre todos los
posibles que conecta a dos puntos dados en el plano euclidiano R?, es el segmento de
recta que une a dichos puntos. Ademas, tomamos naturalmente la distancia entre ambos
puntos del plano como la longitud de dicho segmento de recta.

Lo que no es tan trivial es demostrar rigurosamente el dictado de nuestra intuicion
geométrica anteriormente expresado. La rama de las Matematicas llamada Célculo de
Variaciones surge precisamente para dar respuesta a este tipo de problemas.

Si tenemos una superficie regular S ¢ R3, considerando la situacion de encontrar
para dos puntos dados una curva a en S que tenga la menor longitud entre todas las
curvas que conectan a ambos puntos, el célculo de variaciones nos indica que la
aceleracion de «a tiene que ser perpendicular a S en todo punto de a. En otras palabras, la
componente tangencial de la aceleracion de la curva (llamada aceleracion tangencial,
mencionada en 2.6.7) tiene que ser igual a cero. Esto significa que, vista desde la
superficie, @ es una curva de aceleracion nula, o sea, de velocidad constante. Esta es la

caracterizacion de las curvas geodésicas en una superficie. Los segmentos, definidos en
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la seccion anterior, seran entonces arcos de geodésicas, o sea que, para determinar los
segmentos entre dos puntos dados es necesario obtener las ecuaciones de las curvas
geodésicas.

Observemos que este resultado concuerda con lo anteriormente expresado en
relacién a la distancia entre puntos en R?, ya que las curvas que tienen velocidad
constante y aceleracion tangencial nula en dicho espacio son las lineas rectas.

Desde el punto de vista anteriormente expresado las curvas geodésicas en una
superficie son asimilables a las lineas rectas de dicha superficie. Por ejemplo, los rayos de
luz seguiran dichas trayectorias segun el principio de minima accion de Fermat,
condicionando las imagenes y propagacion de sefiales electromagnéticas en la misma.
Una particula que esté confinada a moverse en la superficie y que no esté sometida a la
accion de fuerzas (lo que se llama una particula libre) se movera segiin las curvas
geodésicas de la superficie, como consecuencia del principio de minima accidén de
Hamilton. De aqui que estas curvas sean tan importantes para entender el
comportamiento de sistemas fisicos en ciertos dominios.

Ejemplo 1: Para la esfera S? ¢ R3, las geodésicas se corresponden con los
circulos maximos de la superficie (obtenidos al intersecar la misma con planos que
pasan por el centro de la esfera). Si los puntos sobre la superficie estan lo suficientemente
proximos habra un Unico circulo maximo (o sea, una Unica geodésica) que los conectara,
la cual constituird el segmento 6 camino mas corto entre ambos. La distancia entre los
puntos sera la longitud de dicho arco. Cualquier otra curva que conecte a ambos puntos

tendréa una longitud mayor que la anterior. Si los puntos se corresponden con los polos de
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la esfera (antipodales), entonces habran infinitas geodésicas que los unen (que son los
meridianos de la esfera). Si tenemos dos puntos proximos entre si sobre la superficie de la
esfera conectados por una unica geodésica, y un punto empieza a alejarse del otro
siguiendo la trayectoria de dicha curva, en un momento llegaran a ser antipodales entre si,
y como habiamos visto la geodésica dejara de ser Unica, si ain los puntos se siguen
alejando por dicha trayectoria, entonces dicho arco dejara de ser el camino mas corto
entre los puntos. El segmento serd ahora el arco del mismo circulo maximo desde el
punto inicial al punto final, pero recorrido en sentido opuesto al anterior.

De este ejemplo podemos inferir que no siempre una geodésica se corresponde
con el camino mas corto entre dos puntos en una variedad Riemanniana. De todos modos,
es claro que el camino mas corto siempre es un arco de geodésica.

Por ultimo, otra manera de entender geométricamente el resultado anterior
proveniente del calculo de variaciones, es observar que el plano osculador de una curva

geodésica es ortogonal al plano tangente a la superficie en todo punto de la curva.

2.7.3 Conexion, derivada covariante, campos paralelos

Para una curva a:I - M, en donde M es una variedad diferenciable, una
correspondencia que asigna a cada t € I un vector w(t) € Ty )M, es llamado un campo
de vectores sobre la variedad a lo largo de la curva [12]. Observemos que la velocidad de
una curva, en todo punto de la misma, puede ser interpretada como un campo de vectores
a lo largo de la curva, en donde a'(t) € T,)M. Mas generalmente, para cualquier campo

de vectores Y (x) sobre M, la restriccion de dicho campo a la curva a, es un campo de
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vectores a lo largo de la curva, en donde Y(a(t)) = X(t) € Tg)M. En este caso se dice
que X es un campo de vectores inducido por Y [12].

En la seccién anterior hemos trabajado con superficies en R® en donde nos hemos
valido del espacio ambiente para obtener la aceleracion de la curva, que es la derivada de
su velocidad con respecto al parametro t. Ahora bien, cuando se trata de variedades
diferenciables en donde no disponemos a priori de un espacio ambiente, se hace necesario
introducir nuevos conceptos con el fin de poder definir la manera de diferenciar campos
de vectores sobre la variedad.

Sea X(M) = {X|X es un campo de vectores sobre M}.

Definicion: Sea M wuna variedad diferenciable. Una conexion 0 derivada
covariante en M, es una aplicacion [4]

V:X(M) X X(M) - X(M),
la cual, para X € X(M), podemos concebirla como el mapa
Vi: X(M) - X(M),
tal que paratodo X,Y,Z € X(M) y f,g € C*(M) se cumple que
D) VixegrZ = fVxZ + gVyZ
i) Vy(Y+2Z) =VyY +VyZ
iii) Vx(fY) = X[f]Y + fVyY.
Obsérvese que paraay b € R, de ii) y iii) se deduce que
Vy(aY + bZ) = aVyY + bV, Z.
Para una variedad diferenciable en general no hay una manera candnica de asignar

una conexion a la misma, sin embargo, si la variedad es Riemanniana si existe tal
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conexion, la cual se dice que es compatible con la métrica y es llamada conexion de Levi-
Civita 6 conexion Riemanniana sobre M [12].
Si X es un campo de vectores a lo largo de una curva a en una variedad la

. . DX . , . .
derivada covariante de X se denota - Si ademés X es un campo inducido por Y,

entonces se tiene que

DX
\Y

T a'(t)Y.

Definiciéon: Sea M una variedad diferenciable en donde hay definida una
conexion V. Un campo de vectores X a lo largo de la curva a: I — M se dice paralelo si,

Vvt € I, se cumple que

DX _

—=0.
dt

Volviendo al caso de superficies en R3, sea S € R® una superficie regular,
a:] - S una curva en S. Ademas, sea X(t):I = R3 un campo de vectores sobre S a lo

largo de la curva a.
dx L .
Por lo general, el vector o € TS Esto nos indica que, a priori, la
diferenciacion de un campo de vectores sobre S no es una operacion geomeétricamente

o R ., ax
intrinseca a la superficie. Si tomamos la proyeccion ortogonal de . sobre Ty (r)S, que

DX , . . .
denotaremos —;> este nuevo vector asi obtenido puede ser interpretado como la derivada
de X vista desde S. Esta es en este caso la derivada covariante de X [5]. Si a(0) =p y
a'(0) = ¢ € T,S, entonces la expresion % (0) es llamada la derivada covariante en p del

campo de vectores X relativa al vector € [5].
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La definicion de conexion es una generalizacion a variedades diferenciables de lo
expuesto arriba.

Luego de haber estudiado el significado geométrico de la derivada covariante en
el ambito de superficies inmersas en R3 nos percatamos que, por lo expuesto en 2.7.2, las
curvas geodésicas en una superficie son aquellas para las cuales la derivada covariante de
su velocidad relativa a su velocidad es cero en todo punto de la curva.

Expresando esto ultimo en términos de la definicién de conexion se obtiene

Vo (a'(®) =0, vtel,
en donde Var(t)(a’(t)) es llamada la aceleracion de la curva en S, la cual depende de la

conexion V.

Equivalentemente, y a la luz de la definicion de campos paralelos podemos decir
que las curvas geodésicas son aquellas para las cuales su campo de velocidades es un
campo paralelo (algunos autores les llaman curvas auto-paralelas).

La nocion de derivada covariante nos permite entonces caracterizar los caminos
que minimizan la distancia entre puntos en una variedad. Como este es un problema
esencialmente métrico, dependera solamente de las propiedades métricas intrinsecas de la
variedad. Cuando se trata de una superficie S es esperable entonces que la derivada
covariante y las ecuaciones diferenciales que caracterizan a las curvas geodésicas en S

dependan de la Primera Forma Fundamental de S.

2.7.4 Simbolos de Christoffel para una superficie
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Los simbolos de Christoffel son coeficientes que nos permiten obtener la
expresion de la derivada covariante en coordenadas [4]. Se calculan a través de los
coeficientes E, F y G de la Primera Forma Fundamental y sus derivadas de primer orden.

Se definen de la siguiente manera:

(. GE,—2FFE, +FE, 2EF, — EE, — FE,

I = F121 =
2(EG — F?) 2(EG — F?)
GE, — FG EG, - FE
AT =T} == Mg =TH=c—nr
b 2GF, — GG, — FG, , EG,—2FF, +FG,
\ 227 2(EG - F?) 227 2(EG —F?)

Para una superficie regular S ¢ R® de parametrizacion

X(u' 17) = (xl (u, 17), xZ (u' 17), x3 (u, v))a

los simbolos de Christoftel satisfacen las siguientes ecuaciones, llamadas Ecuaciones de

Gauss:
Xy = TEX, + TAX, + LU ,
Xy = L X, + TEX, + MU,
Xy, = 15X, + FZZZX,, + NU,
en donde U = % es el vector normal unitario y L, M, N son los coeficientes de la

Segunda Forma Fundamental de la superficie.

2.7.5 Ecuaciones de las geodésicas en una superficie

Supongamos la superficie regular S € R3 de parametrizacion X(u, v), (u,v) €
W cR?ylacurvaaenS, a(t) = X(u(t), v(t)).

Entonces,



67

a'(t) = Xu' + X,v,
a(t) = (quu’2 + 2X,,u'v’ + va’z) + (X u'" + X, v'").

Introduciendo ahora las expresiones para X,,;;, X, ¥ Xy, dadas por las Ecuaciones de

Gauss, la expresion para a''(t) se convierte en

a’(t) = W' +Thu'? + 2TLu'v' + ThLv' )X, +
(W + TAU"? + 2IEu'v' + TAV'HX, +
(Lu'? 4+ 2Mu'v' + Nv'3)U .
Para que a sea una geodésica en S, segun lo expresado en 2.7.2, los coeficientes
de X,, y X,, (que son los componentes tangenciales de la aceleracion) deben anularse, por

lo cual debe verificarse lo siguiente:

{u” + THhu'? + 2TLu' v + TLY'? =0
v’ +THU? + 2T5u' v + T4v'2 =0

Estas son las ecuaciones diferenciales que definen a las curvas geodésicas en la
superficie. Es un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden no
lineales acopladas en u(t) y v(t), las cuales son las coordenadas de las curvas. Luego de
resolverse (lo cual, claro estd, no es tan simple), se obtiene la expresion para las curvas
a(t) = X(u(t), v(t)).

Notese que las ecuaciones diferenciales estan escritas Unicamente en términos de

los Simbolos de Christoffel, por lo que (y como era de esperarse) dependeran solamente
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de los coeficientes de la Primera Forma Fundamental de S. Como consecuencia, estas
ecuaciones nos permitiran también definir las curvas geodésicas en una superficie

abstracta (mas detalles en [3], [4], [5], [12]).

2.8 Gradiente, Divergencia, Laplaciano

Hasta ahora hemos visto que en cada punto x de una variedad Riemanniana M
hay definido un espacio vectorial de la misma dimensiéon de M, llamado el espacio
tangente, cuyos elementos son vectores tangentes a M en x y que se denota por T, M.

Asimismo, T,,M tiene un espacio dual que denotamos Ty M, cuyos elementos son
funcionales lineales sobre T,)M. A este espacio lo denominamos espacio cotangente, y a

sus elementos, covectores.

n

En una carta U que contiene al punto x € M de coordenadas locales x?, ..., x™, el

. d
conjunto B = {ﬁ

s g } es una base para T, M y el conjunto B* = {dx?}, ..., dx™}

X X

una base para Ty M.
Al ser M una variedad Riemanniana, para cada punto x € M hay definido un
producto interno en T,,M, por lo cual T,,M es un espacio vectorial finito dimensional con

producto interno.
) . . .
Dado ¢ =¢ ‘ﬁ € T,M, por el Teorema de Riesz sabemos que existe un unico

funcional é* € Ty M tal que ¢*(w) = (w, &), Vw € T,M.
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Representando el funcional &* en la base B*, &* = &/dx' (recordemos que

estamos usando el convenio de sumacion de Einstein), vemos que:

(5m) = it (5 + o+ it (5 ok i ()
¢ dxt = fidx dxt Sidx dxt {ndx dxt
1

(9 ,0x L [0x _(0x™ *

¢ (m) =

Ademas,

9 2 0

£ (o) = ) = oo & o) = & (o o) = 93587,

porlo cual & = g;;¢ J, en donde (gl- j) es la expresion de la métrica en la carta U.

Tengamos en cuenta que en la notacion que estamos usando los superindices se
refieren a componentes de vectores, como &/ y subindices se refieren a componentes de
covectores, como es el caso de &;.

Haciendo esta distincion, la tltima expresion puede ser escrita en la forma

$i = 9§ J,

Identificando los elementos de T,M y T, M con sus componentes respectivas en
las bases anteriormente mencionadas, y denotando la métrica en x € M como g = g;j,
podemos escribir: &* = gé y por lo tanto, también: § = g~ 1&* = (gij)f* en donde gV

son las entradas de g~*. Entonces, &' = gU¢ j
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En otras palabras, la métrica g nos permite establecer la correspondencia T, M <
TiM . A esto se le denomina subida y bajada de indices. Si g = 8}, entonces no hay
distincion entre las componentes de vectores y sus respectivos covectores.

Luego de este preambulo, vamos a definir el gradiente de una funcién en una

variedad.

2.8.1 Gradiente de una funcion

Sea f € C*(M), como df:T,M — R es un funcional lineal para cada x € M, el
teorema de Riesz nos asegura que existe un unico vector en T, M, que llamaremos
gradiente de f en x, y que denotaremos V, f, tal que

df (w) ={w,V,f),Vw € T, M.
Teniendo en cuenta que df = %dxi, y a consecuencia de lo anteriormente

expuesto, vemos que

(Vof)" = df.
por lo cual

i .0
(1) = 9"

of 0

A v = ij—.—.,
of =9 dxJ dxt

en donde todas las partes de esta Gltima expresion estan evaluadas en x € M.
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2.8.2 Ejemplo: Gradiente de una funcion en R"
En el caso que M = R™ con la métrica euclidiana estandar,
9="(9)=(8). g7 =(97) = (5)).

por lo cual

Si identificamos la base de T,M con la base de R™: e; =(1,0,..,0); ¢; =

(,...,1,...,0); e, = (0, ...,1), entonces

expresion para el gradiente de una funcion en R™ por todos conocida del calculo

elemental.

2.8.3 Campo de vectores
Prosiguiendo con las definiciones, diremos que un campo de vectores sobre M es
una familia {v(x)},ep, tal que v(x) € T,M,V x € M.

En coordenadas locales x1, ..., x™, se puede representar en la forma
. 0
v(x) =v'(x)=—.
oxt
Si las funciones v'(x) son suaves en cualquier carta, el campo v(x) se dice

suave. Podemos concebir a un campo de vectores suave como una asignacion suave y

continua de un elemento de T,y M en cada punto x € M.
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2.8.4 Soporte de una funcion

Para una funcién f € C(M) 6 C*(M), definimos su soporte como:

suppf = {x € M: f(x) # 0}, en donde la clausura es en M.

Si el soporte de f es compacto se denota: f € C,(M) 6 f € C¥(M).

2.8.5 Forma de volumen

Recordando la expresion para el area de una region U en una variedad

Riemanniana bidimensional S:

Areade U = g VEG _dexldxz,

en donde Q = (x1,x2) € R? es el dominio de coordenadas de U en una carta consistente
con la orientacién de S (por ejemplo, para una superficie regular S inmersa en R3 la
orientacion tiene que ver con la asignacion continua de un vector normal a S en cada
p €S5). Cuando la parametrizacion es consistente con la orientacion se dice que la
parametrizacion es positiva.

Observamos que un ingrediente importante en esta formula es el término

VEG — F2 = \/ detg ,endonde g = [Ib; g] es la expresion de la métrica en la carta.

De manera anéloga, para una variedad Riemanniana n-dimensional orientada, se
define el volumen de una regiéon R € M, en donde R es abierto, conexo y de clausura
compacta.

Sea X : () = M una parametrizacion positiva tal que R < X(().

Entonces,
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vol(R) = f v det‘gdx1 o dx™
X~1(R)

A la expresion /detg dx!..dx™ se le llama forma de volumen de la variedad

Riemanniana.

2.8.6 Divergencia de un campo de vectores

Teorema: Dada una variedad Riemanniana M y un campo de vectores arbitrario
&(x) de clase C*, existe una unica funcion suave en M, que denotaremos div &, tal que,

para toda funcion f € C,° (M), se cumple que:
[ @i O gyt = [ €994 gy
M M

Demostracion:
Supongamos una carta U de coordenadas x* ... x™, entonces, por la definiciéon de

gradiente de una funcion vista anteriormente, Vf € C;°(U) se tiene que

f(f» Vf)g dvol = fdf(f)dvol = fgf(f)dvol =

[ 2L Jdetgdx® ..dx" = [(§Jdetg) Ldx® ..

en donde las integrales son definidas sobre el dominio de coordenadas de la carta U.

Integrando por partes en U, y recordando que f € C;°(U),

j(f /det )—dx Ldx™ = —J%(E‘}/detg)fdxl wdx™ =

(E ' Jdet g) f dvol

- (¢'y/detg) fy/det g dx* ...dx" = — J

[ Jaers o
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De aqui concluimos que la expresion de la divergencia de £(x) en la carta U es

div(§) = (5 Jdetg).

et

Con el proposito de probar la unicidad de div &, probaremos un Lema previo.
Lema:Si f € C(M), y ]fwf(p dvol = 0,V¢p € C;°(M), entonces f =0 .

Prueba: Supongamos que f(x,) # 0 para x, € M.

Sea entonces f(x,) > 0. Como f es continua en M, existe una vecindad abierta
U c M, tal que x, € U, y en donde f es estrictamente positiva.

Sea ahora una funcion ¢ € C;°(M), tal que ¢ = 1 en un abierto U; < U, con
Xo €EU;; 9o =0en M\ U (a este tipo de funcion se le llama funcion de corte de x, en
U).

Entonces,

IfVl fo dvol = {] fe dvol > fo ?dvol > 0 , contradiciendo la hipotesis del Lemma.
1

Supongamos ahora la existencia de dos expresiones distintas para la divergencia

de &; (div &),y (div &),. Entonces, Vf € C;° (M), debe verificarse que:

f(dlv 5)1 deOI — _f(f!vf>g dvol

M M
J(div 0 f gool _f(f, Vf)g dvolJ
M M

f(d“’ 11 gpol = f(div 2f gpo1 = f[(div 1= @walfgp01=0.
M M

Por el Lema anterior se cumple que
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(divé), —(divé), =0 ~ (divé), = (div§),,
probando asi la unicidad de la div &.
Si U y V son dominios de dos cartas tales que U NV # ¢, entonces tendremos la
expresion de la divergencia en cada carta, las cuales, por unicidad, coinciden en U NV,
por lo tanto, la divergencia estd definida en toda la variedad M para toda funcion f de

soporte compacto en alguna carta (mas detalles en [13], [15], [17]).

2.8.7 Laplaciano
Finalmente vamos llegando a la definicion del operador Laplaciano en una
variedad Riemanniana (también llamado operador de Laplace-Beltrami).
Para f € C* (M),
Af = div(Vyf).

Recordando que

V.f = gV a 0

e =9 5xioxt’

se verifica entonces que
o =2 (e o L)
/= detg 0x' 99 5%i)

por lo cual

~

(s )

,/det Ox!

expresion en coordenadas del operador Laplaciano en una variedad Riemanniana.
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Inmediatamente observamos que, para g = (5}), detg=1,y gt= (gij) =

(5]-"), obteniendo la expresion usual del Laplaciano en R™:

n 62
A= z @507
=1

2.8.8 Ejemplos

Ejemplo 1:

Sean: §2 = {(x,y,z) € R3| x? + y? + z? = 1}, esfera de radio unidad centrada
en el origen, y la variedad Riemanniana bidimensional M de parametrizacion:

r:U - R3,
(8,9) - r(0,p) = (senBcosg, senbseny, cosh),
U={(6¢)eR*|6€(0,m), ¢ € (0,2m)},
en donde 6 es el angulo del vector de posicion del punto p € M con el eje z positivo
(colatitud o angulo azimutal), y ¢ es el angulo de la proyeccion de dicho vector sobre el
plano x, y, con el eje x positivo (longitud).

La parametrizacion cubre a S? menos el semicirculo C desde los polos (puntos
(0,0,1) ¥y (0,0,—1)) y que pasa por el eje x positivo (punto (1,0,0)). Con dos cartas de
este tipo es posible cubrir a 2, por lo tanto constituyen un atlas para S? (ver [6]).

Oseaquer(U) = S?\ C.

Tomando a M como una subvariedad del espacio Euclidiano R® tenemos que

r9 = (cosOcos@, cosOsenp, —senh)
Ty = (—senfseng, senfcosy, 0) }
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E = (rgrg) = cos*Ocos®p + cos*Oseny + sen’6 = 1
F=(rgr,)=0 =
G = (r,1,) = sen*sen®p + sen*6cos’p = sen’6

] (g7).

9= [(1) 56229] =(95) ~ 97 [

Haciendo ahora x! = 6, x? = ¢, obtenemos:

dxt (\/—gu _>

senz@

1/det
9 (,/detg gt 9 + \/detg g** i)
20 96 99

1 6( 96+0>+ 6(0+sen9 6)
~5en0 90\’ 50 senf dp sen?0 dp

Al IGO0 WS S A S
~5eng\“*Y 90 T " 502 ) T send \ send 02

A= o + ! o* + cotf
002 sen?0 dgp? TR

Ejemplo 2:

Métrica de Poincaré en el semiplano superior R?*,
R?* = {(u,v) € R? | v > 0}

du?+dv?
A2p2

ds? = ,A>0,
_ (;{ZUZ)_l

_ _ /12 2
0 (/12172)—1 , detg = (/14174) 1: g ! =[ (;] 12v 2] (gl])
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Sean x! = u, x? = v, entonces

9 9 9 9
A= 2 2@((,12v2)-1,12v2—+ 0) + 22 2—(0 + (0?2 2—)

ou ov ov
ik 02
o A:}{z 2 — .
v <6u2 +6v2>

Ejemplo 3:

En Relatividad General se utiliza una métrica en cuatro dimensiones denominada

Meétrica de Schwarzschild cuya férmula es la siguiente:

dv? 2m
ds? = + v2d6? + v?sen?02dp? — (1 — 7) du?.

1_2m
v

Si hacemos 8 y ¢ constantes, la métrica pasa a ser de dos dimensiones y la

variedad es llamada superficie de Schwarzschild.

2

2m
dszz—(l——)du2+ 5 oV # 0,V % 2m.
v L
v
Para esta métrica,
) o
9= 1 |, detg = — 1 (pseudo Riemanniana), ./ detg =i,

0 —m

Sean x' = u, x? = v, entonces
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10 ( -1 0 10 2my\ 0
A=—-—Ii +0 +—,—l(0+<1——)—),

i ou 1_2_m% i 0v v /) ov
v
Ao -1 0% 2m 0 (1 Zm) 02
_1_2_m6u2 v v v/ ov?’
v
A v 9> v—-2mad* 2mad

:2m—v8u2+ v 0v2+v2%'

Observamos como la métrica juega un rol fundamental en la expresion del
operador Laplaciano en una variedad y por lo tanto tiene una incidencia directa en las
condiciones de separatividad (separacion de variables) de la ecuacion diferencial en

derivadas parciales resultante.

2.8.9 Aspectos relevantes del operador Laplaciano

El operador Laplaciano aparece en todas las leyes de la Fisica (a través de la
formula de Green), por lo cual juega un papel muy importante tanto en Matematicas
como en Fisica.

Debe su nombre al insigne matematico francés Pierre Simoén de Laplace (1736-
1813) quien, en 1784-85, plantea que un campo gravitacional puede ser representado
como el gradiente de una funcion potencial V(x) la cual satisface en un espacio libre de
masas la ecuacion AV = 0, llamada ecuacion de Laplace.

Otras ecuaciones importantes que involucran al Laplaciano son:

e [a ecuacidn de onda,
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ou?
W = kAu,

en donde u(x,t) es, por ejemplo, el desplazamiento de la posicion de

equilibrio de una cuerda vibrante.

e Procesos de difusion (masa, calor, movimiento Browniano, etc.),

au_kA
ac oW

en donde la funcion u(x,t) es concentracion en moles por litro (molaridad)
para difusiéon de masa, temperatura para ecuacion de calor, densidad de
probabilidad para movimiento Browniano, etc.

e Ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo,

'halp— th +V
' ot 2m ¥ L

En esta expresion, P(x,t) es la funcion de onda de la particula (mas adelante
profundizaremos sobre esta ecuacion).

Podemos decir entonces que el Laplaciano lleg6 a las Matematicas desde la
Fisica.

La importancia de este operador, no solo se limita al hecho del rol que desempenia
en las ecuaciones anteriormente mencionadas.

Cuando se tratan cuestiones de Analisis en Variedades Riemannianas es posible,
por ejemplo, demostrar que en una variedad Riemanniana (M, g) compacta, conexa, sin

borde y orientada, el Laplaciano Ag: L*(M) = L*(M) (en donde L*(M) es el conjunto de
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funciones de cuadrado integrable sobre M) es diagonalizable en una base ortonormal de
L*(M).

En otras palabras, existe una base ortonormal de L?(M) formada por funciones
propias de A, (ver [14]).

Una consecuencia importante de esta ultima aseveracion radica en el hecho de que
la solucion fundamental (kernel) de la ecuacion de calor en una variedad Riemanniana
con las caracteristicas anteriormente mencionadas estd relacionada con los valores
propios y funciones propias del Laplaciano en la variedad.

Estas son las expansiones asintoticas del kernel de la ecuacion de calor
presentadas por Minakshisundaram y Pleijel en 1949.

Para terminar, no podemos dejar de mencionar también que el Laplaciano es una
fuente de informacion geométrica de la variedad.

Como el Laplaciano esta intrinsecamente relacionado con la métrica, y la métrica
define (como hemos visto anteriormente) la geometria de la variedad, entonces, el
espectro de este operador codifica de alguna manera la informacion geométrica de la
variedad (ver [17]).

Una importante area de investigacion en matematicas se centra actualmente en el

estudio de estas interesantes cuestiones.
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2.9 Ecuacion de Schrodinger

2.9.1 Motivacion historica

La ecuacion de Schrodinger es la ecuacidon mas importante de la Mecanica
Cuéntica. Fue propuesta en 1926 por el fisico austriaco Erwin Schrodinger, de la
Universidad de Zurich.

Por esos afios se estaba dando una gran revolucion en el marco de la Fisica
Teorica, a consecuencia del célebre experimento del fisico aleman Max Planck sobre la
radiacion del cuerpo negro.

En el afio 1900 Planck estudia experimentalmente el fenomeno de la radiacion de
energia electromagnética emitida por un cuerpo negro, concluyendo que la energia es
emitida de manera discontinua, a manera de paquetes, en multiplos enteros de una
cantidad minima que ¢l denominé cuanto de energia E = hv, en donde h es una
constante experimental denominada constante de Planck, h = 6.626 X 10727 ergseg y v
es la frecuencia en Hertz del atomo que irradia, considerado como un oscilador
armonico. El propio Planck considera que su resultado debe ser erroneo ya que se
suponia, segun la Fisica Clasica, que la emision de energia habria de ser continua.

Este experimento de Planck inicid la revolucion cuantica de la época,
considerandose histéricamente como la frontera separadora entre la Fisica Clésica y la

Fisica Moderna (Fisica Cuantica).
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De aqui en adelante se fueron dando varios eventos importantes que estan

relacionados al génesis de la Ecuacion de Schrodinger, algunos de los cuales

describiremos brevemente (ver [15], [16], [22]).

En 1905 Albert Einstein explica exitosamente el efecto fotoeléctrico, volviendo a
la teoria corpuscular de la luz (que habia quedado relegada a segundo plano
debido a la teoria electromagnética de Maxwell) y utilizando los cuantos de
energia de Planck, en donde los fotones de la luz incidente en una placa metalica
tienen una energia E = hv, siendo v la frecuencia de la luz, mirada como onda

electromagnética.

Cabe acotar que Einstein recibe en el afio 1921 el premio Nobel de Fisica por la
explicacion del efecto fotoeléctrico (y no por la Teoria de la Relatividad).

En el afio 1909 se lleva a cabo un importante experimento en la Universidad de
Manchester, Inglaterra. Hans Geiger y Ernest Marsden, dirigidos por el fisico
neozelandés Ernest Rutherford, bombardean ldminas de oro con particulas a con
el objetivo de dilucidar la estructura del 4&tomo. Publican sus resultados en el afio
1911 concluyendo que el atomo consta de un nucleo en donde se concentra su
masa y su carga positiva y una periferia mas sutil donde orbitan los electrones de
carga negativa. La region nuclear ocupa un volumen cien mil veces menor que el
volumen atomico. Este es el modelo nuclear del 4&tomo (que desplazo al anterior
modelo de Thompson) y que deja planteado un interrogante tedrico en relacion a

la estabilidad de las 6rbitas de los electrones. Segun la Fisica Clésica, el electron
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deberia caer hacia el nicleo en un movimiento en espiral y el &tomo no podria ser
estable.

e Para zanjar este problema el fisico danés Niels Bohr propone en 1913 un modelo
de atomo de hidrogeno, llamado el dtomo de Bohr, en el cual, a priori, existen
ciertas Orbitas permitidas, asi como ciertos valores de la cantidad de movimiento
angular permitidos para el electron. El modelo explica y predice correctamente
muchos resultados experimentales y Bohr recibe el premio Nobel de Fisica en el
afo 1922. En este modelo estd implicita la cuantizacidn, la discontinuidad: el
electron gira en orbita circular alrededor del nicleo atdmico y para pasar de una
orbita permitida a otra absorbe o emite cuantos de energia.

e En 1914 el fisico experimental aleman Max Von Laue descubre la naturaleza

ondulatoria de los rayos X (experimento de difraccion de rayos X).

Como hemos visto hasta ahora, si consideramos a la luz como un fendémeno
ondulatorio, entonces un haz de luz de frecuencia v tendrd, segun la formula de Planck,
una energia E = hv.

A su vez un fotén de luz de energia E tendrd, en virtud de la relacion masa-
, o . E .
energia de Einstein (E = mc?), una masa asociada m = —-en donde c es la velocidad de

la luz. La cantidad de movimiento lineal (momentum) del foton sera:

p=mc=—cC=

E E hv
c? c

c
en donde A = % es la longitud de la onda asociada al foton.

Notemos, en la ecuacion
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h
p==

A’
la naturaleza corpuscular de la luz ( p, cantidad de movimiento lineal del foton), y la
naturaleza ondulatoria de la luz (A, longitud de onda asociada al foton), ambas
conectadas por medio de la constante de Planck h.

e En su tesis doctoral del afio 1924 el fisico francés Louis de Broglie (1892-1987)

propone extender a todos los cuerpos el concepto de onda asociada, postulando la
. . . . h
existencia de ondas de materia de longitud de onda A = — .en donde m y v son

la masa y la velocidad del cuerpo, respectivamente. Claro estd que, a escala
macroscopica, la longitud de onda asociada es extremadamente pequefia, pero a
escala subatomica su efecto puede ser importante. Este es el concepto de dualidad

onda-particula propuesto por de Broglie.

Tales eran los eventos que se fueron dando por esos afios en los que se estaba
gestando la Mecanica Cuantica. La dualidad onda-particula del mundo sub atomico era
algo totalmente desconcertante.

Durante un coloquio en la Universidad de Zurich a fines del afio 1925 en el que se
estaban discutiendo estos importantes temas de Fisica Teorica, el fisico holandés Robert
Debye le propone a Erwin Schrodinger (quien era, a la sazén, un especialista en
elasticidad) encontrar una ecuacion de ondas que describiera el movimiento de los

electrones en el atomo.
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En la primera mitad del afo 1926 Schrodinger desarrolla esta importante ecuacion
y a consecuencia de ello fue galardonado con el Premio Nobel de Fisica del afio 1933
(compartido con Paul Dirac).

No podemos dejar de mencionar que en el afio 1927 George Paget Thomson en la
Universidad de Aberdeen en Escocia y Clinton Joseph Davisson y Lester Halbert Germer
en los Laboratorios Bell desarrollan experimentos de difraccion de haces de electrones,
poniendo de manifiesto la naturaleza ondulatoria de los mismos, y corroborando el
planteamiento de de Broglie en su Tesis Doctoral, por lo cual se le otorga a este tltimo el

Premio Nobel de Fisica en el afio 1929.

2.9.2 La ecuacion y su significado

Schrodinger busca escribir una ecuacion que dé cuenta de las ondas de materia de
de Broglie, y que a escala macroscopica se redujera a la mecanica clésica de la particula.

Deriva su ecuacion basandose en una analogia formal entre la 6ptica ondulatoria y
la mecanica clasica.

En propagacion de ondas existe una ecuacion llamada ecuacion de la eikonal
(vocablo aleman proveniente del griego, imagen) la cual sirve de enlace entre la Optica
fisica (ondas) y la optica geométrica (rayos). Es una aproximacion a la dptica geométrica,
a la cual esta asociada el principio variacional de Fermat.

En Mecanica Clasica las ecuaciones de Hamilton-Jacobi constituyen una

formulacion equivalente a las leyes del movimiento de Newton y se derivan del principio
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de minima acciéon de Hamilton, el cual es un principio variacional fundamental de la
Naturaleza.

La ecuacion de la eikonal guarda un parecido formal con las ecuaciones de
Hamilton-Jacobi para una particula no relativista sometida a una fuerza que procede de
un potencial.

Cabe acotar que este paralelismo ya habia sido advertido por Hamilton en 1834.

La ecuacion que Schrodinger propone en 1926, llamada Ecuacion de Schrodinger

Dependiente del Tiempo, es la siguiente:

. h? h 0¥
Ay =(- A+V|¥=i——),
8m2m T

para una particula de masa m, con ausencia de espin, en un campo de fuerzas

conservativo que se deriva de un potencial V = V(x). La variable temporal es t (tiempo)

y la variable espacial es x (posicion), h es la constante de Planck, i = v—1.

) h . .
Poniendo h = pyt llamada constante de Planck reducida, la ecuacion se puede

escribir:

. h? A4
HY =|——A+V |¥Y=ih—
2m ot

Esta ecuacion representa la ecuacion fundamental del movimiento en Mecanica

Cuéntica (ver [16]).
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El operador H, denominado operador Hamiltoniano, es equivalente a la funcion
de Hamilton de la Mecanica Clasica (observemos también que H involucra al operador

Laplaciano A).
La funcion W(x, t) es la funcion de onda del sistema.

En mecanica clasica la dindmica o evolucion temporal de un sistema conservativo
de particulas (que se mueve bajo la accidon de fuerzas provenientes de un potencial) se
describe a través de la funcion de Hamilton, la cual representa la energia total del sistema

H=E.+V.

En esta tltima ecuacion E, representa la energia cinética y V la energia potencial
del sistema, ambas expresadas en funcion de las posiciones y las cantidades de
movimiento lineal de las particulas que componen el mismo. O sea que H =
H(xy, ..., Xn, P1, -, Pn)- Si el sistema es conservativo, entonces H es constante (se dice
que es una constante del movimiento). La dindmica o evolucion temporal del sistema es

descrita por las ecuaciones de Hamilton-Jacobi:

,_aH L 0H
xi_api P Pi= 5in

en donde los puntos designan derivadas temporales.

Notemos la conexion existente entre la evolucion temporal de un sistema y su
energia.

En el tratamiento mecanico cuantico en vez de la funcion de Hamilton H se utiliza

el operador Hamiltoniano H, el cual se obtiene reemplazando en H las posiciones y los
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momentos por operadores mecanico-cuanticos llamados el operador de posicion y el
operador de cantidad de movimiento lineal.

Este proceso de reemplazo se llama cuantizacion de un operador y fue propuesto
por Niels Bohr a través de su principio de correspondencia.

El papel de la funcion de onda es fundamental, ya que todo posible estado de un
sistema es descrito a través de su funcion de onda, la cual codifica la distribucién de
probabilidad de todas las propiedades medibles u observables del mismo (por ejemplo,
energia, posicion, cantidad de movimiento lineal, momento angular, espin, etc.).

El conjunto de funciones de onda de un sistema admite la estructura de espacio de
Hilbert sobre el campo de los nimeros complejos. Los operadores en Mecanica Cuantica
estan definidos sobre este espacio.

Un estado particular de un sistema en un cierto instante t se corresponde entonces
con una funcion W(x,t) y el estado queda completamente descrito por W. La funcion
Y(x,t) es llamada también vector de estado dependiente del tiempo.

Notemos que en esta teoria, la posicion (x) y el tiempo (t) no estdn a priori
relacionados funcionalmente entre si (esto marca una gran diferencia conceptual con la
Fisica Clasica).

Asi como la evolucion temporal de un sistema en Fisica Clésica esta gobernada
por su energia escrita como funcion de Hamilton H(x,p), el operador Hamiltoniano
determina la evolucién temporal de la funcion de onda en un sistema cudntico no
perturbado. Si el sistema no esta perturbado por ningiin experimento (por ejemplo, por

ninguna medicion) la evolucion temporal de W(x,t) estd gobernada entonces por la
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Ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo. Esta es una ecuacion completamente
determinista y representa para los 4&tomos y particulas subatomicas un papel analogo a la
Segunda Ley de Newton en la Mecénica Clasica, en donde el operador H se corresponde
con la fuerza (o sea que H es equivalente a un campo de fuerzas). Mencionemos también
que la Ecuaciéon de Schrodinger no es una ecuacion relativista (o sea, no tiene en cuenta
los efectos relacionados con la Relatividad).

Esta importante ecuacion sirve como fundamento tedrico para las ondas de
materia de de Broglie, el modelo del 4&tomo de hidrogeno de Bohr, varias observaciones
experimentales que no habian podido ser explicadas tedricamente todavia (como el efecto
Zeeman), ademas de predecir nuevos efectos que mas adelante tuvieron su confirmacion
experimental.

No menos importante que la ecuacion anteriormente presentada, es la Ecuacion de
Schrodinger Independiente del Tiempo. Esta tltima surge al proponer soluciones
estacionarias para la Ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo.

Un estado estacionario de un sistema fisico es aquel cuya dependencia con el
—ilwt

tiempo es de la forma e , en donde w = 2mv es la frecuencia angular (también

llamada velocidad angular), en % . Estados cuya dependencia temporal es distinta a la

anteriormente mencionada son llamados no estacionarios (ver [15]).
Una solucidn estacionaria de la Ecuacion de Schrodinger Dependiente del Tiempo
es de la forma
o(x,t) = P(x)e vt

Reemplazando y suprimiendo posteriormente el factor exponencial,
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. hde

Hop=i—
@ lZnat

P

Hop = iii(q’(x)e_i“’t) = iﬁl}’(x)(—iw)e_i“’t = iw‘{’(x)e_i“’t
2w ot 21 21

. h
¢ 27T( mv)e = hvg = E@
Ho = A¥(x)e™@t = EP(x)e~iwt

Ay =gy ],
en donde E = hv es la energia de la particula.

Esta ultima expresion es llamada Ecuacion de Schrodinger Independiente del
Tiempo.

Al observar esta ecuacion nos percatamos de que los niveles de energia de la
particula se corresponden con los autovalores del operador en el miembro izquierdo de la
igualdad.

En otras palabras, los niveles de energia E de un sistema fisico dependeran del
espectro del operador Hamiltoniano de dicho sistema. En esto radica la importancia de la
Ecuacion de Schrodinger Independiente del Tiempo.

Escribiendo explicitamente el operador Hamiltoniano,

. h?
HY =[ — A+V |¥Y=E¥Y
8mZm

. h?
HY = (——A+V>‘P=E‘P .
2m

Expresada en wunidades atomicas, la ecuacion puede escribirse de forma mas

simple:
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~ 1
H‘P=(—§A+V)LP=ELP.

Si ademas la particula es libre de potencial, entonces V = V(x) = 0 y la ecuacion

se reduce a la siguiente:
AY = —-AY = EY,

en donde A es el operador Laplaciano anteriormente visto.

Escribiendo la expresion para el Laplaciano obtenida en 2.8.7,

_ 9
Ay = U—.)qJ:EqJ.

-1 0
——/det
2,/detg axl< 99" 55
Utilizando la notaciéon de [1], en donde detg =g ; 2 = d,i obtenemos la

axt

expresion de la ecuacion con la cual vamos a trabajar en esta Tesis:

_ 1 N
Ay = —maxi(\/gguax,-)w = EY|.

La interpretacion probabilista de la funcion de onda es debida al fisico aleman
Max Born, quien en el afio 1926 propone esta manera de entender a ¥ (x, t) y que jugara
un rol fundamental en el desarrollo ulterior de la Mecanica Cuantica.

Las implicaciones de esta teoria son muy profundas, sobre todo en relacion a la
informacion que podemos obtener y a que lo podemos llegar a saber sobre un sistema
fisico a través de mediciones y observaciones sobre el mismo, y ha dado lugar a muchos
debates en relacion a la interpretacion y significado de la misma (los mas notorios, entre

Niels Bohr y Albert Einstein).
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Baste decir que la Mecénica Cuantica pone en tela de juicio los fundamentos de la
Fisica Clasica, como son los importantes conceptos de determinismo y continuidad, o sea
que el mundo subatomico se comporta de una manera muy diferente de la que estamos
acostumbrados a observar en nuestra experiencia cotidiana. De todas maneras, en el
mundo macroscopico los efectos cudnticos son despreciables y la Fisica Clasica es, claro
esta, valida.

Las consecuencias de la introduccion de los cuantos debida a Planck en el afio
1900 son mas trascendentales todavia y atin la humanidad estd en el proceso de elaborar
su mas profundo significado. En este 6rden de cosas podemos decir que la Fisica Clasica

es el limite de la Mecéanica Cuéntica para h — 0.

2.10 Solucion de EDPs por el Método de Separacion de
Variables

El método de separacion de variables es una poderosa herramienta que nos

permite encontrar soluciones particulares de ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales (EDPs).

No es el tinico método existente para resolver este tipo de ecuaciones, pero puede

ser utilizado con €xito en importantes aplicaciones.

Supongamos que estamos buscando una solucion particular u(r,s) de una EDP

de segundo orden lineal, en dos variables. Para este menester podemos postular que la
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funcion u es la forma u(r,s) = X(r)Y(s), en donde X es una funciéon exclusiva de la

variable r, e Y es una funcion de la variable s solamente.

De este modo,

ou vy 0%u _yry
or *oor2 ’
ou oy 0%u _ yyr
ds ’ 9s2 ’

en donde las derivadas son derivadas ordinarias.

Si la EDP es separable, al reemplazar las expresiones anteriores en la misma y
tras el proceso de separacion se generaran dos ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDOs), una para X(r) y la otra para Y(s). Resolviendo estas EDOs obtendremos las

funciones X e Y y finalmente u(r,s) = XY.

Vale la aclaracion que este no es un método general ya que no todas las EDPs se

pueden separar.
2.10.1 Ejemplo

Resolver por el método de separacion de variables la EDP

u_ 0 ier
ox2 ot 'Y '

Suponiendo una solucion del tipo
u(x, t) = X()T(8),

tendremos entonces
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azu_X”T_ au_XT,
ax? ot

reemplazamos estas expresiones en la ecuacion original para obtener
X"T =4XT'.
Ahora dividimos ambos miembros entre 4XT para llegar a la expresion
XII TI
4X T’
en donde las variables han quedado separadas.

Observemos que el miembro izquierdo de esta tltima ecuacion sélo depende de la
variable x y el segundo miembro sélo depende de t. Como ambas variables son
independientes entre si, esto s6lo puede suceder si ambos miembros son constantes. Aqui
se presenta una tricotomia que precisamos analizar segun sea el signo de esta constante,
la cual se denomina constante de separacion y que usualmente se denota como un

numero real elevado al cuadrado afectado por un coeficiente que puede ser + 1 6 —1.
Caso 1: Constante de separacion positiva.

Tenemos que

XII Tl
—_—— = 2
4X T >0
y entonces
X" —42°X = 0}
T'—2*T =0



es un par de EDOs cuyas soluciones son
X(x) = ke?* + kye~2x
o también
X(x) = a, cosh(24x) + a, senh(21x),
T = aze?’t.
Entonces, la solucion general de la EDP dada para 42 > 0 es:
uy (x,t) = XT = A,e*’t cosh(2Ax) + A,e?*t senh(24x),
en donde A, y A4, son dos constantes arbitrarias.

Caso 2: Constante de separacion negativa.

En este caso

XII_TI_ /12<0
4X T ’
X" + 422X = o}

T +A*T=0)"

X = by cos(2Ax) + b, sen(24x)
T = bge_AZt ’

por lo cual, la solucion general de la EDP dada para —A2 < 0 es:

u,(x,t) = XT = Bye **t cos(2Ax) + Bye 't sen(24x),

96
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en donde B; y B, son dos constantes arbitrarias.

Caso3: Constante de separacion igual a cero.
Si A% = 0, se habra de verificar que

X"=0 X:C1X+C2}
T' = }: T:C3 ’

y la solucidn general de la EDP para este caso es:
u3(x, t) = XT = Clx + CZ y
en donde C; y C, son dos constantes arbitrarias.

Hemos obtenido tres familias distintas de soluciones uq,u, y uz de la EDP dada.
Notemos la influencia que tiene el signo de la constante de separacion en el tipo de
solucion particular obtenida. Para efectuar la eleccion correcta de la constante de
separacion es preciso considerar ciertos aspectos del problema tales como las condiciones
de frontera, las condiciones iniciales, el tipo de comportamiento fisico que se espera de la

solucion (por ejemplo si es oscilatoria), etc.

La aplicacion de este método en problemas con condiciones de frontera y
condiciones iniciales (por ejemplo en la ecuacion de calor, la ecuacion de onda y la
ecuacion de Laplace) conlleva los importantes conceptos de valor propio, funcion propia
y desarrollo de una funcidn en series infinitas de funciones ortogonales, por ¢j., series de

Fourier (por més detalles ver [18], [19], [20]).
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En problemas con mas de dos variables independientes se tiene que lograr
expresar la ecuacion de manera tal que en un miembro de la misma solo hayan términos
que dependan de una variable mientras que en el otro miembro estén los términos con las
variables restantes. De aqui concluimos que cada miembro de la igualdad debe ser
constante, obteniendo asi una constante de separacion. Aplicando sucesivamente esta
técnica vamos obteniendo otras constantes de separacion (y otras EDOs) hasta separar la

ecuacion original totalmente.
2.10.2 Ejemplo

Admitamos que la ecuacion de calor en una region rectangular del plano xy viene

dada por la expresion:

6u_kA . 62u+62u\
ot oM T R\ Gx2 T gy2

0<x<b,0<y<c
t>0

)

en donde k es una constante real positiva.
Postulamos la solucion u(x,y,t) = X(x)Y(y)T(t),
entonces, sustituyendo en la EDP se tiene
XYT' = k(X"YT + XY"T).
Luego dividimos cada miembro de la ecuacion entre kXYT,

TI XII + YII XII _YII + TI
—_— = — _— s — = — PR
kT X Y X Y kT’

y de aqui, tomando la constante de separacion —A2, inferimos que
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por lo cual,

que implica

Y"+u?Y =0 }
T' + k(22 +pHT =0) "

Hemos llegado a

X"+ 22X =0
Y + u?Y =0
T' + k(A2 +u®)T =0

)

por lo tanto,

X(x) = a4 cos(Ax) + a, sen(4x)
Y(y) = by cos(uy) + b, sen(uy)
T(t) = ce kA +u?)t

Las condiciones de frontera e iniciales que pueda tener este problema nos
conduciran, a la postre, a soluciones expresables en series infinitas de funciones

ortogonales.



CAPITULO 3
ESTUDIO DE LA RESOLUCION DE LA ECUACION
DE SCHRODINGER EN EL ESPACIO D1

En este capitulo nos proponemos analizar detalladamente la resolucion de la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo en el espacio de Darboux D1, tal cual

aparece en el trabajo de Kalnins, Kress y Winternitz [ 1] anteriormente mencionado.

3.1 Aspectos Previos

En el presente estudio trabajaremos en una variedad Riemanniana bidimensional,

con distancia infinitesimal
ds? = g;;(wWdu'du’/, endonde i,j € {1,2} y u = (u',u?).

Para representar un Hamiltoniano, y aunque consabido, no dejaremos de
mencionar que en el tratamiento que presentamos a continuacion la cantidad % gpip j
representara el término cinético y que V(u) designa el potencial asociado al término
cinético.

Siguiendo la referencia [1], el Hamiltoniano (clasico, también llamado funcion de

Hamilton) tiene la forma H =% gijpipj + V(u), y la correspondiente ecuacion de

Schrodinger adquiere entonces la siguiente expresion:
_ 1 .
Y = ———0,:(J/99%0,¥) + V¥ = E¥,

2\/g *

donde g = det (g;;) y H es el operador Hamiltoniano.

100
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Antes de proceder al estudio de la resolucion de la ecuacion diferencial de
Schrodinger en el espacio D1, conviene hacer un breve alto para justificar las bases
logicas que sustentan la presencia de cada uno de los pasos matematicos primordiales que
se iran presentando en la secuencia de operaciones conducentes a la obtencion del
resultado final.

Como ya hemos dejado dicho en el Capitulo 1, en la clasificacion de Koenigs y
Darboux aparecen, en ordenamiento jerarquico Yy sistematico, cuatro espacios
Riemannianos de dos dimensiones denominados espacios de Darboux de tipos D1, D2,
D3 y D4 (ver [1]).

En el espacio bidimensional de Darboux de tipo D1 se trabaja en las variables x e
y pertenecientes al plano complejo. Introduciremos ahora dos variables reales (u,v)

mediante la transformacion lineal

x=u+iv
y=u-—1iv’

en otras palabras, las variables x e y son complejo-conjugadas.

Posteriormente, por mera conveniencia, definiremos un nuevo sistema de
coordenadas (7, s), girando el plano real uv un angulo € en sentido antihorario. Decimos
entonces que el sistema uv girado un angulo 6 en el sentido antihorario define el nuevo
plano real rs. Obsérvese que para 8 = 0 los planos uv y rs coinciden. La rotacion se
logra aplicando a un vector cualquiera del plano uv la matriz de rotacion R(8), definida
como sigue:

R(6) = (cosB —sen 9)'

send cos @
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Sea (’;) el vector cuyo origen se encuentra en el origen del sistema coordenado

uv y cuyo extremo se encuentra en el punto (u, v).

Obsérvese que

()=r@()

La matriz inversa de R(0) es

1 __(cosf send
R (9)_(—sen9 cosB)’

de modo que (%) = R7*(0)(]) .
Explicitamente
™ _(cosf§ —senB) U
(s) B (senB cos @ )(v)
por tanto

{r=ucos€—vsen9
s=usenf +vcosf.

De manera semejante,
(u) _ ( cosf sen 0) (7“)
v —senf cosB/\s/)’
es decir,

{ u=rcosf +ssenf
v=—-rsenf + scosb.

Volviendo a nuestro pensamiento interrumpido, diremos que el espacio de
Darboux D1 viene definido por la siguiente distancia infinitesimal:

ds? = (x + y)dxdy,
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en donde x,y € C[1].
Trabajando con este espacio de Darboux D1, y con el propodsito de considerar solo

formas reales del mismo (ver [1]), efectuamos la sustitucion mencionada anteriormente:

{ x=u+iv
y=u-—iv.
Entonces
XxX+y=2u, dx =du+idv, dy =du—idv,
por lo cual

ds? = 2u(du + idv)(du — idv)

. ds? = 2u(du? + dv?).
De lo expuesto se infiere que

() = (3¢ ) detlo) = 42, g7i= <(218)_1 (Zu) ) =(g").

Volviendo a la Ecuacion de Schrodinger libre de potencial, observamos que esta

viene formalmente dada por la siguiente expresion:

AY = ———0a,(/g9%0,x¥) = E¥.

7

Ahora bien, llamando u a u' y v a u? se obtiene

J—au i(V99%0,.¥) =
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1
o [0, Qu2u)™10,0¥ + 0) + 0,2(0 + 2u(2u) 19,2¥)] =
u

1
—E(ajlsv +02%).

Entonces la ecuacion de Schrodinger libre de potencial en funcion de las variables

reales u , v es de la forma:

_ 1
AY = ——(0F + 0))¥ = EV.

Ya estamos preparados para resolver la ecuacion de Schrodinger libre de
potencial en las coordenadas {r, s}. Recordando que las variables reales originales (u, v)

y las variables reales nuevas (7, s) se encuentran vinculadas mediante las formulas

{s=vc059+usen0 {u=rcost9+ssen0
=
r=—vsenf +ucosf v=-rsenf + scos@,

introduciendo el cambio de variables se verifica lo siguiente:

oY o0¥Yor o0¥Wos IV oY

90" raut asou ar oS0t g5 send

or

GEL <6‘I/) d (6?’) or 0 (6‘11) ds
Ju? oOJu

=9 \ou au)ou T 9s\au)au

Ecos@+gsen9 %+£ Ec059+gsen0

L ;| (6’1’ oy >6r 0 (6’1’ oy )65
ou

Y (2% 050+ 22 sen6 ) cos 0 + (2 coso + Lt send ) sen
ENE = 972 cos - Ssen cos 9sor CcosS 952 sen sen
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En virtud del hecho de que las derivadas cruzadas son iguales por ser funciones

continuas, se desprende que:

7w oW o ;Y

W=Wcos 9+26rassen9c059+ﬁsen 0.
Anélogamente,

Rt AL 0ty 0w

W:ﬁsen 9—26rassen9cose+ﬁcos 0.

Sumando estas dos tltimas igualdades, y teniendo en cuenta la notacion,

s Ay o’y 9y oW oty oty 9t
(05 +02)¥ = T2 + 597 = 32 €08 0 +Wsen 0 +wsen 0 +a—52cos 0.

Finalmente, tras asociar términos semejantes y simplificar, obtenemos:
2 211U
(0; + 0¥ = 2tz = (07 + 09V,

por tanto

1
—— (02 + 0¥ = EW B

: B EEEEE———,
u=rcosf +ssenf 4(r cos@+ssenf)
v=—-rsenf + scosb

(82 + 02)¥ = EY.

Para resolver esta ecuacion diferencial en derivadas parciales emplearemos el
método de separacion de variables.
Comenzaremos por expresarla de la siguiente manera:

-1

2 4 92)¥ — EW = 0.
4(rcos O + ssenB) (07 +05) 0
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Postulamos la existencia de una funcion de onda que se puede expresar como el
producto de dos funciones, una dependiente de r y la otra dependiente de s
Y(r,s) = X(r)Y(s).
Por tanto,

{arsu =X'Y, . 02¥ =X"Y
oW = XY',~ 029 = XY"

Reemplazando estos resultados en la ecuacion anterior, se obtiene

-1
4(rcosf + ssenf)

(X"Y + XY"") — EXY =0,

de lo cual se desprende que

n n

7+7+4Erc059+4Essen9 =0

Separando variables e insertando el pardmetro de separacion u se llega a

7+4Ercost9 = —7—4Essen9 =u

de lo cual se deduce que:
{X”(r) + [(4E cos O)r — u]X(r) =0,
Y"(s) + [(4E sen8)s + u]Y(s) = 0.
La ecuacién en derivadas parciales original ha sido separada en dos ecuaciones

diferenciales ordinarias que resolveremos a continuacion.

(i) X" (r) + [(4E cos O)r — u]X(r) = X" (r) + 4E cos 0 (r - ——)X(r) = 0.

4E cos 6

.. . . d
Eligiendo el cambio de variable t = r — entonces d—i =1

4E cos6’

o dx _dxdt _dx d?X _ d’xX
Tar  dtar

at ' dr2  dt2’



107

la ecuacion se convierte en la siguiente:

X"(t) + (4E cos O)tX(t) = 0,

que pertenece a la forma:

X" + a?tX = 0 (Airy), en la que a? = 4E cos 6.

u
4E sen 6

(ii) Eligiendo ahora t = s + y efectuando un tratamiento similar para Y(s), se

deduce que

Y"(t) + (4E sen 0)tY (t) = 0,
que es también una ecuacion de Airy de la forma Y + a?tY = 0, con a? = 4E sen 6.
Puesto que a? > 0, al tener E (energia de la particula) un valor positivo, entonces se

habra de verificar que cosf > 0y senf > 0.

3.2 SOLUCION DE LA ECUACION DE AIRY

Para resolver la ecuacion de Airy, la expresamos de la forma
y" + a’xy =0, donde a € R.
Vamos a obtener soluciones de esta ecuacion en forma de series de potencias y luego
expresaremos dichas series bajo la forma de series de Bessel.

Sea: y =Y _,c, x™,entonces, y"' = Yo ,n(n— 1)c, x" 2

(00}

y" + a’xy = Z nn—1)c, x" % + a? Z Cpx™t1 =

n=2 n=0
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[ee]

[ee]
=2-1c,x° + Z nn—1)c,x" 2+ a? Z cp, x™tL,

n=3 n=0
Ambeas series estan en fase (comienzan con x), entonces elegimos los cambios de

indices k =n — 2 en la primera serie y k = n + 1 en la segunda, obteniendo:

[oe]

y" +a’xy = 2¢c, + Z(k + 2)(k + 1)cpqp x* + a? z Crq X* =
k=1 =1

=2q,+§ZKk+2xk+1y%“4qﬂqﬁﬂxk=0.
k=1

. C2=0
"{w+2xk+n%ﬂ+a%b1=mk21

C2 = O
B a’c,_q
k2T T I D+ 1)

k=12,..

Asignandole valores a k, deducimos que:

k=1 2%
=1>c¢ =—
3 3.2
k=2 a’c,
=2>c =—
4 4.3
k=32c =—%2=0
5 5.4
k=4=c = ares L atc
- 6 7 65 6532 0
O.'ZC4, 1 4
k=5=c¢ =—- = a*cq
76 7-6-4-3



k:6:>C8 0
8-7
k=7>=c = e _ 1 abc
9 9.8 9.8:6-5-3-2 0
2
a“cy 1
k=8=c=— =— abc
10 10-9 10:-9:-7-6-4-3 '
2
a’cg
k=9= =— =
‘1= 71110
Entonces,
2 2
=Co+ X+ cx? +egx3 =cotex+0——coxd—Zcx*+0+
y 0 3.2 43
at 6 at 70— 9 @ 10 g4
6532 (0% t 7643 1% +0 986532 0% 1097643 1% +0+
a? at ab
=c(l—=—=x3+ x6 — s RTPRY
Y °< 32° 76532 986532
a’ at a®
+ — 4+ 7 _ x10+ ......
Cl(" 4-3° 776437 1097643

por tanto, la solucion general de la ecuacion de Airy vendra dada por la expresion,

Y = Coy1tC1Y2,
en donde

(00}

yi0) =1+ ) (~DFa?

k=1

[1-4-7..3k=2)] ,,
(3k)! T

[2-5-8...3k— 1] ..,
(3k + 1)! '

y2(0) = x + ) (~DFa?t
k=1

109
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y Cp, €1 son dos constantes arbitrarias.
Observemos que, puesto que todos los puntos de la ecuacion de Airy son
ordinarios, las soluciones y; (x) y y,(x) son series de potencias convergentes para todo x

real.

3.2.1 Funciones de Bessel

Las funciones de Bessel surgen al resolver la ecuacion
x2y" +xy' + (x2—v)y=0,v=0,

la cual recibe el nombre de Ecuacion Diferencial de Bessel.

Su solucion general es y = ¢1/,(x) + c,Y,,(x) , valida para x > 0, en donde
J,(x) se conoce con el nombre de funcion de Bessel de primera especie de orden v, y
Y, (x) es una funcion de Bessel de segunda especie de orden v (también llamada funcion
de Neumann). Importa reparar que tanto J,, como Y;, son convergentes para x € (0, o).

En este trabajo nos sera de suma importancia la funcién J,(x), cuya expresion es

la siguiente:

[o¢]

(_1)71 x 2n+v
Jo() = Zn! T(1+v+n) (E) ’

n=0

en donde I'(s) es la funcion Gamma de Euler, que obedece la ecuacion funcional
['(s+ 1) = sI'(s).
Si v no es un numero entero, puede comprobarse que J,(x) y J_,(x) (esta

ultima se define para v > 0, reemplazando v por —v en la expresion para J,(x)) son
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linealmente independientes, por lo cual la solucion de la ecuacion de Bessel quedara
expresada como aparece a continuacion:
y=A4J,(x)+BJ_,(x),v+0,1,2,3, ...

3
En cuanto a la ecuacion de Airy, la funcion y(x) = vx J1 (gaxf) , x>0 esuna
3

solucion particular de la misma, como demostraremos a continuacion.

3.2.2 Teorema

Sea g, (x) = Vxf,(ax?) parax > 0, donde a y b son constantes no nulas.

Entonces g, satisface la ecuacion diferencial
2., 212.,.2b 1 212
x“y +(abx +Z—vb>y=0,

cuando f,, es una solucion de la ecuacion de Bessel de orden v.
DEMOSTRACION:

Supongamos que la funcion

() = x¥f, (ax?)
satisface la ecuacion diferencial
x2y" + (a2b2x2b + i - vzbz)y =
Entonces se verificard lo siguiente

x2gl(x) + (azbeZb + i - vzbz) gy (x) = 0.

Computando las derivadas

v () = 327 fy(ax?) + x7 £, (ax®). abx"™!
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9v'() = Lx f(ax?) + abx""7 f(ax?)
- x9,/(0) = St (ax?) + abx"2 £, (ax?)
xg, () = L g, () + abx"*2 f, (ax?)
Ademas,
(xg,' () = g/ (x) + 29, (x) =
%gv’(x) + ab (b + %) xb=3 £, (ax?) + abx?*2 £,/ (ax?).abx?1,
por lo cual
xg," (x) = —% g,/ (x) + ab (b + %) xb=2 £, (ax?) + aZbeZD_%ﬁ,”(axb)
~ x2g,"(x) = —%x g,/ (x) +ab (b + %) xb+3 £, (ax?) + azbzbe%ﬁ,”(axb)
=—1 [% g,(0) + abx®*z fv'(axb)] + ab(b + %)xl”% £, (ax?) + a2b2x2b+%ﬁ,"(axb).
Entonces,
0= x%g)(x) + (azbzbe + % - vzbz)gv(x)
0= x2gy(x) + 5 g,(x) + (a®b?*x*® —v?b?) g, (x) =
—% abxb+% £,/ (ax?) + ab (b + %) xb+2 £, (ax?) + a2h?x20+2 £,/ (ax?) +
a’b?x*" g, (x) — v2b?g,(x) =
ab?xb* £, (ax?) + a?h?x?b+s £,/ (ax?) + a?bhx?b+3 f,(ax?) — vzbzx%fv(axb)
0 = b2x2 [(ax®)? £,"(ax®) + (ax®) £, (ax®) + ((ax?)? = v?) f, (ax®)]

+ (ax®)? f,"(ax®) + (ax”) £,'(ax®) + ((ax”)? = v?) f, (ax”) = 0.
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b

Poniendo u = ax” en esta ultima ecuacion obtenemos:

u?f) (W) + ufy (W) + W? —v3)f,(w) =0,
en donde se observa que f, es solucion de la ecuacion diferencial de Bessel de orden v, y

que es lo que queriamos probar.

Volviendo ahora a la ecuacion de Airy
y" +a’xy =0,

y comparando esta expresion con
2,11 212,20 L 1212
x°y +(a b“x +Z—v b )y=0,
se desprende que

I _v2p2 =,
4

2b—3 =0,
a’bh? = a?.

La solucién de este conjunto de ecuaciones es:

2 3 1
a==-a,b==,v=-,
3 2 3

por lo que hemos llegado a la conclusion que la funcion
_ 2 3
y(x) = Vx 1 (Zaxz),
es una solucion particular de la ecuacion e Airy, para x > 0.

Observemos ademas que la solucion y,(x) obtenida anteriormente, cuando es

multiplicada por la constante

wir

a
A:1—»
35T(1+3)
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se convierte en y(x), como veremos a continuacion.

Efectivamente
( 1)n 2n+ 2 5.8 .. (371 _ 1)]x3n+1
A}’z(x) - Z 1
35 (3n + 1)! r(1 + 3)
y
1 n 3n+1 a%x ® 1 n 3n+1
N ol _ .y e

— 32"+ r(1 +i4n) 3ir(14g) &3 r(1 +14n)

Observamos que

@?™3[2-5-8...- (3n — 1)] x37*1

35 (3n + 1)!r(1 +%)

© _1)n
M) =y o Y 2

i (_1)11 2n+1 x3n+1
£ 325 iT(1+ 14 n)

2:5-8..-(3n—1) 1
BGn+DIT(1+3)  32mn! I(1+1+n)

2:5-8..-(3n—1) _ 1
(3n+1)!1"(1+§) 3 (1+)(2+H)3E+d. (n+1)r(1+1)

2:5-8..-(3n—1) _ 1
BGn+DIT1+3)  32ul[2110 3ntip(p 41)

31’1
320 [4-7-10..-Bn+ D]T(1+1)
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1
T 3m[4-7-10..-Gn+ DT +)

O sea, precisamos verificar que

2:5:8..-(3n—-1) 1
(Bn+1)! - 3nl[4-7-10...-3n+ 1]’

es decir que

Gn+1D!'=[2-5-8..-3n—1]3"n![4-7-10...- Bn+ 1]

Observemos que

3l =(3-33..-3)-(1-2-3...0)=(3-1)-(3-2)-(3-3)..-(3:7n)

3"n!=[3:6-9..-3n]
~[2:5-8..-(3n—=1)]3"™n![4-7-10..- Bn+ 1)]
=[2-5:8..-(3n—=1)][3:6:9..-3n][4:7-10...- Bn + 1)]

=1-[(2:3:4)-(5:6:7):-(8:9-10)...-(3n—1)3n(3n+1)] = Bn+ 1)L

Entonces, la igualdad queda probada.

3.3 Solucion de la Ecuacion de Schrodinger
3.3.1 Resumen

A modo de resumen, enumeraremos los resultados obtenidos hasta ahora.

1) La ecuacion de Schrodinger para una particula libre en funcion de las variables

(7, s) viene expresada de la siguiente manera:
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-1

0% 4+ 02)¥ = EY.
4(rcos€+ssen0)( v +05)

Al separar variables, obtenemos las siguientes ecuaciones:

X"(r) + [(4E cos@)r —u]X(r) =0
{Y”(s) + [(4E sen@)s + u]Y(s) =0,

las cuales, tras el cambio de variables

N
L= T YEcoso cosf #0
_ K
t_s+4Esen9 , senf # 0,

se transforman en

{X”(t) + (4E cos O)tX(t) =0
Y"(t) + (4E sen0)tY(t) =0,

que pertenecen a la forma genérica
y" + a’xy = 0 (Airy), « € R, cuando Ecos § > 0y Esen § > 0.
Notese que en un caso a? = 4E cos 6 y en el otro a? = 4E sen 6, de modo que si
E > 0, las funciones seno y coseno quedaran supeditadas a las restricciones sen6 > 0 y
cosf > 0.

2) La ecuacién de Airy ¥ + a?xy = 0 admite la solucién general

Y = cgy1 + €1Y3, en donde

- [1-4-7..- 3k — 2)]
yi() =1+ ;(—1)" @ s

= 2.5.8..-(3k —1
J’2(x):x+kz=1(—1)ka2k[ o +(1)! e,

validas para todo x € R.




117

3 .7
Ademas, y(x) = Vx J1 (éaxi) ,x > 0 es una solucion particular de la ecuacion de
3

Airy, verificandose que

3) De 1)y 2) deducimos lo siguiente:

Comparando la ecuacidon
X"(t)+ (4EcosOtX(t) =0
con la ecuacion de Airy
y" + a’xy =0,
se deduce que a? = 4E cos 6.

Ahora bien, puesto que una solucién particular de la ecuacion de Airy es
2 3
y(x) = \/;]1 (ga’xz).
3
entonces

X =Vt (§\/4E cos 0 t%).

M
Porotraparte t = r 2Ecoss’ POT lo tanto

/ 1 BNz

2

X(r) = - 2JaE o\r ———
) " T 4E cos 6 ]% (3 €08 (r 4E cos 9) >
u
>— 6 >0,
4Ecosf

es una solucion particular de
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X"(r) + [(4E cos O)r — u]X(r) = 0.

Comparando ahora Y''(t) + (4E sen8)tY(t) = 0 con la ecuacion de Airy, se

deduce que a? = 4E sen @, y trabajando de manera semejante se tiene que

3
_ / _H* i 2/aFeenn _ Ky
Y(s) = S+4Esen9 %(5 4Esen9(s+4Esen9)>,

,senf > 0,

U
> —
s 4FEsen®

es una solucién particular de
Y"(s) + [(4E senB)s + u]Y(s) = 0.
3.3.2 Conclusion

-1
4(rcosO+ssenB)

La ecuacion HY = (02 + 02)¥ = E¥ admite la solucién
Y(r,s) =X(r)Y(s),

que se puede expresar de la siguiente manera:

u
4E cos O 4E sen 0 4E cos O 4E sen 0

w5 = [(r= sreesa) (5 * aeng) 1 (VA58 (- )§>]%<§\/W(s+ :

)

3
2

)

Este resultado coincide con el reportado en [1], ecuacion (46).




CAPITULO 4
SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHRODINGER
EN OTRAS SUPERFICIES

Diversos trabajos de investigacion se han llevado a cabo en el terreno de las
EDPs, modificando el operador que define a la ecuacidon, aumentando su nivel de
complejidad y estudiando posteriormente las posibilidades de resolucion de la nueva
ecuacion asi obtenida. Esto con el objetivo de perfeccionar las ecuaciones que sirven para
modelar ciertos problemas en ingenieria y demas ciencias aplicadas.

En este trabajo, por el contrario, dejaremos el operador inmodificado y vamos a
aumentar la complejidad del espacio en donde se define la ecuacion de Schrodinger para
posteriormente resolver dicha ecuacion en este nuevo dominio. En este plan, partiremos
del espacio de Darboux D1 para el cual ya hemos estudiado en el Capitulo 3 la resolucion
de la misma dada en la referencia [1].

En otras palabras, partiendo del espacio D1 vamos a emprender la busqueda de
otras superficies en las cuales resulte factible resolver la ecuacion de Schrédinger por el
método de separacion de variables.

Estas superficies quedaran definidas por su métrica. Habiendo observado el papel
fundamental que juega la métrica en la expresion del Laplaciano en una variedad, no nos
sorprendera que la representacion analitica de la ecuacion de Schrodinger dependa

directamente de la métrica del espacio en el cual estemos trabajando.
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A fin de orientarnos en este proceso, tomaremos primero la expresion de la
ecuacion en el espacio D1, agregandole nuevos términos y estudiando las posibilidades
de separacion de la nueva ecuacion asi obtenida.

Examinemos un ejemplo de lo anteriormente expresado.

4.1 Adicion de un término a la ecuacion en el espacio D1

4.1.1 Ejemplo
Partiendo de la ecuacion en las variables (u, v),
L, 2
~ o @F + o)W - EW =0,

. . : 1
Agregamos ahora el término con derivada mixta o 02, ,y lallevamos a la forma

—— (02— 02, + 0))¥W —E¥ = 0, (4.1)

Buscando resolver la ecuacion (4.1) por el método de separacion de variables,
postulamos la siguiente solucion:
Y(u,v) =X(w)YW).
Entonces
02¥ =X"Y, 02,¥ = X'Y', 02¥ = XY".
Reemplazando estas expresiones en (4.1),
1
_E(X”Y - X'Y'+XY")—EXY =0

X"Y +XY" —X'Y' + 4uEXY = 0.
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Dividiendo entre XY,

XII+YII lel+4 E_O
x Ty xy THTWET

Esta tltima expresion puede ser separada, por ejemplo, para
Y(v) =e?,
en donde y es un parametro real, obteniendo

X X =0
x TV T xYyTouE s

X" —yX'+ (4uE +y)X =0

2
Y

X" —vyX'+4E — X =0.
w4 (s 3

Luego de la ulterior sustitucion

2

Y
t= —,
u+4E

llegamos a la ecuacion
X" —vyX'"+4EtX =0,
la cual es una EDO que se puede resolver para X.

En resumen, postulando una solucion de la forma W(u,v) =e'*X(u), la
ecuacion (4.1) es resuelta mediante el método de separacion de variables.

En este proceso que hemos ejemplificado en el parrafo anterior se han introducido
cambios en la ecuacion de Schrédinger. Como esta ecuacion es la ecuacion fundamental
de la Mecanica Cuantica, y por lo tanto una de las ecuaciones fundamentales de la Fisica
(y no meramente la ecuaciéon de un modelo para un problema particular), seguramente

estos cambios tienen un significado fisico importante, traduciéndose en la violacion de
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ciertos principios basicos (como la isotropia espacial y la conservacion de la cantidad de
movimiento lineal y angular, por ejemplo). Pero no perdamos de vista que, en esta etapa
heuristica, no se trata de introducir modificaciones ad hoc en una ecuacion tan medular,
sino que lo que nos interesa es ganar vision para entender el comportamiento de la
ecuacion y su manera de resolverla para cuando trabajemos con ella en superficies

distintas del espacio D1.

4.2 Nuevas métricas

A consecuencia de lo ejemplificado en 4././, vamos a presentar nuevas métricas

para las cuales es posible separar la ecuacion de Schrodinger.

4.2.1 Métrica I (M1)
x +
x+y zy
> x+y
por lo que

ds? = (x + y)dx? + (x + y)dxdy + (x + y)dy?,
en donde las variables x e y pertenecen al plano complejo.

Siguiendo la referencia [ 1], introducimos el cambio de variables

{x:u+iv = dx = du + idv,
y=u—iv =dy =du—idv,

en donde u y v son variables reales.
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La métrica quedara expresada como sigue,
ds? = 2u(du + idv)? + 2u(du + idv)(du — idv) + 2u(du — idv)?
ds? = 2u(du? + 2idudv — dv?) + 2u(du? + dv?) + 2u(du?® — 2idudv — dv?)

ds? = 6udu? — 2udv?

[eu 0, {g=—12u2

—2u \/§=i2\/§u,
1 0
() =@ =[5 _ 5l

Observamos que en estas variables la métrica no es positiva definida ya que
g= det(gij) =—12u?<0,Yu#0,u €R, por lo cual la variedad bidimensional
correspondiente a esta métrica es pseudo Riemanniana.

Resolveremos la ecuacion de Schrodinger estacionaria en esta superficie para una

particula libre de potencial trabajando de manera andloga a la presentada en el Capitulo 2.

J_[a L (V99 0, Y + Jg9'?0,¥) + 0,(J9g* 0, ¥ + 9970, V)]

Av = 2(12\/1_u)[ <12x/_ u—2a,¥ + o) +0, (o + i2\/§u;—i6v‘{’)]

Fw — —L(la2w _ 42 _ "L 32 _ 9932 _
A == (307w — 02W) = — (02 — 307)¥ = E¥

2 (02 —302)¥ + 12Eu¥ = 0 4.2)
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Resolviendo la EDP obtenida por el método de separacion de variables estudiado

en la seccion 2.10, postulamos la solucion
Y(u,v) = XY (©w),
de modo que
02W = X"Y, 92¥ = XY
Sustituyendo en (4.2),
X"Y = 3XY" + 12EuXY =0,

y dividiendo entre XY se obtiene

X Y aE =0
x °Y =5

n n

L ¥ 12Eu=3—=1y2
X U=sy =7

Supongamos que ¥ € R, entonces y? > 0, por lo cual obtenemos el par de EDOs

X"+ (12Eu —y»)X =0

2
Y

Y' -y =0
3

La ecuacion en X (u) se puede escribir como

)/2
X" +12E —— )X =
+ <u 12E> 0,

y, entonces, si se efectua la sustitucion

se obtiene

X"+ 12EtX =0.
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(Notese que, estrictamente hablando, en esta ultima ecuacion se tiene, digamos,

A~ 2
X(t)=X (u(t)) =X (t + 1]/2_5) pero, hecha esta salvedad, en este trabajo no vamos a

hacer este tipo de distincion notacional).

Hemos llegado a una ecuacién de Airy como la que ya hemos estudiado en el

capitulo anterior, en donde a? = 12E, cuya solucién es
X() = \/—]1( V12E tZ)

Entonces,

Resolvemos ahora la EDO para Y (v).

14
Y'——=Y =0
3

~Y(w) = cle“’/‘/5 + cze""’/ﬁ,
en donde c; y ¢, son constantes arbitrarias.

A consecuencia de la definicion de las funciones hiperbolicas Y (v) también puede

ser representada en la forma
— 14 14
Y(v) = Acosh (ﬁv) + B senh (ﬁv) ,
con A y B constantes arbitrarias que se ajustaran segun el problema especifico en el que

estemos trabajando.



Finalmente llegamos a la siguiente expresion para la funcion de onda:
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Y(u,v) =XwWYWw) = (A cosh (\%v) + B senh (\%v)) (u — y_z)1/2 IR <§\/ﬁ(

en donde y es un parametro real (constante de separacion positiva), y u > ——

12E
4.2.2 Métrica Il (M2)
Si postulamos la métrica como aparece a continuacion:
xX+y x+y
e 2
9i = x+y  x+y|’
2 'Ta
de modo que
x+ x+
ds? = —i 2 Y dx? 4 (x + y)dxdy + i ) ydyz ,x,y €C.

Introduciendo la misma sustitucion que en el caso anterior,

{x=u+iv = dx =du+idv
;s U, VER,

y=u—iv =>dy =du—idv

tenemos
— {
ds? = TZu(du + idv)? + 2u(du + idv)(du — idv) + ZZu(du — idv)?

ds? = 2u(du? + dudv + dv?) = 2udu? + 2ududv + 2udv?

(gl,) [u ] {\/__3\7_11 (g) (gu) [—u ;Z]

-
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y 2/ U —1/ U 11 12
(9V) = [_1/33u 2/3:1 ] = [§21 522]'

Para que la métrica sea positiva definida se necesita que g1 >0y g,, > 0, es
decir,u >0 yque g = det(gij) > 0. Como g = 3u? > 0, entonces, parau € R,u > 0
la métrica es positiva definida y la variedad es Riemanniana.

Operando como lo hicimos en la parte anterior,

~ -1
HY =

[au (\/§u32—u6u‘1’ 4 ﬁu% a,,w) +a, (@u% 9, + @u% a,,ly)]

_ ~1 2 1 1 2
Ay —[a (—a ¥Y——0 lP)+a (——a ¥ +—0 lp)]
23ul “\W3 ™ V3 V3t V3

(=1
v ="z -0z, + 01w = b
» S0 - 03, + 09)¥ —EW =0, (4.3)

Observemos que la ecuacion que hemos obtenido es similar a la ecuacion (4.1),
ejemplo 4.1.1, pero esta vez se trata de la expresion de la ecuacion de Schrodinger en la
superficie en la cual estamos trabajando (es importante entender esta interrelacion).

Por lo tanto, podemos resolver (4.3) postulando la solucion

Y(u,v) =e"z(u),
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lo cual nos conducira a la ecuacidn:

V2
n _ ! E —
z vz' + 3 <u + _3E> z=0

Eligiendo el cambio de variable

2

Y
t=u+_—,
YT3E

se obtiene % = 1, de modo que
z" —vyz'+ 3Etz = 0.
Observemos que esta Gltima es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden,
homogénea, con coeficientes variables, de la forma
zZ"+R()z'+S(t)z=0,

{R(t) =-y
S(t) = 3Et.

Para resolverla, elegimos para z la sustitucion
z=y(w() = z' =y'w+yw' = z"=y"w+2y'w +yw".
La ecuacion quedara expresada como sigue
y'w+2y'w +yw" —y(y'w+yw') + 3Etyw =0

yw" + 2y —yyw' + (" —yy' +3Ety)w =0
y' 1
w' + 2?—)/ w' +;(y” —vyy' +3Ety)w=0.

Ahora elegimos la funcion y(t) tal que

!

y Y
2——y=0 = y=ez.
y

Entonces,



129

1 2
w40+ —( - eb —yLebt 4 3Eted |w =0

2
Y
aw'! 3Et — — =0,
w +( 4>W

VZ
w +3E(t—ﬁ>w=0.

2
La sustitucion & =t — 1]/2_5 resulta en la ecuacion de Airy de la forma ya estudiada
w'" +3Eéw =0.

En este caso a? = 3E , por lo cual una solucion es:

w(©) = T )1 (2V3EE)

v 2 3F y?\:
. t) = [t ——= N3E|[t——— ,
w(e) 12E 3\ 3 < 125)
Por lo tanto, una solucion particular de z"" —yz' + 3Etz = QO es:

v y?2 ) % 3
20) = y(Ow(®) = ¥t [t =L s 5@(::_@)

v? y? N v’
Como t =u+—,entoncest ——=u+-——-—-—=u+—, por lo cual
3E 12E 3E  12E AE

.y2
endondet > —.
12E
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3
2 2 2\2
z(u) = e3P ’u + ZL/_E J1 %\ISE <u + ZL/_E>

Hemos llegado a la conclusion que la expresion para la funcion de onda admite la

forma siguiente:

3
V(Y2 ’ 2 2\2
Y(u,v) =e"z(u) = eY”e2< +3E) u+ ZL/_E ]% §V3E <u + ZL/_E>

W) = CHE) (1 2)" (5 (a4 )

en donde y es un parametro real, y la cual resulta de resolver la EDP
—~ -1
Y = 5(65 — 02, +02)¥ = E¥

4.2.3 Métrica IIl (M3)
Supongamos ahora la siguiente métrica:

(—x+y)—ix+y) (x+y)+i(—x+y)

_ 8 4 :
W)= @ty +icaty) G-p+iaty | F7EE
4 8

entonces



131

dsz:(—X+y)8—i(x+y)dx2+(x+y)+2i(—x+y)dxdy+(x—y)zi(x+y)dy2_

Procediendo del mismo modo que en los ejemplos anteriores,

{x=u+iv =>dx =du+idv

y=u—iv =>dy=du—idv’ wvER,

se llega a

ds? = (u + v)du?® + (u + v)dudv + (u + v)dv?,

u+v
u+v >
(glj)(ul U) = u+v
u+v
2
Sea ahora una nueva sustitucion
u+v
u=r+w r= 2
= ; T, WER,
v:r—w} W_‘LL—U
2

du=dr+dw , dv=dr—dw.
Entonces
ds? = 2r(dr + dw)? + 2r(dr + dw)(dr — dw) + 2r(dr — dw)?
ds? = 2r(dr? + 2drdw + dw? + dr? — dw? + dr? — 2drdw + dw?)
ds? = 6rdr? + 2rdw?

Por lo tanto,
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(gij) = [60T ZOr] ; g=12r2 >0,V r # 0, la variedad es Riemanniana para

(r,w) € R?r > 0.

Hemos llegado a una métrica muy parecida a M1, obteniendo:

g =12r2 ( gy _ [1/67 01 [g't g'?
{\/§=2\/§r’ g )_[ 0 1/2r]_[g21 gzz]'
Operando de manera similar, llegamos a la expresion de la ecuacion de
Schrodinger para esta métrica:
(02 +302)¥Y + 12Er¥ =0.
Suponiendo ahora que W(r,w) = X(r)Y(w) y trabajando de manera similar,
obtendremos las EDOs:

X"+ (12Er —y3)X =0

2
y ,
Y'"+—Y =0
3

cuyas soluciones son

1
2 \2 2 \2
|4 2 |4
X(r) = (r——= 2V12E (r——) |,
) <T 125) J1\3 <r 12E>

iV iV
-=w —l-=W
Y(W) =cie V3" +ce V3.
En este caso, a consecuencia de la celebrada formula de Euler
i0

e =cosB +isenb,

la ecuacion para Y (w) se puede escribir en la forma:
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Y(w) = Acos (% )+ B sen (%w)

Entonces,

_ ' 2\ 1/2 2\
Y(r,w) =Xr)Yw) = (clelx/%w + cze_l%w) <r — y_) J1 2V12E <r 4 >

v = e ) sn(35) (- ~) o (-~ )

En cada expresion de la funcién de onda, los términos c¢;, ¢, y A,B son

r

constantes reales arbitrarias, y y es un parametro real. Ademas, r > R

Observemos también lo siguiente, si en la primera formula para W (r, w) hacemos
c; = 1ycy, =0, llegamos a una expresion para la funcién de onda analoga a la reportada

en [1], ecuacion (53).

4.2.4 Familia uniparamétrica de métricas I (F1)

En 4.2.1 hemos visto que en las variables u, v, la métrica no es positiva definida y
por lo tanto la variedad no es Riemanniana.

Supongamos la métrica dada en la siguiente forma:
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x+y
x+y pB >
B > x+y

0 sea
ds? = (x + y)dx? + B(x + y)dxdy + (x + y)dy?,

en donde £ es un parametro real. Podriamos entonces preguntarnos para qué valores de
P resultaria, tras la sustitucion a las variables u, v, una variedad Riemanniana, y como
seria la expresion de las funciones de onda obtenidas como resultado de trabajar con estas
métricas.

De esta manera,

ds? = (x + y)(dx? + Bdxdy + dy?)
ds? = 2u[(du + idv)? + f(du + idv)(du — idv) + (du — idv)?]
ds? = 2u(du® + 2idudv — dv? + B(du? + dv?) + du? — 2idudv — dv?)

ds? = 2u[(B + 2)du? + (B — 2)dv?] = 2u(p + 2)du? + 2u(B — 2)dv?

) _[2u(p +2) 0
gy v) = 0 2u(B —2)1"

Para que la métrica sea positiva definida se necesita que

o g=det(g;)=42B+2)(B-2)>0 (B+2)(F—2)>0,u=0.

Para satisfacer este requerimiento, el parametro [ tendrd que cumplir: f > 2 6

g <-2.
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e gu=2u(f+2)>0ou>0,>-26u<0, f<-2.

° gnz=2u(f-2)>02u>0,>26u<0, f<2.

Analizando los tres puntos, concluimosqueu >0, >2 6u <0, < —2.

Operando ahora con esta familia de métricas, la ecuacion de Schrodinger quedara

expresada de la manera siguiente:

ptz

2
o+

02W + 4(B + 2)Eu¥ = 0,

en donde B+2 > 0.
B-2

Al separarla, obtenemos las EDOs

X"+ 4B+ 2)Eu—y?1X=0
p=2

Y'" +
p+2

Y2Y =0

La expresion que X(u) debe satisfacer es una ecuacion de Airy, en donde
a? = 4(B+ 2)E,a € R. Suponiendo E > 0, entonces f + 2 > 0. De aqui concluimos
que el caso f < —2 debe ser excluido de nuestro analisis. Se deduce entonces que u > 0,
B> 2.

Resolviendo cada una de ellas, llegamos a las siguientes formulas para X(u) y

Y(v):

3
2 2 2

_ __JL__% 2 [ __r
X“”‘(“ qﬁ+mE>% 54W+2M<” Mﬁ+aE>
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N[ R

1
Y(v) = clei(%)z

v Cze—i(%) Y’ _ 4 cos <(§%)§ yv) + B sen ((ﬁ%f )/v)

Notemos que la funcién Y (v) viene expresada ahora como una combinacion
lineal de funciones sinusoidales, a diferencia de lo que sucede en 4.2.1, en donde Y (v)
esta representada por una combinacion lineal de funciones hiperbolicas. Esto es una
consecuencia directa del tipo de variedad en la que estemos trabajando (Riemanniana o
pseudo Riemanniana).

La funcion de onda W(u, v) = X(u)Y(v) se obtiene al multiplicar las soluciones
recuadradas arriba.

De este modo, la expresion

x+y ﬁx+y
_ 2 2uB+2) 0
(91) = P N e S L

2

x,yeEC,u>0,>2,0€ER,
representa a una familia uniparamétrica de métricas en donde la sustitucion a las
variables reales u, v con el cual estamos trabajando conduce a superficies Riemannianas,
para las cuales es factible representar ciertas soluciones de la Ecuacion de Schrodinger
estacionaria en términos de funciones de Bessel, y en donde el método utilizado para

encontrar estas soluciones particulares es el de separacion de variables.
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4.2.5 Familia uniparamétrica de métricas II (F2)

Razonando como en la seccion anterior, supongamos ahora lo siguiente:

xty x+y
~ 0 > X+y 0 _ a(x +y) >
(9) = x4y o x+y]_ X +y ’
> — alx+y)

a € R. Observamos que esta familia se corresponde con D1 cuando a = 0.
Al igual que en la seccion anterior, podemos inquirir para qué valores del
parametro a resultarian métricas Riemannianas en las variables (u, v) € R?,
Entonces,
ds? = a(x + y)dx? + (x + y)dxdy + a(x + y)dy?
ds? = (x + y)(adx? + dxdy + ady?)
Tras el usual cambio a las variables (u, v):
ds? = 2u[a(du? + 2idudv — dv?) + du? + dv? + a(du? — 2idudv — dv?)]
ds? = 2u[(1 + 2a)du® + (1 — 2a)dv?] = 2u(1 + 2a)du? + 2u(1 — 2a)dv?

= (gy) W) = [Zu(l JZa) 0

2u(1 - 2a)l’
g = det(g;;) =4u*(1 — 4a?).
Ahora, para que la métrica sea Riemanniana debe ser positiva definida y entonces

debe cumplirse que
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3 g=4u2(1—4a2)>O<:>(1—4a2)>0,u¢0:>ae(—§,§),uiO.
e §g11>0,9,,>0>u>0.

11

De estos puntos concluimos que u > 0,a € (— > 5).

Vamos a obtener ahora la expresion de la ecuacion de Schrodinger.

I o |
ij |2u(1 + Za) | gll glz
(9V) = | 1 |~ gt g22|’
0
| 2u(1 —2a)|
entonces
ay -1 2ux/1—4azaqj+0 va 0+2um .
2(2u)V1 — 4a2 2u(1 + 2a) v 2u(1l+2a) 7
ﬁw—_l( LIS azlp) = EW
T 4u\1420 b 1-2a ¥ )
1+ 2a
w02+ 02¥ + 4(1 + 2a)Eu¥ =0,
1—-2«a
1+2«x
con >0
-2

Suponiendo ahora que W(u, v) = X(u)Y (v), se llega al sistema

X"+ [4(1 +2a)Eu—y2]X =0
1+ 2a

Y" +
1-2«a

Yy =0

Operando similarmente que en la seccidon anterior, obtenemos
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1 3

3 y? N 14 z
X(u)-(u—m> ]% 5\14(1+ZQ)E<U—W)

1 1
2 2

1 1
1+2a _1+2a 14+ 2a\2 14+ 2a\2
Y(v) = clel(l—Za) Wt e (7522) 7 = 4 cos << ) yv) + B sen (( ) yv)

1-2«a 1—-2«a

La funcion de onda serd W(u, v) = X(w)Y (v).
Notese que el caso @ = 0 se corresponde al estudio hecho en el Capitulo 3 cuando
no hay rotacion, y por lo tanto completa dicho analisis.

Para finalizar esta parte, diremos que la expresion

x+y
(g _ a(x +y) 2 o [Zu(l + 2a) 0
ij) — x + _ )
- y a(x +) 0 2u(l — 2a)

11
x,y€EC,u>0,a€ (—— ,—),a ER,
2°2
es una familia de métricas para la cual podemos efectuar los mismos comentarios que los

realizados al final de la seccidn anterior.



CAPITULO 5
ESTUDIO GEOMETRICO DE LAS SUPERFICIES

En este capitulo haremos una caracterizacion de los aspectos geométricos mas
relevantes del espacio D1 y de las variedades definidas por las métricas presentadas en el

Capitulo 4.

5.1 Espacio D1

Segtin estudiamos en el Capitulo 3, para el espacio D1 se tiene que
Xty
2 2u 0
(gij): x+y <:>[0 2u],x,y€<C,u>0.
0
2

5.1.1 Curvatura Gaussiana
En 2.6.8 mencionamos uno de los teoremas mas importantes de la Geometria
Diferencial, el Teorema Egregio de Gauss. Calcularemos la curvatura Gaussiana del

espacio D1 valiéndonos de la formula a la cual Gauss llega para probar dicho teorema, la

cual es [3]:
4F,, — 2E,, — 2Gy, E, 2F,—E, 0 E, Gy
4K(EG — F?)? = 2E, — Gy, E F —-|E, E F
G, F G G, F G

La expresion de la métrica del espacio D1 en variables reales es:

140
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E
2u O1_|[E F B
(o 2= F G]:{F—
Observamos que la métrica no depende del parametro v, por lo cual K sera

independiente de v.

Insertando en la formula de Gauss,

0 2 0 0 0 2
4aK(4u?)>=|-2 2u O0|—|0 2u 0]|=8u—(—8uw
0 0 2ul 2 0 2u
4K16u* = 16u
K. = 1

De la formula obtenida para la curvatura Gaussiana, se desprende que la misma
no es constante, sino que depende del pardmetro u, ademas:
i) Cuandou <0 = Kp; < 0, region de puntos hiperbolicos.
ii) Cuandou >0 = Kp; > 0, region de puntos elipticos.
iii) Cuando u - 0* = Kj; — Fo0, la curvatura Gaussiana se hace infinita.
En este ultimo caso se dice que el espacio presenta una singularidad para u = 0.
Como K # 0 para todo u # 0, la superficie no presentara puntos parabolicos ni puntos

planares.

5.1.2 Curvas Geodésicas

Segun vimos en 2.7.5, las ecuaciones de las geodésicas en una superficie son las

siguientes:
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{u” +Thu'? + 2TLu'v' + Thv'? =0,
v+ TAu? + 2I5u'v' + Thv'? =0,

en donde (u(t),v(t)) representan a las coordenadas de las curvas y I'}Lk parai,j, k €

{1,2} son los Simbolos de Christoffel, los cuales estan dados por:

2EF, — EE, — FE,

(. GE,—2FF, +FE, ,
It = ) 11 = P
2(EG — F?) 2(EG — F?)
GE,—FG EG, — FE
l"l — l"l — v u l"2 — 1"2 — u v
. 2GF,— GG, - FG, , EG,—2FF, +FG,
I3, = — 12 I3 = — 12
u 2(EG — F?) 2(EG — F?)

Recordando que para el espacio en cuestion se cumple que

[E F _[Zu 0

_F2 — 44,2
F ¢l=lo Zu]'EG F= = 4us,

entonces

1
(th=g; TA=0

2u
1
I, = I =—
{| 12 12 =5
-1
kF212=Z I =0.

Llegamos al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

1 1
noyo_= 02 12:0
u +2uu Zuv

v +lu’v’ =0.
u
Al multiplicar ambos miembros de la segunda ecuaciéon por u, observamos lo
siguiente:
uv” +u'v' =0

w' +u'v' = (w')’



s> ) =0 ~uv' =4 ~ v

en donde A es una constante real de integracion.
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Ahora reemplazamos en la primera ecuacion del sistema la expresion para v’

recién obtenida

2

”+1 . 1<A) —0
u 2u 2u B

2ulu +utur— A2 =0.

El sistema se convierte en:

{Zu3 u' +utu?—-A4%2=0

Para resolverlo, primero hemos de obtener la solucion de la ecuacion en u(t) y

luego integrar la segunda ecuacion para obtener la expresion de v(t).

Al observar la ecuacion para u(t) nos percatamos de lo siguiente:

uZ d 2
T (uu'?) = (u’3 +2uu'u’) = 2u3u" + uPu'?
2
u- 2 2
A J—
T — (uu'*) — =0
d u’
2 AZ —
7 — (uu'*) — " 0
d( 24 L (4 g
uu 7 =

uu“+—\]=0.
dt u

De aqui inferimos que
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12 A?
uu"+—=208,
u

en donde B es una constante de integracion (al final de esta seccion veremos el
significado de la misma).

Prosiguiendo,

Tomando la raiz positiva, que corresponde a una parametrizacion positiva de

u(t), entonces

du
dt = ——

B _A?

u  u?

. f du f udu
B4z JVBu-4%
u  u?
Esta ultima es una integral conocida, estando tabulada en libros de Calculo

elemental:

udu 2
fm = 352 (Bu + 24%)\/Bu — A? + C,

en donde C es una constante de integracion.
De esta manera llegamos a una expresion implicita para u(t),

2

= 557 (Bu+ 24%)YBu— A2 + C.

t

Entonces la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales para las coordenadas

de las geodésicas del espacio D1 quedara expresada de la siguiente manera:
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2
(Bu+ 24%)yJBu— A2 +C

t=—
3B2
dt
v=Af—+D
u

Este sistema se puede resolver por métodos numéricos con el auxilio de un
programa de computacion, por ejemplo Mathematica. Los valores de las constantes
A, B, C, D dependeran de la geodésica especifica con la que estemos trabajando.

Observemos ademads que para las geodésicas en este espacio, se cumple que

a(t) = X(u(t),v(t)),
en donde X(u, v) es una parametrizacion de D1 tal que E = 2u ,F = 0,G = 2u.
Entonces
a'(t) = X,u' + X,v,
es la velocidad de la geodésica. El cuadrado de la rapidez de la curva vendra dado por la
expresion:
la'(®)]? = (X, u' +X,v', Xyu' +X,v') = Eu'? + 2Fu'v' + Gv'®
|’ ()| = 2uu'® + 2uv'?.
Al tratarse de una geodésica, la velocidad de la misma y por lo tanto su rapidez,

vistas desde la superficie, seran constantes.

, A .
Recordando ademas que v’ = -, se tiene que

2
la' (0% = 2uu'* + 2u—
u

a'(t)]? A?
(@] =uwu'*+—=B8.
2 u
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De aqui concluimos que la constante B representa la mitad del cuadrado de la
rapidez de la geodésica, por lo que B > 0. En caso que la geodésica esté parametrizada

por su longitud de arco (esto puede hacerse para facilitar los calculos), se tendra que

B=1.
2

5.1.3 Parametrizacion del Espacio D1
En [1] Capitulo 5 se da una parametrizacion de D1 como una superficie de
revolucion, siendo una subvariedad bidimensional del espacio Euclidiano R3, y en donde
dicha parametrizacion no es global.
Una superficie de revolucion puede ser parametrizada del siguiente modo
X(u,v) = (f(u) cosv, f(u) sinv,z(u)); O<v<2m,a<u<b,f(u)#0.
Entonces,
Xy = (/W) cosv, f'(W) sinv,z' (W) ~ E = 2+ 2%,
X, = (—=f@)sinv, f(u) cosv,0) ~G=f%, F=0.

Por lo tanto,

1
G=2u=f?’=>f=V2u ~ f' =—,
2u
E 2—(1)2+’2— +z%0z7 =4 |2 1—+ duf ~ 1
= U= N o TE tE T YT T T 2

Tomando la raiz positiva,

z(u) =f ’4u;: 1du.
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Esta integral estara definida parau > 0 cuando

4u? -1

1
>0.u€ |- )
2u 0 u [2 'Oo>

La parametrizacion puede ser escrita de la siguiente manera:

u /4t2—1
x(u,v) =v2ucosv ; y(u,v) =vV2usinv ; z(u,v) =J Tdt ,

1

2

u>% ,0<v<2m.

La integral que define a z(u, v) va a quedar expresada en funcion de una integral
eliptica de la primera clase, tal como aparece en [1] ecuacion (80).
Observemos ademas que

_x2+y2

x2+y?=2u=>u >

por lo cual, la superficie puede ser representada por medio de la siguiente expresion

x%+y?
2 4t2 — 1
zZ— —dt =0].
1 2t
2

Con las ecuaciones obtenidas en esta Seccion y con las especificadas al final de la

implicita:

Seccioén anterior, utilizando el programa Mathematica anteriormente mencionado se

puede graficar el espacio D1 junto con sus geodésicas.
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5.2 Espacio M1

La métrica que define al espacio M1 fue presentada en 4.2.1,

+ x+y
Xty
_ 2 6u 0 _
(95) = x+7y @[0 _zu],X,yE(C,uE]R.
x+y
2
5.2.1 Curvatura Gaussiana
Para este caso:

E = 6u

F=20

G =-2u.

Utilizando la féormula de Gauss [3],

AF,, —2E,, —2Gy, E, 2FE,—E, |0 E, G,
4K(EG — F?)? = 2F, — G, E F |-|E, E F
G, F G G, F G
0 6 0 0 0 -2
4K(-12u®? =2 6u 0 |—-|0 6u 0 |=24u—(-24u)
0 0 —2ul -2 0 —2u

4K144u* = 48u

1

K1 = 1523|
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Observemos que

1
Kyy = § Kp1,

por lo cual valen las mismas observaciones en relacion a los tipos de puntos que las

hechas para D1 (ver 5.1.1).

5.3 Espacio M2

El espacio M2 esté caracterizado por la métrica

X+y x+Yy
_| 4 2 2u u _
2 "
la cual fue introducida en 4.2.2.
5.3.1 Curvatura Gaussiana
Para esta superficie se cumple que
E =2u
F=u
G =2u.
Entonces,
4E,, — 2E,, — 2G,,, E, 2F,—E, 0 E, Gy
4K(EG — F?)?% = 2F, — G, E F —-|E, E F
G, F G G, F G
0 2 2 0 O 2
4KQBu?)?=|-2 2u ul|-|0 2u u|=-—4u+8u—(—8u)
0 u 2u 2 u 2u
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4K9u* = 12u

Ky; = —=

En este caso se cumple la siguiente relacion:

por lo tanto los puntos del espacio M, se clasificardn segin su curvatura Gaussiana

analogamente a los puntos de D1.

5.3.2 Curvas Geodesicas

Los Simbolos de Christoffel para esta superficie son los siguientes:

1 1

M = 3u iy = 3u
-1 2

Mz = 3u M = 3u

I —2 1
k T3 = 3u I3, = 3u

3uu” +u'? —2u'v - 21?2 =0

——uv ——v“-=90
' { 3uv” + U +4u'v +v% =0.

Inspeccionandolo nos damos cuenta que para resolverlo lo mejor sea recurrir a

métodos numéricos con el auxilio de algun programa de computacién como el que hemos

mencionado anteriormente.
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5.3.3 Parametrizacion del espacio M2

Analogamente a lo realizado para el espacio D1, vamos a parametrizar localmente
a M2 como una superficie de revolucion en el espacio Euclidiano R3.

Para ello introducimos una nueva sustitucion:

u==¢ E=u
_—E+3n}<={ _u+2v
VT =Ty

en donde ¢ y 7 son variables reales.

En las nuevas variables la métrica adquirira la forma

3

0
[ 2]e 20 o |=(@eEmn.

u

2

Siguiendo la linea de trabajo realizada en 5./.3, obtenemos la siguiente

parametrizacion local de M2 en las variables (&,7):

3 3 ¢ |12m? -9
X(6m = | 532 cos(m) 5V sen(n), [ [~ p——dm |,
2

8m

€>\/2—§, 0<n<2m.

Restituyendo ahora las variables (u, v), la parametrizacion admite la expresion

3 u+2v\ 3 u+2v u ’12m2—9
X(u,v) = E\/ZU,COS( 3 ),E\/Zusen< 3 )f\/E Tdm’

V3 u+2v

u>—,0< < 2m.
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5.4 Espacio M3

La métrica que define al espacio M3 fue dada en 4.2.3. En este espacio hicimos

dos sustituciones consecutivas.

(—x+y)—ilx+y) (x+y)+i(—x+y)

— 8 4 .
@)= sy ricary @-pricey | FVEC
4

8

u+v
u+v

(gij)= U+ v 2 su,v ER.
> u+v

Luego llevamos la métrica a las variables (r, w) mediante la sustitucion

u+v
T =
u=r+W} 2
S ;r,weER,
vV=r—w W_U—U
2

5.4.1 Curvatura Gaussiana

Primero calcularemos la curvatura Gaussiana en las variables (r,w) y luego la

expresaremos en las variables (u, v).

0 6 O

0 0 2
4K(12r2)2=|-2 6r 0|—|0 6r 0|=24r—(—24r)
o o0 2rl 2 0 o2r

4K(12r2)? = 48r

K(12r2)? = 12r
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1

K= .
12r3

Entonces, en las variables (u, v) obtenemos

1 8

12 (uzj)s - 12(u +v)3’

K =

2

Ky = —————|.
M3 7 3(u + v)3

5.4.2 Curvas Geodésicas
Observando la métrica para esta superficie expresada en las variables (7, w)
67 0]
i) = ;wEeER,
(94/) [ 0 2r
nos damos cuenta que el sistema de EDOs que definirdan a las geodésicas de la misma
sera similar al sistema para las geodésicas de D1 y por lo tanto las ecuaciones se

resolveran de manera similar a la vista en la Seccion 5.7.2.

El sistema al que se llega es el siguiente:

1
r'"+—r?——w?=0,
2r 6r
w'+=-r'w =
Luego
6r3r" +3r?r'? — A2 =0,
, A
w' =—.
r

Observando ahora que

r? r?
3—— (') =—G"2+2rr'r") = 6r3r" 4+ 3r?r'?,
- dt( ) 7 ( )



154

y operando como en 5./.2 obtenemos, para las coordenadas (r(t),w(t)) de las curvas

geodésicas de M3, las expresiones siguientes:

2v/3 . -
t= 27BZ(BBT+2A) 3Br— A2 +C
. .
k W=Af—+D
r

Ademas, en este caso se tendra

a'(t)]?
ol
6
Mediante el cambio inverso
u+v
r= ,
2
u—v
w = ,
2

las coordenadas se pueden expresar en funcion de las variables (u, v).

5.4.3 Parametrizacion del espacio M3

A consecuencia de la expresion de la métrica de esta variedad en las variables

(r,w), la misma puede ser localmente parametrizada como una superficie de revolucion

en el espacio Euclidiano R3, llegando a

x(r,w) =V2rcosw ; y(r,w) = V2rsinw ; z(rw)—j ’12m2—1

parar >— , 0 <w < 2m.

2\/—’
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En las variables (u, v) la parametrizacion se expresa en la forma:

u+v
u—v u—v 2 /12m2—1
X(u,v) = u+vcos( 5 ), u+vsen( ) ),f Tdm )
1
2V3

u+v 1
Rl —
2 2v/3

,o<%<2n.

5.5 Familias Fly F2

5.5.1 Curvatura Gaussiana de la familia F1

La métrica correspondiente a la familia F1 fue introducida en 4.2.4, en donde

x+y ,3x+y

-7 2 +2 0

(9)=| xry ° ‘:’(gif)(u'”):[u(ﬁo )Zu(E—Z)'
5 x+y

x,yEC;u>0,>2.

Entonces,
4F,, — 2E,, — 2Gy, E, 2F,—E, 0 E, Gy
4K(EG — F?)?% = 2F, — Gy E F —-|E, E F
G, F G G, F G
0 2(B +2) 0 0 0 2(B—2)
=|-2(8—-2) 2u(f+2) 0 — 0 2u(f +2) 0

)

0 0 2uB-2)| [2(6-2) 0 2u(f — 2)
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4K (4u?(B + 2)(B — 2))" = 8u(B + 2)(B — 2)% — (—8u(B + 2)(B — 2)?)
4Ku3 (B + 2)2(B —2)* = (B + 2)(B — 2)?

1
Kpf=—
FL7 4B + 2)ud

Analizando el comportamiento de la curvatura segun los valores del parametro 8

para u fijo, se tiene que

1
16u3

) p-2t=> Ky —

i) - o = Ky —0.

5.5.2 Curvatura Gaussiana de la familia 2

Segun 4.2.5, la métrica que define a la familia F2 es la siguiente:

(x+) x+y
a(x+y —
_ 2 _ [2u( + 2a) 0
a(x+y)
2
EC;u>0,a e ( ! 1)
X,y ;U , 53)
Calculando la curvatura,
4F,, — 2E,, — 2G,,, E, 2F,—E, 0 E, Gy,
4K(EG — F?)? = 2E, — Gy, E F —-|E, E F|=
G, F G G, F G
0 2(1 4+ 2a) 0 0 0 2(1 - 2a)
—-2(1-2a) 2u(l+2a) 0 — 0 2u(1 4+ 2a) 0

0 0 2u(1 - 2a) 2(1 — 2a) 0 2u(1 — 2a)
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4K(4u?(1 - 4a2))2 = 8u(1—4a?)(1 — 2a) — (—8u(1 — 4a?®)(1 — 2a))

4Ku3(1 — 4a?) = (1 - 2a)

1
Kpy = ————|.
2741 + 2a)ud

Si analizamos la expresion de la curvatura seglin los valores del parametro a para

u fijo, observamos lo siguiente:

+
i)a—>—§ = Kpp — o0,

ji = = Kpp o —.
i)a = > F2_>8u3

5.6 Observaciones Finales

En relacion a la curvatura Gaussiana de las superficies que hemos estado

estudiando vemos que, excepto para KK,,3, todas las demas presentan la relacion funcional

1
Ku3'’

en donde K es una constante real. También observamos que para iguales valores de u se

cumple que |[Ky | < [Kpq| < [Kpz] -



CAPITULO 6

VISUALIZACION DE RESULTADOS

En este capitulo vamos a presentar las graficas de algunas superficies, funciones
de onda y curvaturas obtenidas en este trabajo. Las mismas fueron realizadas empleando

los programas Matlab y Mathematica.

6.1 Gridficas de las superficies

6.1.1 Grdfica del espacio D1

En 5.1.3 obtuvimos para D1 la parametrizacion

u ,41:2 -1
x(u,v) =vV2ucosv ; y(u,v) =v2usinv ; z(u,v) =f ot dt,

1

z

1
parau >- ,0<v <2,
2

la cual es una parametrizacion local de una superficie de revolucion en R3.
En las dos perspectivas de la grafica de D1 presentadas en la proxima pagina se

observa claramente que es una superficie de revolucion. Ademas, recordando que el

. . ., 1 .
dominio de esta parametrizacion es u > 7 0 < v < 2m y que la curvatura Gaussiana es

Kp: = IR entonces se cumple que Kp; > 0 y se tratard de una region de puntos

elipticos como se puede apreciar en las graficas a continuacion.
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Figura 6.1: D1 Gréfica 1

Figura 6.2: D1 Gréfica 2
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6.1.2 Grdfica del espacio M2

La parametrizacion para M2 la obtuvimos en 5.3.3 y es la siguiente:

u+2v

3 3 u+2v u ’12m2—9
X(u,v) = E\/Zucos( 3 ),E\/Zusen< 3 )'fﬁ Tdm ,
2

3 2
parau>\/2—_, 0 <2

< 2m.

3

Figura 6.3: M2 Grafica 1




Figura 6.4: M2 Grafica 2

Aqui también se observa que es una superficie de revolucion y que la grafica

corresponde a una regioén de puntos elipticos.

6.1.3 Grdfica del espacio M3

Para el espacio M3 la parametrizacion, obtenida en 5.4.3, es la siguiente

u+v
u—v u—v =z ’12m2—1
X(u,v) = u+vcos( > ), u+vsen< 5 ),f Tdm )
1
2V3
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u+v 1
Rl

u-v
2 2\/§’O<T<2T['

Como puede apreciarse a continuacion, es una superficie de revolucion cuyos
puntos son elipticos.

Figura 6.5: M3 Gréfica 1
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Figura 6.6: M3 Grafica 2

6.2 Funciones de onda

Vamos a presentar algunas graficas de las funciones de onda obtenidas en este
trabajo, para ciertos valores de los parametros que definen a las expresiones de las
mismas. Ademas trabajaremos en las variables reales y, por ser funciones de dos
variables, las graficas se corresponderan entonces con superficies en R3.

Segun el espacio denotaremos a las funciones de onda Wy, Wy1, a2 v Pus-
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6.2.1 Funcion de onda correspondiente a D1

Para el espacio D1 la funcion de onda es la dada en 3.3.2:

Lle(r' S) =
= [(r-—= . A cos0 (r — —F—3) J1 (WaEsend (s + —F—y3
—\/(r 4Ec059)(s+4Esen9) ]%(3 4E cos 6 (r 4Ec059) )15(3 4Esen6(s+4Esen9) )
Tomando, a manera de ejemplo:

0= T

-3

p=1

E=3,

en donde la energia E es expresada en unidades coherentes con las unidades atomicas

mencionadas en 2.9.2, graficaremos entonces la siguiente funcion:

qul(r' S) =

NS
N

3 3
L) (2 et 1 PO S W oo (U
r— i = ’ cosZ| r— s 1| = f senZ| s
3\ 3 3 T 12cost/ "3\ 3 3 12cos%

12 cos% 12 cos=

W)
W)

S .
! 12senZ

para r >
3

12 cos

Wy

A continuacion presentamos dos graficas de la funcion Wy, (7, s), en donde se

aprecia un claro comportamiento oscilatorio dado por las funciones de Bessel.
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Figura 6.7: Wy, Grafica 1

Figura 6.8: Wy, Grafica 2
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6.2.2 Funcion de onda correspondiente a M1

Para la superficie M1, la funcidén de onda obtenida en 4.2.7 es

1/2

Yy (u,v) = (A cosh (%v) + B sinh (\/V_gv)) (u — V_Z) Ja <§\/ﬁ (u _ y_2)3> ’

12E 3 12E

Tomando:

obtenemos la funcidén

1/ %
Pt = e 3) s3] (+-30) (o2 )

1
para u>§,—00<v<oo.

En la proxima pagina se puede apreciar la interesante grafica de esta funcion.
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6.2.3 Funcion de onda correspondiente a M2

La funcién de onda para la superficie M2 fue obtenida en 4.2.2,

1/2 3
Wy (u,v) = ey(v+%+g_lzf) u+ v Ji| 2VBE (u+ vy
4E 3\3 4E ’

2
para u>—Z—E ,—00 < v <00,



168

Tomando:

entonces

u 1,2
Yo (u,v) = e~(v5+35) (u + E)

/1 (2 (“ * %))

1
parau>—E,—00<v<00.

Algunas graficas para esta ultima funcion de onda:

Figura 6.10: Wy, Grafica 1
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Figura 6.11: Wy, Grafica 2

6.2.4 Funcion de onda correspondiente a M3

Para el espacio M3, la funcion de onda se obtuvo en 4.2.3.

Expresada en las variables (r, w):

14 14 y? Yz y? :
Wy = L in [ —— L 2 L
M3 (T, w) = <A cos (\/§W) + Bsin (ﬁw)) <r 12E> ]% 3 12E (r 12E> .
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Tomando:

la funcion queda expresada de la siguiente manera

e = (s (5] =50 () (=) (4 -2) )

1
para r>§,—00<w<00.

Figura 6.12: ¥);; Grafica 1
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Figura 6.13: Wy,3 Grafica 2

Expresando ahora a W3 en funcion de las variables (u,v) para los mismos

valores de ¥, E, A y B obtenemos:
1/2

) = (s (572) -sn(572) () (45 ) )

1
36"

u+v
para —— >

Procediendo a graficar esta funcion, se obtiene:
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Figura 6.14: Grafica de Wy3(u, v)

Es interesante observar el comportamiento oscilatorio de todas las graficas,

debido a las funciones sinusoidales y a las funciones de Bessel.

6.3 Curvatura Gaussiana

Como habiamos discutido en la seccion 5.6, las curvaturas de estos espacios son
funcionalmente muy similares. Ademads, salvo para la superficie M3, la curvatura
Gaussiana es independiente de v.

A manera de ejemplo graficaremos las funciones Kp; y Kys.



o Kysz(u,v) =
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Entonces:

o Kp,(u,v) =$ 2 u+0.

Figura 6.15: Grafica para Kp; (u, v)

En la figura se aprecia la rapida disminucion de Kp; cuando u crece.

i) ut+v=+0.
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Figura 6.16: Grafica para K5 (u, v)

También observamos aqui la disminucion de K, ;al crecer u y v.



CAPITULO 7
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En este trabajo hemos propuesto distintas métricas para las cuales es factible
resolver la ecuacion estacionaria de Schrodinger mediante el método de separacion de
variables. Estas métricas fueron deducidas a partir del espacio de Darboux Tipo I,
denotado D1, el cual es una superficie de curvatura no constante y en donde ya es
conocida la solucion de la ecuacion. Tomando como referencia a dicho espacio
introdujimos modificaciones en la métrica que lo define de manera tal que la expresion de
la ecuacion de Schrodinger para las nuevas métricas obtenidas sea una EDP que se pueda
separar.

Las modificaciones mencionadas en el parrafo precedente no fueron introducidas
al azar sino que previamente, y trabajando en D1 (o sea, dejando fijo el espacio),
estudiamos la manera de aumentar el grado de complejidad de la expresion de la ecuacion
en dicho dominio, manipulando la misma mediante la introduccion de nuevos términos
de manera tal que la nueva EDP asi obtenida se pudiera resolver empleando el método de
separacion de variables. Posteriormente nos preguntamos de qué tipo de métricas puede
provenir dicha expresion. De esta manera profundizamos en el entendimiento de la
interrelacion entre ecuacion y espacio. El plan es claro: dejar fijo el espacio y modificar
la ecuacion; y dejar fija la ecuacion y modificar el espacio. Esta fue nuestra linea de
trabajo, que nos condujo a la obtencion de las métricas y familias de métricas presentadas

en el Capitulo 4, y que hemos, entonces, tratado a que fuesen el resultado de una juiciosa
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combinacién de los métodos heuristico y algoritmico. Consideramos que el método aqui
esbozado es una poderosa herramienta para estudiar el comportamiento de una ecuacion
diferencial y encontrar nuevos espacios o nuevas variables en funcion de las cuales poder
resolverla.

No podemos dejar de mencionar también que hemos realizado un estudio
geométrico del espacio D1 y de las demas superficies obtenidas, calculando su curvatura
y obteniendo (y resolviendo para DI1) las ecuaciones de sus geodésicas. También
presentamos parametrizaciones de D1, M2 y M3 como superficies de revolucion
inmersas en el espacio Euclidiano R3. Es muy importante poder realizar el estudio
geométrico de un espacio ya que la fisica de un sistema definido en un cierto dominio
depende en gran medida de la geometria del mismo. Un claro ejemplo de lo
anteriormente dicho se presenta en la Teoria de la Relatividad, en donde Einstein explico
el movimiento de los cuerpos celestes a través de las geodésicas del espacio, y en donde
la geometria (o sea, la métrica) es consecuencia de la distribucion de masas en el mismo.

Como trabajo a futuro podemos mencionar los siguientes puntos:

e Realizar estudios de Mecanica Cuantica en las nuevas superficies obtenidas en

este trabajo. Tal como se ilustra en referencias [1] y [2] para los espacios de
Darboux, estudiar la stper-integrabilidad, la busqueda de potenciales y los
aspectos relacionados a las integrales de linea de Feynman en los nuevos
dominios aqui presentados.

e Aplicar la metodologia desarrollada, ahora a partir de los espacios de Darboux

D2, D3 y D4 con el objetivo de generar nuevas superficies y familias de
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superficies en donde la ecuacion de Schrodinger estacionaria se resuelva
mediante separacion de variables.

e Estudio geométrico y clasificacion de las nuevas superficies asi generadas.

e Estudiar las posibles interrelaciones de las métricas presentadas en este trabajo
en relacion a cambios de variable. O sea, investigar si existen sustituciones
que vinculen a estas métricas.

e Extender este tipo de estudio a variedades Riemannianas de dimension 3.

e Como este método puede ser utilizado para estudiar cualquier ecuacion
diferencial, aplicarlo a las ecuaciones que nos interese conocer y resolver.

e Profundizar el estudio geométrico de las nuevas superficies aqui obtenidas,
estudiando si las mismas presentan otras curvas importantes ademas de las

geodésicas.

Concluiremos este trabajo compartiendo una profunda reflexiéon de Max Planck
(1858-1947), célebre descubridor de los cuantos:
“La Ciencia no puede resolver el grandioso misterio de la Naturaleza.
La razon es, que en el ultimo andlisis, nosotros somos

parte del misterio que estamos tratando de resolver.”
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