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ABSTRACT

In this work we give a brief introduction to the algebra of Colombeau "G", in which the product
of distributions is defined, and we show some important relations in this algebra, such as the
association "~" . We consider a problem of Riemann for a system of Partial Differential
Equations (P.D.E’s) that describes a linear elastic body with a constant density. The unknown
functions are the velocity and the stress. Next we use some numerical schemes to find a
numerical solution for this system. Since the system is nonconservative, we rewrite it in
conservative form, and for that system find the explicit form of the weak solutions.

The numerical results suggest that the solutions can be considered as a superposition of two
traveling waves that are represented by discontinous functions. Since the system of P.D.E’s has
nonlinear terms which induce distribution products, we use the association in "G" to give a
meaning to the above mentioned terms. In this way, following the ideas of Colombeau, we find

the explicit form of the solutions in"G", which are not in the literature we have reviewed.

i



RESUMEN

En este trabajo damos una breve introduccion al algebra de Colombeau "G", en la cual tiene
sentido el producto de distribuciones y mostramos algunas relaciones importantes de esta algebra
tal como la asociacion "~" . Consideramos un problema de Riemann para un sistema de
Ecuaciones Diferenciales Parciales (E.D.P) que describe un cuerpo lineal eléstico, en el cual la
densidad es tomada constante. Las funciones desconocidas son la velocidad y el esfuerzo.
Después utilizamos algunos esquemas numéricos para encontrar una solucion numérica a este
sistema. Dado que el sistema es no-conservativo, lo escribimos en forma conservativa y para este
sistema encontramos la forma explicita de las soluciones débiles.

Los resultados numéricos sugieren que las soluciones pueden ser consideradas como una
superposicion de dos ondas viajeras que representamos por medio de funciones discontinuas.
Dado que el sistema de E.D.P tiene términos no lineales, los cuales inducen productos de
distribuciones, entonces usamos la asociacion en "G " para dar un significado a dichos términos.

Asi, siguiendo las ideas de Colombeau, hallamos la forma explicita de estas soluciones en "G",

las cuales no se encuentran en la literatura revisada.

11



AGRADECIMIENTOS

Agradezco todo el apoyo, paciencia y colaboracion brindada por el

Dr. Krzysztof Rozga.

Agradezco a los profesores:
Dr. Lev Steinberg, Dr. Héctor Salas, Dr. Félix Fernandez
miembros del comité que leyeron el trabajo e hicieron sugerencias valiosas.

v



TABLA DE CONTENIDO

ABSTRACT I
1 INTRODUCCION 8
1.2 LITERATURA REVISADA ......coiiiiiiiitiiie e e e e eeect et eeeeeta e e e e e ee ettt e e e e eeeetaaaeeeeeeeettaaaeaeeeeeeetaaseeeeeeeensnnreeeees 11
1.3 DEFINICIONES BASICAS ......cooutieiietiee ettt et e e e e e e e e e e e e e e e e eas e e e eeaneeeeenaeeeeetneeeeenneeseenneeeenn 11
2 ALGEBRAS DE COLOMBEAU 15
2.1 CONSTRUCCION DEL ALGEBRA DE COLOMBEAU ........ccuvttiiiieieeeiteeeeeeieeeeeeaeeeeeeaseeeeeneeeeeneseseesneeseenneeesennens 15
2.2 RELACION DE ASOCIACION........ociiotiieeeeteeeeeeaeeeeeeteeeeeeeeeeeeaeeeeeaeeeeeeaeeseeaeeesenareeeeeseeseenssesensseesennneeeeennnees 20
2.3 EJEMPLOS DE DISTRIBUCIONES ASOCIADAS ....vvviiiieiiieititeeeeeeeeeeiiaeeeeeeeeeesistaseeseseeessssssesseesssessssressessssmnsnees 21
2.4 ALGEBRA DE COLOMBEAU SIMPLIFICADA .....uvvvviiiieeiieieeeeeeeeeeeesiteeeeeeeseessssaeeeeessessssssssseeesssnssnsesessssemnsnees 32
3 UN SISTEMA DE ECUACIONES PARA UN CUERPO ELASTICO UNIDIMENSIONAL Y
SUS SOLUCIONES NUMERICAS 37
3.1 EL SISTEMA DE ECUACIONES .....outtiiiiiiiiiiitieeeeeeeeeeeeteeeeeeeeeeetaaeeeeeeeeeeaareeeeeeeeesaasereeeeeeeesataeseeeeeeeenrnnreeeens 38
3.2 EL ESQUEMA NUMERICO ......uvtiiiitiiieiiieeeeeeeeeeeeeee e e e et e e seeaeeseeaaeeeseneaeessenaeeesasseeesensseessasseeesantaeessnsseessanseeenns 40
3.3 ESTABILIDAD DEL ESQUEMA NUMERICO ......ccoiuviiiiiiiieeieeeieeeeieeeeeeeeeeeseeeeeeeesteeesesseessssseeesssseessnsseesssnseeesns 42
3.4 SOLUCIONES NUMERICAS DEL PROBLEMA DE RIEMANN ......cccouiiiiiiiieeiitieeeeeteeeeeieeeesetveeeseneeesseneessnnneeeens 50
3.5 ESQUEMA NUMERICO MODIFICADO.......cccouutiiiieeteeeeteeeeeeeeeeeaeeeeeaeeessesaeeesssseeesansseessnsssessssseessssseesssseeesns 56
3.6 ESQUEMA NUMERICO ALTERNATIVO ......cccueieiereeeeeiueeeeeeiseeeeeiteeeeeeseeeeeesesesessessensssesessseesenssesssnsreesesneeeans 62

4 EL SISTEMA EN LA FORMA CONSERVATIVA Y SOLUCION DEBIL DEL PROBLEMA DE

RIEMANN 64
4.1 TRANSFORMACION DEL SISTEMA EN LA FORMA CONSERVATIVA ....ccouviiiiiiieeeiieieeeeieeeeeieeeseeveesesneeesenneas 64
4.2 CONSTRUCCION DE LA SOLUCION DEBIL DEL PROBLEMA DE RIEMANN .......cccoiiiiiiiiiiieiieeeeecieeee e s 65

5 SOLUCIONES EN EL ALGEBRA DE COLOMBEAU 73
5.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMAL . ........cetttuuttrteeeeeieitueeeeeeeeeeeaaeeeeeeeseessaeeseessseessssssseeseseesssansseeessssnsnsseeees 73
5.2 CONSTRUCCION DE SOLUCIONES.........uutteeiiutteeeiteteeeeuteesseseesessseesessseessssaesesssseesassssessaseeessssseesssseessssseeesns 74
5.3 FORMA EXPLICITA DE LAS SOLUCIONES .......oeeiiittteeeiueeeeeeiseeeeeiseeeeeeseeeeeseseeessessenssesessseesensseseenseesenneeeans 78
5.4 COMPARACION DE LAS SOLUCIONES EN EL ALGEBRA DE COLOMBEAU CON LAS SOLUCIONES NUMERICAS 81
IR D) 151616157 (6) SRR 86

6 CONCLUSIONES 88

7 TRABAJO FUTURO 89

APENDICE A. 92

APENDICE B 94

APENDICE C 96




TABLA DE FIGURAS

Figura 3.4.1 Esquema C.C.R .....cooiiiiiiiiiieecee ettt ettt st 50
Figura 3.4.2 ESQUEMA C.C.R ....ooiiiiieee ettt 51
Figura 3.4.3 Esquema C.C.R .....cooiiiiiiieiieeetee ettt ettt e 51
Figura 3.4.4 ESQUEMA C.C.R ....ooiiiiieieee ettt et 52
Figura 3.4.5 Esquema C.C.R .....oooiiiiiiiiiieecee ettt ettt et e 52
Figura 3.4.6 ESQUEMA C.C.R .....ooiiiiiiieee ettt 53
Figura 3.4.7 ESQUEMA C.C.R ....ooiiiiieieee ettt et e e s 53
Figura 3.4.8 Esquema C.C.R .....coooiiiiieiieiecee ettt ettt ettt e 54
Figura 3.4.9 ESQUEMA C.C.R ....ooiiiiiieieee ettt et 54
Figura 3.4.10 ESQUema C.C.R .....ccciiiiiiiieieetee ettt e 55
Figura 3.5.11 Esquema C.C.R.M .......ccciiiiiiiiiiiecciieeee ettt s s e e s 59
Figura 3.5.12 Esquema C.C.R.M ......ccciiiiiiiiiiiieiectee ettt e 60
Figura 3.5.13 Esquema C.C.R.M .......ccciiiiiiiiiieeeeeeee ettt e e e s 60
Figura 3.5.14 Esquema C.C.R.M ......cociiiiiiiiiiiiieeetee ettt et e 61
Figura 3.5.15 Esquema C.C.R.M .......cooiiiiiiiiiecie ettt e e e s 61
Figura 3.6.16 Esquema C.R.IN.P .......cccoiiiiiiiiieec et 62
Figura 3.6.17 Esquema C.R.IN.P ......cooiiiiiiiiiec e 63
Figura 4.2.18 Solucion DEDil.........coooiiiiiiiiieiiieccie ettt 69
Figura 4.2.19 Solucion DEDil...........cooiiiiiiiiiiiiiieeiee ettt 70
Figura 4.2.20 Solucion DEDil.........coooiiiiiiiiiiiiieciie ettt 70
Figura 4.2.21 SoIucion DEDil.........coooiiiiiiiiiiiiiieciee et 71
Figura 4.2.22 Solucion DEDil.........ccooeiiiiiiiiiiiiiece ettt 71
Figura 4.2.23 Solucion DEDil.........c.cooiiiiiiiiiiiiiieeiee e 72
Figura 5.4.24 ASpPecto MaCTOSCOPICO ....everuvireiiieeeiieeniieeriieeesiteeetaeeeireeeaaeeeseeesbaeesnseeesnseeas 82
Figura 5.4.25 ASPECtO MaCTOSCOPICO ...ccuvievieeiieiieeiieniieeieesiteeteeseteeseesiteesseesereeseesnseenseennns 82
Figura 5.4.26 ASPEcto MaCTOSCOPICO ....vveiuvireiiieeeiiieesiieeriteeesereeeiteeeireeeaaeeeseeeeraeesnseeesnneeas 83
Figura 5.4.27 ASPEcto MaCTOSCOPICO ....vveeuvieeiiieeeiiieeiiieesiteeeseteeeiteeeiteeeaaeeeseeesseeesnseeeenneeas 84
Figura 5.4.28 ASPECtO MaCTOSCOPICO ...ccuvievireuiieiieeiieniieeiiesiteeteesiteeteesiteenseessreeseesnseenseennns 85
Figura 5.4.29 ASpPecto MaCTOSCOPICO ....eeevuvireiiieeiiieeiiieeriieeeciteeeiteeeereeeareeeaeeesseeesnseeeenneeas 85
LISTA DE TABLAS
Table 5.3.1 Forma Explicita de las Soluciones en "G" ..........ccooiieiieiieiieeieeeeeeeee e 78
Table 5.3.2 Forma Explicita de las Soluciones en "G" ..........cccoeieiieiieiieeieeeeeeeee e 79
Table 5.3.3 Forma Explicita de las Soluciones en "G" ..........cooovoiiiiiiiiiiieeieeeeee e 80

Vi



L1sTA DE SIMBOLOS

Supp(p)  Soporte de una funcion ¢ sobre R.

c” Espacio de las funciones infinitamente diferenciables sobre R .
Cy Espacio de las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto.
D=Cy Espacio de las funciones de prueba sobre R .

T Funcional lineal continua sobre D .

D Espacio de las distribuciones sobre R .

0 Operador diferenciacion.

H)Y Funcion 6 distribucion de Heaviside.

o Distribucion delta de Dirac.

H Derivada de la Funcion de Heaviside.

T*g@ Convolucion de T con ¢ .

N, El conjunto de los nimeros enteros no negativos.

Z El conjunto de los numeros enteros.

R El conjunto de los nameros reales.

E, Clase de todos los mapeos de crecimiento moderado.

N Espacio nulo.

~ Asociacion.

G Algebra de Colombeau.

G Algebra de Colombeau Simplificada.

" Producto en G.

S(R) Espacio de Schwartz.

u(x,t) Velocidad.

o(x,t) Esfuerzo.

uy(x) Valor inicial para u(x,t).

o,(x) Valor inicial para o(x,?).

u, Derivada parcial de u(x,?) en la variable ¢.

u, Derivada parcial de u(x,?) en la variable x.

BV (R) El conjunto de funciones de variacion acotada sobre R .
C.C.R Esquema numérico de Colombeau, Cauret y Le Roux.

C.C.RM Esquema numérico C.C.R modificado.
C.N.P.R  Esquema numérico alternativo de Colombeau, Le Roux, A.Noussair y B.Perrot.



1 INTRODUCCION

En el afo 1927 Dirac [13] coloc6 los fundamentos de la teoria cuantica, cuantificando el campo
electromagnético clasico. Exitos y fallas del quantum electromagnético fueron inmediatos. El
¢xito fue debido al hecho que la teoria condujo a resultados numéricos en acuerdo con los
experimentos. Estos fueron obtenidos por el uso injustificado de aproximaciones e
inmediatamente después de mejorar estas aproximaciones conducian a cantidades infinitas sin
sentido. Puesto que la teoria fue hecha de computos sobre objetos matematicos que no fueron
rigurosamente definidos este hecho no nos puede sorprender; los objetos matematicos que fueron
tratados en estos computos fueron las funciones diferenciables sobre los reales y operadores real
valuados, los computos utilizados fueron la diferenciacion, la multiplicacion e integracion.
Veinte aflos mas tarde con algunos procedimientos se lograron descubrir resultados finitos de
estas cantidades infinitas que dieron un resultado numérico en perfecto acuerdo con los
experimentos realizados.

Las bases de la teoria matematica de funciones generalizadas fueron puestas por el matematico
ruso S.L. Sobolev en 1936 cuando aplicod sucesivamente funciones generalizadas al estudio del
problema de Cauchy para sistemas hiperbolicos.

Después del éxito de la teoria de distribuciones de Schwartz, fue descubierto en los afios 50 que
los objetos matematicos mas simples de la teoria, los operadores de campo libre, no eran
funciones sino distribuciones. Puesto que los computos cldsicos comienzan con el producto de
operadores libres de campo, la carencia de un producto general de distribuciones esta en el origen

de la teoria cuantica.



Estos conceptos proporcionan un sentido matematico riguroso a los computos clasicos de la
fisica que son nuestra motivacion.

En el analisis y la fisica matematica surgen frecuentemente dificultades relacionadas con la no
diferenciabilidad de diversas funciones. Como es bien sabido los sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales han sido de gran importancia para modelar el comportamiento de
materiales elésticos.

Consideremos como en [2],[3] el siguiente sistema de E.D.P.

* u,+uu, =0,

o, tuc, =u,

u(x,0) = uy(x)

Sujeto a condiciones iniciales
o (x,0) =0, (x)

donde u,(x),0,(x) son funciones discontinuas.

En los estudios de las ondas de choque [6] hay la necesidad de considerar las soluciones no

diferenciables, que tipicamente tienen la forma ApH(x—ct)+p, , donde Ap, ¢ y p, son

ciertas constantes y H es la funcion de Heaviside. Como es bien sabido, estos problemas no
lineales en elasticidad, tienen naturalmente forma no conservativa. Si las ecuaciones diferenciales
tienen la forma conservativa, entonces existe un procedimiento estandar de dar sentido a tales
soluciones. Sin embargo, en caso no conservativo uno tiene que bregar con expresiones de la
forma HJ, donde O es la distribucion Delta de Dirac. Tales expresiones no estan definidas en la
teoria de distribuciones de Schwartz, pero tienen un sentido en el algebra de funciones

generalizadas de Colombeau "G"[1], [4].



De hecho, J.F. Colombeau y A.Y.Le.Roux [3] son los primeros en plantear los problemas
relacionados con el uso de dichas algebras para los estudios de las ondas de choque.

En el Capitulo II presentamos conceptos basicos sobre el Algebra de Colombeau "G", dentro
de la cual encontramos una nueva herramienta que nos permite dar sentido a términos no lineales
que implican multiplicacion de distribuciones, esto es la Asociacion "= ".

En el Capitulo III mostraremos los esquemas numéricos desarrollados por J.F. Colombeau y

A.Y.Le.Roux [3], J.J. Cauret [2] y H.A. Biagioni [4], para resolver (*).
También daremos una demostracion del Teorema de Estabilidad mas detallada que la mostrada

en [4] para este esquema, cuando el valor inicial para u es u,(x) = 0. Luego modificaremos el
esquema para u,(x)<0. Este esquema obtenido no se encuentra en la literatura revisada.
Finalmente mostraremos algunos resultados numéricos para u,c en ambos casos.

En el Capitulo IV transformaremos el sistema de ecuaciones (*), el cual no es conservativo, a la

forma conservativa; luego encontraremos las soluciones débiles de éste, la forma explicita de
estas tampoco se encuentra en los trabajos que estudiamos; por Ultimo mostraremos algunas

graficas de estas soluciones en varios tiempos. Finalmente en el Capitulo V, resolvemos (*)en

G . Para esto usamos los hechos discutidos en [10]. Esto nos permite encontrar la forma explicita
de estas soluciones; cabe resaltar que esta forma explicita no se encuentra en la literatura revisada.
Luego las compararemos con las soluciones numéricas y observamos que ellas son aspectos
macroscopicos de las soluciones en G, en una de las tres clases posibles. Al final de este
capitulo daremos una breve discusion de los resultados obtenidos.

Las soluciones numéricas en el capitulo III, se consiguen usando Matlab. Para obtener las

soluciones explicitas en IV y V nos ayudamos con el programa Mathematica.
10



1.2 Literatura Revisada

Durante todo nuestro trabajo para algebras de Colombeau, seguimos las definiciones basicas y la
notacion utilizada en M. Oberguggenberger, [1] y H.A. Biagioni, [4]. Para las definiciones mas

simples, seguimos la notacion usada en G. Shilov, [11], R. Kamwal, [12] y F. Tréves, [14].

1.3 Definiciones Basicas

Definicion 1.3.1

Sea @(x) una funcion real definida sobre —oo < x < oo . El soporte de una funcion continua ¢ es
definido como la clausura del conjunto que consiste de todos los puntos x tal que ¢@(x)#0,yes

denotado por Supp(¢), [12].
Definicion 1.3.2
Una funciéon ¢(x) es llamada una funcion de prueba si:

e ¢(x) es infinitamente diferenciable; tales funciones son llamadas funciones C” .

e ¢(x)tiene soporte compacto, [12].
Definicion 1.3.3

El espacio D es definido como el conjunto de todas las funciones infinitamente diferenciables

con soporte compacto, dicho de otra forma es el espacio de las funciones de prueba, [12].

11



Definicion 1.3.4

Un funcional lineal 7" sobre el espacio D es una operacion por medio del cual asignamos a

cualquier funcion de prueba ¢ un nimero real, denotado por (7',¢) y que cumple
(T,c0,+c,0,) =c(T,0)+c,(T,p,) Vo,,0, €D Vc,,c, eR,[12].

Definicion 1.3.5

yeen

@, se desvanecen fuera de la misma reguion acotada y convergen uniformemente a cero junto

con sus derivadas de cualquier orden.

yeen

ceroen D, [11].
Definicion 1.3.6
Un funcional lineal 7 sobre D es continuo si la sucesion (7', ¢, ) converge a (T',¢), cuando la

sucesion de funciones {¢, } converge a ¢ ,[12].

Definicion 1.3.7

Una funcion f(x) es localmente integrable en R, si J- | f (x)|dx existe para cualquier region
Rl

acotada R, de R. [12]

Definicion 1.3.8

Un funcional lineal continuo sobre el espacio D, es llamado una distribucion.

12



Las distribuciones mas sencillas son las generadas por funciones localmente integrables. Una

funcion localmente integrable f genera una distribucion através

(f0) = [ f()p(x)dx.
Estas reciben el nombre de distribuciones regulares y todas las otras se llaman distribuciones

singulares. Dentro de las distribuciones singulares tenemos la distribucion delta de Dirac "o",

esto es:

(0,0)=¢(0).

O sea que O es el funcional que asigna a cada funcion de prueba ¢ el nimero ¢(0),[12].

Definicion 1.3.9

El espacio D'se define como el espacio de todas las distribuciones,[12].

Definicion 1.3.10

Sea 0 el operador diferenciacion y sea 7 una distribucion. Definimos la derivada distribucional
de T, OT por: (0T,p)=—T,0p) donde Op=¢'.

Las derivadas de orden superior las podemos definir, repitiendo este proceso.

De lo cual resulta:  (0*T, ) = (=1)*(T,0"¢) , [12].

Ejemplo 1.3.9.11

1 x>0

Muestre que H =&, donde H(x) =
0 x<0

13



Sea ¢ € D, Sabemos que

<H'a¢> =<8Ha¢> :_<Ha¢'>

L) © 0
= —j Hodx=— I Qdx= I @ dx=@(0) pues ¢ es de soporte compacto
—0 0 ]

=p(0)=(5,p) VeD,dedonde concluimos que H =5 .

Definicion 1.3.12

Sean @ € C* y T e D una distribucion. Si al menos uno de los dos conjuntos Supp(¢) 6

Supp(T') es compacto, entonces la funcién x —(7,,@(x—y)) es una funcion C”, llamada la

convolucién deg con T ; y denotada por ¢*T o T *¢@, es decir: Vxe R
(T*9)(x)=(T,,p(x-y)).

La notacion 7, significa que la distribucion T actua sobre la funcién ¢(x — y) que depende de la

variable y . Cuando la distribucion T es generada por una funcion localmente integrable f*, [14]

entonces:

(Tp(x=y) = [ fWlx—y)dy.

14



2 ALGEBRAS DE COLOMBEAU

2.1 Construccion del algebra de Colombeau

Consideremos el conjunto 4, definido para cada g € N de la siguiente manera:

Aoz{CDeD: '[CD(x)dle}
y para ¢ >0

qu{CDeD: TCD(x)dx=l A ijq)(x)dxzo,léjéq}.
Lema 2.1.1

Paracada qeN, 4 #J.

Demostracion

Tomemos ¥ € D, que es par y que cumple la condicion _[ v (x)dx =1. De esta manera tenemos

—00

que ¥ € 4, ya que _[ w(x)dx=1y j xy(x)dx =0. Entonces 4, #J .

Luego, dado tal i, definamos ¢ =i + Ay donde Aes un pardmetro a determinar, y veamos

que g€ 4.

0

jgpdx:T (W + Ay )dx = jy/dme wdx=1+Ay' |7 =1.

—0

0

—00

15



o0 0 o0

Luego j x@dx =J. (xy + Axy dx = j xl//dx+iJ. xy dx que después de integrar por partes

—00 —00

resulta en:
.T xqdx =]3 xwdx+ Alxy |7 - ]E v dx] =T xl//dx—/ljz wdx = ]E xypdx=0,es decir gpe 4.

Ahora encontremos A para el cual ¢ € 4,, por lo cual basta probar que j x’¢@dx =0 . Pero

—00

j x*pdx =J. X wdx+ A j x”y dx . Luego, integrando por partes tenemos que:

i 2 T 2 2 "o i ! i 2 o0 i

j X @dx =J. X wdx+ A xy ‘% —2j xy dx]= J. X l//dx—2ﬂ[)a//‘% - '[ wdx]

Por tanto J.xzqodxz j le//dx+2lj wdx . Entonces para que j x’@dx =0 necesitamos que

A=(-1/ 2)]E x’wdx . Paraeste A, € 4,,lo que demuestra que 4, # D .

De hecho, porque para y par, ' también es par, se obtiene que ¢ € 4, ; es decir 4, # .
Inclusive si redefinimos ¢ =y + Ay + Ay y si tomamos A, =(-1/ 4!)? x*wdx entonces
obtenemos que ¢ € 4,. De esta manera se forma una cadena infinita descendente de conjuntos

no vacios asi:

A, 204 D4, Q...QAq.D

Uno puede demostrar que ﬂ 4,=93.
0

16



Ahora pasemos a construir el algebra de Colombeau sobre R, la cual denotaremos por G. Para
ello definamos £ = (C*(R))*™, que es la clase de todos los mapeos u: 4, — C” .
Sobre E introducimos la estructura de un algebra diferencial. Seanu,ve E y ¢ € R . Entonces
definimos operaciones pertinentes y la derivacion O asi:
(u+v) (@) =u(p)+v(p)
(cu)(p) = cu(p)
(wv)(@) = u(p)v(p)
(Ou)(@) = 0(u(¢)), paracada ¢ € 4,.
E esun algebra diferencial sobre R, en el sentido que:
e La derivacion 0 es un operador lineal es decir Vu,veE y Vr,seR ,
O(ru+sv)=rou + sov
e Cumple la regla de Leibniz para el producto en £ :
o(uv) =u(ov)+(ou)v. 2.1.2
Veamos solamente que en E se cumple la regla de Leibniz.
(Ov))(@) = 0((uv)()) = u(@)0(V(@)) + O(u(@)v(@) = Wd(v))(@) +(0(u)v)(¢) de donde
Owv))(@) = wo(v)) @)+ (O(u)v)(@) = (uo(v)+o(u)v)(¢) . Por tanto cumple (2.1.2).
Ademas tenemos un mapeo lineal inyectivo ¢: D — E talque para cada we D' se tiene que
w)y: 459> wke . 2.1.3

Veamos que / es inyectivo. En efecto, seaw;,w, € D' con £(w,) = {(w,).

17



Entonces por definicion tenemos que w, *@ =w, *¢, y como para cada & >0 se tiene que

ped, <@ €A, donde @, :l(p(fj,portanto WO =W, *@, .
e \¢

Ahora para cada e D, tenemos (w *@_ y)=(w,*@_,) . Luego pasando al limite
cuando € > 0" tenemos de [1] que (w,y)=(w,,y) para cualquier €D . Entonces
concluimos w, =w, yasi { es inyectiva.O

Abhora introducimos el espacio nulo N, el cual consiste de todos los mapeos u € E que tienen
la siguiente propiedad:

Para todo conjunto compacto K — R, para todo a e N, existe un N € N talque para todo

g2 N yparatodo ¢ € 4, , existen constantes positivas ¢ >0, 77> 0 tal que Ve €(0,7)

sup
xekK

O“u(p,, x)| < ce™ 2.1.4

donde se utiliza la notacion u(@,x)=u(@)(x) . También notemos que los elementos de N
tienden a cero mas rapido que cualquier potencia de ¢, cuando ¢ es lo suficientemente grande.

N es una subalgebra cerrada bajo diferenciacion, pero no es un ideal en £, desde que E

contiene elementos de crecimiento arbitrario cuando ¢ tiende a cero. Por ejemplo, si para cada
pe A, u(p)=e” y ¢(0)=1 entonces
u(p,,0)=e”" =" =" 5 o0 cuando £ > 0.

Por tal razon debemos excluir este tipo de crecimiento. Para ello definamos el conjunto £,,, de

todos los mapeos de crecimiento moderado, es decir de todos los mapeosu € E talque para todo
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subconjunto compacto K — R, para todo a €N, existe un N € Ntalque para todo ¢ € 4,, se

tiene que existen constantes positivas ¢ >0 y 77> 0 talque Ve € (0,77),

sup‘@“u(gog,x)‘ <ce™". 2.1.5

xekK
Estos elementos de £ son llamados moderados. Ellos constituyen un algebra diferencial y N es

unidealen E,, .
: . E, :
Finalmente, nosotros definimos G = N En otras palabras G es el conjunto de todas las clases

de equivalencia de todos los mapeos u € E,, modulo N . Por tanto si U € G entonces:
U=[u]l=u+N
donde uek,,.

Ademas las operaciones en G tales como diferenciacion, adicion y multiplicacion estan

definidas mediante los representantes en £, . En particular para U,V € G :
U-V=[u][vl=[uv].

El espacio D es considerado como un subespacio de G, pues cualquier distribucion w sobre R

es considerada como la clase del mapeo moderado /(w)(¢@)=w=*@ y { es inyectiva.
De esta manera escribimos que D' = G .

Es de notar que el algebra C* de todas las funciones infinitamente diferenciales sobre R , es una

subalgebra de G, pues cualquier f € C” es considerada como la clase del mapeo constante,
u,: 4, > C" talque u (¢,x)=f(x) . También podemos aplicar a f el mapeo ¢, [1]
perou, —((f) € N entonces[u,]=[{(f)] . Recordemos que en teoria de distribuciones no se
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define el producto de ellas. Ahora dado que D' G entonces en G si podemos multiplicar
distribuciones arbitrarias. Luego como G es un algebra diferencial que contiene a las

distribuciones, entonces G es también invariante bajo la superposicion de funciones suaves

polinomialmente acotadas, es decir si [u, ],[u, ],[u;],...,[u, ] son miembros de G y F €O,, (R"),
entonces se tiene

F(lu, [y, [, D) = [F (15,51, ]
Aqui O,,(R"™) consiste de todas las funciones suaves C”, cuyas derivadas no crecen mas rapido
que polinomios de |x| .

Finalmente indicamos que si we D entonces [/(w)], lo denotaremos por w mismo.

2.2 Relacion de asociacion

Definicion 2.2.1

Un elemento U € G se dice que admite una distribucion asociada we D , si U tiene un

representante u € £, tal que:

para todo € D existe N e N tal que paratodo ¢ € 4,

lirr(}Tu((pg,x)(//(x)dx =(w,y) .

Decimos que U, y U, son asociadas y escribimos,U, = U, ,si U, -U, =0.
Sea T una distribucion, decimos que una funcién generalizada U € G, tiene a 7 como aspecto

macroscopicosi U =T .
20



A continuacion daremos algunos ejemplos de elementos de G que admiten una distribucion

asociada.

2.3 Ejemplos de distribuciones asociadas

Ejemplo 2.3.1

Mostremos que x-0(x) =0, donde J(x)es la distribucion Delta de Dirac con soporte {0} .
Notemos que x-0(x) # xo(x). Segln la teoria de distribuciones de Schwartz

(x0(x),) =(0(x),xr) =0 (0)=0. Por tanto x0(x)=0.Peroen x-6(x) el ""denota el
productoen G .

Ahorasea ¢ € Ayy sea v € D . Es claro que x-0(x) € G y un representante de ¢l es de la

formau(p,x) = xp(x).
X . x . Ex x . t

Luego u(@,,x)==p(=) y lim [ Zp(Z)y (x)dx = hme[ | yco(y)l//(ey)dyj =0.
E E -0 . E E &0 e

Por tanto x-96(x) = 0.

Observacion

Si Uy V' son elementos de G tal que U =V entonces para todo € N, y paratodo F € C”,
tenemos que:

0‘U = o0V

F-U~rF-V
También la asociacion "~ "es preservada bajo la suma es decir si U, ~U,y V, =V, entonces
U +V,=U,+V,.
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Estas son todas las operaciones que son compatibles con la asociacion. La asociacion no puede
ser preservada bajo la multiplicacion de miembros generales de G .
Note que en G, x-5(x) =0 pero x-0°(x)donde 5° =J-5 no esta asociado a cero.

El concepto de asociacion ofrece una generalizacion del concepto de igualdad de teoria de
distribuciones. Desde la asociacion damos la generalizacion del concepto de solucion débil de
ecuaciones diferenciales parciales.

A continuacion daremos algunas asociaciones importantes.

1 x>0

Sea H la funcion de Heaviside H(x) = .
0 x<0

Dado que G es invariante bajo la superposicion de funciones suaves polinomialmente acotadas,

entonces sin(H ) es un elemento de G .
Ejemplo 2.3.2

Probemos que en G ,sin(H) =~ H .

El representante u de sin(H)en E,, es:

u(p,x) =sin[(H *@)(x)] y de esta manera u(¢p,,x)=sin[(H *¢,)(x)].

< 1 x- Tl x—
Por otro lado (H *¢_)(x) = J- H(y);(ﬂ( gy)dy = J-E(D(Ty)d%
—0 0

X

Haciendo el cambio de variable y en z= 7Y tenemos (H*¢p,)(x)= I @(z)dz y asi
€ —0

X

u(p,x) =sin( [ p(z)dz) .
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X

Sea i € D. Luego lirr(} j u(e,, x )y (x)dx :ling I sin( j @(z)dz)y (x)dx. Ahora notemos que la

—00

funcidn integrante esta acotada por una funcion integrable, esto es asi:

X

—00

sin .[ o(z)dz |w(x) S|l//(x)| pues i es integrable. Ademas la funcion integrante converge

casi en toda parte a sin(1)H (x)y(x) . Veamos que esto es asi.

X

Como lim sin[j o(2)dz]w (x) = {Zin(l)l//(X) x >< (())
-0 e X

X

entonces lirrgsin[ j @(z)dz ]y (x) =sin(1)H (x)y(x) casi en toda parte. Ahora considerando el

teorema de la convergencia dominada de Lebesgue tenemos:

X

liirolTu((pg,x)(//(x)dx = 1i§01+fsin(j o(2)dz )y (x)dx

400

= J. ling sin[j o(z)dzly (x)dx

—00

[ sin()H Cow (o) = (sin() H, )

Por tanto sin(H) ~sin(1)H .

Similarmente se demuestra que sin”(H) = sin"(1)H , paracada n e N .
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Ejemplo 2.3.3

Sea F una funcion suave y acotada, entonces F'(0) = F(0).

En efecto un representante de F'(0) es u(@,x)=F ((5 * g/))(x)) =F(p(x)), sea v € D luego

lirr(} j u(e,, xy(x)dx = lirr(} j F(o.(x)(x)dx y dado que la funcion integrante converge casi

en toda parte a F'(0)y(x), esto es:

lim F (l (i)) (x)= FOw(x) x>0 a que @(x) es de soporte compacto
GO R k<o TP P pacto.

También notemos que la funcion integrante es mayorada por una funcion integrable, esto es:

(el oo

que no depende de ¢ . Luego

<C |l//(x)| pues F es acotada y y es integrable, donde C es una constante

im [ ut, .y (o =lim | Fi, (0w (e

= J. lirrg F(@,(x)(x)dx por el teorema de Lebesgue

J P o (s

j F(O)y (x)dx =(F(0),y) ,yasi F(5)~F(0).

En particular como el sinx y el cosx son funciones suaves y acotadas entonces

sin(0) = sin(0) =0 y cos(o) = cos(0) =1.
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Ejemplo 2.3.4

VneNyn>2,H"# Hen G, sinembargo H" = H .
Para demostrar la primera parte razonemos por el absurdo.
Supongamos que dn > 2 tal que H" = H , derivando a ambos lados, obtenemos
nH"'H =H . 2.34.1
Luego multiplicando por H se tiene nH"H = HH . Pero, como H" = H entonces concluimos
que nHH = HH de donde (n—1)HH =0, por tanto
HH =0. 2.3.4.2
Ahora (2.3.4.2) implicaque H*H =0 y H'H=0 Vk=>1.
Asi de (2.3.4.1) concluimos que
H =0
lo cual es una contradiccion, yaque H =3.
Ahora veamos que H" = Hen G .

Un representante de /" es u(@,x) = (H *¢)"(x)de donde u(ep,,x)=(H *¢,)"(x).
Sea i € D . Luego encontremos ling J. u(e,,xy(x)dx = lirr(} j (H*¢,)'w(x)dx.

Notemos que la funcion integrante converge casi en toda parte a H (x)y(x), esto es

X

i 0
‘lgiir(}(H * (ps)nW(x) = £1£I(}(I (p(z)dz)”l//(x) _ {l//(x) x>

0 x<0
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X

de donde ling( I @(z)dz)"w(x) = H(x)w(x) casien toda parte; y como la funcion integrante es

mayorada por una funcion integrable, entonces considerando el teorema de la convergencia

dominada de Lebesgue tenemos:

lim [ u(p,..x)y (x)dx =lim [ (H @, )y (x)dx

= [ (T *g,)"y (x)dx
= [ lim( [ p(2)dz)"w (x)dx = | H(x)y (x)dx = (H,p) .
Asi demostramos que H" ~Hen G.

Comentario

Una caracteristica importante del concepto de asociacién es que abre mds las posibilidades de modelar

fenémenos fisicos. Por ejemplo en la teoria de distribuciones hay un solo objeto en el cual se puede modelar la
discontinuidad de una cantidad de un valor a otro, este se conoce como la funcion de Heaviside H .

También existe solo una representacion del punto de masa, esta es la medida de Dirac O . Esto estd muy bien

para problemas lineales, pero cuando trabajamos con problemas no lineales, no es agradable encontrar un
producto de distribuciones H - & , es aqui donde la asociacién nos ofrece un remedio H - 6 = 5 O, yen general

existe una gran variedad de elementos de G que son asociados con la_funcion de Heaviside., pero no iguales a

esta, ver [1] , por ejemplo H" =~ H .
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Usaremos tales miembros para representar la discontinuidad de algunas cantidades fisicas que permitan
introducir propiedades no lineales deseadas.
A continuacion mostraremos algunos resultados sobre la asociacion, que serdn de gran utilidad

para desarrollar el trabajo.
Ejemplo 2.3.5

Sea H la funcion de Heaviside, entonces para cada neN, 3K eG tal que K~H ,

HK ~("H y HK~——H'
n+l1 n+l1

Demostracion

Sea n e N, sabemos que H""' ~ H , entonces derivando tenemos (H"") =(n+)H"H ~H ,

lo cual podemos escribir asi:

o Y ~ B
n

(nH""'H)H =~ (L)H' esto es

n+l
ny' n !
HH") ~(—)H .
n+l
Luego escojamos K = H" y asi
HK ~(H'
n+l

Es claro que 0<—2 <.
n+l

. , 1 ,
Ademas como (n+1)H"H =~ H entonces H"H'~ _IH pero K = H"y por tanto
n+
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HKz—LJTﬂ
n+1

Proposicion 2.3.6
Sean H la funcion de Heaviside, f €O,, y L= f(H).Entonces L= f(1)H+(1-H)f(0).
Demostracion

Sabemos que un representante de L = f(H) es de la forma:

u(p,x) = [(H *@)(x)) = [ ([ H(Wp(x=y)dy).

Luego Vy eD

+00

Jutp.p =[£G [ HIPE L))y s

—00

= [ £(] HGe=z8)p(2)d2)) (x)dx

Pero la funcidn integrante es acotada por una funcion integrable y ademas converge casi en toda

parte a f(H(x))l//(x) , ya que

lim £ ( I H(x—ze)p(2)dz)y (x) = f(H(x) f p(2)dz)y (x) = f(H(x))y (x)

pues como @ € 4, I p(z)dz=1.

£(1) x>0

De otro lado f(H (x)) = { £(0) x<0

,portanto f(H(x))= f(1)H(x) +f(0)(1 —H(x)).

Ahora, “LI& T u(p,,xy(x)dx = liir(} T f( T H(x—ze)p(z2)dz))w(x)dx

—00
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= ]i £1_r)r3 f (T H(x—z&)p(z)dz)y (x)dx

= [ f(H@W @)dx=(fWH + f0)(1-H),p).

Luego de la definicion de asociacion se sigue que L~ f()H +(1-H) f(0).o
Proposicion 2.3.7

Para cualquier c € R, existen f, g € O,, con las siguientes propiedades:

L fM=1=gMy f(0)=0=g(0).
ii. c:J-f(w)g'(w)dw.

iii. si L=f(H) y K=g(H) entonces LK ~cH y KL=~(1-c)H . Mas aun
(LK) =H'.
Demostracion

Supongamos que L= f(H) y K=g(H).

1
Primero mostremos que LK ~ ( I f (w)g'(w)] H ' .Sabemos que un representante de LK es de
0

la forma u(@,x) = f ((H * )(x))g (H * 9)(x))¢(x) y por tanto,

u(p,.x)= /(| H(x—zz)p(z)dz)g (| H(x—ezm(zz)dzz)écog ).

: : . X
Sea w € D, luego haciendo un cambio de variable v =—, resulta en
£
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+00

[u(g,xw(dx= [ £([ H(e(v=z2)0(z)dz)g (| H(e(v=2,)lp(z,)dz)p(v) (sv)dv

Pero sabemos que H(s(v—2z)=H(Vv-z)y H(e(v—-z,))=H(v—2z,). Asi

+00

[ulp, o (r)de = [ ([ HO=2)p(z)dz)g ([ H=2,)0(z,)dz,)p(0)y (v)dv

—00

Por tanto
lim [ /([ HO=2)p(z)dz)g ([ H=2,00(z)dz, o) (ev)dv =

= [ 7([ )dz)g (| p(z,)dz,)p()y (0)dv
=y () f(Wig (w)dw= <[ [ f(W)g'(W)dWJH',w

donde w = J. o(2)dzy dw=@(v)dv , puesto que H =5 .
Luego por la definicion de asociacion se sigue que
1
LK =~ [ j f(w)g'(w)JH' . 2.3.7.1
0
De manera similar se demuestra que
1
KL ~ ( j f‘(w)g(w)dij' . 2.3.7.2
0

sin(aw)

Tomemos f(w)= a#0,t7,...., y glw)=w.

sin(a)
Asi (i) se cumple de inmediato.
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También notemos que

.[f(w)g'(w)dw= J- sin(aw)dw: 1—cos(a) _

: , a tan(2)y . 2373
, sin(a) asin(a) 2

Sea ¢ € R, y asumamos que la funcién u(a)=a"' tan(%) es restringida a (7[,27z) v, (27z,37z) ,

dado que lim pu(a)=—-00 y lim u(a)=o, y como u(a)es continua en (7[,27I)U(27I,37I) ,
a—sr* a—37"

entonces por una aplicacion del teorema del valor intermedio, tenemos que para c#0 ,
existe a 6(72', 27r)u(27z,37r) talque p(a)=c. Usando esto en (2.3.7.3) obtenemos que (ii) se

cumple.

Notemos también que
[ omg wydw-+ [ 1w gwydw = [[ £ (w)g(w)]dw = £ (w)g(w)|; =1
y por (ii) se sigue que

jf(w)'g(w)dw =1- jf(w)g'(w)dw =1-c. 2.3.74

Ahora reemplazando (ii) en (2.3.7.1) y (2.3.7.4) en (2.3.7.2) obtenemos:
LK ~cH' y KL =~(1—c)H respectivamente; asi (iii) se cumple.
Ahora dado que la asociacion se conserva bajo la suma, entonces

LK +KL ~cH +(1-c)H =H' yde aqui que (KL)I ~H .

El caso ¢ = 0 debe tratarse separadamente, ver [10].0

31



Ejemplo 2.3.8
Consideremos f(w)=w",g(w)=w con L= f(H)=H"y K=g(H)=H luego de (2.3.7.1)
en la demostracion para la Proposicion 2.3.7, tenemos que
1
n

1
LK =~ jw"dw H=—t i yKL~ jnw"’lwdw H=—"H.
0 n+l1 0 n+l

Esto es consistente con el Ejemplo 2.3.5.

2.4 Algebra de Colombeau simplificada

Nosotros ahora definiremos un subespacio Gyde G, en el cual el subindice S se entiende por

simplificada. Consideremos el 4lgebra de todas las secuencias (u,),., € (C*)"™

y su
subalgebra E,, ; formada por todas las secuencias que cumplen con la siguiente propiedad:

Para todo subconjunto compacto K — R, paratodo o € N, existe un N € N tal que

sup‘&“ug (x)‘ =9(¢™") cuando £ - 0".
xeK

Recordemos que la notacion f(z) = 9(¢(z)) cuando z — z, significa que existe una constante
positiva 4 >0 y una vecindad V de z, de modo que |f(z)| < A|¢)(z)| para ze V\ {z,}.
Elideal N de E,, ¢ consiste de todas las secuencias tal que:

Para todo subconjunto compacto K — R, para todo a € Ny para todog € N, se cumple que
sup‘&“ug (x)‘ =9(&") cuando £ —0".

xeK
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E
Ahora definimos G :%. Esta es un algebra diferencial que tiene todas las propiedades
S

esenciales de G , excepto que no hay un mapeo canénico de D' en G.
La derivacion en G, es el operador lineal O siguiente: si G, > U =[R], entonces
oU =[0R].
Sea E el espacio de todas las distribuciones con soportes compactos. Entonces podemos

construir un mapeo de £ en G,de la siguiente manera. Sea S(IR)es el espacio de todas las

: : : . 1
funciones C” que junto con sus derivadas decrecen cuando |x| — 00, mas rapido que — para
X

cada N =1,2,3,.... Es obvio que las funciones de prueba estan contenidas en S(R). Pero es en

S(R) ynoen D, que existe p tal que:
j p(x)dx =1y J. x“p(x)dx =0paratodo a e N, .

Esto nos permite definir el mapeo 7 : E — G, asi: l(w):(w*pg )g>0 para cada we E . Este

mapeo puede extenderse a D', a través del mapeo wi> (w*(yp,)),., donde y es una funcién

>0
suave de soporte compacto idénticamente igual a uno en una vecindad de cero, [1].

También uno puede demostrar que G es una subalgebra de G . De hecho la inclusion de G en
G esdadapor [u] > [¢ > u,, ] donde (@)= sup{|x| cp(x) # 0} .

A continuacion daremos definiciones de algunas funciones generalizadas en Gy.
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Definicion 2.4.1

Decimos que U,,U, € G, son asociados, si y solo si, para cada € D, tenemos
J. [Rl(e,x) - R, (¢, x)]l//(x)dx — 0 cuando £ > 0",

donde R € E,, ¢ esunrepresentante de U, y R, € E, ; es un representante de U, .

Definicion 2.4.2

Sea T una distribucion. Decimos que U € G, tiene a T como aspecto macroscopico [4], si existe

un representante R € £, ;de G tal que para todo y € D se tiene

lim [ R, p (e =(T,p)

Definicion 2.4.3

Una funcion generalizada H en Gy es llamada funcion generalizada de Heaviside, si H tiene un
representante R, € E), ¢ para el cual existe A(¢) >0 tal que A(&) — Ocuando & — 0y cumplen
las siguientes condiciones:

l. R,(&,x)=0 Ve&>0 y Vx<-A4(s).

2. R,(e,x)=1 Ve&>0 y Vx> A(¢).
A(e)

3. j |RH(g,x)|dx—>O cuando € > 0.

—A(e)
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Proposicion 2.4.4

Si Hy K son dos funciones generalizadas de Heaviside, entonces H ~ K .

Demostracion

Sea € D. Luego, como Hy K son funciones generalizadas de Heaviside, entonces existen

sus representantes R, , R, € G, ¢, que cumplen (1)-(3) de la Definicién 2.4.3.

Ahora probemos que .[ [R,(&,x)— R (&,x)}y(x)dx — 0 cuando ¢ — 0. Note que

T [R,(&,x)— R (&,x)}(x)dx = ]ﬁ R, (&,x)y(x)dx— ]ﬁ R, (&,x)y(x)dx. 2.4.4.1
De otro lado
© —A(g) A(e) ©
j R, (&, x)y(x)dx = j R, (&,x)y(x)dx+ J. R, (&,x)y(x)dx+ '[ R, (g, x)y(x)dx 2.4.4.2
—0 —o0 —A(g) A(e)
" —A(e) A(z) %
y j R (&,%)y (x)dx = j R (&, )y (x)dx+ j R (&, %)y (x)dx + j R (,x)y(x)dx . 2.4.4.3
e e —Ae) )

Entonces pasando al limite en (2.4.4.2) y (2.4.4.3) cuando ¢ — 0, tenemos que:

j R, (&, x)y (x)dx — j w(x)dx=(H,p) y j R (&, %)y (x)dx — j w(x)dx=(H,p). 2.4.4.4
—0 0 —0 0

Ahora de (2.4.4.4) y (2.4.4.1) obtenemos que

o0

.[ [R,(&,x)— R, (&,x)}y(x)dx — 0 paratoday € D,y de aquique H ~K .

—00
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Definicion 2.4.5

Una funcion generalizada 6 en G, es llamada funcion generalizada de Dirac si o tiene un
representante R; € £, ¢ para el cual existe A(¢)>0talque A(&) — Ocuando & — 0y cumplen

las siguientes condiciones:

. Ry(e,x)=0 Ve&>0 [x]>A(e).

2. .[Rg(g,x)dle Ve>0.

3. SUPT |R5(5,x)|dx<oo cuando &€ > 0.

>0 —0
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3 UNSISTEMA DE ECUACIONES PARA UN
CUERPO ELASTICO UNIDIMENSIONALY
SUS SOLUCIONES NUMERICAS

Consideremos un medio elastico unidimensional ocupando el eje x, con densidad p(x,?) y
velocidad de flujo u(x,?) . La conservacion de la masa en forma diferencial dice que la tasa de
cambio de la densidad es igual a menos el gradiente del flujo pu , esto es

p,+(pu), =0.

La conservacion del momentum dice que

(pu), +(pu’), =0,

donde o es el esfuerzo.

Para modelar la velocidad de las colisiones de metales, se utiliza adicionalmente la ley de

Hook, y esto resulta en la ecuacion

o, +uc, =k'u,,

donde £ es una constante de elasticidad que depende del medio.

Este sistema de elasticidad en una dimension es usado frecuentemente por los ingenieros para
simulacion numérica de choques.

De las ultimas dos ecuaciones, asumiendo que la densidad p es muy cerca de un valor
constante p,, obtenemos el sistema simplificado de ecuaciones diferenciales parciales para

uyo,[4],[6], que discutimos a continuacion.
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3.1 El Sistema De Ecuaciones

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

u, tuu, =—o, 3.1.1
P

2
o, +tuoc, =ku, 3.1.2
para un cuerpo eldstico unidimensional en el cual las variaciones de la densidad son

despreciables.

Las incognitas son: la velocidad u(x,?)y el esfuerzo o(x,t), ademas p, denota la densidad; u_

y u, denotan las derivadas parciales en las variables reales x y ¢.

Este sistema lo podemos escribir en la forma simplificada, esto es
U, +uu, =0, 3.1.3
o, tuoc, =u, 3.1.4

Para ello definamos: X ,7,U y 2 por las siguientes ecuaciones

x=2yr=-L 3.1.5
4 o
U(X,T):iu(x,z) 3.1.6
a
Z(X,T):%a(x,t) 3.1.7

donde a, B,y y O son parametros diferentes de cero a determinar.
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Ahora notemos que u(x,t) :aU(i,é), de donde u, 2% Fyu, =ZUX.
/4

<

t
Similarmente como o (x,7) = ﬂZ(i,g) entonces o, =£ZT y O, =§2X .

Ahora remplazando esto en (3.1.1) tenemos:

v, +%uy, =P 5 3.1.8
Y ap,y
Similarmente de (3.1.2) se obtiene:
2
s, +%ys Kady 3.1.9
/4 By

El sistema (3.1.8),(3.1.9) va a tener la forma del sistema (3.1.3),(3.1.4) si y solo si

2
5_a =1, ﬁ =ly ka0 =1. Resolviendo estas tres condiciones para «, [,y se obtiene
Y apyy Br
B=k 3.1.10
2
a=x= /k— 3.1.11
2o
2
y=10 |— 3.1.12
P

donde & es un parametro.
Bajo estas condiciones el sistema puede escribirse en la forma simplificada.

U,+UU, =%, 3.1.13
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s, +US, =U, 3.1.14

3.2 El Esquema Numérico

Ahora consideremos el sistema (3.1.3)-(3.1.4) y supongamos que los valores iniciales para u,o
que denotamos por u,,0, estan en el espacio BV (R), de todas las funciones de variacion
acotada sobre R . Sea s> 0el paso en el espacio, y sea At =rh, con r > 0fijo, el paso en el

tiempo. Entonces denotamos por (u;“,al.”), conieZ ,neN,, la aproximacioén a (u,a) en el
punto (x,,,), donde x, =ih y t, =nrh.

. . 0 0 . .
Asumimos que las cantidades u;, y o, son obtenidas como los valores promedios de los datos

iniciales u, y o, sobre cada malla |x—xl.| < 5 o lo que es lo mismo, sobre cada I, =(x ,,x ).
i i+
2

i
2

1 1 : o .
Esto es u?zzjuo(x,O)dx y O'Z.OZZJ.UO(x,O)dx. Por motivos de simplificar trabajo,
1; I

i i

tomaremos el campo de velocidades como no negativo, esto es u, = 0.
Supongamos que las condiciones iniciales satisfacen la siguiente desigualdad: Vx e R

|00 (x)| <uy(x) 3.2.1
En practica esta condicion se cumple frecuentemente [2], y dado que u,(x) es acotada, entonces

tiene sentido definir M =gyp (uo (x)+ |O'0 (x)|) .
xeR

Para construir (ul.",O'l.” )procedemos de la siguiente manera. Si (ul” ,o! ) es ya conocido entonces

podemos encontrar (ul.”” ,o!

i

) por induccidn asi.
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u; +u;
Definamos w' = IT”I 3.2.2
v =u! —rw) (u —u) 3.23
i =0 - (o) -o,) 3.2.4
Entonces computamos
n+l n ti}:li—l — tin—l Vin+l — 2vzn + v;:—l
u, =v, +r| ———|+r| ————— 3.25
2 2
Vi, =V 1 =2t +t]
O-,-nH — t;c + I’( i+l 5 i—1 j + r[ i+l 21 i1 j 3.2.6

Las funciones u, (x) y o,(x)las definimos iguales a u;' y o respectivamente para |x—xl.| <E

y|t—1, Jh
2

El esquema numérico (3.2.2)-(3.2.6) lo denotaremos por C.C.R en honor a sus autores

Colombeau, Cauret y Roux.

41



3.3 Estabilidad Del Esquema Numérico

Teorema 3.3.1

Supongamos que las condiciones iniciales (uo,ao)satisfacen que u, 20y |O'0 (x)| <u,(x) para

todo xeR.Sea M = Sup(uo (x)+ |00 (x)|) y ademas sea » > 0tal que

xeR

rMax{M 1} <1. 33.2

Entonces el esquema numérico (3.2.2)-(3.2.6) es estable para la norma L”, para la variacion total

en el espacio y para la variacion total en el tiempo, en el sentido Tonnelli-Cesaris, lo cual

significa que existen constantes 4 >0, B>0 y C >0 independientes de i, n y A tales que:

o'|<A

{OSM;’SA

n n
zum_u; <B
i

n n
zo-Hl_Gi <B
i
Zui"”—ul” <C
i
ZO'.”“—O'” <C

Estabilidad para la norma L”.

Estabilidad para la variacion total en el espacio.

Estabilidad para la variacion total en el tiempo.
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Demostracion

Para cada i, n definimos

333

Q'=0-u 334
o =1+ 335
&=t =" 3.3.6

Ahora de (3.3.6) tenemos ¢ =v +&" yde (3.3.4) o =0 +u;. Reemplazando esto en (3.2.4)

obtenemos:
v+ & =0 (1=rw! )+ rw O +[u =] (] —ul,)] y de (3.2.3)

& =0 (1=rw' )+ MmO/, 3.3.7

Luego (3.3.3) tenemos u, =R' -0, y de (3.3.5) v/ = p' —t'. Reemplazando u, y v/ en

(3.2.3) resulta en:

p —t' =R’ (l —rw ) +mw'R", —[o] —rw/ (o] —oc",)] yde (3.2.4) obtenemos

pl =R (1=rw)+r/R!,. 3.3.8

Ahora remplazando (3.2.5) y (3.2.6) en (3.3.3) obtenemos

n

n+l _ n n r n n n n n n n n n r
R"™ =t +v'+ —(tl.+1 +v,, =t =V, ) + E(ti+1 +v, =2 (ti +V; ) +t, v ) que después de

utilizar (3.3.5) resulta en:
R =p'(1-r)+rp}, 3.3.9

Similarmente se prueba que
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O =& (1-r)+r&',. 3.3.10

Ahora por induccion sobre 7, probemos que existe K > 0, tal que:

<u’

1

I.Viel lo]

1. Max{“f +al.”} <M

i€Z,

HI. ppaxlu —ol} <M

i€’

IVZ

Rzrjrl - R”

i+l

Primero veamos que estas propiedades son ciertas para n=0.

Demostremos [, utilizando la definicion de al,o y (3.2.1), de las cuales obtenemos que
ol 1 1 1 0 :
‘O‘i ‘ < Z“O-O (x, 0)|dx < Zjuo (x,0)dx = Zj.uo (x,0)dx =u, . Entonces / es cierto para n=0.
1; 1; I;

Para 11, notemos que
1 1 :
u' +o’ = ZJ-(UO (x)+0,(x) )dx < 7 j Mdx =M , por tantou +c <M y tomando el maximo

i i

sobre i tenemos Max{”io + O'Z.O} <M . Asi Il se cumple para n=0.
i€Z

Similarmente se demuestra //1, para n=0.

Para IV, notemos que de (3.3.3) tenemos

0 0
‘R —R‘_‘O' —a‘+ U |

i+1

u) | —u ‘ portantoZ:‘R0 —R°‘<Z‘ Hl—aiO‘JrZu
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Pero u, y o, son de variaciéon acotada. Entonces podemos asumir que Z‘aﬂl—aio‘SB y
i

0 —
i+1

2

i

Z‘Ri(ll _Rio‘ = Z‘O_io-u _Gz'()‘+z
i i i

u

ulo‘ < B para cierta constante B >0 . De esta manera obtenemos que

i+l

u), —u’| <K donde K =2B.

Similarmente se obtiene que V' es cierto para n=0.
Ahora asumimos que estas propiedades se cumplen para n >0 y veamos que se cumplen para

n+l.

Del se sigue que —o; <u;,de Il y (3.3.3) 0<u'+0' =R’ SMa_x{ulf“ +0'l.”} <M.

i€Z
De aqui concluimos que

0<SR'<M . 3.3.11

Ademas de (3.3.4) se sigue que —Q; =u; —o,' yporque de /, o <u entonces Q' <0. Ahora

1

usando la hipotesis de induccion tenemos de /17, u —o <M , Q' >—M ;y finalmente

~M<Q'<0 . 33.12

n n

Ahora de la expresion (3.3.3) y (3.3.4) obtenemos u' =— 2Qi . Pero por hipotesis

u; > 0 entonces de (3.3.11) y (3.3.12) tenemos
0<u'<M . 3.3.13

Luego usando (3.3.13) obtenemos

0<w' <M. 3.3.14

Ahora utilizando (3.3.14), (3.3.11), (3.3.12) y (3.3.2) en (3.3.8) podemos inferir
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0<p'<M. 3.3.15
De igual manera usando (3.3.7), (3.3.14), (3.3.12) y (3.3.2) tenemos:
02&">2-M. 3.3.16
Ahora de (3.3.9), (3.3.15) y (3.3.2) se sigue
0<R™<M. 3.3.17
Similarmente de (3.3.10), (3.3.16) y (3.3.2) obtenemos

0>0">-M. 3.3.18

Ahora ya estamos listos para demostrar que / se cumple para n+1.

Como Q" <0y de (3.3.17) 0< R"' < M, entonces de la desigualdad triangular tenemos

|Rf1+1 + .n+1 R~n+1 _ 'n+1
R+ QM <|RM™ +‘Ql."+l =R -Q"'" por tanto ‘ ’ ZQI |£ : 2Q’ , que es
: s n+l n+l |
equivalente por la definicion de R y O a:
o <u™. 3.3.19

Entonces / se cumple para n+1, y por el principio de inducciéon matematica concluimos que

VieZ VneN|, <u’

i

o

Ahora veamos que /] se cumple para n+1. Notemos que de (3.3.17)
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1 1 1 . 1 1 Lo
u +o!" =R <M , es decir u'" +0'" <M , y tomando el maximo sobre todos los

i € Z tenemos que Max{”-m +a”“} <M . Asi Il se cumple para n+1. Luego por induccion

i i
i€l

concluimos que Vrne N, Max{”f + a,."} <M.
i€l

Similarmente se demuestra 117 .

Ahora veamos que 7V se cumple para n+1. Usando (3.3.9) tenemos que

Z R —R™MI< Z pr—pr(1-r)+ rz pr —p'| yporque 1—rk >0 concluimos

z R;:l _Rz‘nﬂ < z pirjrl _pin : 3.3.20
Similarmente de (3.3.8) obtenemos

Dol =Pl <D R -RI<K. 3.3.21

i i

Luego por transitividad entre (3.3.20) y (3.3.21) se sigue z R —R"™|<K, de donde IV se
cumple para n+1, y asi por induccioén concluimos que Vn e N, Z R, —R'I<K.
Ahora veamos que V' se cumple para n+1. De (3.3.10) se sigue

Yot -0 |« Xlen-&) 3322
De otro lado por (3.3.7) tenemos

Sl -&]< Yo -0 <K . 3.3.23
Luego por transitividad entre (3.3.22) y (3.3.23) concluimos que

Ylon -0 <K. 3.3.24
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R'+ 0O’
Ahora sumando y restando (3.3.3) y (3.3.4) tenemos o, =— > ¢ , entonces utilizando (3.3.11)

y (3.3.12) llegamos a la desigualdad

M 3.3.25
2

Luego (3.3.13) y (3.3.25) garantizan la estabilidad para la norma L”, donde A= M .

R'-0O'
Ahora veamos la estabilidad para la variacion total en el espacio. Recordando que u' = — > Y ,
yusando IV y V tenemos
Dolul, —ul| <K 3.3.26
. R'+ Q'
De manera similar, recordando que o, =— > ¢ , obtenemos
Ylon ol |<K. 3.3.27

Luego (3.3.26) y (3.3.27) garantizan la estabilidad para la variacién total en el espacio; B =K .
Por ultimo estudiemos la variacion total en el tiempo. Pero primero notemos dos relaciones

importantes. Estas son obtenidas de (3.3.9), (3.3.10) y (3.3.7):

R™ =R =r(pl,—p)—rw (R =RI,) 3.3.28

0" =0 =r(&=81)-rur (07 -0n). 3

n n

R .
Luego aplicando (2.33), 2.34) y u, =— 2Q’ , tenemos
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u™t —u"

l 1

n

Pia—p; +r

2

1

1
Luego (3.3.14), (IV), (V), (3.3.21), (3.3.23) y (3.3.2) nos conducen a

2

i

+rwf

Rz‘n - Rin—l

S S

+rw!

Qin - Qin—l

|

n+l n
u. - ul.

1

<2K. 3.3.30

De manera similar se prueba que

n+l n

o/ —o/|<K. 3.3.31

2

l

Asi de (3.3.30) y (3.3.31) se concluye que el esquema es estable para la variacion total en el

tiempo; C =2K .o

Observacion
Si A, > 0" cuando m > y u, =u, ,0, =0, , entonces de la condicion de estabilidad para

lanorma L” las sucesiones (u,) y (o, ) son acotadas en L” (]R x (0, oo)) .

Usando el siguiente resultado [7] sobre la topologia débil:

“Si E es un espacio de Banach separable, entonces la bola unitaria en E es metrizable y

compacta para la topologia G(E LE )”, se obtiene para E =L y E = L” que las secuencias u, y
o, en L” =(L') admiten, subsecuencias convergentes respectivamente a u y o . Esto es
jumsf —)qu y Iamsf —)Iaf cuando s — oo para toda f € L'(Rx(0,)).

Ahora en [4] se explica como las funciones u yo son relacionadas a una solucion del sistema

(3.1.3-3.1.4), mostrando como construir una solucion (U,X) de (3.1.3-3.1.4), donde U,X € G, ,

la cual tiene a u yo como los aspectos macroscopicos respectivosde Uy 2.
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3.4 Soluciones Numéricas del problema de Riemann

La implementacion del algoritmo para u,(x) > 0 la podemos encontrar en el apéndice A.

0 x>0
Las siguientes graficas se obtienen para u,(x) = { <0’ donde u,es una constante positiva
u, x<
0
y 0,(x)=0 VxeR.
Figura 3.4.1 Esquema C.C.R
uO=1 y t=0
1.2 T T T T i
| | | | o u(x,t)
1 : : : 777777777 :77 - Stress(x,t) | |
/‘7 l l l l
I I 7 I I
o8 ----S L. I R T — S ——
l l l l l
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F l l l l l
Oa4r-—---———q -~ e T iy
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(0]
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Espacio
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Figura 3.4.2 Esquema C.C.R
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Figura 3.4.3 Esquema C.C.R
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u0=1y t=
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espacio
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Figura 3.4.4 Esquema C.C.R

u0=1y t=1.5
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Figura 3.4.5 Esquema C.C.R
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Figura 3.4.8 Esquema C.C.R
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Figura 3.4.9 Esquema C.C.R
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Este esquema se comporta muy bien para u,(x) = 0. Pero para u,(x) <0, notamos la ausencia de

estabilidad, la siguiente grafica muestra este comportamiento. Esta se realizo para

-0.8 x>0
u,(x)= 0 x<0 y o0,(x)=0 VxeR.

Figura 3.4.10 Esquema C.C.R
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3.5 Esquema Numérico Modificado

De lo anterior tenemos que si #,(x) >0 el esquema numérico es convergente y estable. Ahora

surge la pregunta que ocurre en el caso de u,(x) <07?
Para obtener el esquema adecuado podemos utilizar las simetrias del sistema (3.1.3)-(3.1.4).
Por supuesto, notificando que u(x,t),o(x,t) con u(x,0)=u,(x), o(x,0)=0,(x) cumplen
(3.13)-3.14) si y solo si U(x,t)=—u(-x,t) 'y Z(x,t)=0(—x,t) con
U(x,0)=U,(x), 2(x,0)=2%,(x), donde U,(x)=-u,(-x) y 2,(x)=0,(-x) , cumplen el
sistema

U +UU =%,

X2 4+UZ =U_.
Notemos que si u, <0 entonces U, >0 . Por tal razéon podemos conseguir las soluciones
numéricas U , X por medio del esquema anterior, (3.2.2)-(3.2.6).
AsiU! =U](x,t)=U(x,,t,)) =—u(—x,t,)=—u", de donde

U'=-u",. 3.5.1

l =1

También tenemos que X! =X(x,,¢,) = o(—x,,t,) = o, por tanto

1 1

=0 3.5.2

=1

De acuerdo al esquema numérico (3.2.2)-(3.2.6), definimos:

VK" = M 3.5.3
2
vi=U-rw’ (Uin _Uin—l) 3.54
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" =T -, (I -T7,) 3.5.5

Ut =y (T =1 )+ S (V-2 ) 35.6
=T (V= )+ (T 21 4 7)) 357

Ahora reemplazando (3.5.5),(3.5.6) en (3.5.7) obtenemos

w'=-w", 3.5.8
donde w" | = i U y cambiando —i > i tenemos
wr, =M . 359
2
De forma analoga usando (3.5.5),(3.5.6), (3.5.8) en (3.5.4) obtenemos
Vi=-v, 3.5.10
donde v, =u", —rw",, (ufi+1 —ufl,) y luego cambiando —i - i obtenemos
v =u —rw!, (ulf“+1 —u; ) . 3.5.11
Ahora de (3.5.6), (3.5.8) y (3.5.5) obtenemos
" =1" 3.5.12
donde 7", =o", —rw",, (Gfm —Gfi) ysi —i+> 1, se tiene
T =0 —rw, (0'1.”+1 -0 ) . 3.5.13
Luego reemplazando de (3.5.10),(3.5.12) en (3.5.6) y luego cambiando —i — i, obtenemos
Wt =y +§(r;11 ~7) +§(v;11 —2v! +v)). 3.5.14
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Finalmente de (3.5.6),(3.5.12) y (3.5.7), luego de cambiar —i — i se tiene que
o' =1" +§(v" v, ) +g(r” 27 + ri"_l) . 3.5.15

i+l

Asi (3.5.9), (3.5.11), (3.5.13), (3.5.14) y (3.5.15) constituyen el esquema numérico apropiado

para u, <0.
n n
u, , +u
wh =L 3.5.9
2
vi=u =, (), —u)) 3.5.11
=0 —rw, (O'i”+1 —al.") 3.5.13
n+l _ . n r n n r n n n
u; =v; +—\r, 7t )+ =V, —2v] +v] 3.5.14
2 2
n+l _ __n r n n r n n n
o =1 +—\v,, -V, )+=lt,, -2t +7 3.5.15
2 2

Con este nuevo esquema numérico resolvemos el problema de inestabilidad presente en la
Figura 3.4.10, este esquema lo denotaremos por C.C.R.M, la siguiente grafica nos indica que

hay una mejor estabilidad con el nuevo esquema que con el anterior. Esta se realizdo con las

mismas condiciones iniciales u,(x) y o,(x) utilizadas en la Figura 3.4.10.
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Figura 3.5.11 Esquema C.C.R.M
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Espacio

La demostracion del siguiente teorema se sigue del Teorema 3.3.1 aplicadaa U y 2.

Teorema 3.5.17

Supongamos que las condiciones iniciales(uo,ao) satisfacen que u,(x) <0y |O'0 (x)| < —uy(x).

Ademas si M = Sup(—uo (x)+ |00 (x)|) y ademas sea » >0 tal que rMax{M 1} <1.

xeR

Entonces de (3.5.9), (3.5.11), (3.5.13), (3.5.14) y (3.5.15) obtenemos un esquema numeérico

estable para la norma L*, para la variacion total en el espacio y para la variacion total en el

tiempo.
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La implementacién del esquema numérico (3.5.9), (3.5.11), (3.5.13), (3.5.14) y (3.5.15), la

podemos

u,(x) :{

encontrar

u,

0 x<

x>0

en el Apéndice B. Las

Figura 3.5.12 Esquema C.C.R.M
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Figura 3.5.13 Esquema C.C.R.M
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siguientes

graficas

0 donde u, es una constante negativay o,(x)=0 VxeR.

se obtienen para



1

u0b=-1yt

Figura 3.5.14 Esquema C.C.R.M
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3.6 Esquema Numérico Alternativo

También tenemos un esquema numérico que es estable [3],[4] para u,(x) =0 y u,(x) <0.

rm' r
Definamos: u,””:m,”+7’(u” u" )+—(a” o’ )

i i+1

0?’”:%(0‘.’“ +2O'i"+0'i’“_1)—%(0'” -0’ )+£(uf’ —u’ ),

n

1 :
donde m;' = Z(ui” +2u; + u,.”fl) . Pues luego uno puede ver que al cambiar U =—u", y I'! = 0",

el esquema no sufre ningun cambio. Al esquema lo denotaremos por C.R.N.P, la implementacion
de este esquema la podemos encontrar en el Apéndice C. Los resultados son los siguientes.

Figura 3.6.16 Esquema C.R.N.P

° u(x,t)
o8- -——-—-- -\ _______L_______1 - Stress(x,t) | |

Tievpo
o
N

T
|
|
|
|
|
|
|

Esta grafica se realizo con u,(x) = {1 y 0,(x)=0 VxeR.
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Figura 3.6.17 Esquema C.R.N.P

uO=-1y t=0.5

u(x,t)

Stress(x,t)

Espacio

0 x>0 (1)=0 VxeR
O, \X)= S .
1 x<0 770

{

Esta grafica se realizo con u,(x)
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4 EL SISTEMA EN LA FORMA CONSERVATIVA'Y
SOLUCION DEBIL DEL PROBLEMA DE RIEMANN

4.1 Transformacion del sistema en la forma conservativa
Un sistema de ecuaciones diferenciales parciales es llamado a ser conservativo, si cada ecuacion
en el sistema es una suma finita de derivadas parciales. De lo contrario el sistema es llamado a
ser en forma no conservativa.
Consideremos el sistema (3.1.3)-(3.1.4) el cual no es conservativo, sujeto a las condiciones
iniciales

u (x, 0) =u, (x)

o(x,0)=0, (x)
Este sistema (3.1.3)-(3.1.4) se puede escribir en forma conservativa. Note que remplazando (3.1.3)

en (3.1.4) podemos llevar (3.1.4) a:

2 3
o+ |+ Ly =o0. 4.1.1
2 t 3 X

2 2
Definamos u, = U+u7 y u, =u de donde o =u, —u?l. Ahora de (3.1.3) tenemos que

(“1), +(u12 —uz) =0. 4.1.2
Luego de (4.1.1),(4.1.2) obtenemos el siguiente sistema, el cual es conservativo:

(”1 ), +(”12 —U )X =0 4.1.3
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3
(uy), {%—ulj =0 4.1.4

4.2 Construccion de la solucion débil del problema de Riemann

Sabemos que las ondas de choque pueden ser representadas por funciones discontinuas, cuyas
derivadas son distribuciones, pero el sistema (3.1.3)-(3.1.4) involucra multiplicacion de
distribuciones, la cual no esté justificada en teoria de distribuciones. Por tanto uno reemplaza el
sistema  (3.1.3)-(3.1.4) por el sistema (4.1.3)-(4.1.4). Ahora plantearemos un sistema de

ecuaciones para soluciones débiles u,,u, del sistema (4.1.3)-(4.1.4) en los cuales las derivadas
de u, y u, son transferidas a las funciones de prueba. Esto se hace de la siguiente manera [11].

Sea ¢ € C (R x[0,0)) . Luego multiplicando (3.1.3) por ¢ e integrando sobre R x[0,0), en el

plano xt, tenemos que:

Ijji[(“l ), +(”12 —u, )X ](Ddxdt =0

ﬁ (, ¢dzdx+j j —u,) pdxdt =0
-0 0

0 —

Ahora integrando por partes y usando el hecho que ¢ es de soporte compacto en R x[0,00)

tenemos:
j F(xX)p(x,0)dx + j j [, + (] ~u, ) p, Jdrdx =0 421
donde
S(x)=u,(x,0)=u,(x). 4.22
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Similarmente, sea i € C;(Rx[0,0)). Luego multiplicando (4.1.4) por y ¢ integrando por

partes tenemos que:

© 0 0 3
[ 8w (x, 00+ [ | {uzwt + (”?lu —uzjl//x }dtdx -0 423
—00 —0 0
donde
Uy (x)
g(x) =u,(x,0) =0, (x)+— - 4.2.4

Entonces u,,u, son soluciones débiles del sistema (4.1.3)-(4.1.4) Con las condiciones iniciales
(4.2.2) y (4.2.4) si cumplen (4.2.1) y (4.2.3), para todas las funciones ¢,y € C7 (R x[0,0)).
Usualmente se asume queu,,u, € L” (R x[0,0)).
Consistentemente con la Seccién 3.4 asumimos que:

u(x,t)=alY(x—clt)+a2Y(x—czt)+uo 4.2.5

O'(x,t):blY(x—clt)+b2Y(x—czt), 4.2.6
donde ¢ ,c,,b,,b,,a, y a, sonconstantes, ¢, >c, y ¥ (x) es la funcion de Heaviside.
Entonces buscamos u, y u, en la forma

u, =aY +aY, +u, 4.2.7
u, =bY, +b,Y, +alY’ 12+ @)Y} 12+ aa, XY, +(aY, + a, Y )u, +ug /2, 4.2.8

donde ¥, = Y(x—clt) yY,= Y(x—czt) .
Ahora de (4.2.5) y (4.2.6) se sigue:
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a+a,+u, x>0

F(x)=u,(x) ={ 4.2.9

u, x<0
b +b 0
o, (x)=o(x,0) ={01 o ’ Z . 42,10

Luego usando las siguientes propiedades de funciones de Heaviside, esto es Yl.2 =Y parai=12

y Y)Y, =Y, si ¢, > ¢, obtenemos que:

(b, +b2)+%(a12 +2a,a, —i—cz§)+(al +ay)u, x>0
g(x)= 4.2.11
1
b0+5u§ x<0

Pero nosotros estamos interesados en resolver el sistema (4.1.3)-(4.1.4), bajo las siguientes

condiciones iniciales:
O'(x,O) =0 VxeR

0 x>0

u, x<0

u(x,O):{

Reemplazando las condiciones iniciales en (4.2.9) y (4.2.10), tenemos las siguientes ecuaciones
a, +a, =-u, 4.2.12
b+b,=0. 4.2.13

Ahora reemplazando (4.2.7) y (4.2.8) en (4.2.1) y (4.2.4), luego usando Yl.2 =Y parai=12 vy

YY, =Y, siempre que ¢, >c,, luego de hacer ciertos calculos, en los cuales los términos con

jgo(x,O)dx y jl//(x,O)dx se anulan en el proceso, y wusando el hecho que
0 0
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o(ct,t), p(c,t,t), y(ct,t), w(c,t,t) son independientes, obtenemos el siguiente sistema de

ecuaciones:
2b +2a,c,—a=0 4.2.14
2a,c,+2b,— =0 4.2.15
a (301 -2 (uo +a,+a, )) +6b,c, +6a, —2a,a; —du,a,a, —2u a, =0 4.2.16
B(3c, —2a, —2u,)+6b,c, +6a, —2a,u; =0, 4.2.17

donde & =a +2u,a,+2aa, y B=a, +2uya,.

Estamos interesados en caracterizar las soluciones para @, #0 y a, #0, ¢, >¢, y u, >0.

Abhora resolviendo las primeras dos ecuaciones para b, y b,, y sustituyendo el resultado en las
proximas dos ecuaciones, obtenemos ecuaciones cuadraticas sobre ¢,y c, respectivamente. Hay
cuatro soluciones para (cl,cz) las cuales dependen de u,,q, y a,.

Tres de estas ecuaciones nos llevan a una contradiccion. Entonces hay solamente un caso en el

cual la solucion esta acorde con las restricciones del problema. En este caso encontramos:

u
az—alz—?0
1:”_0+£ 48 — g
12
:%_ﬁ 48 — 12
2 12 0
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b, = —£1/48—u02

Ademas ¢, >c, equivale a 0<u, < 243 . Reemplazando las expresiones b,,b,,a, y a, en

(4.2.5) y (4.2.6) tenemos que
u(x,t) :—%Y(x—clt)—u?oY(x—czt)—i-uo
a(x,t) =£1/48—u§}’(x—clt)—£1/48—u§Y(x—czt)

A continuacion mostraremos la grafica de u 'y o para algunos tiempos.

Figura 4.2.18 Solucion Débil
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Figura 4.2.19 Solucion Débil
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Figura 4.2.20 Solucion Débil

4/3, t=1, c1=1.31,¢2=0.018 y h=0.006

uo=

| ) A B N A
|

|

|

|

|
]~
[l et
E
=]
|

|

|

1| 0
|

|

|

|

|
-
|

|

|

|

|

|

|

|

Fg -t - — -l —— -
|

|

|

|

|

|

|

|

|
FE-1---
|

|

|

|

|

|

|

|

= -
|

|

|

|

|

|

|

|

L

A
-

Espacio

70



Figura 4.2.21 Solucion Débil
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Figura 4.2.22 Solucion Débil
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Figura 4.2.23 Solucion Débil

1.45, c2=0.54 y h=0.006

uo=2, t=2, c1=

Stress(x,t)

u(x,t)

Espacio

72



5 SOLUCIONES EN EL ALGEBRA DE
COLOMBEAU

5.1 Planteamiento del problema
Consideremos el sistema (3.1.3)-(3.1.4). Para hacer frente a la debilidad de las soluciones
(soluciones distribucionales) asumimos que u,o € G(R”) y cambiamos el sistema original a
U, +uu, ~o, 5.1.1
o,tuoc, ~u, 5.1.2
Los autores de [2], [6], [4], estudiaron las soluciones numéricas de un problema de Riemann para
tal sistema, y encontraron que sus resultados son coherentes con la expectativa de que las
soluciones representan los aspectos macroscopicos de las respectivas soluciones en el algebra de
Colombeau.

La implementacioén del esquema numérico desarrollado en [4] para resolver (3.1.3)-(3.1.4) con

las condiciones iniciales

u, x<0
u(x,0)=4 " 5.1.3
0 x>0
donde u, es una constante y
U(x,0)=0 VxeR 5.1.4

provee la evidencia que hay dos ondas de choque para u y o moviéndose con velocidades

constantes distintas en la misma direccidon o en direccion opuesta, lo cual depende del valor de

u, .( ver las graficas en la seccion 3.4 de las soluciones numéricas)

73



5.2 Construccion de soluciones
Nosotros discutiremos las soluciones en G(R?) de tal problema de Riemann, las cuales son una
superposicion de dos ondas de choque viajeras y cuyos aspectos macroscopicos son de la forma
u=aY(x—ct)+a,Y(x—c,t)+u, 5.2.1
ocx=bY(x—ct)+bY(x—c,t), 5.2.2
donde Y es la funcion de Heaviside estandar y c,,c,,b,,b,,a, y a, son constantes.
Ahora reemplazando (5.2.1), (5.2.2) en (5.1.3), (5.1.4) obtenemos las siguientes ecuaciones
a,+a, =-u, 5.2.3
b+b,=0 524
Usamos la notacion ¥, =Y (x—clt) yY,=Y (x—czt). También los mismos simbolos ¥, y ¥,
son utilizados para denotar los correspondientes elementos de G(R?) , esto es
[Ao (R) 59> Y * go} y [Ao (R)>¢p> Y, * (o] respectivamente.
Buscaremos soluciones de (3.1.3)-(3.1.4) de la forma
u=aH, +a,H, +u, 5.25
o=bL +bL,, 5.2.6
ypara i=1,2, H, y L son elementos escogidos apropiadamente de G(R?)asociados a Y.

Asumimos que ¢, # ¢, que sin pérdida de generalidad podemos tomar ¢, > c, .

El siguiente resultado se sigue de [10].
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Proposicion 5.2.7

Sean o y [ ntimeros reales arbitrarios. Entonces para i =1,2 existen H, y L € G(R*) que

cumplen las siguientes propiedades

e [ ~H =Y.

e H?’=xY y lezYl

e HIL ~aY  donde (o,a,)=(a,f)

Y, LL~

1

e HH ~

1 1

Y,-I

N |~
N | —

donde “'” denota la derivada parcial respecto a x.

También tenemos las siguientes propiedades si ¢, >c, y >0

« HH~YyHH~0.

Abhora llevando (5.2.5)-(5.2.6) al sistema (3.1.3)-(3.1.4), luego haciendo uso de la Proposiciéon

5.2.7 y el hecho que Y, ¥, son independientes obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

2a,a,—2¢,a, +a; +2u,a,—2b, =0 5.2.8

2uya, —2c,a, +a; —2b, =0 5.2.9
a,b, —a, — b, +aab +ub =0 5.2.10
u,b, —c,b, + pa,b, —a, =0 5.2.11

Nosotros estamos interesados en caracterizar las soluciones para @, #0, a, #0 y u, >0.
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Al resolver las primeras dos ecuaciones para b,,b, y sustituyendo la expresion resultante en las
otras dos ecuaciones, obtenemos ecuaciones cuadraticas sobre ¢, y ¢, respectivamente. Existen

cuatro soluciones (cl,cz) las cuales dependen de u,,a,,a,,a y . Estas son:

(i) ¢ =i(al+4a2+2a1a+\/16+a12(2a—1)2 +4u0)

c, =%(a2 +2a,f+\16+a (28-1) +4u0)

G ¢ :i(a1 +ha, +2a,0+\16+a’ (2a—1) +4u0)

c2 :%(a2 +2a,f-\16+a (2p-1) +4u0)

(i) —i( +4a2+2a1a—\/l6+af(2a—1)2+4u0)
%(a2+2a2,6’—\/16+a22(2,6’—1)2+4u0)

. 1 \/ 2 >

(iv) =2 a,+4a, +2a,a—4/16+a; (Za—l) +4u,

( +2a2ﬁ+\/16+a§(2ﬂ—1)2+4u0)

.|>|~

El caso (iv) no se puede dar ya que nos lleva a una contradiccion con las restricciones del

problema.
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La estructura de las formulas (i)-(iv) puede ser simplificada, si uno emplea en vez de & y £, los

nuevos parametros Vv tales que

201 = Asinh(z) 5.2.12
q

21 = 45i0h() 5.2.13
a,

Todavia hay que cumplir las condiciones (5.2.5), (5.2.6), u, >0y ¢, >c,.
Esto nos permite obtener expresiones explicitas de c,,c,,b,,b,,a, y a, en términos de u,v 'y

U, .
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5.3 Forma explicita de las soluciones

Ahora presentaremos las formas de u# y o . Estas son agrupadas en tres clases.

Table 5.3.1 Forma Explicita de las Soluciones en "G"

Clase 1
Region de v eR
parametros
Dominio
para O<u,<2(e”+e™")
u,
-V
G “y u,e
2(e” +e™)
-V
2 e vt
2(e” +e™) 2
-V

a _uge

e +e”
a, u,e’

e +e’
b, u e ™
e’ +e’

b, L

e +e”
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Table 5.3.2 Forma Explicita de las Soluciones en "G"

Clase 2
Region de H>v
parametros
Dominio para
u, 0<u, <2(e"—¢€")
v
G P
2(e” —¢e")
v
CZ ev +_0 _ uoe
2 2(ef =€)
4, u,e”
e’ —e”
a, u,e”
e’ +e”
b, ue””
e +e”
b, ue”™”
e +e’’
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Table 5.3.3 Forma Explicita de las Soluciones en "G"

Clase 3
Region de H>v
parametros
Dominio para
u, O<u,<2(e”—-e")
v
G u,e _ u
2(e" —e™)
c u,e”
2
— —e " +u,

2(e" —e™)
4, _ue”

e —e”
a, u,e "

e —e”
b, ue "

e’ —e™”
b, ue "

e —e”
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5.4 Comparacion de las soluciones en el algebra de Colombeau
con las soluciones numéricas

Ahora interpretaremos las soluciones numéricas discutidas en la Seccién 2, como aspectos

macroscopicos de las soluciones en el algebra de Colombeau, con £=v =0.
Notemos que segun de la Tabla 5.3.1, para y=v =0

O<u,<4

Observamos también que

. 4 .
i. Para O<u,<—,setiene ¢, >0y ¢, <0.
3
. 4 .
ii. Para u,=—,setiene ¢, >0y ¢, =0.
3

4 .
iii. Para §<u0 <4,setiene ¢, >¢c, >0.
Para ilustrar (i) tomamos u, =1 y obtenemos los aspectos macroscopicos de u'y o, esto es

u z—%(Y(x—clt)wLY(x—czt))H
o z%(Y(x—clt)—Y(x—czt))

donde CI=% y czz—z.

Las siguientes graficas ilustran la situacion (i) en dos tiempos diferentes.
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4

Figura 5.4.24 Aspecto Macrosc

=0.007

5/4, c2=-1/4y h

u0=1, t=1, c1=

Stress(x,t)

u(x,t)

odwel |

Espacio

opico

4

Figura 5.4.25 Aspecto Macrosc

0.007

5/4, c2=-1/4 y h=

u0=1, t=2, c1=

Stress(x,t)

u(x,t)

o

-0.5

[0}
Espacio

En estas dos graficas vemos que las ondas se mueven en sentido opuesto, pero la onda a la

derecha va con mayor velocidad que la izquierda.
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Para ilustrar (ii), tomemos u, =—, asi los aspectos macroscopicos de uy o son

u~-—

3
%(Y(x—clt)-i-Y(x—czt)—l)

o~ g(Y(x—clt)—Y(x—czt))

donde Cl=§ y ¢, =0.

Las siguientes graficas ilustran la situacion (ii) en dos tiempos diferentes

Figura 5.4.26 Aspecto Macroscopico

u0=4/3, t=1, c1=4/3, c2=0 y h=0.006
I e e

° u(x,t)
Stress(x,t)
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Figura 5.4.27 Aspecto Macroscopico
u0=4/3, t=2, c1=4/3, c2=0 y h=0.006
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| | | | | |
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0 l l T . l :
/ | | | | |

| | | | |

* | | | | | |

| | | | | |

| | | | | |
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| | [ [ | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

_1 L L L L L |
-6 -4 -2 (6] 2 4 6

Espacio

Notamos en estas dos graficas, dos choques, en las cuales uno queda fijo, mientras el otro avanza

rapidamente.

Para ilustrar (iii), escojamos u, =2 asi los aspectos microscopicos de #y o, son
U= —(Y(x—clt)—i-Y(x—czt))—i-Z

ocxY(x—ct)-Y(x—cyt)

donde C1:% y CZZE'

Las siguientes graficas ilustran las situaciones (iii) en dos tiempos diferentes
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Figura 5.4.28 Aspecto Macrosc

2, t=1, c1=3/2, c2=1/2 y h=0.006
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Figura 5.4.29 Aspecto Macrosc

2, t=2, ¢c1=3/2, c2=1/2 y h=0.006
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En estas graficas observamos dos ondas viajeras moviéndose en la misma direccion, pero con

velocidades diferentes.



5.5 Discusion

Comparando todas estas graficas con las obtenidas por el esquema numérico (3.2.2)-(3.2.6),
notamos que las soluciones numéricas son iguales a los aspectos macroscopicos de estas
soluciones en el algebra de Colombeau.

También es de notar que las graficas de los aspectos macroscopicos difieren de las graficas
obtenidas de la solucién débil, esto se debe a varias razones.

El sistema de ecuaciones (4.2.12)-(4.2.17) en la solucion débil, no es equivalente al sistema
(5.2.3), (5.2.4), (5.2.8)-(5.2.11) en el algebra de Colombeau, en el caso que u y o sean
funciones discontinuas. Ya que para encontrar el sistema (4.2.12)-(4.2.17), fue necesario
convertir el sistema (3.1.3)-(3.1.4) en el sistema conservativo (4.1.3)-(4.1.4), pero cuando
reemplazamos (3.1.3) en (3.1.4) para obtener (4.1.4), en el caso que u y o son funciones
discontinuas, estamos haciendo uso injustificado de multiplicacion de distribuciones, la cual no
esta definida en la teoria de distribuciones. También si analizamos este procedimiento desde el
punto de vista en G, notamos que al llevar (3.1.3) en (3.1.4) para obtener (4.1.4), estamos
haciendo un uso indebido de la asociacion "=", pues ella no se preserva bajo producto de
elementos en G . Esto es:

Consideremos

u, tuu ~o, 5.5.1

O, +tuc_ ~u, 5.5.2

86



Este sistema en G, no es equivalente al sistema (4.1.3)-(4.1.4) ya que de (5.5.1) tenemos que

u,+uu_=o_+A,donde A~0;y sustituyendo en (5.5.2) obtenemos

2 3
a+u— + u——u ~A-u 5.5.3
2 t 3 X

La ecuacion (5.5.3) es diferente a la ecuacion (4.1.4), pues si A= 0 y u € G, entonces en general
A-u no esta asociado a cero, pues la asociacion no se preserva bajo elementos de G . De aqui
estos sistemas no pueden ser equivalentes. Una condicion suficiente para que estos sistemas sean

equivalentes es que u € C”, pues en este caso A-u=0.
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6 CONCLUSIONES

En el algebra de Colombeau "G", podemos dar sentido al producto de distribuciones, y asi

n

usando la asociacion "&=" podemos encontrar distribuciones asociadas a términos no
lineales.

La asociacion nos permite encontrar una gran variedad de elementos en "G " asociados a una
distribucion.

Las soluciones numéricas representan los aspectos macroscopicos de las soluciones en "G",
dela Clase 1.

Las soluciones en "G" estan de acuerdo con lo discutido en [1]-[4], para sistemas no
conservativos.

De acuerdo con [3] el sistema (3.1.3)-(3.1.4) puede escribirse en forma conservativa. Ahora,

dependiendo de la situacion fisica a considerar, las soluciones débiles son aceptables solo

cuando los saltos de discontinuidad deu, [u]=u, —u,, cumplem que |[u]|<2\/§ , donde

u, ,u, son los valores constantes de u a la derecha e izquierda del choque respectivamente.
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7 TRABAJO FUTURO

Seria interesante poder encontrar otros esquemas numéricos estables que generen aspectos
macroscopicos de otras soluciones en "G" .
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APENDICE A.

function u = ucero(x)

if x<=0
u=1;
else
u=0;
end

function v = vcero(x)

ifx<=0
v=0;
else
v=0;
end
Esquema C.C.R

%function [x,y,j,k] = C.C.R(a,b,lambda,T,alfa)
%h = (b-a)/M; % s - st

alfa=1;

h=0.01;

lambda=0.2;

k = h*lambda;

T=1;

ns = ceil(T/k);

a=-1;

b=6;

M = ((b+ns*h)-(a-2*ns*h))/h;

x = (a-(2*ns)*h):h:(b+(ns)*h); % space variable discretized
time = 0;

t now =1;
t new =2;
for m=1:M+1
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u(1,m) = ucero(x(m)); %f(x(m)); % f=u0
v(1,m) = vcero(x(m));
end
forn=1mns +1
time = time + k;
%u(t_new, 1) =ucerot(time); %g(time); % g(time,x(1))=
for m=3:M
ww(t_now,m) = (1/2)*(u(t_now,m) + u(t now,m-1));
ww(t_now,m-1) = (1/2)*(u(t_now,m-1) + u(t_now,m-2));
ww(t_ now,m+1) = (1/2)*(u(t_now,m+1) + u(t now,m));
s(t now,m) = u(t_now,m) - lambda*ww(t_now,m)*(u(t_now,m) - u(t_now,m-1));
s(t now,m+1) =u(t now,m+1) - lambda*ww(t now,m+1)*(u(t now,m+1) - u(t now,m));
s(t now,m-1) =u(t now,m-1) - lambda*ww(t now,m-1)*(u(t now,m-1) - u(t_ now,m-2));
q(t_ now,m) = v(t now,m) - lambda*ww(t_now,m)*(v(t_now,m)-v(t now,m-1));
q(t_ now,m+1) = v(t_ now,m+1) - lambda*ww(t now,m+1)*(v(t now,m+1)-v(t now,m));
q(t now,m-1) = v(t now,m-1) - lambda*ww(t now,m-1)*(v(t_now,m-1)-v(t now,m-2));
u(t_new,m) = s(t_now,m) + (1/2)*lambda*(q(t now,m+1) - q(t now,m-1)) +
(1/2)*lambda*(s(t_now,m+1) - 2*s(t_now,m) + s(t now,m-1));
v(t_new,m) = q(t_now,m) + (1/2)*lambda*(s(t now,m+1) - s(t now,m-1)) +
(1/2)*lambda*(q(t now,m+1) - 2*q(t now,m) + q(t_now,m-1));
end
%u(t new,M+1) =u(t new,M);

y=u(t_new,:);

z=v(t_new,:);

t now =t new;

%t new =t new + 1;

t new = mod(n+1,2) + 1;
end
w = a:h:b;
plot(w,y(2*ns+1:2*ns+length(w)),'0")
%RRRR=length(z)
hold on
plot(w,z(2*ns+1:2*ns+length(w)),"*")
hold off
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APENDICE B

function u = ucero(x)

if x<=0
u=-1;
else
u=0;
end

function v = vcero(x)

ifx<=0
v=0;
else
v=0;
end
Esquema C.C.RM

%function [x,y,j,k] = R.O(a,b,Jambda,T,alfa)
%h = (b-a)/M; % s - st

alfa=1;

h=0.01;

lambda=0.2;

k = h*lambda;

T=0.5;

ns = ceil(T/k);

a=-06;

b=6;

M = ((b+2*ns*h)-(a-ns*h))/h;

x = (a-ns*h):h:(b+2*ns*h); % space variable discretized
time = 0;

t now =1;
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t new =2;
for m=1:M+1
u(1,m) = ucero(x(m)); %f(x(m)); % f=u0
v(1,m) = vcero(x(m));
end
forn=1:ns + 1
time = time + k;
%u(t_new, 1) =ucerot(time); %g(time); % g(time,x(1))=
for m=2:M-1

ww(t_now,m) = (1/2)*(u(t_now,m) + u(t now,m-1));

ww(t_ now,m+1) = (1/2)*(u(t_now,m+1) + u(t now,m));
ww(t_now,m+2) = (1/2)*(u(t_now,m+2) + u(t_now,m+1));
s(t now,m) = u(t_now,m) - lambda*ww(t now,m+1)*(u(t_ now,m+1) - u(t now,m));
s(t now,m+1)=u(t now,m+1) - lambda*ww(t now,m+2)*(u(t_now,m+2) -
u(t_now,m+1));
s(t now,m-1) =u(t now,m-1) - lambda*ww(t_ now,m)*(u(t now,m) - u(t now,m-1));
q(t now,m) = v(t now,m) - lambda*ww(t_now,m+1)*(v(t_now,m+1)-v(t now,m));
q(t now,m+1) = v(t now,m+1) - lambda*ww(t now,m+2)*(v(t now,m+2)-v(t now,m+1));
q(t now,m-1) =v(t now,m-1) - lambda*ww(t_ now,m)*(v(t now,m)-v(t_ now,m-1));
u(t_new,m) = s(t_now,m) + (1/2)*lambda*(q(t now,m+1) - q(t now,m-1)) +
(1/2)*lambda*(s(t_now,m+1) - 2*s(t_ now,m) + s(t now,m-1));
v(t_new,m) = q(t_now,m) + (1/2)*lambda*(s(t now,m+1) - s(t now,m-1)) +
(1/2)*lambda*(q(t now,m+1) - 2*q(t now,m) + q(t_now,m-1));
end
%u(t new,M+1) =u(t_new,M);

y=u(t new,:);

z=v(t_new,:);

t now =t new;,

%t new =t new + 1;

t new = mod(n+1,2) + 1;
end
w = a:h:b;
plot(w,y(ns+1:ns+length(w)),'0")
hold on
plot(w,z(ns+1:ns+length(w)),"*")
hold off
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APENDICE C

function u = ucero(x)

if x<=0
u=-1%06 u=1;
else
u=0;
end

function v = vcero(x)

ifx<=0
v=0;
else
v=0;
end
Esquema C.N.P.R

%function [x,y,j,k] = C.N.P.R(a,b,lambda,T,alfa)
%h = (b-a)/M; % s - st

alfa=1;

h=0.01;

lambda=0.2;

k = h*lambda;

T=0.5;

ns = ceil(T/k);

a=-1;

b=6;

M = (b-(a-(2*ns*h)))/h;

x = (a-2*ns*h:h:b); % space variable discretized
time = 0;

t now =1;
t new =2;
for m=1:M+1

u(1l,m) = ucero(x(m)); %f(x(m)); % f=u0
v(1,m) = vcero(x(m));

end

forn=1:ns + 1
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time = time + k;

%u(t new, 1) = ucerot(time); %g(time); % g(time,x(1))=

for m=3:M+1

u(t_new,m) = (1/4)*(u(t_now,m) + 2*u(t now,m-1) + u(t now,m-2)) -
alfa*lambda*(1/2)*(1/4)*(u(t_now,m) + 2*u(t now,m-1)+ u(t now,m-2))*(u(t_now,m)-
u(t_now,m-2))+ lambda*(1/2)*(v(t_now,m)-v(t now,m-2));
v(t_new,m) = (1/4)*(v(t_now,m) + 2*v(t now,m-1) + v(t now,m-2)) -

alfa*lambda*(1/2)*(1/4)*(v(t_now,m) + 2*v(t now,m-1)+ v(t now,m-2))*(v(t now,m)-
v(t_now,m-2))+ lambda*(1/2)*(u(t_now,m)-u(t_now,m-2));

end

%u(t new,M+1) =u(t_new,M);

y=u(t_new,:);

z=v(t_new,:);

t now =t new;

%t new =t new + 1;

t new = mod(n+1,2) + 1;
end
w = a:h:b;
plot(w,y(2*ns+1:2*ns+length(w)),'0")
hold on
plot(w,z(2*ns+1:2*ns+length(w)),"*")
hold off
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