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Abstract

Anderson and Frazier (2006) defined the theory of T-factorizations or theory of generalized
factorizations, using a symmetric relation 7 over D#, the set of elements distinct to zero
and the units of an integral domain D. This idea can be interpreted as the study of
the factorization of elements that are related with respect to a symmetric relation 7.
This concept generalized many cases of factorizations previously studied, such as prime
factorizations, factorizations in irreducible elements, comaximal factorizations, and more.

Let P(D¥) be the power set of D# « € P(D*) and 7 a symmetic relation over D#.
This research considers the subrelation 7* = {(x,y) : x,y € o and z7y} of 7 and presents
some of its characteristics and properties. It is defined the graph of factors of an element
of D# as a generalization of the graph of irreducible divisors of Coykendall and Maney,
the graph of 7-irreducible 7-factors and the graph of a-g-divisors of Mooney. It is shown
some examples and properties of the graphs of factors, and the implications of the relation
7% in their subgraphs.

Keywords: Graphs of factors, generalized factorizations.
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Resumen

Anderson y Frazier (2006) definieron la teorfa de 7-factorizaciones o de factorizacio-
nes generalizadas utilizando una relacién simétrica 7 sobre D#, el conjunto de elementos
distintos de cero y de unidades de un dominio con integridad D. La idea se puede inter-
pretar como el estudio del producto de elementos que se relacionan con respecto a 7. Este
concepto generalizé muchos casos de factorizaciones previamente estudiadas como: facto-
rizaciones primas, factorizaciones en elementos irreducibles, factorizaciones comaximales,
entre otras.

Sea P(D#) el conjunto potencia de D#, o € P(D#) y 7 una relacién simétrica sobre
D#. Este trabajo considera la subrelacion 7 = {(z,y) : 7,y € a y 27y} de T y presenta
algunas de sus caracteristicas y propiedades. Se define el grafo de factores de un elemento
en D# como una generalizacién del grafo de divisores irreducibles de Coykendall y Maney,
del grafo de 7-factores 7-irreducibles y del grafo de a-(-divisores de Mooney. Se muestran

algunos ejemplos y propiedades de los grafos de factores, asi como las implicaciones de la
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relaciéon 7* en sus subgrafos.

Palabras clave: Grafos de factores, factorizaciones generalizadas.
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Capitulo 1

Conceptos Iniciales

En este capitulo se hallan algunos conceptos que se enmarcan dentro de la teoria
de factorizaciones generalizadas, la teoria de grafos y algunos resultados de investigacio-
nes previas sobre grafos de 7-factorizaciones. Estos conceptos orientan al lector para la
comprension de los resultados provistos en el presente trabajo y las diversas formas de
clasificar las factorizaciones generalizadas. Ademaés, se provee un resumen sobre el enfoque

de cada uno de los capitulos.

1.1. La 7-factorizacién y sus propiedades

En algebra abstracta existe una estructura conocida como dominio con integridad (en
otras fuentes como dominio con identidad, dominio entero o dominio integral). Segin
Dummit y Foote en [II], un anillo conmutativo D con identidad 1 # 0 sin divisores
de cero es llamado un dominio con integridad. Un ejemplo de dominios integrales es un
dominio de factorizacion unica (o mejor conocido como UFD, por sus siglas en inglés).
En [II], un UFD es un dominio con integridad cuyos elementos distintos de cero pueden
expresarse como un producto unico de elementos irreducibles salvo asociados y reorden.
Todo elemento distinto de cero y de unidades en un UFD tiene una factorizaciéon de
primos. Otro ejemplo de dominio con integridad es el dominio de factorizaciéon finita
(o mejor conocido como FFD, por sus siglas en inglés). En [4], un FFD es un dominio

cuyos elementos distintos de cero y de unidad tienen una cantidad finita de factores salvo



asociados (y por ende, una cantidad finita de factorizaciones salvo asociados y reorden).
Todo UFD es FFD, pero el converso es falso (véase [4] para mas detalles).

En 2006, se defini6 y desarrollé la teoria de factorizaciones generalizadas sobre domi-
nios con integridad. Este documento utiliza la notacién y definiciéon de 7-factorizacion
o factorizacion generalizada establecida por Anderson y Frazier en [I], donde 7 es una
relaciéon simétrica sobre D# = D — (U(D) U {0}) (el conjunto de los elementos distintos
de cero que no son unidades), donde U (D) es el conjunto de las unidades o elementos in-
vertibles multiplicativamente. La teoria de 7-factorizaciones se puede interpretar como el
estudio de todas las posibles operaciones que se puedan definir sobre D, o como una regla
que solo permite el producto de elementos que se relacionen con respecto a la relacion 7.

Formalmente, la Definicién 1.1.1. recoge el concepto de 7-factorizacién en [1J.

Definicién 1.1.1. [1] Sea 7 una relacién simétrica sobre D¥#. Una T-factorizacion de

x € D¥ es una expresion de la forma x = \- 1 * 2o * x % x,, donde X\ € U(D) y para todo

i F ], TTT.

De la Definicién 1.1.1. de 7-factorizacién se le llama a cada x; como un 7-factor de
xr o que z; 7-divide a x (usualmente, denotado por z;|.x), y a x se le conoce como un
7-producto de los z;’s. La expresién “x - y” (respectivamente, x; - xo - - - z,,) denota el
producto usual de z e y (respectivamente, de x1, xs, ..., z,,). Ademas, la expresion “z * y”
(respectivamente, 1 * Ty * * * x,,) denota el 7-producto de x e y (respectivamente, de
Ty, ..., Ty). Esta notacién permite identificar qué factorizacion es una 7-factorizacién o no.

Un elemento z € D# es llamado elemento 7-irreducible o un 7-dtomo si y solo si
las tnicas 7-factorizaciones de x son las T-factorizaciones triviales (las cuales son x = x
v z = AMA™'z)). Se dice que D es un dominio T-atémico, si cada x € D¥ tiene una
T-factorizacién de elementos 7-irreducibles.

Con el objetivo de estudiar las T-factorizaciones, la presente investigacion se apoya en
las definiciones y notaciones expuestas por Juett en [14], que incluye todas las nociones

de Anderson en [I].

Definicién 1.1.2. [1]] Sea 7 una relacién simétrica sobre D¥ .



(i) La relacién T es multiplicativa, si para todo x,y,z € D¥ tal que xTy y 272, entonces

TTYZ.
(ii) La relacion T es divisiva, si para todo x, ',y € D¥ tal que 2’|z, xTy, entonces x'Ty.

(iii) Se dice que la relacion T preserva asociados, si para todo x,y,y € D¥ tal que

y ~ vy, xTy, entonces xTy .

(iv) La relacion T se conoce como refinable, si siempre que x = \-T1¥kkXy, Y T; = Y5y,

(T-factorizaciones de x y x; respectivamente), se cumple que

T =Ny kokk Ty_q ok Yp Kk ok Yy k T Kk k T, (T-factorizacion de x).

La t-factorizacion obtenida se conoce como T-refinamiento de la T-factorizacion

ATy xx %2, 0 simplemente un T-refinamiento de x.

(v) La relacion T se dice ser combinable, si siempre que x = \-x1%**x, (T-factorizacion
de x), se cumple que x = X - Ty % % % x;_1 * (T; - Tip1) * Tigpo * % x T, (T-factorizacion

de x).

Si 7 es divisiva (respectivamente, multiplicativa), entonces es refinable y preserva aso-
ciados (respectivamente, combinable). Si A C D# y 74, = A x A, entonces se cumple que
xTay <= x,y € A. En este caso, el estudio de 74-factorizaciones es el estudio de las
factorizaciones usuales de elementos de A. Este tipo de factorizaciones son las que dieron
nombre a esta teoria en [1I], la teoria de factorizaciones generalizadas. Particularmente, si
se considera 7p# = D¥ x D# (en [I] se denota como 7p), la relacién 7p# es multiplicativa,
divisiva, preserva asociados y la nocién de Tp#-factorizacion resulta la factorizacién usual
de elementos. Por ejemplo, si D = Z, entonces algunas 7,#-factorizaciones de 44 son 4x11,
(—4) % (=11),2%22, 2% 2% 11, (=2) % (=2) 11, (=2) 2% (—11) y (—=1) - (=2) 2 % 11.

Otro ejemplo considerado en [1I] es la relacion 7,y en 77, que se define por TT(m)Y siy
solo si # — y € (n), donde (n) es el ideal principal generado por n. Si z,y € Z#, a1,y si
y solo si # =, y (relacién de equivalencia médulo n). En el estudio de la relacién 7,y con

n =5, algunas de las 7(5)-factorizaciones de 44 son (—4) * 11 y 2 * 22.
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La relaciéon 7(,), cuando n = 1, coincide con la relaciéon 7z#; por ende, es divisible y
multiplicativa. Cuando n = 2, la relacion 7,y es multiplicativa, no es divisiva, preserva
asociados, es refinable y combinable. Cuando n > 2, la relacién 7(,) no es divisiva, no es
multiplicativa y no preserva asociados. Aunque 7,y no preserva asociados, Serna en [19]
pudo demostrar que es posible suponer que preserva asociados. Serna construyé la clausura
que preserva asociados, denotada y dada por 7(,) = {Az, py) : (z,y) € Ty AN, € U(Z)}.

Se demostrd que T(’n) es una relacién de equivalencia y que si A - xq * * * 13 es una T(’n)—
factorizacién, entonces existen A, A, ..., Ay € U(Z) tal que \-(Ag-zq)*(Ag-2o) sk (g -xg) €8
una 7(,)-factorizacién. De esta manera, |, y (respectivamente, x es 7(,)-4tomo) si y solo
si x|T(/n)y (respectivamente, = es T(’n)—étomo). Mas atin, 7(,, es una relacién multiplicativa
siysolosine{1,2,3,6}.

Por otro lado, una 7-factorizaciéon puede o no poseer un 7-refinamiento. Se dice que
T=AN-Xp k% %X 1 %Y k%% Yy ¥ Tipq % %% T, es un 7-refinamiento de © = \ - w1 * x x 1,
donde x; = y; * * % y,,,. Cabe notar que \ - x1 * % x x,,, de acuerdo a la definicién, es un
T-refinamiento de x (ya que vagamente, z; = x; es una 7-factorizacion) y esto da espacio a
lo que se puede conocer como T-refinamiento trivial. La idea de este concepto no fue para
el desarrollo de 7-refinamientos triviales, sino para el desarrollo de 7-refinamientos donde
las T-factorizaciones reducidas de los x; son no triviales (a este tipo de 7-refinamiento
se le califica como propio), aunque en [I] el concepto no fue aclarado en cuanto a la
irreducibilidad de las 7-factorizaciones.

Para evitar cualquier ambigiiedad, en este trabajo se hace referencia de T-refinamiento
a uno propio mientras no sea necesario hablar de un 7-refinamiento trivial. Como ejemplo
basado en las 7;%-factorizaciones de 44, 2 % 2 x 11 es un 7yz#-refinamiento de 2 x 22 ya
que 2 * 11 es una 7z#-factorizacion de 22. Por otro lado, 4 * 11 no tiene 7(5)-refinamiento
propio. Lo anterior se debe a que la tinica factorizacion posible seria 2 - 2 - 11, pero este
no es un 7 -refinamiento de 4 * 11 dado que £2 #5 11.

Otros componentes de estudio en la teoria de 7-factorizaciones son: la representacion
de conjuntos de 7-factorizaciones por sistemas de factorizacion I' y una relaciéon de orden

parcial sobre el conjunto de relaciones simétricas 7. Con respecto al primer componente,



Juett en [I3] denota al conjunto de factorizaciones en un monoide H por fact(H ). También
denota al conjunto de factorizaciones de un elemento no unidad a del monoide H por
fact(a). De forma similar en esta investigacién, se denota al conjunto de factorizaciones en
D# por fact(D#), al conjunto de 7-factorizaciones en D# por 7-fact(D¥), y al conjunto
de 7-factorizaciones de un elemento x € D# por 7-fact(z). Para efectos de ilustracion, si

considera a p un nimero primo, entonces

Tz# fact(2p) = {2 % p, (=2) * (=p), (1) - 2% (=p), (1) - (=2) * p}.

En [14], 7-fact(D#) fue representado por un sistema de factorizacion I' C fact(D¥).
De manera andloga a lo descrito en [14], el sistema de 7-factorizacién en x esté represen-
tando a 7-fact(x) y estd definido por I'(x) = I' N 7- fact(x).

Con respecto al segundo componente, Anderson en [1] definié que 7y < <=7 C 7y
(como teoria de conjuntos) y concluyé que 71 < 75, mas que una notacién, se convierte
en una relacion de orden parcial que no es total sobre el conjunto de relaciones simétricas
en D#. Esta definicién no fue estudiada en tal trabajo, sino que en [6] y [14] hubo mayor
desarrollo al respecto. Ortiz-Albino demostré que, 7 < 73 si y solo si cada 7-factorizacion
es una mp-factorizacién; dicho resultado fue el que motivé a Anderson en [6] para crear las

['-factorizaciones sobre dominios con integridad.

1.2. Teoria basica de grafos

El objetivo de este estudio no solamente se centra en las 7-factorizaciones sino que tam-
bién en los grafos que pueden ser creados a partir de éstas. A continuacion es presentada

la definicién de grafo.

Definicién 1.2.1. [Z1] Un grafo es un triple ordenado G, = (V, E, @) que consiste de
los conjuntos arbitrarios V' y E, y un mapa de incidencia ¢ que asigna a cada elemento

e € E un conjunto no vacio ¢(e) C'V de cardinalidad a lo mds dos.

Los elementos de V' se denominan vértices del grafo y los elementos de E aristas del

grafo. A la cardinalidad de V', se le denota por |V| y se le conoce como el orden de G. Los

>



elementos de E son preimégenes del mapa ¢, de modo que si ¢(e) = {1, 22}, entonces
e = (x1,x2) € FE donde x1,x9 € V. Un lazo es una arista e tal que |¢(e)| = 1; es decir,
o(e) = {z} o (z,x) € E. Se dice que dos vértices x1,xs son adyacentes si (1, xs) €s
una arista. El grado de un vértice = es la cantidad de vértices adyacentes a x. El mapa
¢ determina cémo los vértices se relacionan por medio de aristas. Por simplicidad, en la
literatura, el grafo G = (V, E, ¢) se reescribe como G = (V, E).

Zwillinger en [21] considera que H = (Vi, Ey) y G = (Vig, Eg) son grafos, y define a H
como subgrafo de G si Vg C Vg v Ey C Eg. La notacién para afirmar que H es subgrafo
de G es H C G. También, Zwillinger expresa que un isomorfismo entre dos grafos H y G
es una funcién biyectiva ¢ : Vi — Vi tal que (z,y) € Ey siy solo si (¢(x),4¥(y)) € Eg.

Si existe tal isomorfismo, entonces H y G son isomorfos, denotado por H = G.

1.3. Algunos grafos de T-factores

La primera conexion de la teoria de factorizaciones en factores irreducibles en dominios
integrales y la teoria de grafos fue presentada por Coykendall (2005). En [10], un grafo
de divisores irreducibles de x se define de la forma G = (V, E') donde V es el conjunto de
clases de equivalencia de elementos irreducibles salvo asociados (en un dominio integral
D, y es un asociado de z, si y = Az para algin A € U(D)). Dados z1,z2 € V, se cumple
que (x1,72) € E siy solo si x125]x. Por ejemplo, en [10], consideran D = Z[\/=5] y
determinan el grafo de 18, es decir G(18). Las factorizaciones en irreducibles de 18 en este
dominio son 2-32,3-(1++/=5)-(1—+/=5) y 2:(2++v/=5)-(2—+/=5). La Figura 1 muestra
el grafo G(18). Se puede observar que no hay una arista de 2 a 1+ /=5 (0o 1 — /=5),

pues no hay una factorizaciéon que contiene a ambos. Similarmente, no hay aristas entre

3y 2+4v/=5 (02— /=5).
2 3
2- V75 @ 1- V=5

24++/-5 1++v-5

Figura 1.1: El grafo de divisores irreducibles de 18 en Z[/—5], [10].



Mooney en [17], extendi6 de la definicién de Coykendall a la teorfa de T-factorizaciones
en dominios con integridad. Mooney defini6 el grafo de T-divisores T-irreducibles de x de

la forma

G,(x) = (V.(z), E-(z)) donde V.(z) = {y : y|-x Ay es T-irreducible}

y E-(z) = {(z1,22) @ = A+ 2y % @9 % % %2, }.

Notar que Coykendall exigia que el producto de los factores irreducibles fuese un factor; en
cambio Mooney (2013) exige una 7-factorizacion en 7-irreducibles donde ambos 7-factores
r-irreducibles ocurren. Luego en [1§], lo extendié a anillos conmutativos con divisores de
cero. En los anillos conmutativos existen diferentes tipos de irreducibilidad y elementos
asociados. Por esa razon, Mooney creb otra definicion que selecciona a los factores de x
que son un tipo de irreducible determinado por «, un conjunto de elementos que cumplen
un tipo de irreducibilidad. Estos son escogidos salvo asociados y determinados por (3,
un conjunto de algun tipo de asociados. A partir de lo anterior, surgen mas formas de

representar al grafo de z. El definié6 el grafo de a-f-divisores de = de la forma

Go(w) = (Vi (2), Ei()) donde V'(z) = {y € D = U(D) : (y € /) A (yla)}

v (71,79) € EP(x) siy solo si 71,29 € VF(z) y existe una a-factorizacion de = que los
contiene.

Aunque los grafos de factores irreducibles se empezaron a estudiar en 2005 por Coy-
kendall en [10], formalmente fue hasta en 2013 cuando Mooney combiné ambas teorias
para estudiar el grafo de 7-factores 7T-irreducibles y el grafo de a-p-factores. Estos avan-
ces indican que el estudio de los grafos de factores es joven y que las definiciones estan
restringidas a la seleccién de factores.

Por otra parte, los vértices de los grafos que estan en los trabajos de Coykendall y
Mooney representan a elementos que pertenecen a distintas clases de equivalencia con

respecto a la relacién asociado. Esta caracteristica en sus definiciones no fue justificada y

no abarca factores en general. En este trabajo se explica una posible razon de la definicion
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de grafo de factores irreducibles en [10] y se concluye que las propiedades principales del
grafo de factores son las del grafo obtenido por dicha definicién. Lo anterior implica que
los grafos obtenidos son otra forma representativa de hacer un grafo de factores de un
elemento en un dominio con integridad. Esta investigacion ofrece una nueva definicion, la
cual considera cualquier tipo de factor existente en el dominio sin alguna restriccion. La
misma puede ser ajustada a otras estructuras como anillos conmutativos con identidad o

monoides multiplicativos con propiedad cancelativa.

1.4. Resumen de los capitulos

Este trabajo consta de cinco capitulos. El primer capitulo fue el resultado de la revision
bibliografica de los temas relacionados a la investigacién, con el fin de colocar en contexto
y justificar la esencia del trabajo como un avance en la teoria de grafos de factores.

El segundo capitulo se enfoca en el grafo de 7-factores de cualquier elemento en un
dominio con integridad, el cual se conoce como 7-grafo. Se presenta la definicién de los
grafos de factores ofreciendo un resumen de los expuestos en el primer capitulo. Ademas,
se proveen ejemplos y propiedades generales de estos grafos.

En el tercer capitulo se estudia la definicién, se proveen ejemplos y propiedades de dos
elementos inéditos de esta investigacion: la 7®-factorizacion y el 7%-grafo. Estos inicial-
mente fueron creados con el objetivo de localizar la caracterizacién del T-grafo a partir de
subgrafos, proveer propiedades afines o localizadas, y representar a x con un grafo de sus
factores.

El cuarto capitulo presenta una forma de estudiar los grafos con caracteristicas simila-
res a las de los 7*-grafos, cuyo conjunto de vértices y aristas estan determinados por dos
relaciones simétricas (no necesariamente iguales) sobre D#. A estos grafos se les conoce
como 71'-152-grafos. Se presentan ejemplos y relaciones de contenencia, asi como también
la relacién entre el 71 -752-grafo y el 7*-grafo.

En el quinto capitulo se establecen consideraciones finales de la investigacion, como

conclusiones y otros interrogantes que surgieron de los resultados de la investigacion.



Capitulo 2

El m-grafo

Coykendall y Maney, en [10], establecieron el concepto de grafo de factores irreducibles
(ver definicién en la Seccién 1.3.). El mismo concepto se visualiza como un grafo donde los
vértices representan factores irreducibles y las aristas la existencia de una factorizacion
(no necesariamente en elementos irreducibles) donde el producto de irreducibles ocurre.
Algunos anos mas tarde, Mooney, en [I7], estableci6é formalmente una definiciéon de grafo
de T-factores T-irreducibles tomando de referencia lo que Coykendall y Maney hicieron.
La modificacion de la definicién (ver en la Seccién 1.3.) era ajustar los términos factor,
factorizacion y elemento irreducible por 7-factor, 7-factorizacién y elemento 7-irreducible.

Sin embargo, la definicién de Mooney presenté6 ambigiiedad con respecto a que no
aclara si para obtener una arista entre dos vértices que representan 7-factores, existe una
T-factorizacion donde ambos elementos son 7-factores 6 el producto de estos elementos
es un 7-factor. De hecho, se puede interpretar de su definicién que si se relacionan pues
indica que y; - y2 - - - ¥, €s una 7-factorizacion. Esta ambigiiedad no ocurre en la definicion
de Coykendall debido a que solamente considera el producto usual.

Para entender mejor porqué es importante aclarar este asunto, no siempre al reem-
plazar un 7-factor por una 7-factorizacion se obtiene una 7-factorizacion. Es decir, que
x = (Y1 - Ya) * * * Y, no implica necesariamente que & = yj * ys * * * y,. Como ejemplo,
(22) * 2 es 7(5)-factorizacién de 44 mas 2 - 11 - 2 no lo es. De igual forma el converso no
necesariamente es cierto. Como ejemplo, 2 (—3) * 17 es una 7(5)-factorizacién de 102, mas

(=6)-17,2- (=51) y (=3) - 34 no son 7(5)-factorizaciones.



El concepto de reemplazar un 7-factor con una 7-factorizacién se le conoce como
T-refinamiento (ver en la Definicién 1.1.2.(iv)), que no necesariamente resulta en una 7-
factorizacién (si esto sucede, la relacion 7 es refinable). Otra forma de que siempre exista,
un 7-refinamiento de una 7-factorizacion es que la relacion 7 sea divisiva. El concepto de
obtener una 7-factorizacién cuando se combinan los factores ocurre cuando 7 es multipli-
cativa o combinable (ver Definicién 1.1.2.). Por ende, para obtener ambas implicaciones
(x = (y1 - Y2) * * * Yy, <= T = Y1 * Y * x x Y, ) €s necesario que 7 sea refinable (o divisiva),
que Y17y y combinable (o multiplicativa). Solamente asi la definicion de Mooney no seria
ambigua en interpretacion. Por ejemplo, debido a que la relacién 7,% es multiplicativa, di-
visiva, refinable y combinable, se cumple que (2-11) %2 y 2% 11 %2 son 754-factorizaciones
de 44. Por otro lado, 7(5) solo es una relacién de equivalencia y los conceptos no son
equivalentes.

Asi que, por la ambigiiedad expuesta y la necesidad de tener una definicién que no
deje espacio a dudas de interpretacion, se presenta en este capitulo otra definicion para
el grafo de 7-factores de z (o conocido en este trabajo como 7-grafo) conforme a la
notacién respectiva de este trabajo. La Definicién 2.1.1. que se presenta es mas general
que la definicion de Mooney. Esto es en el sentido de que en la de Mooney los factores
son elementos irreducibles (o tipos de elementos irreducibles), mientras que en ésta los
factores pueden ser cualquier elemento de D#. Ademaés, se presenta la relacién entre el
grafo cuando son considerados los 7-factores salvo asociados, y el grafo cuando los -

factores no necesariamente son salvo asociados.

2.1. Definicion e ilustracién del 7-grafo

En esta seccién, se considera a 7 como una relacién simétrica sobre D#. Al considerar
un 7-producto o una 7-factorizacion, se esta determinando implicitamente tipos de factores
de un elemento en D#. Por ende, al grafo de factores se le denota como 7-grafo, donde

los factores estan implicitamente determinados por la relacion 7.

Definicién 2.1.1. Sea D un dominio con integridad y x € D¥. El T-grafo de x es el
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grafo denotado por G,(x) = (V.(z), E.(z)) donde:

Vi(x) ={y ylrx} y Er(z) = {(x1,22) € Vo(2) X V() : = X2y % To %% % 2, .

Para efectos de notacién, si £ = A - x; * X9 * * * 1, es una 7-factorizacién, en la
investigacion se nombra al vértice que representa a un 7-factor x; de x en el 7-grafo como

xr. A continuacién, se presentan ejemplos que proveen una idea mas clara de la definicion.

Ejemplo 2.1.2. Considerar el ejemplo utilizado en la Seccion 1.1. con la relacion 174
y el numero entero 44. En este trabajo se ha indicado previamente que esta relacion es
multiplicativa, combinable, divisiva, refinable y preserva asociados. El conjunto de T4 -

factorizaciones de 44 es de la forma

Tz#-fact(44) =

4511, (—4) #
2 % 22, (—2) *
2% 2% 11,(=2) % (—

(=11),(=1) -4
(_22)7 (_1)

2) %11, (—1

( )7
*(=22), (=

(—=1)-2%2x%(—1

) -
1), (=1)-
(=2) % 2% (=11),44, (=

Esto implica que V. , (44) = {2, 44, £11,4+22 444} y el conjunto de aristas dado
por Er , (44) = {(£2, £2), (£2, £11), (£2, £22), (£4, £11)}. Por lo tanto, el tz#-grafo de
44 puede dibujarse como se muestra en la Figura 2.1. El grafo de divisores irreducibles de
44, de Coykendall, esta determinado por la arista que une al 2 y 11. Esto provee una idea

de la complejidad de los grafos que se intentan estudiar en este documento.

Figura 2.1: El grafo G, _, (44)
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Ejemplo 2.1.3. Sea D = Fy = {0,1,2,2 + 1} un cuerpo finito de cuatro elementos
determinado por la extension finita (Z/ZZ)[Z]/<22+Z+1>. Sean f,g € Dlx,y] polinomios,
deg(f) el grado monomial de f y O una relacion sobre D]z,y| definida por fOg si y solo
st deg(f) = deg(g). Esta relacion estd descrita en el Ejemplo 2.1.(7) de [1] como una
relacion simétrica, que preserva asociados pero que no es divisiva ni multiplicativa. En
este caso particular, el conjunto de unidades del domino estd dado por {1, z,z + 1}.

Las O-factorizaciones de (zy)* son de la forma (A1 - zy) * (Ay - zy), (A1 - 22) % (A2 - y?),
0 (A1 x)x (Ao x)* (A3-9y) *x (g -y), donde A, Ay, A3, Ny € U(D). Esto implica que
Vo ((zy)?) = {\ - (zy)? Aoy, Ax?, Ay, Az, Ay} con A € U(D), y el conjunto de aristas
By ((zy)?) = {(\ -2y, Ao~ ay), (A2, Ao - 9?), (Ar -2, A @), (Ar -, A ), (A, A )}

Por lo tanto, el O-grafo de (xy)? puede dibujarse como en la Figura 2.2. El grafo de
O-factores O-irreducibles de (xy)?, de Mooney, estd determinado por la arista que une
al x e y. De modo que la complejidad de los grafos en estudio se sigue manteniendo en

comparacion con los grafos de las definiciones anteriores.

v VD

z+1Dy (z+ 1)z

2y?
y?
% zx?
(z + 1)x? (z+1)y?
2
(zy)2® Ly o z(zy)
Yy
® (z+1)(zy)?
(z+ Dazy

Figura 2.2: El grafo G ((xy)?) en /226 / o, 1 [z, ]

Ejemplo 2.1.4. Sea D = Zs[z,y? xy] y 7 la relacion simétrica en D¥ que contiene solo

los elementos (/\'x2au'y2)> (/\-yZ,u-:E2), (/\my,,umy), (/\'Jf,ﬂ'yQ), (/\-yZ,,u-:E), ()\{L‘,,Ul’)
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donde A\, u € U(D)}. Notar que T no es multiplicativa. De lo contrario, como (Az*)7(uy?),
entonces (Ax?)7(uy*), lo cual es falso. Tampoco es divisiva, pues z|\x® y (Az?)7(uy?)
pero (A\z) /T(uy?). Claramente, preserva asociados. Es refinable, pues z* es el tinico
componente en las duplas de la definicion de T que puede T-refinarse (¥? = x xx), ¥y
dado que (X - x)7(p - x), (X - 2)7(1 - y?), entonces es posible obtener el T-refinamiento
22 % y* = x x x x y>. No es combinable, pues x x x x y* es T-factorizacién pero x - (x - y*)
no lo es.

Las T-factorizaciones salvo reorden no triviales de (xy)?* son de la forma (A-z%)x(p-y?),
Nay)*(p-ay), (N-x)*(pu-x)*(v-y?) donde N\, u,v € U(D). El resto de las factorizaciones
de (xy)? son de la forma (N -x) - (u-z)-(v-y)- W -y),A-2%) - (u-y)-(v-y) donde
¢ € U(D). Estas ltimas no son T-factorizaciones pues (A\-x, ji-y), (A\-2%, u-y) ¢ 7. Como
los elementos de V,((zy)?) son los factores de las T-factorizaciones de (xy)?, entonces
Vo((zy)?) = {\-(xy)®, X-22, X -y%, X -y}, asi como E,((zy)?) = 7. Por lo tanto, dado que
U(D) = {1,2,3,4}, el T-grafo de (zy)?* se puede dibujar como en la Figura 2.3. El grafo
de T-factores T-irreducibles de (zy?), de Mooney, estd determinado por un lazo en el tinico
vértice xy. De modo que la complejidad de los grafos en estudio se sigue manteniendo en

comparacion con los grafos de las definiciones anteriores.

.4(-’0:u)2

(zy)? Y 4y

Figura 2.3: El grafo G, ((xy)?) en D = Zs[x, y?, xy]

13



2.2. Los 7-grafos salvo asociados

Se dice que dos elementos x e y son asociados, denotado por x ~ vy, si x|y e y|z.
Claramente, esta relacién es reflexiva ya que z|r para todo # € D¥. Esta relacién es
simétrica ya que si x ~ y para cualesquiera x,y € D#, entonces z|y e y|z; asf que y ~ z.
También es transitiva ya que si * ~ y e y ~ z para cualesquiera z,y, z € D¥, entonces
ocurren dos cosas. Primero, que z|y e y|z, implicando que z|z. Segundo, que z|y e y|z,
implicando que z|z. Estos dos comportamientos implican que x ~ z. Por lo tanto, ~ es
una relaciéon de equivalencia. Un resultado bien conocido es: si x|y e y|z en un dominio
con integridad, entonces existe A € U(D) tal que z = \y. Este concepto de asociado solo
es interesante en los casos donde |U(D)| > 1. El mismo surge como una generalizacién de
la relacion de equivalencia “=". Por eso siempre que se utiliza es porque |U(D)| > 1.

La relevancia de esta relacion para el tema es que el grafo de factores irreducibles
salvo asociados que definié Coykendall en [I0], y posteriormente la extensién que hizo
Mooney en [17] de este grafo a los T-factores T-irreducibles salvo asociados, son realmente
un cociente del grafo, es decir, “/... No obstante, en los trabajos de Coykendall y Mooney
no se detalla este hecho ya que su enfoque era mas algebraico que de teoria de grafos.
Ahora bien, este hecho explica la razén por la que en sus grafos, cada vértice representa
un factor irreducible y a todos sus asociados (es decir, que el conjunto de vértices va en
correspondencia con los factores irreducibles, tal y como se hace en la definicion de UFD,
que las factorizaciones son tnicas salvo reorden y asociados).

Por otro lado, Axtell, Baeth y Stickles, en [7], definieron el grafo comprimido de factores
irreducibles, el cual se acerca un poco mas a la nocién y representacion de grafo cociente
considerando la nociéon de grafo de factores irreducibles de Coykendall y una relacion
definida por ~,= {(z;,z;) € Irr(D) : si x; es factor de z, entonces z; es factor en la

misma factorizacién, y viceversa}. El grafo comprimido de z es el grafo definido de la

forma G.(z) = (V,, E.) donde

Ve =Alwila : (xi € Irr(D)) A (wil2)} y
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Ee = {([#i]e: [75]2) : ([wle # [25]2) A (2iz5]2) -

Para efectos de comprension de la construccion del grafo bajo esta definiciéon, se provee

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.1. [7] Sean D = Z[\/=5] y x = 18. Las factorizaciones salvo asociados de
18 en Z[/=5] son 2-32,3- (1++/=5) - (1 —v/=5),2- (24++v/—=5) - (2—+/=5). Claramente,
14+/=5 ~15 1—+/=5 y 24++/=5 ~15 2—+/=5. Esto implica que [14++/=5]1s = [1—+/=5]1s
Yy [24+ /=51 = [2—/—51s. Sin embargo, 2 »15 3 ya que 2 no aparece en la factorizacién
3 (1++/=5)- (1 —+/=5). Esto implica que [2]1g # [3]1s. Por ende, para este caso

Ve={[1+ \/__5]187 2+ \/__5]187 2]1s, [3]1s} ¥

E. = {([2)is, [3)1s) (818 [1 + V=51s) . ([2]ss, [2+ v=5):s) }.

El grafo comprimido de 18 puede dibujarse como se muestra en la Figura 2.4.

2] (3]

=

[2+v=5] [1+v75)

Figura 2.4: El grafo G.(18)

Es posible calcular el grafo cociente @)/ = (Vf(‘”)/w, EN), donde V@) /= {[z;] :
x; € Vo(2)}, [2:1] = 2 - U(D). Es decir, V"®) /_ es el conjunto de clases de equivalencia de
V:(z) bajo la relacién ~. Mientras que E. = {([z4], [z;]) € (VT(”E)/N>2 (zi,5) € Ex(x)}.
Una forma de representar este grafo es el grafo propuesto en la siguiente definicion.

Definicién 2.2.2. El t-grafo salvo asociados de x es el grafo definido de la forma G (z) =
(VT(x), ET(x)), donde los elementos de V,.(x) son representantes de los T-factores salvo
asociados, es decir, escogidos arbitrariamente de manera que ningun par de ellos perte-

nezca a la misma clase de equivalencia en ¥=(®)/ .

Al analizar la notacién que utiliz6 Coykendall para el conjunto de co-conjuntos repre-

sentativos de los irreducibles de D, se concluye que utilizé Irr(D) para todos los elementos
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irreducibles e Irr(D) para los elementos irreducibles salvo asociados. De la misma ma-
nera, Coykendall denot6 con G al grafo de factores de elementos irreducibles (incluyendo
lazos) y con G al grafo de factores de elementos irreducibles excluyendo lazos. Teniendo en
cuenta los objetivos de la presente investigacion, se cambia esta notacion con el propésito
de extenderla a la definicion formal de T-grafo (no solamente de factores irreducibles, sino
de cualquier factor).

Observacién 2.2.2.1. Si x; € V,(z) tal que (v;,1;) € E.(x), entonces [z;] €@ /_ y
([25], [s]) € E~. Por la Definicion 2.2.2., esto implica que G (x) tiene lazo en [x;]. Dicha
conclusion es una diferencia de construccion entre la nocion de T-grafo salvo asociados y
la nocion de grafo de divisores irreducible reducido (presentada por Coykendall en [10]).

Estas nociones son representadas por el mismo simbolo, pero para este trabajo, la notacion

corresponde a la nocion de T-grafo salvo asociados.

Una de las diferencias con el grafo de factores (respectivamente, 7-factores) irreducibles
(respectivamente, T-irreducibles) de Coykendall en [I0] (respectivamente, Mooney en [17])
es que los vértices no representan a clases de equivalencia. Cada vértice representa a un
T-factor, y cada dos 7-factores pertenencen a clases de equivalencia distintas del conjunto
de factores médulo ~. Para tener una mejor comprensién, ver los ejemplos en las Figuras
2.5 vy 2.6; los mismos proveen la idea visual y los parrafos que indican la seleccién de

factores.

Los siguientes ejemplos sirven para tener una idea de la construccién de G, (z) y su
representacién de )/ ~. En cuanto al Ejemplo 2.2.1., es claro que ~##~,, por su
definicién. En este ejemplo de [7], se trabaja con la multiplicacién usual, implicando que
al aplicar este ejemplo a la definicion de 7-grafo se considera a 7 = 74, /=5». Dado que

las factorizaciones salvo asociados de 18 en Z[\/—5] son 2- 3% 3 - (1 4+ v/=5) - (1 — /=5),
2-(24++/-5)- (2 —+/—b), entonces

V(18) = {£(1 4+ v/=5),£(1 — V/=5), £(2+ V/=5), £(2 — V/—=5), £2, £3}.
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Esto implica que
Vo(18) =08 /L #VU /= {1+ V5] [L = V=5 2+ V5] [2 - V5L (20, [3])-

G S
Una representacion de =y / ~ es un grafo isomorfo dado por G-, (18) donde

Ve

Ve, e (18) = {1+ V=51 -v/=5,2+v/-5,2 - V-5,2,3}

18) aplicado a los elementos de V; 18) es equivalente al conjunto

Y ETZ[\/—T]#( ﬁ#<

(2,3),(3,1++/=5),(3,1 — v/=5), (1 — /=5,1 + /=5),
(2,2 4+v=5),(2,2—v/=5),(2—v/=5,2++/=5)

Por ende, G.(18) # G-, (18) La Figura 2.5 presenta a G (18), el cual puede

Tzlv=s#
ser comparado con la Flgura 2.4 para comprobar que el grafo comprimido es distinto al

T-grafo salvo asociados, y que G, (18) posee mayor complejidad que G.(18).

Tz[/=5)#

2 3
2-V-5 @ 1-

24++v/-5 1++v-5

Figura 2.5: El grafo G (18)

Por otro lado, en el Ejemplo 2.1.2., dado que V; , (44) = {£2, +4,£11,£22, +44},
entonces "7+ Y = {[2], [4], [11], [22), [44]} v E. = {([2), [22]), ([2], [11]), ([4], [11])}. Por
ende, Gz 1Y) G, G-, (44) donde el conjunto de vértices es Vs V., (44) = {2,4,11,22 44}
y el de aristas es B, ,(44) = {(2,2),(2,11),(2,22),(4,11)}. A continuacién se presenta
el 7-grafo salvo asociados construido. Cada vértice representa solo a un 7-factor y de x
y todos sus asociados ya estan representados por ese 7-factor y. Notar que el 75%-grafo
salvo asociados de 44 posee mayor complejidad que el grafo de divisores irreducibles de
44, de Coykendall (el cual, estd determinado por la arista que une al 2 y 11).

Por los ejemplos, la teoria de grafos de factores irreducibles (en cuanto al grafo sal-

vo asociados) se debe interpretar que son méas simples que los T-grafos salvo asociados
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4
2
44
L]
22 11

Figura 2.6: El grafo G, _, (44)

definidos en este trabajo. No obstante, para cada \; € U(D) se define un 7-grafo salvo

asociado, el cual se denota como

GT(x)/\i = ()\i - Vi(x), ET(.T)> donde \; - V;(z) = {\i - z; : z; € V;(2)}.

Gr(x

SN N . .
Ahora bien, G,(x)"" y G,(x) son isomorfos e isomorfos a )/.. De manera que se

escoge (sutilmente pero de forma arbitraria) a V;(x) para generar a G, (), y asi obtener
IR, . . .y
G,(x)"" para cada \;. Las siguientes propiedades detallan la relacién entre el T-grafo y

sus respectivos 7T-grafos salvo asociados.

Teorema 2.2.3. Sean D un dominio con integridad, T una relacion simétrica sobre D7,

y G.(x) el T-grafo de v € D¥. Sea V.(z) el conjunto de representantes de los elementos

de V" /.. Entonces {\; - V;(z) : \; € U(D)} es una particion de V,(z).

Demostracion. Para cada zy € V,(x), se define un mapa g : U(D) — x-U(D) definido por
A — z1- A. Este mapa ¢ es una funcién (por su definicién) e inyectivo. Para ello, notar que
para todo Aj, Ae € U(D), A\ = Agsiysolosi oAy = a2k - Ao, Sy =a - A € - U(D),

es claro que Ay € U(D) y g es sobreyectivo. Por ende, g es una funcién biyectiva. Si

z, € V,(), entonces existe y € V,(x) que sea el representante de [z;]. €7@ /_. Es

decir, existe un \; € U(D) tal que z; = \; - y. Esto indica que, z € A; - V;(x). Por ende,

N €eU(D)
Por otro lado, suponer que existen \;, \; € U(D) distintos tal que x5, € A; - Vo (z) N

Aj - Vi(x). Dado que x € V;(z), entonces existe y € V;(z) que es el representante de

(2]~ €7@ /., tal que 7 = \; -y = A - y. Esto indica que \; = \;, lo que contradice que

son distintos. Por ende, los elementos de {\; - V;.(z) : \; € U(D} son disjuntos dos a dos.

Como z|,z, V,(z) # 0. Esto implica que V.(z) # 0 y X\ - V(z) # 0. para todo
€ U(D). 0
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Corolario 2.2.3.1. Sean D un dominio con integridad donde |U(D)| > 1 y T una relacion

simétrica sobre D¥. Entonces GT(x))\i C G.(x).

Demostracion. Por el Teorema 2.2.3., \; - V:(z) C V. (x). Dado que GT(x))\i y G-(2)

preservan la misma relacién de adyacencia (la cual es F.(z)), entonces GT(q:))\i C G,(x).

NN .
Suponer por contradiccion que G.(z) " = G,(x). Si |U(D)| > 1, entonces para cada

Ni-x € N - Vo(x) con \; € U(D), existe \; -z, € \j - Vo () con \j € U(D), \; # ;. Esto

implica que \; -z € Vo(2) y \j -z € ;- Vi (2). Por ende, V;(z) € \; - V,(z), implicando
que G, (x) # GT(x)Ai. Esto contradice que GT(x))\i =G, (z). O

Si|U(D)| = 1, entonces no tendria sentido estudiar los 7-grafos salvo asociados porque
la particién del Teorema 2.2.3. V() tendria solamente un elemento. El 7-grafo salvo
asociados es el mismo 7-grafo. Por esta razon, as propiedades restantes en este capitulo
suponen el caso no trivial, es decir, |U(D)| > 1. Aunque algunas de estas propiedades no

dejan de cumplirse cuando |U(D)| = 1.

Teorema 2.2.4. Sean D un dominio con integridad y T una relacion simétrica que pre-

serva asociados sobre D¥. Si x tiene una cantidad finita de T-factores, entonces

, N o A
(1) G-(x)" = G.(x)" para todo \;, \; € U(D).

(ii) Existen |U(D) RYRZAE)

a G, ()

| arreglos de vértices que proveen subgrafos de G (x) isomorfos

Demostracion. Sea Vi(x) = {x1, 2, ...,x,}. Se define un mapa f : A; - Vo (x) = A; - Vo (2)

de la forma f : z +— X; - (\;' - 2), donde A\;, \; € U(D). Es claro por su definicién, que
este mapa es una funcién. Si z € \; - V.(x), entonces \; ' - z € V,(z). Esto implica que
NNtz e NVi(x). SiA AT 2 = ) - AT - w, entonces 2 = w. Por ende, f es

inyectiva. Por otro lado, como en V,(x) los elementos son salvo asociados, entonces los

elementos de A; - V;(x) son salvo asociados y |V, (z)| = |A; - V(x)| < co. Esto implica que

|Xi - Vo(x)| = |A; - Vo(z)|. Entonces f es una funcién sobreyectiva, y por ende, biyectiva.

Si (z.,xq4) € E-(x), entonces existe una T-factorizacion x = Ay - T4 * * % o %k Tq % % * Ty

dexconl<a<c<d<b<ny\ €U(D). Dado que 7 es una relacién que preserva
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asociados, entonces dicha 7-factorizacién puede expresarse de la siguiente forma:

Ak Tk kK Tk T gk Ty = A (Ag o)k (Ao e) % (Ng-g) koxk (Npexp) con N, Ay € U(D). (2.1)

En particular, si A. = A\; = Ay, entonces (\;-x., Ai-xq) € E-(z). Esta nueva 7-factorizacién

también se indica que para todo A, A\q € U(D), Ac - x. vy Ag - T4 son factores en una 7-

factorizacién de z. Por ende, (\. - 2., \g - x4) € E.(z). Esto demuestra que GT(x)/\i o
G (x)

Notar que {1, xs, ..., x, } es solo una seleccion de los elementos de V. (z) para formar a

Aj

V.(z). Por el Principio Multiplicativo de Conteo, existen |U(D)|*"V*@) conjuntos distintos
de elementos de V;(z) que pueden ser V;(x). Por la definicién de A; - V(x), se concluye

que |V, (z)| = |A; - V;(2)|. Esto implica que existen |U(D)|*V7( V=@l conjuntos distintos de

elementos de V;(x) que pueden ser A;-V;(x). Como G,(x) o=~ G, (x) & y G (2) Y C G (2)

(por el Corolario 2.2.3.1.), entonces existe esa cantidad de subgrafos de G, (x) isomorfos

a G’T(x)Ai (incluyendo la isomorfia trivial). O

SiD=Zy71=1{(2,3),(-2,3),(3,2),(3,—2)}, entonces 7 no preserva asociados pues
(—=2,3) € 7y (—2,—-3) ¢ 7. Notar que V,(6) = {£2,£3}. Si se considera a V,.(6) =
{2,3} = 1-V,(6), entonces —1 - V,(6) = {—2,—3}. Sin embargo, F,(6 v = {(2,3)}

y Er(6)| 7@ = 0, pues (—=2,-3) ¢ 7. Por lo tanto, GT(G) e GT(6)71. Este ejemplo
argumenta la necesidad de que 7 preserve asociados para que los T-grafos salvo asociados
sean isomorfos.

Debido a este isomorfismo que existe entre 7-grafos salvo asociados, solamente es
necesario estudiar a profundidad uno de estos para conocer el comportamiento de los
demas y asi conocer la mayor informaciéon posible acerca del T-grafo en cuestién. Uno de
los aspectos a estudiar en este comportamiento es el grado de cada vértice. Suponiendo
que xp € W, en este trabajo se denotan dos tipos de grados para cada vértice en el
r-grafo: deg(\; - x) (que es el grado de zj, en T(x), al cual en este trabajo se conoce
como grado de xy) y edeg(\; - zx) (que es el grado de z en G, (), al cual se conoce como

grado extendido de xy). Esto implica claramente que deg(\; - xx) < edeg(\; - zx). Se pudo
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llamar a deg(x)) como grado reducido y llamar a edeg(xy) como el grado. No obstante, se
decidié llamar a edeg(zy) como grado extendido, pues de esta manera se evita una posible
confusion con la nocién de grafo reducido en las teorias de grafos de Coykendall en [10],
Mooney en [I7] y Lépez en [15].

Dado que el 7-grafo es un grafo no dirigido, entonces no hay claridad de las entradas
y salidas que generan los lazos a un vértice. Para efecto de conteo del grado de vértices,
tanto en deg(xy) como en edeg(xy) se cuentan 2 aristas adyacentes al vértice por cada
lazo. El siguiente teorema presenta una ecuacién en términos de ambos tipos de grados,

la cual argumenta la desigualdad anterior.

Corolario 2.2.4.1. Sean D un dominio con integridad con |U(D)| < oo y T una relacion
simétrica que preserva asociados sobre D¥. Sean xp € V,(x), b(xy,) la cantidad de lazos
que tiene xy en G,(x) (por cada lazo se consideran 2 aristas adyacentes al vértice, este

dato aplica para los grados) y

2b(xp) —1 sib(x 0
b)) = =0 (22)
0 si b(zg) =0

Si x tiene una cantidad finita de T-factores, entonces

edeg(zy) = [U(D)| - deg(zy) — [[U(D)] — 1] - c(b(zy)).

Demostracion. Es facil ver que edeg(zy) = deg(xy) + d(xy), donde d(xy) es la cantidad
de aristas tales que zj, es adyacente con vértices de distintos T-grafos salvo asociados (es
decir, las aristas (7, y) donde x € \; - V(z) e y € \; - V() con \; # ;). En cualquier
T-grafo salvo asociados distinto al 7-grafo salvo asociados al que z pertenece, la cantidad
de vértices adyacentes a zj, estd descrita por la expresion deg(xy) — c(b(z)). Notar que
deg(xy) incluye la cantidad de entradas en zy que los lazos de z generan, y que no son
necesarias en la adyacencia de zj, con sus asociados (por eso es que esta cantidad se resta

a deg(xy)). Dado que por cada lazo se consideran 2 aristas adyacentes al vértice, entonces

dicha cantidad de entradas estd dada por 2(by) — 1, si la cantidad de lazos b(zy) > 0
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(el ™-17 es por la arista que se forma entre x; y su asociado en el 7-grafo salvo asociados
seleccionado); o la funcién da 0, si b(xy) = 0, pues no habrian aristas entre x; y sus
asociados.

Si (zx,x;) € E-(x), por el isomorfismo f de la demostracién del Teorema 2.2.4., xy, x;
son 7-factores en una misma 7-factorizacion de z. Esto implica que cualquier vértice que
represente a un 7-factor de la forma A - z; donde A € U(D) es tal que (xj, A - x;) €
E.(x), pues T preserva asociados. Existen |U(D)| — 1 vértices con dicha descripcién que

no pertenecen al 7-grafo salvo asociados al que pertenece z;. Por lo tanto,
edeg(xy) = deg(xy) + d(zy) = deg(xy) + [|U(D)] — 1] - [deg(ax) — c(b(ar))]

= deg(xx) + [[U(D)| — 1] - deg(xx) = [[U(D)] = 1] - c(b(xx))
= [U(D)| - deg(xy) = [[U(D)] = 1] - c(b(x)).
O

Si |U(D)| = ooy deg(xg) > 0, entonces edeg(xy) = oo. El siguiente corolario refiere
a la relacion existente entre los grados de los vértices que representan factores asociados,

cuando el elemento solo tiene un nimero finito de factores salvo asociados.

Corolario 2.2.4.2. Sean D un dominio con integridad y T una relacion simétrica que
preserva asociados sobre D% . Si x tiene una cantidad finita de T-factores y xj es un

T-factor de x, entonces deg(\; - xi,) = deg(\; - xx) para todo X\;, \; € U(D).

Demostracion. Por el Teorema 2.2.4.(7), G’T(:c))\i = GT(w))\j para A\;, \; € U(D) bajo la
funcion f. Si V;(z) = {x1, 29, ...,z }, entonces A; - Vo (z) = {\i - z1, N - 2, ., Ay -z} y

N Vi(x) ={Nj - x1, A\j - 22, ..., \j - 2, }. Por el isomorfismo f, (A; - zg, Ai - 2,) € Er(x) siy

solo si (Aj-xk, \j-z,) € E-(x), para 1 < a < n. Por lo tanto, deg(\;-xy) = deg(\j-xy). O

Para efectos de ilustracion de las propiedades anteriores, se presentan a continuacién

los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.5. Con referencia en el Ejemplo 2.1.2., si V; ,(44) = 1.V, ,(44) =

— 71

{2,4,11,22,44}, entonces —1-V,_, (44) = {=2, -4, —11, =22, —44}. Por ende, G, , (44) #
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Wfl, aunque ambos sean T4 -grafos salvo asociados isomorfos de 44. En la Figura
2.7 se representa con color negro a Wl y con color rojo a W_l. Dicha figu-
ra denota la particion de V., (44) que refiere el Teorema 2.2.3. No obstante, la funcion
f:1-V, V., (44) — —1- Vo (44) definida por f(x;) = —x; cumple con las condiciones de la

funcion f en la demostracion del Teorema 2.2.4. Esto implica que f es un isomorfismo,

y por ende, G, , (44)1 = Gh, (44)71, cumpliéndose asi el Corolario 2.2.4.1.

Por otro lado, existen 52 conjuntos de vértices que podrian ser elegibles para V7, V., (44),
y asi formar subgrafos de G, (44) que son isomorfos a m, implicando que existen
32 formas de representar a Gyt (44)/~. Estos conjuntos de vértices son: {2,4,11,22 44},
(2,4,11,22, —44}, {2,4,11, 22,44}, {2,4, 11,22, 44}, {2, —4,11,22,44},
(—2,4,11,22, 44}, {2,4,11, —22, —44}, {2,4,—11,22, —44}, {2, —4, 11,22, —44},
{—2,4,11,22, —44}, {2,4, —11, 22,44}, {2, —4, 11, —22,44}, {—2,4,11, —22, 44},
{2,—4,-11,22,44}, {—2,4,—11,22,44}, {—2,—4,11,22,44}, {2,4,—11,—22, —44},

(2, —4,11,-22, —44}, {—2,4,11,—22, —44}, {2, —4, —11,22, —44},

{—2,4,—11,22, —44}, {—2,—4,11,22, —44}, {2, —4, —11, —22, 44},

{—2,4, 11, 22,44}, {—2,—4,—11,22,44}, {—2, —4, 11, —22 44},

{2, -4, —11,-22, —44}, {—2,4,—11,-22, —44}, {~2, —4,11, —22, —44},

(=2, —4,—11,22, —44}, {—2, —4, —11, —22, 44}, {—2, —4, —11, —22, —44}. La cantidad de
subgrafos de sz# (44) que son isomorfos a W, que es 32, puede expresarse de la
forma 2°, lo cual comprueba la férmula que determina dicha cantidad en el Teorema 2.2.4.,
pues [U(D)] =2 y |\ -V, (44)] = 5.

En el factor 2, es claro en la Figura 2.7 que deg(2) = 4 = deg(—2), lo que concuerda
con el Corolario 2.2.4.2.. También se puede ver en dicha figura que edeg(2) = 7. Notar que
7 puede expresarse 2x4 — (2(1) — 1)1 sabiendo que |[U(D)| =2 y c(b(2)) = (2(1) —1) =1
pues el vértice que representa a 2 posee un lazo. Esto concuerda con la féormula para
edeg(xy) descrita en el Corolario 2.2.4.1.

No obstante, si se considera al conjunto V. ,(44) = {2,—4,11,-22,44}, entonces

1oV, (44) =V, ,(44) y =1 -V, V., (44) = {—2,4,—-11,22,—44}. En la Figura 2.8 se

representa con color negro a G _, (44) y con color rojo a G _, (44)71. Estos 174 -grafos
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Figura 2.7: Los grafos de factores salvo asociados de 44

salvo asociados son otras dos de las 32 formas existentes, de representar a GTZ L, (44).

Figura 2.8: Otros dos grafos de factores salvo asociados de 44

Ejemplo 2.2.6. Considerando el Ejemplo 2.1.53., se tiene que el conjunto de vértices es

Volen)?) ) = {[a), gl lay), [22], [s?), [(2)?)}. Dado que para este caso U(D) = {1,2,2+1},

si se selecciona a Vy((zy)?) = {z,y, zy, 22, y?, (zy)*}, entonces 1 - Va((xy)?) = Va((zy)?),
2 Vol(zy)?) ={z 2,2y, 2 (xy), 2 2%, 2 Y%, 2 (xy)?}, y por diltimo, (z+1) - Vo((ay)?) =
{z+1)-2,(z+1)-y,(z+1) - (zy), (z+1)- 2% (2 +1)-v* (2 + 1) - (xy)?}. Esto muestra

la particion de vértices del grafo que son factores de (xy)® en D, tal como lo indicé

el Teorema 2.2.3. Dado que Ga((xy)2)1, Go((zy)?)", Ga((zy)?) ! preservan la misma
relacion de adyacencia (la cual estd basada en la biyectividad entre los vértices de factores
asociados), entonces estos T-grafos salvo asociados son isomorfos. Esto provee un ejemplo
de lo que dice el Teorema 2.2.4.(1) En particular, el factor % en la Figura 2.9 nos muestra
que deg(z?) = deg(z - 2%) = deg((z +1) - 2?) = 1 y edeg(x?) = 3x (1) —2(0) = 3. En dicha
figura se muestra en color negro a Wl, en color rojo a WZ y en color verde

a Go((wy)?) .
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Figura 2.9: Los O-grafos salvo asociados de (zy)? en Fy[x, 1]
2.3. Interconectividad del T-grafo

Dado que se ha hecho hasta el momento un analisis sobre los 7-grafos salvo asociados
de x (los cuales son subgrafos del 7-grafo de x y brindan muchas caracteristicas generales
de éste) es necesario hacer estudio de las aristas de conexién entre los T-grafos salvo
asociados que existen con el objetivo de conocer el comportamiento entre artistas y las
generalidades del 7-grafo. Notar que ninguna de las aristas representadas en color azul
en las figuras de los ejemplos 2.2.7. y 2.2.8. fueron estudiadas en su totalidad. En esta
seccion se estudia la naturaleza y comportamiento de este conjunto de aristas, al cual se
denomina interconectividad del T-grafo de x. Los elementos de este conjunto son aristas
que no pertenecen a cualquier T(x)/\i con \; € U(D) habiendo seleccionado los elementos

de V.(z). Para realizar el estudio, se define la relacién ~y:= {(a,b) : a,b € A - V.(z),\ €

U(D)}. Se denota que a ~y b si y solo si (a,b) €~y
Es facil verificar que a ~y a para todo a € D¥. implicando que ~y es reflexiva.
También es claro por definicién que ~y simétrica. Ademas, si a ~y by b ~y ¢ para

a,b,c € D¥ entonces a,b,c € X - V,(z). Esto implica que a ~y ¢, significando que ~y es

transitiva. Por ende, ~y es una relacion de equivalencia.
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A causa de esto, es posible una estructura bien definida &7/ = = (VT(”“")/ ~vs ENV).

Cabe recalcar que los vértices V7@ /_ = {\; - Vi(x) : \; € U(D)}, mientras que las

es una expresion

aristas F., = {()\Z Vi(x), A - VT(:U)) : A\i # A\;}. Evidentemente, E,
genérica y representativa de la interconectividad del 7-grafo. A continuacién se presenta

la definicién formal de la interconectividad.

Definicién 2.3.1. Sea D un dominio con integridad y x € D¥. Considerar V,(x) el
conjunto de vértices determinado. La interconectividad de G,(x) es el subconjunto de

E.(x) definido y denotado de la forma

Int (Gr(x)) ={(Ni -z, \j - x5) cx,xy € Vi(z) y Ay # A en U(D)}
= {(ws,75) : XBy (75, 75) = 1} donde

1 siz €N -Vo(x) ya; €N Vi(z) con Ny #£ )\
Xy (Ti, 7)) = : (2.3)
0 de lo contrario

En el Ejemplo 2.2.7. se aprecia que (—11,4) € Int (sz# (44)) cuando V., (44) =

{2,4,11,22,44}, pues xg,(—11,4) = 1. Pero cuando Ve, (44) = {2,—4,11,-22,44},

entonces x g, (—11,4) =0, y por ende, (—11,4) ¢ Int (GTz# (44)). Este concepto depende

de la seleccién de los elementos de V,(z) para que una determinada arista sea parte
de la interconectividad del 7-grafo de x o de uno de los 7-grafos salvo asociados de z.

Para cualquier arista (z;, ;) € Int(G,(z)) bajo un conjunto V,(z) predefinido, es posible

redefinir el conjunto V;(x) de modo que z;,x; sean elementos de este nuevo conjunto,
y entonces (z;,7;) € E.(z) € G,(x). Por ende, el comportamiento de las aristas en
la interconectividad del 7-grafo es el mismo que el de las aristas en los 7-grafos salvo
asociados.

Existen algunas propiedades interesantes del 7-grafo que se argumentan del concepto

de interconectividad. Estas propiedades se describen en el resto de la seccion.

Teorema 2.3.2. (Férmula de Interconectividad) Sean D un dominio con integridad
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con |U(D)| > 1 y 7 una relacién simétrica que preserva asociados sobre D#. Sea V,(z) =
{1, 29, ..., }. Para cada xy € V.(z), se define b(xy) como la cantidad de lazos que tiene
z en G.(x) (por cada lazo se consideran 2 aristas adyacentes al vértice, este dato aplica
para los grados) y

2b(x) — 1 sib(xg) >0
c(b(zy)) = (2.4)
0 si b(xy) =0

Entonces en términos de deg de los vértices:

|[Int(G,(x))] 7|U i [deg(xy) — c(b(xy))].

Demostracion. Notar que la funcién d(zy) que aparece en la demostracion del Corolario
2.2.4.2. representa a la cantidad de aristas que pertenecen a la Int(G,(x)) que tienen a
x), como uno de sus vértices. Por el Teorema 2.2.3., existen |U(D)| conjuntos de vértices
de la forma X - V,(z) con A € U(D) que particionan a V(). Por el Corolario 2.2.4.1.,
N - Vo(z)| = |Aj - Vi(z)| para todo A\, \; € U(D). Y dado que T preserva asociados,

entonces

AN - xp) = {xe € Vi(z) = N - Vo(2) : (m0, N - 7x) € E(2)}]

= Haa € Valz) = ;- Va(@) « (0, Aj - 1) € Er(2)}] (2:5)

Si V,(x) = {z1,72,..7,}, entonces Y7 d(xy) = S0 d(Ni - ) = S, d(; - xp).
Esto implica que la expresién |U(D)| >, d(xy) equivale al doble de las aristas entre
vértices que no pertenecen a un mismo 7-grafo salvo asociados, es decir, el doble de la
cardinalidad de la interconectividad.

Por la demostracién del Corolario 2.2.4.2., d(xy) = deg(zx) — ¢(b(xy)), entonces el

conjunto |Int(G,(z))| equivale a la mitad de > ;*, d(x) multiplicada por |U(D)|. Por

ende,
(G (a)) = SIUDN Y dws) = SIU(DI 3 Hdeg(as) — clhmc))]
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Corolario 2.3.2.1. Sean D un dominio con integridad con |U(D)| > 1 y T una relacion
simétrica que preserva asociados sobre D¥ . Si x tiene una cantidad finita de T-factores y

xy, es un T-factor de x, entonces edeg(\; - i) = edeg(\; - 1) para todo \;, \; € U(D).

Demostracion. Por la demostracion del Corolario 2.2.4.1., edeg(xy) = deg(xy)+d(xy). Por
el Teorema 2.3.2. d(\;-xy,) = d(\;-xy) y por el Corolario 2.2.4.2., deg(\;-xy) = deg(\; - xy)
para \; # A;. Por lo tanto, edeg(\;-xx) = deg(N;-xg) +d(N;-xy) = deg(Nj-zg) +d(Nj-xp) =
edeg(\; - xy,). O

Lema 2.3.3. Sean D un dominio con integridad con |U(D)| > 1 y T una relacion simétri-
ca que preserva asociados sobre D¥. Sea E-(2)],, 77 es €l conjunto de aristas de G (x)
entre elementos de \; - V. (x) con \; € U(D). Si x tiene una cantidad finita de T-factores,

entonces

{E: (2 )‘)\ Vi(z) A € U(D)} U Int(G(x))

es una particion de E (x), siempre que E (z) # 0.

Demostracion. Por la definicion de Int(G-(x)), es claro que Er(z)|, 77y U Int(G-(2))
esta contenido en E,(x) para todo A; € U(D). Por otro lado, suponer que existe (x,, x,) €
E-(z) tal que (), 74) ¢ Er ()] vy Y Int(G-(2)). Dado que (zy,24) € E-(x), entonces
existe una 7-factorizacién de z en la que x, y x, son factores. Sean y,,y, € V;(z) los
representantes de z, y x,, respectivamente. Dado que 7 preserva asociados, entonces

Ty = A Yp ¥ Tg = A yg donde N, N, € U(D). Si (2, 2) ¢ E-(2)l,, 77 para todo

Ai € U(D), entonces no existe una 7-factorizacion de la forma x = Ay - (A - yp) * %% (\; - y,)
donde A\, € U(D). Dado que (z,, z,) ¢ Int(G,(z)), entonces no existe una 7-factorizacion
de la forma x = X\, - (Aj - yp) * x % (A, - y,) donde A, € U(D). Esto implica que no existe 7-
factorizacién de x en la que z, y x, sean factores, pero esto contradice que (z,, z,) € E,(z).
Por ende, E,(z) = Int(G.(z))U | E-(z)

NeU(D)
Por otro lado, suponer que existe (x,,z,) € E.(z )])\ v Er(2)

7@

|\, 7oy donde Aj, A €

U(D) y \; # A Esto implica que z,, 2, € \; - V;(z) N\ - Vo (2), una contradiccién del

Teorema 2.2.3. Por ende, E.(z )|/\ v N Er(@)]y, 72 = 0- En otro caso, suponer que

Ve (2)
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(xp,xq) € Er(x )|/\ v N Int(G-(x)) para algin A; € U(D). Esto implica (denotando a
Yp, Yqg € V() como los representativos de x, y z, respectivamente) que x, = \j -y, y T, =
A;-Yp- Lo cual significa (por la Definicién 2.3.1.) que (z,, z,) ¢ Int(G,(z)), que contradice
que (z,,2,) € E-(z )|/\ v N nt(G(x)). Por ende, Er(x )|/\ v NNt (G- (2) = 0.
Finalmente, dado que E,(x) # (), entonces existe (x,, z,) € E;(x) con p, ¢ posiblemente
iguales. Esto implica que z,,z, € V;(x) y que z,, z, pertenecen a una 7-factorizacién de
2. Por la definicién de V, (), existen A\, \; € U(D) tal que Ay, - 2, \; - 74 € Vi (z) C Vi (z)
y que Ag - Tp, A\ - ¢, pertenecen a una 7-factorizaciéon de x, pues 7 preserva asociados.
Entonces para cualquier A € U(D) se tiene que A - Ag - Tp, A - A\ -2, € X - V.(x) C Vi(z),
implicando que (A+ Ay - 2y, A+ N - 7g) € Er(2)|, 375 Por ende, E(2)|, 57 # 0. Como 7
preserva asociados, entonces existe A\, € U(D) tal que (A - A\ - Zp, A\p - A= N - x,) € E-(2)
Yy An - A # A Esto implica que (A - Ag - 2p, Ap - A= N - z) € Int(G,(x)). Por lo tanto,
Int(G(x)) # 0. O
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Capitulo 3

La 7%factorizacion y el 7%-grafo

En la teoria de 7-factorizaciones existen conceptos diversos y especificos que permiten
clasificar o distinguir una 7-factorizacién. La Figura 1 en [2] y los capitulos 2 y 4 en [14]
(asi como otros articulos) detallan tipos de factorizaciéon que pueden ser aplicados a las
r-factorizaciones. Estos tipos de factorizacion (los cuales en este trabajo se conocen como
“tipos de T-factorizacion”) pueden clasificarse en dos categorias: segun la naturaleza que
determina que dos o mas elementos se pueden multiplicar o segtin la naturaleza de los
factores. Los siguientes son ejemplos ya estudiados en la literatura que dependen de la

naturaleza de los factores en dominios con integridad.

» La 7-factorizacion irreducible: es una 7-factorizacion en la que todos sus factores
son irreducibles. Por ejemplo, 2 * 22 no es una 75%-factorizacion irreducible de 44,
pues 22 no es irreducible al tener a 2 *x 11 como 74%-factorizacién (la cual es no
trivial). No obstante, 2 % 2 % 11 es una 1z#-factorizacion irreducible de 44 pues 2 y

11 son 7-irreducibles (primos son irreducibles).

» La 7-factorizacion T-irreducible: es una 7-factorizacién en la que todos sus factores
son T-irreducibles. Por ejemplo, 6 * 11 es una 7 -factorizacion mas no una 7s)-
factorizacion 7z -irreducible de 66, pues 6 no es 7(-irreducible al tener a (—1) -
(—2) * 3 como 75 -factorizacion 7(s)-irreducible. No obstante, (—1) - (=2) * 33 y
3 * 22 son 7(5)-factorizaciones 7(5)-irreducibles pues 2, 3,22 y 33 son 7(s)-irreducibles.

Aunque 22 y 33 no son irreducibles, pues 2 - 11 y 3 - 11 son factorizaciones no
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triviales, respectivamente. Los enteros 22 y 33 son 7(s)-irreducibles, porque dichas

factorizaciones no son 7(s)-factorizaciones, dado que 542 — 11y 513 — 11.

La 7-factorizacion prima: es una 7-factorizacion en la que todos sus factores son
primos. Por ejemplo, 2 % 2 % 3 % 3 % 7 es una 7%-factorizacién prima de 252, mas
2% 2% 3 %21 no lo es, pues 21 no es un primo. Este tipo de 7-factorizacion en 7Z
es el que se estudia desde la escuela elemental con la teoria de niimeros. Respecto
a ello, el Teorema Fundamental de la Aritmética implica que todo niimero x € Z#*
posee una Tyx-factorizacion, la cual es la 7,%-factorizacion de mayor longitud de x.
Si P es el conjunto de todos los primos en D, entonces este tipo de factorizacién
en [I] se denotaba por 7Tp-factorizacion donde 7p = P x P. Ademads, estas son las

factorizaciones que caracterizan a los UFD’s.

La 7-factorizacion T-prima: es una 7-factorizacion en la que todos sus factores son
elementos T-primos. Se considera a x un elemento 7-primo, si x|z; para algin i €
{1,...,n}, cuando z|A - x; % * * x,, (una T-factorizacién). Definido por primera vez
por Anderson y Frazier en [I], pero no fue hasta 2014 en [14] que se demostrd
formalmente que tales 7-factorizaciones son tnicas, si existen (no necesariamente

un elemento tiene 7-factorizaciéon en 7-primos).

La 7-factorizacion prima potencial: es una T-factorizaciéon en la que cada uno de sus
factores es potencia de un primo. Por ejemplo, 2* * 3% x 72 es una 7y#-factorizacién
T,#-prima potencial de 63504. Pero 48 * 3% x 72 no es, porque 48 no es potencia de
algin primo. El Teorema Fundamental de la Aritmética afirma que todo nimero

x € Z# posee una Tx-factorizacién 7,4-prima potencial.

La 7-factorizacion homogénea: es una t-factorizacion en la que todos sus factores son
elementos homogéneos. En [2], se considera a x homogéneo si y1, y2|x € (y1,y2), = D
(recordar que D es el dominio con integridad) implican que y; o y» es unidad de
D. Por ejemplo, en [2] se describe que para D = K + xKs[z] donde K; C K,
es un campo extendido con [Ky : K;] < oo, el elemento x? es homogéneo pues es

primario, pero no primo o irreducible (ya que  es primo). Por ende, 2 * 2 es una
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Tp-factorizacion homogénea.

La 7-factorizacion fuertemente homogénea: es una 7-factorizacién en la que todos
sus factores son elementos fuertemente homogéneos. En [2], se considera a x 7-
fuertemente homogéneo si y;, y2|x € [y1,y2] = 1 (recordar que D es el dominio con
integridad) implican que y; o y2 es unidad de D. Considerando el ejemplo anterior,

2

en [2] se describe que z* no es un elemento fuertemente homogéneo, pues aunque

x,lz|r? para cada | € Ky — {0k, }, [z,1lz] = 1 para | € Ky — K;. Por ende, cualquier

2 como factor no es fuertemente homogénea. Por otro

Tp-factorizacion que tiene a x
lado, si se considera a D = Z,) + (x,y)Q[z,y] donde p es primo, el elemento zy es
fuertemente homogéneo. Por ende, (zy) * (zy) es una Tpx-factorizacion fuertemente

homogénea.

La 7-factorizacion primal: es una 7-factorizacion en la que todos sus factores son
elementos primales. En [§], se considera a z € D# un elemento primal si y solo
si x = yz implica que existen 1,75 € D¥ tales que x = 1175 donde x|y v 2z
Por ejemplo, el elemento 22 € D = K; + xK,[z| claramente es primal bajo la

multiplicacién usual. Por ende, la factorizacién x? * 22 es una factorizaciéon primal.

La 7-factorizacion completamente primal: es una 7-factorizacion en la que todos sus
factores son elementos completamente primales. En [8], se considera a x € D# un
elemento completamente primal si y solo si cada factor y € D# de z es primal. Todo

elemento completamente primal es primal.

La 7-factorizacion primaria: es una 7- factorizacion en la que todos sus factores
son elementos primarios. En [5], se considera a z un elemento primario si genera
un ideal primario (es decir, si (x) es un ideal primario). Por ejemplo, si p1, po, ..., Pk
son primos y ni, ng, ..., € Z*, entonces pit * ph? * x * p,* es una 1z-factorizacién
primaria pues segiin Coleman y Zwald en [9], (0) y (p’) donde p es primo e ¢ > 0, son
ideales primarios en Z. Por el Teorema Fundamental de la Aritmética, esto implica
que todo entero distinto de cero y de unidad posee una 7-factorizacion primaria. Un

ejemplo de 7z-factorizacion no primaria es 75 x 4 x 27, pues a pesar de que 4 y 27
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son potencias de primos (y por ende, elementos primarios), 75 no es un elemento
primario porque no es potencia de primos (lo que implica que no genera un ideal

primario).

La 7-factorizacion packet: es una t-factorizacion en la que todos sus factores son
elementos packet. En [20], se considera a x un elemento packet, si y/z es un elemento
primo, es decir que solo hay un primo minimal sobre (z). Por ejemplo, 16 * 25 es
una 774-factorizacién packet de 400 pues \/m =(2)y \/m = (5). Como los
ideales (2) y (5) son generados por primos, son ideales primos. Pero 4 % 10 % 10 no
lo es porque \/@ no es ideal primo. Lo interesante de estos elementos es que en
dominios con integridad con GCD, proveen representacién tinica y todo elemento se

puede expresar como producto de packets.

La 7-factorizacion t-pura: es una 7-factorizacién en la que todos sus factores son
elementos t-puros. En [2], se considera a = un elemento t-puro si z estd contenido
en un unico t-ideal maximal. Un ideal I es llamado t-ideal si I = U{J, : 0 # J C
I es un ideal finitamente generado} donde J, = (J~!)~! y un t-ideal maximal es

un ideal maximal propio en el conjunto de t-ideales. Todo elemento en D en un

“Valuation Domain” D es t-puro.

La 7-factorizacion rigida: es una t-factorizacion en la que todos sus factores son
elementos rigidos. En [20], se considera a € D¥ un elemento rigido si y solo si
a,blz = alb o bla. En [2], todo elemento en D¥ en un “Valuation Domain” D es

rigido.

La 7-factorizacion “prime quanta”: es una 7-factorizacién en la que todos sus fac-
tores son elementos “prime quanta”. En [2], se considera a z un elemento “prime
quanta” si satisface Q)1: Para todo elemento no unidad r|z, existe un nimero natural
n con z|r", QQ2: Para todo niimero natural n, si r|z™ y s|z™, entonces r|s o s|r, y Qs:
Para todo niimero natural n, cada elemento ¢ con t|x tiene la propiedad que si t|ab,
entonces t = t;ty donde t1]|a y t2]b. El elemento es el resultado de la combinacién

de varias propiedades que generan los “Generalized Unique Factorization Domains”,
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que son un poco mas débiles que los UFD’s.

En este capitulo se generaliza el concepto de una 7-factorizacion aplicado a tipos de
T-factorizacién como las descritas anteriormente. Ademas, se define y se exponen algunas

propiedades del grafo de T-factores que resulte de este estudio localizado.

3.1. Definicion de una 7%-factorizacion

La teoria de 7-factorizaciones considera en su estudio a todos los 7-factores de un
elemento de D#. No obstante, tipos de factorizaciones como las anteriores requieren de
un estudio localizado para obtener resultados mas concretos o particulares. Los factores
de cualquier tipo de 7-factorizacién siempre son elementos de D#. En el caso de las 7-
factorizaciones que son estudiadas segin la naturaleza de sus factores, dichos factores
pertenecen a un determinado subconjunto de D . En este trabajo se propone estudiar los
tipos de 7T-factorizaciones considerando una subrelacion de 7 localizada en el subconjunto

provisto.

Definicién 3.1.1. Sea P(D¥) es el conjunto potencia de D¥* y o € P(D#). Se dice que

at®b si y solo st arb donde a,b € a.

Por su definicion, si at®b, entonces atbh. Se puede ver la relacién 7¢ como una relacién
en D# tal que 7® = 7|. Si a = D#, entonces 7 = 7. El siguiente teorema muestra la

comparacion entre 7 y 7 con respecto a sus caracteristicas como relaciones de conjuntos.

Proposicion 3.1.2. Sean 7 una relacién simétrica sobre D¥ y o € P(D#). Entonces los

siguientes anunciados se satisfacen.
(i) La relacion 7% es simétrica.
(ii) Si T divisiva y « cerrado bajo factores, entonces T divisiva.
(#ii) SiT preserva asociados y a cerrado bajo conjugados, entonces T preserva asociados.

(iv) Si T refinable, entonces T refinable.
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(v) Si T combinable y a cerrado multiplicativamente, entonces 7 combinable.

Demostracion. (i) Si 7%y, entonces x,y € a y z7y. Como 7 es simétrica, yrz. Por lo

(i)

(iif)

tanto, y7*x.

Suponer que 7 divisiva y que « es cerrado bajo factores. Suponer que 7%y y x;|x.
Como x7%y, entonces (z,y) € Ty x,y € a. Dado que * € a y a es cerrado bajo
factores, entonces x1 € a. Como 7 es divisiva, entonces x;7y. Por ende, z;7% y 7

es divisiva.

Suponer que T preserva asociados y a cerrado bajo conjugados. Suponer que x7%y.
Entonces x,y € o, x1 ~ x, y x17y (pues T preserva asociados). Como « es cerrado
bajo conjugados y x € «, entonces x; € a. Por ende, x;7%y. Por lo tanto, 7% preserva

asociados.

Suponer que 7 es refinable. Sean © = \; - x1 % * % x,, v T; = A9 - Y1 * * %y, para algin
x; ambas 7*-factorizaciones. Claramente, ambas son 7-factorizaciones de elementos

en «. Por ende

T =N Xp ok ok k Tyq kY Kk ok Yy K Ty, pp kK kT,

es una T-factorizacion de elementos de «. Es decir, es una 7%-factorizacion. Por lo

tanto, 7% es refinable.

Suponer que 7 es combinable y a es un conjunto cerrado bajo la multiplicacion. Sea
una 7%factorizacién de x = X\ -z % * % x,, (claramente 7-factorizacién). Esto implica

que r1,...,Tp, €Yy

x:)\'xl"'xi—l'(l‘i'xi—i—l)'l‘i—f—ﬂ"'xn

es T-factorizacion, pues 7 es combinable. Como « es un conjunto cerrado multipli-

cativamente, entonces x; - ;11 € a. Esto implica que

x:)\.xl...xi_l.(xi.xi+1).xi+2...xn
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es T%factorizacion. Por lo tanto, 7 es combinable.

]

En los siguientes ejemplos se comprueba que no siempre que 7 es multiplicativa implica
que 7 lo sea en general. Considerar la relacién simétrica 7 = (), es una relacién multi-
plicativa (vagamente, pues no hay nada que verificar). Esto implica que para cualquier
a C D¥ 7@ = (), la cual es multiplicativa. Por otro lado, considerar 7,4 y o = {2}. A
pesar de que 77# es multiplicativa y que 27942, no se cumple que 275, (2 * 2) = 4 pues
4 ¢ a. Lo que implica que 794 no es multiplicativa ni combinable.

Por otro lado, la relacién 7 = () preserva asociados y esto implica que 7® = () preserva
asociados para cualquier a. Si se consideran la relaciéon simétrica 7,4 y o = Z*. A pesar
de que 7z# preserva asociados, que 2 ~ —2 y que 27742, no se cumple que 277 — 2 pues

—2 ¢ o Lo que implica que 75, no preserva asociados ni es divisiva.

Proposicién 3.1.3. Sean D un dominio con integridad y v, A € P(D#) —{(0}. Entonces

T4 = T4 si y solo si A C a.

Demostracion. Para esta demostracion, considerar que 74 = {(z,y) : (z,y € A) A (x,y €
a)} =714NT7,. Si AC «, entonces 74 C 7,. Por ende, 74 = 74 N 7, = 74. Por otro lado,
suponer que 7§ = 74. Como 7§ = 74 N 7,, entonces 74 N7, =74y 7a C 7. Como A # 0,

74 # (). Sea x € A, entonces (x,z) € T4. Por lo tanto, (z,z) € 7., z €y A C a. O

SiA=0y 7§ =0, entonces 7§ = 74 C T,. El siguiente teorema describe cémo esta

nueva subrelacién se comporta bajo operaciones de conjuntos.

Teorema 3.1.4. Sean D un dominio con integridad y T una relacién simétrica sobre D¥.

Sean a, B € P(D#). Entonces
(i) T UTh C 7oU8,
(ii) T N 7P = 7ens,
(iii) 7% — 78 D 7278,
(iv) ()¢ D (a9
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anpg

Demostracion. Sia = 0,7 = 0y por ende, 7°Ur? = 78 = 708 ronh = () = 19 = 7onB,

79— 7P =0 =798 D¥ = (19)° = D% y e AP = 78 = 7088 Si B = () todo es similar,

excepto 7% — 77 =7 — ) = 7% = 7. Suponer que a, 5 # 0.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Suponer que (z,y) € 7 U 7. Esto implica que (z,y) estd en 7@ o 77. Sin pérdida
de generalidad, suponer que (z,y) € 7. Por la Definicién 3.1.1., z,y € «, asi como

x1y. Por ende, z,y € aU B vy (x,y) € 7“2, Por lo tanto, 7@ U 77 C 795,

Suponer que (x,y) € 7*N7°. Por la definicién de interseccién, (x,y) € 7@y (z,y) €
7. Entonces x,y € aN Sy z7y. Por la Definicién 3.1.1. que (z,7) € 7™, por ende
7N 78 C 7978, Por otro lado, si (z,y) € 7, entonces 2,y € aN By x1y. Esto
est,y € ay x,y € . Por ende, (z,y) € N7y 7N 7 D 797 Por lo tanto,

NP = ronB,

Suponer que (z,y) € 779, entonces 7,y € a — B y z7y. Por ende, z,y € a pero

z,y ¢ B. O sea, (z,y) € 7 — 77, Por lo tanto, 7 — 77 D 7974,

)

Notar que (7%)¢ = D# x D# — 7@ = (#P")C y 0% — o y 709 = ;D%-a gj

(a,b) € 79 entonces arb y a,b € D* — . Esto implica que a, b ¢ «, y entonces

(a,0) € 0% — 7% Por ende, (a,b) € (r%)¢ y (19)¢ D )

]

Dado que 7% es una relacion simétrica, es posible hablar de conceptos como 7¢-

factorizacion o 7*-grafo, los cuales son adaptados a dicha subrelacién. Es por eso que

en lo que resta de esta seccién, se hace un estudio de la definicién y propiedades de las

T factorizaciones.

Definicién 3.1.5. Se dice que x = X\ - x1 % x * 1, es 7%-factorizacion de x si y solo si

x;7%; para todo i,j con 1 <1i,j <n.

Si @ = D¥, entonces los conceptos de 7@-factorizacién y 7-factorizaciéon son equiva-

lentes. Por ende, y para efectos de simplicidad, se utiliza la notacién 7 para representar

#
a 7P

. De modo que toda la teoria de 7-factorizaciones y lo estudiado en el Capitulo 2
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de esta investigacion es aplicable a las 7@-factorizaciones. A continuacion se discuten dos
componentes de la teoria de T-factorizaciones, ahora aplicados a las 7*-factorizaciones.
El primer componente: los sistemas de factorizacion I'. De forma similar que en la
Seccién 1.1. en este trabajo, se denota al conjunto de factorizaciones en D¥ por fact(D#),
al conjunto de T7%factorizaciones (para un a determinado) en D¥ por 7°-fact(D?¥), y al
conjunto de 7@-factorizaciones de un elemento x € D¥ por 7%-fact(x). Para efectos de

ilustracion, si se considera a p un nimero primo con 7 = 7% y a = D¥ entonces

2L -fact(2p) = {2 % p, (=2) % (=p), (1) - 2% (=p), (—1) - (—2) * p}.

Es necesario enfatizar que no todo sistema de factorizaciéon I' es un conjunto de 7-
factorizaciones, pues 7 (en el contexto de este trabajo) es una relacién simétrica y no todo
I" estd regido por una relacién simétrica. Juett en [13] utilizo los sistemas de factorizacion I'
con el objetivo de resumir los tipos de factorizacién sobre monoides. La ventaja de utilizar
7% es la manipulacién para seleccionar el conjunto de 7%-factorizaciones de x que esté
dentro del sistema de factorizacién que representa a 7-fact(x), conforme a la aleatoriedad
que se le de a a. En otras palabras, 7% responde a dos preguntas independientes acerca
de los factores que I' y 7 no responden de manera especifica. Estas preguntas son: ;jqué
elementos se relacionan? y jcémo los elementos se relacionan?

Mas atn, el uso de 7* permite la creacion de subconjuntos del sistema I' sin crear o
definir més de un tipo de sistemas. No obstante, si se consideran a 71! y 752 posiblemente
distintos operando sobre D¥ entonces podria definirse el sistema I' que representa a
11~ fact(D#) (respectivamente, a 752-fact(D#)) y denotarse por I'; (respectivamente,
por I'y). La estructura de notacién dada en [13] para los sistemas I" se conserva.

El segundo componente: la comparacién entre dos relaciones 7" y 752, Aplicando 7
a lo discutido de este componente en la Seccion 1.1.; se obtiene que 77" < 752 si y solo si

toda 71"!-factorizacion es una 75*-factorizacion, o equivalentemente,

0 < 782 = M- fact(D¥) C 152-fact(D?).
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) . #
De igual manera se obtiene que oy C ay = 7 < 72, De esto sale que 7* < 7 = 7

para cualquier o, ya que @ C D7#. Para efectos de ilustracién de esto, considerar el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.6. Los 7-primos son T-irreducibles. Si x es T-primo y se supone que x no sea
T-irreducible, entonces existe la T-factorizacion no trivial A-xy*xxx), = x. Esto implica por
definicion de T-primo que x|x; para algini € {1,...,k}, por ende xq**xx;_1*x;41**k*x) =
1. Entonces A - x1 % % x ), = X - x; es una T-factorizacion trivial de x, lo que implica que
x es un T-irreducible. Pero esto contradice que x no es T-irreducible.

A partir de lo anterior, se expone el siguiente par de implicaciones, denotando a T(a)

como el conjunto de elementos T-irreducibles y a T(p) como el conjunto de T-primos
7P _factorizacion = 77V - factorizacion = - factorizaciéon (3.1)

Esto es facil de verificar. Si \-xy % x %z, es una 77P)-factorizacion, entonces 1, ..., Ty,
son T-primos. Como los T-primos son T-irreducibles, entonces X - xy % * x x,, es una 77 -
factorizacion. Por otro lado, si \-x1 % x %z, es una 779 -factorizacion, entonces a1, ..., T,
son T-irreduibles, significando que cada uno de ellos no posee alguna T-factorizacion no
trivial.

Para efectos de ilustracion, notar que particularmente en Z, p = 174 (p) y a = m7#(a).
Es por eso que 2 % 2 x 11, que es T,,-factorizacion de 44, también es 75, -factorizacion
de 44 pues 2 y 11 son Tz#-dtomos. Mas aun, todo primo es T-primo y todo irreducible es
T-irreducible, segiun Anderson y Frazier. Esto implica que p C 7(p) y a C 7(a). Por ende,
se concluye que

(3.2)
<< 7@ < D (3.3)

La Figura 1 en [2] provee més relaciones de orden parcial entre subconjuntos especiales

del dominio. A partir de estas relaciones de orden, se pueden denotar algunas cadenas de
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comparacion, como las siguientes.

TP < PP < P4 L pPrim < ppack < b (3.4)
Tprim S thpuro S 7_h S 7_D# (35)

™ < o < b < P (3.6)

779 < b < ph < D7 (3.7)

3.2. Definicion e ilustracién del 7*-grafo

En la seccién anterior se estudié la aplicacion de 7* a las factorizaciones, generando
el concepto de 7%-factorizaciones. En esta nueva seccion se estudia la aplicacion de la

relacion 7* a la teoria de 7-grafos, lo que genera el concepto de 7*-grafo.

Definicién 3.2.1. Un 7%-grafo de x € D¥ es un grafo definido de la forma G,a(x) =
(Via(2), Era(2)) donde Via(x) = {z) : Tg|rex} y Ero(z) = {(x1,22) 1 & = X2y % To %k,

(1*-factorizacion de x)}.

Considerar para efectos de ilustracion de la Definicion 1.2.3. al 7(5)-grafo de 66, en
este caso a = Z#. Como U(Z) = {1,—1}, las 75)-factorizaciones de 66 (salvo reorden
y asociados) son (—2) * 33,(—3) * 22 y 6 * 11. Por ende, el 75)-grafo de 66 es el que se

presenta en la Figura 3.1.

—2e—033 20— —33
—3oe——e 22 Se—e —22
6e—meo 11 —6e—e —11

Figura 3.1: El grafo GT(Z5)(66)

Considerando el Ejemplo 2.1.2. y a = p (el conjunto de primos en Z#), se obtiene que

el conjunto de vértices VP (44) = {£2,£11} y el conjunto de aristas estd dado por

Efz# (44) = {(2,11), (2, —11),(=2,11), (-2, —11),(2,-2),(2,2), (-2, —-2) }.
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Por ende, el 7},-grafo de 44 es el que se presenta en color rojo en la Figura 3.2. Lo

representado en color gris es lo que aparece en G, (44) que no es parte del 7,,-grafo de

44.

[\

—11 11

Figura 3.2: El grafo G7 (44)

La Figura 3.2 muestra que el 7%-grafo funge como una especie de lente que solo muestra
una parte del 7-grafo, parte que esta determinada por a. A su vez, el 7 permite estudiar
los subgrafos que representan a x mediante el reconocimiento de sus elementos en 7¢-

factorizaciones.

3.3. Contenencia entre 7*-grafos

Basado en el estudio realizado en la Seccién 3.1. sobre la comparacién entre dos rela-
ciones 71 y 752, asi como su influencia en sus respectivos tipos de factorizaciéon, en esta

seccion se exponen resultados acerca de la contenencia entre sus respectivos grafos.

Teorema 3.3.1. Sean D un dominio, D¥* = D —{U(D)U{0}}, T una relacién simétrica

sobre D¥ y oy, an € P(D#). Si 79" < 752, entonces Gro1(x) © Gre2(x) para todo x € D#.

Demostracion. Sea x € D¥ fijo y x;, x|z con x;,z; ¢ U(D). Si 74 < 752, entonces
toda 7"-factorizacion de x es una 752-factorizacién de x. Si x; es un factor en una 74"~
factorizacion de x, entonces z; € Vi (x) v z; es un factor en una 752-factorizacién de x.
Por ende, Vo1 (z) € Vo2 (2).

De igual forma si 77 < 752, entonces la 77"'-factorizacion A - xy * * * x,, es una 7y -
factorizacion de x. Dado que (z;,2;) € E.oi(x) con 1 < 1,7 < m, entonces (z;,x;) €

E o2(z). Por ende, E o1 (z) C E o2 ().
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Dado que Viei(z) C Viea(z) y Eo1(x) € E o2(x), entonces, por definicién de conte-

nencia de grafos, G o1 (z) C G o2 () O

La aplicacion del teorema anterior permite establecer resultados de contenencia entre
los 7*-grafos definidos con los tipos de T-factorizacion descritos en la introduccion de este
capitulo. Dado que estos tipos de T-factorizacion son estudiados segtin la naturaleza de sus
factores, para efectos de notacién, se definen a continuacién los subconjuntos de D# a los
cuales estos factores pertenencen. Sean p el conjunto de primos, a el conjunto de elementos
irreducibles, pp el conjunto de potencias de primos, pq el conjunto de elementos prime
quanta, prim el conjunto de elementos primarios, pack el conjunto de elementos packet,
t-puro el conjunto de elementos t-puro, h el conjunto de elementos homogeneos, cpr el
conjunto de elementos completamente primales, pr el conjunto de elementos primales, y
rig el conjunto de elementos rigidos.

A partir de estas definiciones, se establece en la siguiente tabla la relacién 7¢ para

cada uno de dichos conjuntos.

Relaciéon Descripcién

T¢ Restriccién de 7 a elementos irreduccibles en D#
77(@ Restriccién de 7 a elementos 7-irreduccibles en D#
TP Restriccién de 7 a elementos primos en D#

77(P) Restriccion de 7 a elementos 7-primos en D#

TPP Restriccién de 7 a potencias de primos en D#

TP Restriccién de 7 a elementos prime quanta en D#
rpack Restriccién de 7 a elementos packet en D#

Tprim Restriccién de 7 a elementos primarios en D
rl-puro Restriccion de 7 a elementos t-puro en D

Th Restriccién de 7 a elementos homogéneos en D#
7sh Restriccién de 7 a fuertemente homogéneos en D#
TPr Restriccién de 7 a elementos primales en D#

T Restriccion de 7 a elementos completamente primales en D7
T Restriccién de 7 a elementos rigidos en D#

Cuadro 3.1: Descripcién de los 7* para los a’s descritos

Anderson en [2] establecié a través de la siguiente figura contenencias entre algunos

de los a’s expuestos anteriormente.

Es asi como en el siguiente corolario se presentan los siguientes resultados de conte-

nencia entre los 7%-grafos anteriores.
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prime

N

irreducible prime power

v/

rigid +——— prime quantum —— completely primal

/ \ \

strongly homogeneous primary primal
\ / packet
homogeneous t-pure

Figura 3.3: La Figura 1 en [2]

Corolario 3.3.1.1. Sea D un dominio, D* = D—{U(D)U{0}} y T una relacion simétrica

sobre D*. Sea x € D¥. Entonces
(i) Gov(x) C Gra(x) C G-(x). Si D es UFD, entonces Grp(x) = Gra(x).
(7i) Gro(x) C Gror(x) C Grpa(2) C Grorim () C Grpac () € G (7).

(111) Grprim(2) C Gripuro(x) C Gon(2) C G (7).

(Z'U) Gqu(.T) - GTCW(QZ) - GTpr<$) - G-,—(LC)
(v) Groa(x) © Grrio(x) € G ().

Demostracion. Sean p, el conjunto de 7-factores primos de z y a, el conjunto de T-factores
irreducibles de z. Claramente p,, a, € P(D#). Si p, = a,, entonces p, C a, vy a; C p,.
Como p,, a, € P(D¥), entonces 7P+ < 7% y 7% < 7P=_ Por el Teorema 3.3.1., esto implica
que Grox () € Grax () ¥ Graz () € Grox (). Por ende, Gres () = Graz (). Esto justifica
la primera contenencia y el asunto de cuando D es UFD. El resto de los resultados de
este corolario se obtienen directamente por el Teorema 3.3.1. y las relaciones de orden en

(3.2), (3.4), (3.5), (3.6) y (3.7). 0
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Ejemplo 3.3.2. Considerar el dominio D vy la relacion O del Ejemplo 2.1.3. Notar que

(2%) % (y?) no es 0*-factorizacion de (zy)?, pues x*

no es d-atomo. Mds ain, (xy)*(zy) no
es 0°-factorizacion de (xy)? dado que (xy) puede O-factorizar como x*y. No obstante x,y
son primos e irreducibles, lo que implica que x*xxy*y es una O y 0*-factorizacion. Todo

lo anterior en este pdrrafo implica que Vap((2y)?) = Vaa((zy)?) = {\ -z, 1y} con A\, u €

U(D). Se definen los conjuntos Ve ((2y)?) = Vaa((2y)?) = {x,y}. Dado que los 0*-grafos
son un poco grandes, en la Figura 3.4 se muestra el comportamiento de los 0%-grafos salvo
asociados de (zy)? en 1 € U(D), tomando en cuenta que los 0*-grafos de (xy)* cumplen

la misma cadena de contenencias que es esperada conforme a la cadena de comparaciones

de (3.2). En dicha figura, se puede observar que el Gg((a:y)Q)l = G%((my)Q)l.

Gor (@)?) | Gor (@)D Gans (@n)?)
y Yy y2 Y

. @ I
3 (zy)? Y O,

Figura 3.4: Los 0%grafos de (zy)? salvo asociados de (zy)? con o € {p,a, D}

En la siguiente seccion, se provee una definicion que intenta expandir este asunto.

Ejemplo 3.3.3. Sea D = Q + XR[X] C R[z], este es un subanillo conmutativo con
1g # Og sin divisores de cero. Este es el anillo de polinomios con coeficientes racionales.
Notar que para cualesquiera q1,q € Q yr1,72 € R, por la conmutatividad en R se cumple
que (- () (@ + - (rew)) = gz + @ (- (rew)) +qo(x - (ra)) + (@ - (r)) (- (rew)) =
@01+ (- (D) + @ (0 (152)) + (2 (152)) (@ (12)) = (@42 (r22)) (@1 + @+ (r12)). Por
ende, D es conmutativo. En adicion, 1 =1+ x - (0z) € U(D) pues 1- (q¢1 + = - (mx)) =
G+ (rzx)= (g +z-(rix)) -1, porlo que D es un dominio. D no tiene divisores de
cero pues si los tuviera, también R[x]. Por lo tanto, D es un dominio con integridad.
Considerando a 2x? € D¥ y la relacion simétrica Tp# (es decir, la relacion que opera
en la multiplicacion usual de elementos en D¥ ), se tiene que x es uno de los factores de 22>
bajo la factorizacion 2x* = x-(2x). Es claro que x es un elemento irreducible, pero a pesar
de que z | 22° = (v/21)?%, © 1 /22 pues % =2 ¢ Q. Por ende, x no es primo. Esto

S 2 2 2 2
implica que x € VTg#(Qx )yax ¢ VTg#(Zm ). Entonces v € VT};#@x )Cze€ Via (22%), y
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Por lo tanto, v € Gr» (22?) Cx € Gra (222).

Este es un ejemplo donde para algunos elementosy € D, Ga(y) C G.»(y) no siempre
se cumple. Dado que todo elemento primo es irreducible, Hungerford en la Observacion
de la Definicion 3.5. en [12] expresa todo elemento irreducible es primo en un UFD. Esto
implica que para encontrar elementos irreducibles que no sean primos, y asi encontrar
ejemplos de x en donde G»(y) € Gra(y), el dominio no debe ser UFD.

Por otro lado, D satisface las condiciones suficientes del Teorema 2.9. en [3], lo que
implica que D es un dominio atomico. Esto significa que todo elemento distinto de cero
en este dominio tiene una factorizacion de elementos irreducibles. Por ende, se cumple
para cualquier y € D¥ que ETg# (y) # 0. Esto no solamente ocurre en dominios de la
forma K; + X K5[X], donde Ky es subcampo de K, sino que en cualquier dominio que

sea atomico.
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Capitulo 4

El 7'1-752-grafo

La definicién del 7*-grafo salvo asociado en este trabajo coincide con la definicién de
r-grafos que Ortiz-Albino ha trabajado con algunos de sus estudiantes (tal es el caso de
Lépez en [I5]) si se considera a o como el conjunto de los elementos 7-irreducibles en
D¥. No obstante, en los grafos de Mooney y Lépez una misma relacién controla tanto el
conjunto de vértices como de aristas. Por otro lado, se visualiza que una relacién puede
determinar los vértices mientras otra relacion determina el conjunto de artistas. De ahi

a1

surge el concepto de 71'-75%-grafo, donde 71! identifica los 71*-factores de un x, y 75

determina cémo los 7' -factores se relacionan (si se relacionan).
Definicién 4.0.1. Sean 11,75 dos relaciones simétricas sobre D¥ | y ay, g € P(D¥). Un
152 -grafo de x € D¥ es un grafo definido de la forma

Gror_poz(z) = (V o1 (), E oo (:L‘)) donde Vooi (z) = {y : yl,erx} y

1 1

E_oz2(x) = {(y1,y2) : existe 75 -factorizacion de la forma x = y1 * yo * * * y, }.

Notar que esta definicién es muy general, tal como en la teoria de 7-mo-factorizaciones
en [6]. Es de esperarse que si 7 y 7o (respectivamente, a; y az) no tienen nada en comun,
puede ser que el grafo esté dado por un vértice o més sin aristas. Si 7 < 0 7 N7y # )
(respectivamente, a; C ap 0 a1 Nay # (), entonces se pueden estudiar més propiedades.

A lo largo de esta seccién sern presentan algunos ejemplos de la construccién de un 74 -
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15 2-grafo a partir de la Definiciéon 4.1.1.. En cada uno de estos ejemplos se analizan ciertos

patrones (concernientes a grafos) que en la proxima seccién son generalizados.

Ejemplo 4.0.2. Se pretende construir los 7,4 -1,3-grafos de 44 con ay,ay € {p,a, D¥}.

Notar que {+2, £11} = VTZ# (44) = Vir, (44), pues esos cuatro enteros son los T, -factores
Z

y T5-factores de 44 (lo que los convierte en primos y elementos irreducibles). Por la

descripcion de Tz#-fact(44) y dado que U(Z) = {1, —1}, se obtiene que
{(£2,42), (22, £11)} = B (44) = E,» (44)
Z

Por lo tanto, los respectivos T,4-7;%-grafos de 44 son los presentados en la tabla de la

Figura 4.1.
GTp _Tz# (44) GTa -7—2# (44) GTZ#—TZ# (44)
Z# Z# Z# _ Zz# #* #
2 2 4
44 A
)
—11 -1 11 (’» 11
° v
= <, —44 &
—4
Grr o (44) Gro | ro (44) G ozt . (44)
E:3 .
40
2 2 44 @2
)
—11 11
—11 11 —11 11 °
—44 & _o
—2 —2 —40
GTg#'TZ#(44) GT;#'TE# (44) GTZ#-T" (44)
2 2 40
44 2
)
—11 1| -1 11 _11.’. 1
. \./
et < —44 —2

Figura 4.1: Los 7,4-753-grafos de 44 con oy, as € {p,a, D*}

Al hacer comparaciones entre los T, -T;3-grafos de 44 en cuestion, se concluye que

las contenencias de grafos generalizadas en la forma G _e1_ oo
7# 7#

(44) C G,es 01 (44) con
7#

-

oy, g, a3, a4 € {p,a, D¥} tales que oy C az y ag C ay, pueden apreciarse en la Figura

4.1. Estas contenencias son un hecho gracias a que VTc;l£ (44) C VT‘;?; (44), pues a; C as, y
Z Z

a que ETa; (44) C ETD‘; (44), pues ay C ay. Mds atin, por las Definiciones 2.1.1., 3.2.1. y
Z Z

4.1.1. se concluye que:

o (Vies (1), B (1)) = G oo (440) = G s (44) = G, (44)

To# z# 1# 7#

47



. (Vi%(44)f55%(44)>::(;éﬁ*i#(44)::(; (44).

a
TZ#

. (vi%(44)r55;(44)>::(;i%Jé#(44)::(Lm (44).

7#

Por otro lado, los 75k -Ty3-grafos de 44 con oy € {p,a} y oo € {p,a, D*} son iguales.
Esto es debido a que en Z, p = a, lo que implica que T34 = 7,,. De manera andloga, la
tqualdad p = a implica que los TZZI -Ty3-grafos de 44 con oy, an € {p, a} sean iguales, como
se ve en las primeras dos columnas de la Figura 4.2. Estas iqualdades y contenencias entre
los Tz#-grafos, T5u-grafos y T,4-T,%-grafos de 44 son heredadas a sus respectivos grafos

salvo asociados, tal como lo muestra la Figura 4.2.

G, 44 G 44 =
T;#—TZZ:: ( ) Tz#_Tjj: ( ) GTZ:: »TZ: (44)
2 2 4 °
K' Q\’ 44
°
H 1 22911
GT;#'T;# (44) Gre oo (44) G‘rzz e (44)
2 2 40
Q\’ Q\' 44 QQ\’
" uf ¢ 02270711
Gryyrr, @) | Crpym, ) | Gy (40)
2 2 40
Q\’ 9\’ 44 92\’
°
11 1 LEP BF1

Figura 4.2: Los 754-753-grafos de 44 salvo asociados con ay, as € {p,a, D#}

Ejemplo 4.0.3. Considerar la relacion O descrita en el Ejemplo 2.1 (2) de [1], y la
relacion ;% y el numero 44. Entonces se procede a construir grafos de dos formas.

Primera forma. Considerar a 7 = 774 y 72 = (). Se conoce que el conjunto de vértices

Vi (44) = {£2, 44, £11,£22, £44}. Es sencillo concluir que Ey(44) = 0, asi que cada
T4 02 -grafo de 44 con ai,ay € {p,a, D#} estd compuesto solamente por los vértices
del 75} -17%-grafo de 44. Como p es el conjunto de todos los primos y a el conjunto de

44).

todos los elementos irreducibles, entonces G.v» gy (44) C Gra o2 (44) C G 7 . (
7# 7# T # -2

En comparacion con la Figura 4.2., todas las columnas cargan el mismo grafo.

48



Sequnda forma. Considerar a 71 = O y 7o = Tz#. En este caso, y salvo asociados,

Vo(44) = {44} y E; , (44)[v,aa) = 0. Por lo tanto, £44 son factores que representan

a los vértices del O-tz4-grafo de 44, sin ser adyacentes ni tener lazos. Por otro lado,

dado que +44 no son 0P o 0°-factores de 44, entonces G@Z#-T(ﬁ (44) = G@z#_Tz;: (44) con
Z Z

as € {p,a}, y G@QI_T;& (44) = GV)QS-TZ; (44) = 0 para oy, a3 € {p,a} y as, ay € P(D¥).

Ejemplo 4.0.4. Considerar la relaciones 0 (citada en el Ejemplo 2.1.5.) y T (definida
en el Ejemplo 2.1.4.) operando sobre D ="/l [ <224.115|%,y]. Entonces se procede a
construir grafos de dos formas.

Primera forma. Considerar a 7 = 7 y 72 = 0. Claramente, si oy es fijo, entonces lo

que puede cambiar entre los T -0°2-grafos de (xy)* es el conjunto de aristas conforme
a la descripcion de O, pues el conjunto de vértices de los T°1-0°2-grafos de (xy)? es el
mismo: el conjunto de vértices del T*'-grafo de (xy)?. Si as es fijo, entonces el conjunto
de vértices varia conforme a T y el conjunto de aristas se mantiene conforme a 0. Todo lo
anterior revela el comportamiento de los T%1-0°-grafos salvo asociados de (vy)?* cuando

ay,ay € {p,a, D*}, expuestos en la Figura 4.5.

Grr_o ((zy)?) Gre_p ((zy)?) Gr_s ((zy)?)
z  y?

(o) « &

Y (zy)? ™Y

x2

Gro_po ((xy)?)| Gre—oe (z9)?)]  Gr_oe (zy)?)

o
Q ] Q
*y (‘753/)2 zy °

2

Grr_or ((2y)2)| Gra_or ((zy)2) Gr_or ((zy)?)

Ty
o o
Ty i °

(zy)*? Y o

.1’2

Figura 4.3: Los 71-9°2-grafos salvo asociados de (ry)? con ay, ay € {p,a, D*}

Sequnda forma. Considerar a 1 = 0 y 7o = 7. Es claro ver que

O-fact((xy)?) = {(X-zy)*, (A-zy) * (-2y), (A-2?) * (u-y?), (A 2) s (pn-2)« (v-y) * (Y-y)}
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donde X\, i, v,1p € U(D). Entonces se puede obtener a Va((zy)?) = {z,y, vy, 2%, v*, (zy)*}.
Por ende, E-((zy)*)lzmmm = {2y 2y), (2% 9*)}, Era((@y)) figmm = {(@y,2y)} v
Er((2y)*)[i5age = 0. Claramente, Vao((zy)®) = 0. Por lo tanto, los 9 -7°2-grafos

salvo asociados de (xy)? cuando oy, ay € {p,a,D} son los expuestos en la Figura 4.4.

G@p_T ((:ry)2) G@“-T ((ry)Q) m
Yy y2 Y
° °
. D ]
o | (zy) ™ o
xT Iz x
GB”—T“ ((‘Ty)g GB“—T“ ((wy)2) Ga”'“ ((IU)2)
] 2V
°
o o
« @
° (zy)> *Y o o
z2 T
Gorro (zy)2)|  Goorr ((xy)?) Go-r» ((xy)?)
Y y2 Y
° o o

(@y)? ™Y o o
x

£U2

K0

Figura 4.4: Los 0*-1%2-grafos salvo asociados de (zy)? con ai,ay € {p,a, D#}

Ejemplo 4.0.5. Considerar el dominio del Ejemplo 2.1.3. y la relacion simétrica del
Ejemplo 2.1.4.. Para construir a G,..((zy)?), el conjunto de vértices es V,((zy)?) =
{Mzy)?, ey, \e?, \y?} y el conjunto de aristas estd determinado por E.((xy)?) = {(A\zy, pry), (Ax?, uy*
U(D). Dado que |U(D)| = 3, el T-T-grafo de (xy)? posee 3 grafos salvo asociados que pue-

den ser descritos de la forma
Grr((@y)?) donde Vi ((zy)?) = {May)? Ay, Aa?, Ay

Ademds, la interconectividad de G,..((xy)?) estd conformada por 6 aristas, las cuales en
la Figura 4.5 se representan con color azul. En dicha figura se representa con color negro
a Wl, con color rojo a WZ y con color verde a WHI.

Al igual que en el Ejemplo 4.1.2., dado que en este ejemplo a; = ay = D7, este grafo

puede recibir los nombres de T-T-grafo de (wy)?, T-grafo de (xvy)* o T-grafo de (xy)?. Lo

cual indica la contenencia en ambas direcciones entre estos tres grafos que, por obvias
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3y

(}% ' oo
N
.
° °

DY Gt 1y(ey)?

Figura 4.5: Los 7-7-grafos salvo asociados de (zy)?

razones, son iguales.

4.1. Contenencia entre 7;'!-752-grafos

En los ejemplos de la seccién anterior, se pudieron establecer resultados de contenen-
cia entre los 7%1-7*2-grafos. Esta nueva seccién generaliza algunas de estas contenencias
y describe propiedades especificas de contenencia que tienen validez gracias a las afirma-
ciones (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) y (3.7) en la Seccién 3.1. De forma genérica, los resultados

de continencia entre 71'-75*-grafos de x son expresados en el siguiente lema.

Lema 4.1.1. Sean D un dominio con integridad y T, T2, T3, T4 relaciones simétricas sobre
D#. Sean oy, o, a3,a4 € P(D¥). Para x € D¥, si " < 759 y 152 < 184, entonces

GT£¥1 _7_;2 (l’) Q GT;:; _7_24 (x) .

' < 75%) entonces una 7 -factorizacion es una 73-factorizacién.

Demostracion. Si 1
Esto implica que los factores de cualquier 71" -factorizacién de x son factores de una 75°-
factorizacién de x. Consecuentemente, Viei(z) C Vies(z). Si 7, < 74, entonces, por

el Teorema 3.3.1., E o2(z) C E o4(z). Por la definicién de subgrafo, el 71"-75-grafo es

subgrafo del 75%-7;"-grafo. O

En lo que resta de esta seccion, se presentan propiedades de contenencia entre algunos
T -1*2_grafos, conforme a cadenas de implicaciones entre tipos de factorizacion resumidas

por Anderson, Mott y Zarfullah en la Figura 1 de [2]. Para referencia de los « considerados
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en los siguientes corolarios, por favor véase la lista de simbolos en la Pagina XII o Pagina

44.

Corolario 4.1.1.1. Sean D un dominio con integridad, T una relacion simétrica sobre

D# y x € D¥. Para oy, as € {p,a, D} fijos, se tiene que
(i) Groiro(z) C Grorga(z) C Groi - (T).
(ZZ) GTP_TQQ (l’) g GTa_TOtz (.ZC) g GT_TQQ (l’)

Demostracion. Dado que 77 < 7* < 7, por el Lema 4.1.1. los resultados (i) y (i) son

inmediatos. O

El Corolario 4.1.1.1. habla de relaciones de contenencia de 9 grafos posiblemente distin-
tos. El mismo puede ser expresado con la Figura 4.6. La simbologia del diagrama expresa
que G1 — G5 es equivalente a decir que GG; C G5. El diagrama permite observar clara-
mente resultados de contenencia entre 7%1-7%2-grafos de z (donde ay,ay € {p,a, D¥})
no descritos en el Corolario 4.1.1.1. por la transitividad de la contenencia. Por ejem-
plo, G;.«(z) no solamente esta conteniendo a G,,»(z) y Grara(z), sino que también
a Grarr(2),Grow(x) v Groga(x). Por el diagrama, si ai,as € {p,a,c, D#}, entonces
Groro(x) es el 7%-7%2-grafo més pequeno de z y subgrafo de los 9 7% -7*2-grafos de x
descritos. Mientras que G,_,(x) es el 7*1-7%2-grafo mas grande y todos los 7*1-7%2-grafos
de z son subgrafos de éste. Lo segundo es claro, pues G,_.(z) = G.(z) y cualquier 7%1-72-

grafo esta contenido en este. Esto es lo que afirma el Corolario 4.1.1.2.

Grv(2) —— Grpa(x) Grr(2)

T 1 |

GTa_Tp (x) — GTa_Ta (l‘) — GTa_T(.’L')

T 1 |

GTp_Tp (l’) —_— GTp_Ta (33) —_— G-,—p_T (SC)

Figura 4.6: El diagrama de contenencia entre 7%1-7%2-grafos de x para oy, ay € {p,a, D}

Corolario 4.1.1.2. Sean D un dominio con integridad, T una relacion simétrica sobre

D# yx € D#. Sean ay, s € P(D¥). Si ag,as C a, entonces Groi oz (2) C Gra(x).
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Demostracion. Si aq, s C a, entonces 741, 772 < 7%, Por el Teorema 3.3.1., esto implica
que Groi_res () C Gra(x). Por otro lado, si @ = D#, para cualquier aj, s € P(D¥),
Groiroz(x) € Gra(x). O

Corolario 4.1.1.3. Sean D un dominio con integridad, T una relacion simétrica sobre

D# y x € D*. Para a1, as € {p, pp, pq, prim, pack, D*} fijos, se tiene que
(Z) GTOq_Tp (LU) g GTOq _7PP (:L‘) g GTOq _TPq (fL‘) g GTo‘l _rprim (I‘) g GTal_Tpack (fL‘) g Gq—al_7—<x>.
(ZZ) GTP_TO‘Q (x) g GTPP_TO‘Z («T) g Gqu_Ta2 (.T) g GTp'I‘im_TaQ (;L’) g GTpack_TOzz (.Z‘) g GT_TQQ (I)

Demostracion. Dado que 77 < 7PP < P9 < pPrim < ppack < 1 por el Lema 4.2.1., los

resultados (i) y (i) son inmediatos. O

Este corolario habla de relaciones de contenencia de 36 grafos posiblemente distintos.
El mismo puede ser expresado con la Figura 4.7. La simbologia del diagrama expresa que
G1 — G4 es equivalente a decir que G7 C G5. En este resultado, G,r_» es el 791-7%2-grafo
mas pequeno de los 36 representados.

G, op(z) —— G opp(z) —— G pa(®) —— G___prim () — G___pack(8) —— Gr_r(z)

I I | I I I

G _pack_p (@) — G_pack_rpp (@) = G_pack_.pq(®) > G_pack_ prim (®) > G_pack_.pack () = G_pack_, ()

I I | I I I

G _prim_1p(®) = G_prim_.pp (@) > G _prim_pq(®) > G_prim_.prim ()>G _prim__pack (2) & G_prim__(z)

I I | I I I

Grpa_rp(®) — Grpa.rpp(®) —> Grpa_rpa(x) — G _pg_prim (@) = G _pq__pack (®) — G pa_.(x)

I I | I I I

Grpp_rp(x) — Gopp_rpp(z) — Grpp_rpa (@) — G _pp__prim () = G_pp__pack (T) —> Gopp_,(z)

I I | I I I

Grp_rp(z) —— Grp_rpp(z) —> Grp_rpa(z) — G _p__prim (@) — G_p__pack (T) —— Grp_,(z)

Figura 4.7: El diagrama de contenencia entre 7%'-7%2-grafos de  donde o y s pertenecen
a {p,pp, pq, prim, pack, D*}

Corolario 4.1.1.4. Sea D un dominio con integridad y T una relacion simétrica sobre

D#. Sea x € D¥. Para oy, an € {prim,t-puro, h, D%} fijos, se tiene que
(Z) Gral _Tp'rim (I) g GTal_thpuro (.T) g G,ral —Th‘ (.I) g GTOL:[ _T(JI).

(ZZ) GTpTim_Tag (I) g Gthpu'ro_Taz (I) g GTh_Tozz (./L') g GT_TOéz (J})
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Demostracion. Dado que 7P < rhpure < rh <+ por el Lema 4.2.1., los resultados (i)

y (i) son inmediatos. O

Este corolario habla de relaciones de contenencia de 16 grafos posiblemente distintos.
El mismo puede ser expresado con la Figura 4.8. La simbologia del diagrama expresa que

G1 — G4 es equivalente a decir que G7 C Go.

GT_Tpm'm (l’) — GT_Tt—puro (I’) —— GT_.,-h (l’) GT_f,—(ZL’)

GTh_Tpm'm (:U) — GTh_Tt-puro (l‘) — GTh_Th (.’L') —_— GTh_T(x)

GTt»puro_Tprim (:C) < GTt—pu'ro_Tt—puro (:C) g GTt—puro_Th (JE) — GTt—pur'o_T (l’)

GTprim_TpT'Lm (I) > GTp'rim_thpu'ro (,r) — GTp'rim_Th (I) — GTpr'Lm_T (I)

Figura 4.8: El diagrama de contenencia entre 7¢-7*?-grafos de x donde oy y a pertenecen
a {prim, t-puro, h, D¥}

Corolario 4.1.1.5. Sea D un dominio con integridad, x € D¥ y 7 una relacién simétrica

sobre D*. Para oy, oo € {pq,cpr,pr, D¥} fijos, se tiene que
(Z) GTal_qu (.T) g GTal_Tcpr(.r) g GTal_Tpr(I') g GTal—T(x)‘
(i) Groazor(x) C Grevr oz (2) C Gror oz (7) C Grrea ().

Demostracion. Dado que 777 < 79" < 77" < 7, por el Lema 4.2.1., los resultados (i) y

(i) son inmediatos. O

Este corolario habla de relaciones de contenencia de 16 grafos posiblemente distintos.
El mismo puede ser expresado con la Figura 4.9. La simbologia del diagrama expresa que

G1 — G4 es equivalente a decir que G C Go.

Corolario 4.1.1.6. Sea D un dominio con integridad y T una relacion simétrica sobre

D#. Sea x € D¥. Para oy, an € {rig, sh, h, D¥} fijos, se tiene que

(Z) GTal_T'rig (I) g GTCtl_Tsh ([E) g G’ro‘l—’rh (.7)) g GTal_T(JI).
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GT_TPq (I’) E— GT_TCPT (IIJ) E— GT_TPT (I‘) - GT—’T (ZE)

GTW_qu ($) — GTPT_TCPT (ZL’) — GTPT_TPT‘ (Qf) — GTpr_T (ZL‘)

GTcpr_qu (33) — GTcpT_Tcpr (iL‘) — G‘,-cpr_q-pr (l’) E— G‘,-cpr_T(l’)

Gqu_qu (fl?) — Gqu_Tcpr (l’) — G‘,-pq_ﬂm" (SL’) — Gqu_T<LIZ')
Figura 4.9: El diagrama de contenencia entre 7*'-7*2-grafos de z donde a1, ay pertenecen

a {pq, cpr,pr, D*}

(ZZ) GTm'g_TaQ (l‘) g GTSh-TD‘Q (l') g GTh_Tag (ﬂf) g GT—T"‘Q (ZE)

Demostracién. Dado que 779 < 75" < 77 < 7. por el Lema 4.2.1., los resultados (i) y (i)

son inmediatos. O

Este corolario habla de relaciones de contenencia de 9 grafos posiblemente distintos.
El mismo puede ser expresado con la Figura 4.10. La simbologia del diagrama expresa

que G; — G4 es equivalente a decir que G; C Gs.

GT_TT'Lg (:E) E— GT_Tsh (l‘)

GT_T}L (1‘)

Grngrig(x) —— Grnpsn () —— Grnpn () ——— Grnp ()

G,rsh_,r'rig (ZL’) E— G,rsh_,rsh (I) — G,rsh_,rh (‘/L‘) — G,rsh_,r ([E)

GT'rig_TT‘ig (I) — GT'rig_Tsh (LL') — GTrig_Th (:L‘) — GTTig_T (ZL‘)

Figura 4.10: El diagrama de contenencia entre 7*1-7%2-grafos de x donde a4, a5 pertenecen
a {rig, sh, h, D¥}
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Capitulo 5

Aportaciones y valoraciones finales

En este capitulo se presentan conclusiones fundamentales y una breve descripcién de

algunos posibles problemas de investigaciéon para ser trabajados en el futuro.

5.1. Grafos de factorizaciones con propiedades espe-
ciales

Como se refirié en la introduccion del Capitulo 3, los tipos de T-factorizacion pueden
clasificarse segtin la naturaleza que determina qué elementos se pueden multiplicar o segtin
la naturaleza del conjunto de los factores. En dicho capitulo, se describieron algunos tipos
de 7-factorizaciones que dependia de un conjunto dado de factores. Como por ejemplo,
las T-factorizaciones atomicas y 7-factorizaciones en 7-primos, las cuales se denotan como
T°-factorizaciones y 7()-factorizaciones, respectivamente.

Pero existen otras que no se pueden describir con la notacién de 7%-factorizaciones.
Por ejemplo, las 7-factorizaciones completas, que son 7T-factorizaciones que no tienen 7-
refinamiento no trivial. Por ejemplo, 2% 22 no es una 75#-factorizacion 7z4-completa de 44
ya que un 7zx-refinamiento de esa 7zx-factorizacién es 2+2x11 (que es 7, ,-factorizaciéon de
44). No obstante, esta nueva 1,x-factorizacion es una 1zx-factorizacion 7,%-completa de
44 pues no tiene 17%-refinamiento no trivial debido a que sus factores son primos. Por otro

lado, si 7 es 7(7) (la relacién médulo 7 sobre Z), entonces 44 = 411 es una 7(7)-factorizacion
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completa, pues 4 no es 7y)-irreducible (porque 4 = 2 2). Pero al reemplazar a 4 por 2 2
en la 7(7)-factorizacion 44 = 4 x 11 = 2 % 2 - 11, no se obtiene una 7(7)-factorizacion.

La relacion 7¢ permite que la primera categoria pueda estudiarse facilmente tanto
desde la teoria de factorizaciones generalizadas como desde la teoria de grafos de factores.
No obstante, con la relacién 7 se pueden estudiar solo algunos tipos de factorizaciones.
Para efectos de ilustracion, considerando la 7-factorizacion completa, se puede notar que
su definicién no depende de un conjunto de 7-factores (es decir, no existe un conjunto de 7-
factores completos en D#). Esto impide la existencia de un o € P(D#) pues, procurando
construir un subconjunto de D# que contenga a los factores que generan factorizaciones
o T-factorizaciones completas. Esto es porque el conjunto de factores de factorizaciones
completas puede generar factorizaciones atémicas o que se pueden refinar de otro elemento.
En dominios de factorizacién unica (como el caso de Z) esta posibilidad no ocurre, sin
embargo, en dominios con integridad que no poseen esta propiedad, la posibilidad es alta.

A pesar de que estos tipos de T-factorizaciéon no puedan ser estudiadas con una relacion

Ta

, es posible obtener resultados de contenencia entre estos tipos de 7-factorizacion y
aquellos que pertenecen a la primera categoria, aiin en un dominio de factorizacién tnica.
Por eso se denota a una 7-factorizacién completa como una 7°-factorizacion.
Considerando siempre el ejemplo del 44, se tiene que A - (£2) x (£2) x (£11) son las
tUnicas 7z#-factorizaciones 7,%-completas de 44 que coinciden con las 754-factorizaciones,
el conjunto Vze, (44) = {£2,£11} y el conjunto Ere, (44) = {(£2,£2),(£2,£11)} =
ETZ# (44) = ETg# (44). Por lo tanto, los respectivos 7;%-7,%-grafos de 44 con aj,ay €

{p,a,c, D¥} son los presentados en la tabla de la Figura 5.1.
Al hacer comparaciones entre los 7,%-7,3-grafos de 44 en cuestion, se concluyen las
siguientes contenencias en las cuales el grafo de 7;%-factorizaciones 774-completas estéd

involucrada.

o (Vo (44), Bre, (44)) = Gre, e (44) = Goe, (44).

" Gropar, (4) = Groy o (44) = Gy e (44) con 0 € {p,a, ¢, DF}
" Gy (M) = Gro oy (M) = G ooy (14) con a2 € {p, 0., DT},
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Gfg#'fzzi (44) GT?#'TZZ: (44) GT;#'Tfj: (44)
2 2 2
11@-11 1 11 11@'
9 —2 s
GT;#,T( B (44) Grare, (44) GT;#,T;# (44)

2
_11¢ 11 —11® 11] —11
-2

Gre v (34)

Z#

—11 11 [ —11

11 —11

11

Figura 5.1: Los 7,4-7,%-grafos

Estas igualdades no solamente ocurren en el caso de 44, sino que para cualquier x €
Z7. Esto es debido a que Z” es un dominio de factorizacién tinica, y en ese tipo de
dominios las 7-factorizaciones de primos, de elementos irreducibles y completas son las
mismas. Parece ser que las caracteristicas del dominio con integridad son relevantes para
obtener contenencias entre grafos de distintos tipos de naturaleza de 7-factorizaciones.
Aunque algunas de las 7-factorizaciones 7-completas han sido estudiadas por autores

como Anderson y Juett, esto abre una linea de investigacion cuyo enfoque no sea en las

factorizaciones sino que la contenencia de sus grafos.

5.2. Conclusiones

A continuacién se presenta una lista de afirmaciones que resumen los resultados de

esta investigacién y que dan respuesta a los principales cuestionamientos realizados en el

proceso.

1. Mediante la subrelaciéon 7% se credé un lenguaje con el que se pretende estudiar

o8
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localmente a las T-factorizaciones cuya definicion depende del origen de sus factores.

Con este lenguaje es posible conocer cudles son estos factores y cémo se relacionan.

2. Al ser 7® una restriccién de 7, entonces 7 hereda ciertas propiedades de 7 como re-
lacion de conjuntos, para las T7%-factorizaciones, para los sistemas de 7%-factorizacion

y para los 7%-grafos.

3. Cualquier grafo de factores se puede estudiar completamente a través de dos vertien-
tes: los grafos salvo asociados (los cuales son isomorfos entre si) y la interconectivi-
dad del grafo. Con el comportamiento de la interconectividad y de uno de los grafos
salvo asociados, es posible determinar el comportamiento del grafo de factores. Esto
apoya la idea de Mooney, Coykendall y Lépez al solamente caracterizar los grafos

salvo asociados de los grafos que ellos han estudiado y no los grafos en su totalidad.

4. La contenencia entre grafos de factores cuya construccion depende de relaciones 7%,

es consecuencia de las contenencias que existen entre dichas relaciones.

5.3. Preguntas abiertas

Este trabajo dio una visién mas generalizada del estudio de los grafos de factores en
dominios con integridad. Con esta nueva visiéon se abre una gama de preguntas abiertas
a desarrollar en el futuro. Por medio de las tres areas siguientes, se describen algunas
de estas preguntas. Cabe mencionar que las preguntas de primer area descrita, surgen
del trabajo de los capitulos 2, 3 y 4 de esta investigacion. Las preguntas de la segunda
drea son consecuencia de un estudio comparativo (expuesto en dicha subseccién) entre el
T-grafo y el grafo de factores del dominio con integridad descritos en la definicion de una
relacion simétrica 7. Las preguntas de la tercer area surgen de la viabilidad observada
durante la investigacion, de la realizaciéon de un estudio introductorio del 7-grafo desde la

perspectiva topoldgica.
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5.3.1. Sobre la comparacion entre grafos de 7-factores

En primer lugar, este trabajo dividié a los tipos de T-factorizacion en dos categorias, y
enfatizo el estudio de grafos de factores que pertenecen a un subconjunto « (estos grafos
representan a las 7-factorizaciones de la primera categoria). Las preguntas que surgen
de lo que se ha trabajado hasta el momento son: jqué caracteristicas poseen los grafos
de factorizaciones con propiedades especiales (que corresponden a la segunda categoria)?
,qué condiciones deben existir para que la contenencia entre estos grafos ocurra? En la
Seccion 5.1. se establecié una pequena introduccion a ese futuro estudio.

En segundo lugar, la linea de contenencias de grafos que fue presentada en los diagra-
mas de los capitulos 3 y 4 presentan una sola direccién. ;Qué condiciones deben tener la
relacion simétrica o dominio en cuestién para que ciertos grafos experimenten la conte-
nencia para el lado contrario, y que de esta forma se exprese las condiciones suficientes o

necesarias para asegurar la igualdad entre 7%-grafos para dos a’s distintos?

5.3.2. Sobre la comparaciéon entre el grafo de 7 y el r-grafo

Durante esta investigacion se observo la factibilidad de no solamente estudiar a 7 como
un subconjunto de D# x D#, sino también de estudiar un grafo que describa la definicién

de 7.

Definicién 5.3.1. Sea 7 una relacién simétrica sobre D¥. El grafo de T es el grafo (no

dirigido) definido por G(1) = (V(7),7) donde V(1) = Dom(T).

El objetivo de esta seccion es expresar algunas propiedades de relacién entre el grafo
de 7 y el 7-grafo. Uno de estos resultados es la posible existencia del grafo salvo asociados
de 7, una aplicacion de la definicién del 7-grafo salvo asociados sobre el grafo de 7. Para

efectos de formalidad, se describe el siguiente concepto.

Definicién 5.3.2. El grafo salvo asociados de T es el grafo definido de la forma G(7) =
(V(T),T), donde los elementos de V(1) son escogidos arbitrariamente de manera que

ningin par de ellos pertenezca a la misma clase de equivalencia en V() /.

Los siguientes ejemplos ayudan a entender las Definiciones 2.4.1. y 2.4.2.
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Ejemplo 5.3.3. Sea R un dominio con integridad, D = R[x,y* xy| y T la relacién simé-
trica en D% determinada por (Ax*)7(uy?), Azy)7(pzy), (Azx)7(ux) para X\, u € U(D). No-
tar que V(1) = {2, \-x?, Xy, Aay : A € U(D)}. Porende, V" /. = {[z], [¢%], [v*], [zy]}.

Si se selecciona a V(1) = {x, 22, y?, xy}, entonces G(T) se representa de la forma siguien-

te.

<

@
T  xy
2

T

Figura 5.2: El grafo salvo asociados de 7 = {(\2?, py?), (\y?, pz?), (A\zy, pury), (Az, px)}

Ejemplo 5.3.4. Sea D un dominio con integridad. Considerar la relacion 74 = A X A
donde A C D#. Entonces G(74) es un grafo completo en donde cada elemento de A es
representado por un vértice, y cada vértice tiene un lazo. En el caso de m, también
es un grafo completo en donde cada elemento seleccionado de cada co-conjunto de A/ ..

es representado por un vértice, y cada vértice tiene un lazo. A continuacion se presentan

algunas propiedades que tiene el grafo de Ty4.

(i) G(Ta) es finito si y solo si A lo es.

(ii) Si A es finito, entonces G(74) lo es.

(iii) U Grr(@) & U G (@),

€A TEA

Si todo vértice en G, (x) que tiene a lo mds un lazo, entonces la ultima propiedad no

se cumple. De la misma forma, se generan dos propiedades mds bajo esta condicion, como

se presenta a continuacion.
(iv) G.,(x) € G(7a) para todo x € A

(v) U Gril2) © U Gri(2) € G(a).

T€A T€EA
(vi) U GTD#(x) - U GTD#(a:) = G(Tp#).
xeD# xeD#
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Aparte de las propiedades de contenencia, ;se pueden obtener propiedades directas del
grafo de 7 a los factores de elementos? ; Ayudara este grafo a poder construir los elementos
a partir de su 7%-grafo? Se puede tener 7 no simétrica y ver como los grafos dirigidos se

comportan con respecto a 7*-factores.

5.3.3. Sobre los aspectos topolégicos de un 7-grafo

El 7-grafo tiene caracteristicas especiales que permiten construir de éste diversas topo-
logias en V,(x) y, a partir de ello, estudiar elementos topolégicos respectivos como bases
topoldgicas y conexidad. El propdsito de esta seccion es efectuar un estudio general de
dichos elementos.

Se puede concluir que el conjunto vacio, V,(z), los conjuntos de la forma X - V,(z)

(con A € U(D)) y sus respectivas uniones, forman una topologia en V,(x). Otra topologia

formada en este conjunto es la compuesta por el mismo, el conjunto vacio, los conjuntos
definidos y denotados de la forma A(z;) = {\-2; : (z; € Vo(2)) A (A € U(D))} y sus
respectivas uniones. En este sentido, se consideran al vacio, a V,(z), a los conjuntos de
la forma X - V.(x) 6 los conjuntos A(z;), y a sus respectivas uniones como abiertos de
sus topologias. Por ende, se considera a V,(x) como un espacio topoldgico. Ademés, los
conjuntos de la forma X - V,(z), y los conjuntos A(z;) son bases respectivas para las
topologias descritas. Porque todo vértice del 7-grafo pertenece tanto a un conjunto de la
forma A\ - Wx) como a un conjunto A(x;). Y dado que las intersecciones entre conjuntos
de la misma forma son vacias. También estos tipos de conjuntos son componentes conexos
de V,(x) bajo las relaciones ~y= {(a,b) : a,b € X- V,(z), A fijo} y ~, respectivamente.
Otro aspecto topolégico que se pudo estudiar en el T-grafo es la conexidad por caminos.

Los siguientes teoremas refieren a condiciones para que el 7-grafo sea cumplan con este

aspecto.

Teorema 5.3.5. Sean D un dominio con integridad y T una relacién simétrica sobre D¥.

Entonces los siguientes enunciados se satisfacen.

(i) El grafo G.(x) es disconezo por caminos para cualquier x € D% irreducible, si

U(D) > 1.
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(ii) El grafo G,(x) es conexo por caminos, si x es irreducible.

Demostracion. (i) Por las factorizaciones triviales de x, las cuales son 7-factorizaciones,
se concluye que {\ -z : A € U(D)} € V. (z). Esto implica que |V, (x)| > 1, porque
|U(D)| > 1. Si |U(D)| > 1, entonces para \; - x y A; -z (donde \; # A\j y A\, Aj €
U(D)) no son factores en una misma 7-factorizacién de z, pues x es irreducible.
Por ende, no existe un camino por aristas que los conecte. Por lo tanto, G.(z) es

disconexo por caminos.

(ii) Si x es irreducible, entonces x no tiene 7-factorizaciones mas que las factorizaciones

triviales. Esto implica que |V, (z)| = 1. Por ende, G () es conexo por caminos.

]

Siendo los resultados anteriores obtenidos a partir del estudio combinado de la teoria
de grafos de factores y la topologia, esto abre la visiéon para que en futuros trabajos se
estudien los grafos de factores desde perspectivas de otras ramas de la matematica, asi

como también, el descubrimiento de aplicaciones en otras areas cientificas y disciplinarias.
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