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Capitulo 1
INTRODUCCION

La homologia es tomada como una rama de la topologia. El primero en hablar
de homologia fue el francés Henri Poincaré en Analysis Situs en 1895. El estaba
pensando en un espacio topolégico complicado y buscaba una manera mas facil de
contar los agujeros de cualquier dimension del espacio, obteniendo ciertos invariantes
lineales. Asi entonces podemos relacionar la homologia como la herramienta que nos
ayuda a construir invariantes lineales de una situacion no lineal.

También la podemos considerar como una herramienta algebraica fundamental
para obtener informacion sobre los espacios topologicos.

Otro personaje importante que contribuyé con la homologia fue el aleman David
Hilbert, que consider6 ideales, es decir, combinaciones lineales de polinomios con
ceros comunes y sus relaciones y después las relaciones entre estas relaciones. Esta
es considerada como una jerarquia y es conocida como los Syzigies de Hilbert.

En el campo de la geometria algebraica en los anos 50 del siglo pasado se
desarroll la teoria de haces, por parte de la escuela francesa de Leray, Cartan,
Serre y Grothendieck

Nosotros trabajaremos mas sobre la teoria de Cohomologia de Galois, que es la
aplicacion del dlgebra homolégica a los médulos del grupo de Galois y en particular
sobre las Formas Torcidas(Twisted Forms) de los grupos algebraicos lineales.

Daremos a conocer algunos conceptos importantes que han sido estudiados,
en nuestro camino hacia el conocimiento de la teoria de cohomologias y que mas

adelante nos ayudaran a alcanzar nuestro objetivo.



Un Grupo de Galois lo definimos de la siguiente manera: Sea L una extension
del campo K, que se denota por L/K. El grupo Galois de L/K de todos los K
automorfismos de L (Autk(L)) equipado con la composicién de funciones como
operaciéon. Este grupo lo denotamos por Gal(L/K).

También definimos un Grupo Profinito el cual es el limite inverso de los sistemas
de grupos finitos, o equivalentemente, el grupo topoldgico compacto en el sentido de
Hausdorff y totalmente disconexo. Nosotros tomaremos el grupo profinito I' como
el grupo de Galois absoluto, que denotamos por I' = Gal(Ks.,/K) donde K, es
una clausura separable fija de K.

Ademds, definimos los Conjuntos de Cohomologia H'(T', A), con i = 0,1,2
donde A es un I'—modulo.

También introducimos el concepto de Forma Torcida. Este se basa en los
esquemas de grupos algebraicos sobre K. Si consideramos a G como un esquema
de grupo y p : G — GL(W) una representaciéon con W un K —espacio finitamente
dimensional. Fijemos w € W, e identifiquemos a W con un F'—subespacio de
Wsep = W @k Ksep. Un elemento = Wep lo llamamos p—Forma Torcida de w si
w' = peep(9)(w) para algin g € G(Kep).

Estos serian nuestros conocimientos basicos para aplicarlos a los grupos algebraicos
lineales, que se definen de la siguiente forma:

Grupo Lineal General:

GL,(R) ={A € M,(R) : detA # 0}
Grupo Lineal Especial:

SL,(R)={A € GL,(R) : detA =1}
Grupo Lineal Ortogonal:

On(R) = {A € GL,(R) : AA' =T}



Grupo Lineal Simpléctico:
SPs,(R) = {A € GLy,(R) : A'JA=J}

donde J es un elemento de G Lo, fijo.

Grupo Lineal Unitario:
Un(C)={AeGL,(C): A*A=1T}

donde A* es la matriz conjugada de A.

Los ultimos tres los podriamos definir como especiales al hacer la interseccion
con el grupo especial lineal.

También utilizaremos conceptos como dlgebras de Hopf, dlgebras centrales simples,

algebras de Clifford, algebras de Lie y algunas definiciones y teoremas relacionados.



Capitulo 2
TEORIA DE GALOIS

2.1 Extensiones de Campo
Definicién 2.1.1. Una extension de campo K estd dada por un campo L y un
homomorfismo 6 : K — L tal que 6 es una inmersion de K en L. Una extension
de campo la denotamos por L/ K.

Decimos que una extensién de campo L/K es finitamente generada si para
algin n € Z existen oy, ao,...,a, € L tal que L = K(ay,as,..., ;). Si L = K(«)
para algin o € L, decimos que la extensién es simple.

Definicién 2.1.2. Dada una extension L/ K, un elemento a € L es algebraico sobre
K si existe un polinomio f € K[X]| tal que f(a) =0 en L. De otra forma decimos
que el elemento a es tracendental sobre K.

Si « es algebraico, el polinomio ménico f € K[X] de menor grado
f=X"+a, 1 X" '+ + a1 X +a

para el cual f(a) = 0. es el polinomio minimal de f. Este polinomio es tnico e
irreducible en K.
Definicién 2.1.3. Una extension de campo L/K es algebraica si cada o € L es
algebraico sobre K y es puramente tracendental si cada o € L/K es tracendental
sobre K.

Recordemos que si K es un campo y f € K[X] es un polinomio irreducible, el

anillo cociente K[X]/(f) es un campo. Podemos notar que es una extensién simple



K — K(a) = K[X]/(f), donde o denota la imagen de X bajo la aplicacién cociente.
Asi, ésta es una extensién simple algebraica de campo.
Definicién 2.1.4. Si L/ K es una extension de campo, entonces L tiene la estructura
de espacio vectorial sobre K. FEl grado de la extension, es la dimension de L sobre
K como espacio vectorial. La cual denotamos por [L : K.

Decimos que L es finito sobre K si [L : K] es finito.
Teorema 2.1.5. Sea L/K una extension de campo y o € L, « es algebraico sobre
K siy solo si K[a]/K es finita. Cuando « es algebraico, [K[a] : K] es el grado del
polinomio minimal de c.

2 ...,a" son linealmente

Demostracién. (<) Si [K(«) : K] = n, entonces 1, a, «
dependientes sobre K, por tanto existe f € K[X] tal que f(a) = 0.

(=) Sea « algebraico sobre K con polinomio minimal f, de esto tenemos que
fla)=a"+a, 10" '+ +aja+ag

Supongamos que g € K[X] con g(a) # 0. Consideremos que f es irreducible y asi
tenemos que mcd(f,g) = 1. Por el algoritmo de Euclides, esto implica que existen
x,y € k[X] tal que zf + yg = 1, pero como f(a) = 0, entonces y(a)g(a) = 1 en
L. Por tanto g(a)™' € (1,a,...) es el subespacio de L generado por las potencias
de a. Ahora K(«) consiste de todos los elementos de la forma h(a)/g(a) para
h,g € K[X] polinomios, donde g(a) # 0. Asi K(«) es generado como K-espacio

vectorial por 1, c, ... y por tanto de la relacién de arriba basta con 1,c,...,a" %

Por la minimalidad de n, tenemos que el conjunto generado por 1,a,...,a" ! es
una base y asi [K(a) : K| =n.m
La siguiente proposicion es de las mas importantes dentro de la teoria de

campos, nosotros la utilizaremos en este capitulo en varias ocasiones para mostrar

algunas propiedades.
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Proposicion 2.1.6. Dada una torre de extensiones de campo finitas K — L — M,
entonces [M : K] = [M : L|[L : K].

Demostracién. Sea (u;);cs, una base para M sobre L y sea (v;);es, una base para
L sobre K. Debemos mostrar que (u;v;):er jes €s una base de M sobre K. Tomemos
x € M, recordemos que este elemento de M, lo podemos escribir como combinacion

lineal de los u;, es decir,

T = Zﬂiui

el

para algunos p; € L. Pero recordemos que los v; generan L sobre K, asi podemos
escribir a cada p; como combinacion lineal de los v;, es decir,
Hi = E AijU;
Jj€J
para algunos \;; € K. Por tanto podemos escribir
xr = E /\Z-juivj
el,jed
lo que significa que u,;v; genera M sobre K.
Resta probar que los w;v; son linealmente independientes sobre K. Supongamos que

tenemos

Z )\Z-jul-'uj =0

el,jed

para algunos \;; € L. Luego tenemos que
3 (S|
iel \jeJ
y considerando que los u; son linealmente independientes sobre L, tenemos que

Z )\z’jvj =0

jedJ
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para cada j € J. Considerando que los v; son linelamente independientes sobre
K, tenemos que los \;; = 0 para cada ¢ € I y j € J, que era lo que estabamos
buscando.m
2.2 Campos de Descomposicion
Sea L/K una extensién de campo y f € K[X], decimos que f se descompone

completamente sobre L, si lo podemos escribir como un producto de factores lineales
f=kX—-a))...(X —a,) parrai=1,2,--- ,n

cuando k € K y a; € L. Llamamos a L el campo de descomposicion para f.
Notemos que el campo de descomposicion siempre existe, ya que si tomamos
un factor irreducible g de f, entonces K[X]|/(g) = K(«) es una extensiéon de K
para la cual g(a) = 0 y por el teorema del residuo tenemos que tanto g como f se
descomponen en factores lineales. Por induccién tenemos que existe un campo de
descomposicién L para f, con [L : K| < n! donde n es el grado de f. Por tanto los
campos de descomposicién son tinicos salvo isomorfismos.
Ejemplo.
1. El campo de descomposicién para X? — 2 sobre Q es Q(v/2). Considerando que
las raices v/2 y -2 pertenecen a Q(ﬂ)
2. El campo de descomposicion de (X2 —2)(X?—3) sobre Q, es el campo Q(v/2,/3) =
Q(vV2+V3).
3. El campo de descomposicién de X? — 2 sobre Q, no es Q(v/2). Ya que las raices

del polinomio son

min(254) {2

Por tanto el campo de descomposicon de X3 — 2 es Q(v/2,iv/3).



2.3 Separabilidad
Definicién 2.3.1. Un polinomio [ sobre K lo llamamos separable si este no tiene
raices multiples. Es decir, todas sus raices son distintas. Un polinomio que no es
separable lo llamamos inseparable.

Asi decimos que un campo L es separable sobre K si cada elemento de L es la
raiz de un polinomio separable sobre K.

Ejemplo. El polinomio X2 — 2 es separable sobre Q considerando que £v/2 son
raices distintas. El polinomio (X2 — 2)" para n > 2 es inseparable ya que tiene
raices multiples.

Un hecho bien importante y que debemos tener en cuenta es que si char K = 0,
todos los polinomios son separables. Si charK = p > 0, entonces un polinomio
f € K[X] es inseparable si y solo si f € K[X?]

De lo anterior, si tomamos una extensiéon de campo L/K y un elemento o € L,
« es separable sobre K si el polinomio minimal f, € K[X] es separable. En otras
palabras, una extension se dice separable si « es separable para todo o € L. De otra
forma, decimos que la extensién es inseparable.
Ejemplo. Consideremos L = F,(¢), el campo de funciones racionales sobre el campo
finito F,, con p elementos, y tomemos K = F,(t”). Entonces la extension L/K es
finita pero inseparable, ya que si consideramos el polinomio minimal de ¢ sobre K,
X? —tP el cual podemos descomponerlo como (X — ¢)P sobre L.

2.4 Clausuras Algebraicas

Definicién 2.4.1. Un campo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio
f € K[X] se descompone en factores lineales sobre K.
Ejemplo. El polinomio X? — 5X + 6 es separable sobre Q, ya que se descompone
en factores lineales (X — 2)(X — 3).

Si pasamos a las extensiones de campo, decimos que una extensién L/K es la

clausura algebraica de K si L/K es algebraica y L es algebraicamente cerrado.



Lema 2.4.2. Si L/K es algebraica y cada polinomio en K[X] se descompone completamente
sobre L, entonces L es la clausura algebraica de K.
Demostraciéon. Debemos probar que L es algebraicamente cerrado. Supongamos

que L(a)/L es una extension finita y que
fX)=X"+a, 1 X" '+ +aX +a

es el polinomio minimal de « sobre L. Sea K' = K(ag,...,a,-1), asi K'(a)/K' es
una extension finita y como cada a; € L es algebraico sobre K, entonces 2.1.6 nos
dice K'/K y K'(a)/K son extensiones finitas. Entonces « es algebraico sobre Ky
por lo tanto o € L, lo que significa que L es algebraicamente cerrada.m
Nota 2.4.3. La clausura algebraica siempre existe y es tnica.
2.5 Extensiones Normales

Definicién 2.5.1. Sea L una extension algebraica de K, la cual es el campo de
descomposicion sobre K para una coleccion de polinomios f(X) € K[X]. Entonces
L se llama una extension normal sobre K.
Ejemplo. Si tomamos la extensién Q(+v/2)/Q , notamos que esta no es normal, ya
que el polinomio X? — 2, no se descompone completamente sobre Q(W)
Teorema 2.5.2. Una extension de campo L/K es normal y finita si y solo si L es
un campo de descomposicion para algin polinomio f € K[X]
Demostracién. (=) Supongamos que L/K es normal y finita. Entonces L =
K(aq,...,a,), donde cada «; tiene su polinomio minimal f; € K[X]. Si tenemos que
f=rfife--- fr, esclaro que L es el campo de descomposicion de f sobre K, pues cada
fi es irreducible con un cero «; en L. Por tanto, f se descompone completamente
sobre L, esto por la normalidad de L.

(<) Supongamos que L es al campo de descomposicién de algin g € K[X]. La
extension es claramente finita. Nos resta probar la normalidad.

Supongamos que M/L es el campo de descomposicién para un polinomio f y que
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ay ¥y ag son ceros de f en M. Entonces [L(a;) : L] = [L(ag) : L].Esto nos lleva
al resultado, ya que podemos escoger a a; € L por la suposicién y asi para alguna
raiz ap de f en M, tenemos que [L(ag) : L] = 1, es decir, ap € L. Por tanto f se
descompone completamente sobre L.m
2.6 Clausuras Normales
Sabemos que alguna extensién finita L/K es finitamente generada si L =
K(ay,...,ap). Sea f; € K[X] el polinomio minimal para «;. Si consideramos el
campo de descomposicién M /L para f = fi ... f., entonces sabemos por el teorema
anterior que M /L es normal, asi definimos a M /K como la clausura normal de L/ K.
Nota 2.6.1. La clausura normal de L/K se caracteriza como la extensién minimal
M/L tal que M/K es normal, y asi es tinica bajo isomorfismos sobre L.
Definicién 2.6.2. Sean L/K y L'/K extensiones de campo. Una K-inmersion de
L en L' es una inmersion que deja a K fijo. En el caso que L = L' y L/K es
finita, entonces la inmersion es sobreyectiva y por tanto es un automorfismo. En
este caso llamamos la K-inmersion un K-automorfismo, denotamos el grupo de K -
automorfismos de L/ K por Aut(L/K).
Teorema 2.6.3. Sea L/K una extension finita y 0 : L — M una inmersion con
M/L normal. Si L' = L(0) C M entonces:
1. El nimero de K-inmersiones distintas L — M es a lo mds [L : K], la igualdad se
da si y solo si L/K es separable.
2. L/K es normal si y solo si cada K-inmersion ¢ : L — M tiene imagen L' si y
solo si cada K-inmersion es de la forma ¢ = 6 o a para algin o € Aut(L/K).
Demostracion.
1. Esta se da ya que si L/K es una extension finita, el nimero de inmersiones L < M
que se extienden a K — M es a lo més [L : K.
2. Notemos que:

(a) L/K es normal siy solo si L'/K es normal.
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(b) Alguna K-inmersién ¢ : L < M nos lleva a una K-inmersiéon ¢ : L' — M,
donde ¢ = ¢ o 07! y viceversa.

(¢) Alguna K-inmersion ¢ : L < M con imagen L’ nos lleva a un automorfismo
a de L/K tal que ¥ = 0 o . Para el otro lado, algin ¢ de esta forma es una
K-inmersién con imagen L.

Por tanto lo tnico que tendriamos que probar es que L'/K es normal si y solo si
alguna K-inmersién v : L' < M tiene imagen L’.
(=) Supongamos que o € L' con polinomio minimal f € K[X]. Si L'/K es
normal entonces f se descompone completamente sobre L'. Ahora si ¢ : L' — M
es una K-inmersién, ¢ («a) es otra raiz de f. Asi ¢¥(a) € L'. Lo que significa que
(L) C L'y si consideramos que L'/ K es finita, entonces (L") = L.
(<) Supongamos que f € K[X] es un polinomio irreducible con un cero o € L'.
Por hipdtesis, M contiene una clausura normal M’ de L/K y asi f se descompone
completamente sobre M’. Pero también, si L'/K es finita, L' C M.
Sea (3 € M’ otra raiz de f, entonces existe un isomorfismo sobre K, tal que
K(a) ~ K[X]/(f) ~ K(). Considerando que M’ es el campo de descomposicién
para algin polinomio h sobre K, entonces también es el campo de descomposicién
para h sobre K («) 6 K(3). Por tanto, por la unicidad del campo de descomposicién
K(a) ~ K(f), el cual nos restringe a la K-inmersiéon L' < M, el cual envia « a
(. Por tanto 8 € L', y considerando que es verdad para todas las raices 3, f se
descompone completamente sobre L', lo que significa que L'/K es normal.g
Corolario 2.6.4. Si L/K es finita entonces |Aut(L/K)| < [L : K|. La igualdad se

da si y solo si L/K es normal y separable.
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Demostracién. Si consideramos que M/L es una extensién normal. Entonces por

el teorema anterior

|Aut(L/K)| = | K-inmersién L < M de la forma 6 o o, « € Aut(L/K)|
< |K-inmersién L — M|

<[L: K]

es claro que la igualdad se da si y solo si L/K es normal y separable.
2.7 Extensiones de Galois
Definicién 2.7.1. Si L es un campo y G es algun grupo finito de automorfismos de

L entonces escribimos LS C L por el campo fijo
LY ={z € L|g(z) = = para todo g € G}

Notemos que L es un subcampo de L.
Definicién 2.7.2. Decimos que una extension L/ K es una extension Galois si K =
LE para algin grupo finito de automorfismos G, en este caso G < Aut(L/K).
Maés adelante mostraremos que G = Aut(L/K).
Proposiciéon 2.7.3. Sea G un grupo finito de automorfismos actuando sobre un
campo L, con K = L¢ C L. Entonces
1. Para cada o € L tenemos [K(a) : K] < |G].
2. L/K es separable.
3. L/K es finita con [L : K| <|G]|.
Demostracién. Ver [1]. m
Teorema 2.7.4. Sea K C L es una extension finita de campos. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:
1. L/K es Galois,
2. K es un campo fijo de Aut(L/K),
3. |Aut(L/K)| = [L : K],
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4. L/K es normal y separable.
Demostraciéon. 3 < 4: Esto es claro por 2.6.4.

2 = 1: Si K es el campo fijo de Aut(L/K) entonces K = LY para algtin grupo
finito G, por tanto L/K es de Galois.

1 = 2,3: Supongamos que K = LY para algtin grupo finito G. De la
proposicién anterior tenemos que [L : K| < |G|, Pero G < Aut(L/K) y asi
|G| < |Aut(L/K)| < [L : K], por 2.6.4. Por tanto |G| = [L : K]y G = Aut(L/K).
De aqui K es un campo fijo de Aut(L/K) y |Aut(L/K)| = [L : K].

3 = 1 Sea G = Aut(L/K) finito, y consideremos que el conjunto F = L.
Por la definicién 2.7.2 tenemos que F' O K, ademdas que L/F es una extensién de
Galois. Por tanto, |G| = [L : F]. Pero por hipétesis |G| = [L : K]. Entonces por la
proposicién 2.1.6, tenemos que K = F.m

Si K C L es una extension de Galois, denotamos Gal(L/K) por Aut(L/K) y
lo llamamos el grupo de Galois de la extension.

Sea L/K una extensién finita de campos. El grupo G = Aut(L/K) tiene
|G| < [L : K] por 2.7.3. Ademas, si F = L% O K. Entonces por 2.7.4 llegamos a
que |G| =[L: F].

1. Si H es un subgrupo of G, entonces el campo fijo M = L es un campo intermedio,
es decir, ¥ C M C L con L/M Galois, asi por 2.7.4 tenemos que Aut(L/M) = H.
2. Para algtin campo intermedio ' C M C L, es H = Aut(L/M) un subgrupo de G.

De lo anterior concluimos que las operaciones

H<G—-FCL®CL
Aut(L/M)SG&FQMQL
Son mutuamente inversas.

Teorema 2.7.5 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Con la notacion

de arriba,
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1. Existe una biyeccion de orden inverso entre los subgrupos H de G y el campo
intermedio F C M C L, donde a H le corresponde al campo fijo LY y a M le
corresponde Aut(L/M).

2. Un subgrupo H de G es normal si y solo si L™ | es normal si y solo si L /F es
Galois.

3. Si H <G, entonces la aplicacion a € G +— «|pu determina un homomorfismo de
grupos de G sobre Gal(L™ /G) con niicleo H, y por tanto Gal(L* /F) = G/H.

Demostracién.

1. Esto fue lo que demostramos arriba.

2. Sea M = L es facil probar que el campo fijo para el subgrupo conjugado o Ho~*
con o € G es oM. Entonces por la biyeccion probada en la parte 1, deducimos que
H <G siysolosi oM = M para todo o € G. Veamos ahora que L es normal sobre
F. Sabemos que L es el campo de descomposicién para algun polinomio f € F[X]
y por tanto L contiene una clausura normal N de M/F. Si algin o € G determina
una F-inmersiéon M <— N, y para el otro lado si cada F-inmersion M — N se
extiende a un F- automorfismo o de el campo de descomposicién L de f. Por
tanto M/F es normal si y solo si oM = M para todo ¢ € G. Por tltimo, M/F
siempre es separable y asi M/F es normal si y solo si M/F es Galois.

3. Sea M = L” y H < G. Entonces tenemos que o(M) = M para todo o € G y
por tanto |y es un F-automorfismo de M. Por tanto existe un homomorfismo
de grupos 0 : G — Gal(M/F) con ker = Gal(L/M). Pero Gal(L/M) = H por
2.74, y asi 0(G) =2 G/H. De aqui |0(G)| = |G : H] = |G|/|H| = [L : F]/[L :
M] = [M : F]. Pero |Gal(M/F)| = [M : F], entonces M/F es Galois y asi 0 es
sobreyectiva e induce un isomorfismo G/H = Gal(M/F).

Sea f € K[X] un polinomio separable y L/K una extensién de campos para f.

Definimos el grupo de Galois de f por Gal(f) = Gal(L/K).
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Como f tiene todas sus raices distintas en L por ser separable, entonces L =

K(aq,...,aq4). Sabemos que un K-automorfismo de L es determinado por las
acciones sobre las raices «;, asi tenemos un homomorfismo inyectivo 0 : G — ;.
Lema 2.7.6. Con las hipdtesis consideradas arriba, f € K|[X] es irreducible si y
solo st G actia transitivamente sobre las raices de f, es decir, 0(G) es un subgrupo
transitivo de Sy.
Demostracién. (<) Supongamos por reduccién al absurdo que f es reducible. Por
tanto f = gh con g, h € K[X]y grado mayor que 0. Supongamos que «; es una raiz
de g, Entonces para algiin o € G, tenemos que o(ay) también es una raiz de g. Asi
G solo permuta raices dentro de los factores irreducibles, lo que nos hace concluir
que la accion no es transitiva.

(=) Supongamos que f es irreducible, entonces para i, j existe un K-isomorfismo
K(o;) — K(a;), el cual podemos extender a K-automorfismos o en L, asi podemos
hacer o(o;) = o, lo que significa que G actia transitivamente sobre las raices.
Definicién 2.7.7. Sea f € K[X] un polinomio con raices distintas oy, ... ,aq en
el campo de descomposicién L. El conjunto A = [[,_;(ci — «;). Entonces el
discriminante D de f es

D = A? = (—1)%d-1/2 H(ai — o)
i#]

Notemos que D es un elemento fijo de G = Gal(L/K) y por tanto es un elemento
de K.

También es importante notar que si charK # 2y f € K[X] es un polinomio
irreducible y separable de grado d, entonces A # 0y §(G) C Ay siy solo si A es fijo
bajo G.



Capitulo 3
ALGEBRAS CENTRALES SIMPLES

3.1 Preliminares

En este capitulo definiremos lo que es un algebra central simple y discutiremos
algunos teoremas importantes sobre estas dlgebras que nos seran tutiles méas adelante.
Comencemos por definir lo que es un algebra, definida sobre un campo arbitrario
K.
Definicién 3.1.1. Un K -dlgebra es un par (A, i), donde A es un K -espacio vectorial
ypu:AXA— A esuna aplicacion k-bilinear, la cual llamamos ley del producto de
A.

Un K-édlgebra A se llama asociativa (conmutativa, unitaria) si la ley del producto
es asociativa (conmutativa, unitaria).
Ejemplo. El anillo de polinomios K[X] es un K-dlgebra conmutativa unitaria.
Ejemplo. Si L/K es una extension de campo, entonces L es un K-algebra conmutativa
unitaria.
Definicién 3.1.2. Un homomorfismo de K-dlgebras es una aplicacion K-lineal

f:A— B que satisface
f(ad") = f(a)f(d') para todo a,a’ € A

Si consideramos a A y B como algebras unitarias, tenemos la condiciéon que
f(14) = 1. También definimos un isomorfismo de K-algebras como un homomorfismo

de K-algebras biyectivo.
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Definicién 3.1.3. Un subdlgebra de un K-dlgebra A es un subespacio lineal de A
el cual es cerrado bajo el producto.

Decimos que un subdlgebra es unitaria (asociativa, conmutativa) si el dlgebra
también lo es.
Ejemplo. La imagen de un homomorfismo de K-algebras f : A — B es un
subalgebra de B.

Ejemplo. EI centro de un K-algebra A la cual definimos por
Z(A) ={z € A| az = za para todo a € A}

es un subalgebra conmutativa de A.

Continuamos con estos preliminares definiendo lo que es un K-algebra de division
y el producto tensorial.
Definicién 3.1.4. Un K-dlgebra de division es un K-dlgebra que también es un
anillo de diwvision, es decir, cada elemento distinto de cero es inversible.

Si Ay B son K-algebras, llamamos el producto tensorial A @y B al K-espacio
vectorial generado por elementos de la forma a®b, donde a € Ay b € B,que ademés

satisfaga:

(a+d)@b=a®b+d @b
a®@(b+b)=axb+axl

(Aa)®@b=a® (Ab) = A(a®Db)

para todo a,a’ € A, b,l) € By A € K.

El producto sobre A @ B es la unica ley distributiva que cumple
(a®b)(d @) = ad @bV para todo a,a’ € A, bl € B

De lo anterior tenemos que la K-algebra AQk B es unitario (asociativa, conmutativa)

cuando A y B lo son.
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3.2 Algebras Centrales Simples
Ahora consideramos todas las K-algebras unitaria, asociativas y finito dimensionales
sobre K, asi podemos identificar a K con K14, y por tanto tenemos que K C Z(A).

Tomemos un K-dlgebra A tal que tenemos el isomorfismo de L-dlgebras
A®k L~ M,(L)

para alguna extension de L/K.
Necesitamos encontrar condiciones necesarias para la existencia de tal isomorfismo.
Esto lo hacemos con la siguiente proposicion.
Proposicién 3.2.1. Si A®x L ~ M,(L), entonces Z(A) = K.
Demostracion. Veamos primero cual es el centro de A. Supongamos que

f:A®kg L — M,(L) es un isomorfismo de L-algebras, que ademds es L-lineal, asf
fAaN)=fA-1®1)=X- f(1®1)= A, para todo X € L.

Por definicién tenemos que K C Z(A). Resta mostrar que Z(A) C K. Para
esto tomemos a € Z(A). Esto implica que f(a ® 1) € Z(M, (L)) = LI,. Por tanto,
fla®1) = A, para algiin A € L. Asi obtenemos que f(a®1) = f(1® \) y ademés
quea®1l=1® .

Sea e; = 1,es,...,e, una K-base de A, escribimos a a = A1+ Xsea+- -+ A€

para algunos \; € K, asi podemos escribir

aR1=1RA A +e2@N o+ -+, XA\,

Entonces, como a ® 1 =1® A,

AM-(I@D) 4+ X (e2®@1) 4+ X - (em®1) =X (1®1).
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Asi llegamos a que 1® 1,ea®1,...,e, ®1 es una L-base de A ®x L. Ademas
tenemos que A =\ € Ky Ay = A3 =--- = \,, =0, lo que significa que a = le; =
Al € K. Por tanto Z(A) C K. En conclusién Z(A) = K.m

De lo anterior podemos dar la siguiente definicién.
Definicién 3.2.2. Un K-dlgebra A la llamamos central si Z(A) = K.

Los siguientes ejemplos nos ilustran este tipo de algebras.
Ejemplo. La K-algebra M, (L) es central.
Ejemplo. Si D es un anillo de divisién, entonces Z(D) es un campo y D es un
Z(D)-algebra central.
Ejemplo. Si L/K es una extension de campo, entonces L no es un K-algebra
central.

Definamos ahora lo que es un algebra simple:

Definicién 3.2.3. Un K-dlgebra A se llama simple si sus unicos ideales a ambos
lados son (0) y A.

Ejemplo. Si K es un campo arbitrario, entonces M, (K) es un K-algebra central
simple para todo n > 1.

Ejemplo. Si D es un anillo de divisién, entonces D es un Z(D)-dlgebra central
simple.

Definicién 3.2.4. Un K-dlgebra central simple decimos que es desplegada si es
1somorfa a un dlgebra de matrices.

Lo que veremos ahora son algunas propiedades importantes de las algebras
centrales simples, en si es verificacion de las operaciones clasicas. Comenzamos con
un lema sobre productos tensoriales.

Lema 3.2.5. Sean A y B dos K-dlgebras. Si by, by, ..., b, € B son linealmente

independientes sobre K, entonces para todo x1,xs,...,x,, € A, tenemos

1R+ 12 R®bs 4+ 4+2, b, =0=r1=09=---=2,, =0
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De la misma manera, si ai,...,a, € A son linealmente independientes sobre K,
entonces para todo yi,vys, ...,y € B, tenemos
WYy +a®@Yy+-+a, QU=0=yp=p==y,=0

Demostracion. Haremos solamente la primera parte. La otra parte se hace de
manera similar. Empecemos completando by, b, ..., b,,, en una K-base by, b, ..., by
de B. Sea ay,ay, ...,a, una K-base de A, por tanto podemos escribir z; = Z:pzjai,
para z;; € K. Tenemos que Z
Z Ti0; @ b; =0
]

Ast (a; ® b;);; es una K-base de A ®k B, por tanto x;; = 0 para todo 7,j. En
conclusion 1 =--- =z, = 0.m

Este lema también es cierto para K-espacios vectoriales no necesariamente finito
dimensionales.
Definicién 3.2.6. Sea A un K-dlgebra, y sea B C A un subconjunto de A. El

centralizador de B en A es el conjunto Cy(B) que definimos por
Cx(B) ={a € A |ab=ba para todo b € B}

Notemos que el centralizador de B en A es un subalgebra de A y que
Ca(A) = Z(A).
Proposiciéon 3.2.7. Sean A y B dos K-dlgebras. Asumamos que A’ y B’ son

subdlgebras de A y B respectivamente, entonces tenemos
Cagpp(A @K B') = Cu(A) @k Cp(B')

Demostracién. Es claro de la definicion que Cag, (A’ @k B') 2 Ca(A) @k
Cg(B'). Por otro lado, sea by, b, ..., b, una K-base de B, y sea v € Cyg, (A’ QK
B'). Podemos escribir los elementos de B como combinaciones lineales de b; donde

j=1,...,m, asi vemos que x = 11 by + - - + 1, ® b,,, donde los x; € A, y como
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x € Cag,s(A' @K B') entonces para todo o' € A', tenemos que (a' ® 1)z = z(a’®1),

de esto obtenemos que
(a'zy — x1d) @by + -+ + (d vy — T1pa’) @ by, = 0 para todo a' € A’
y por el lema anterior tenemos que
d'xj = wxja’ para todo a' € A'.

Ast k1,29, ..., xym € Cy(A"). También si consideramos una K-base ay, ..., a, de

C4(A"), entonces podemos escribir a x como
x:al®yl+"'+a/n®yn

para y; € B. De igual manera llegamos a que yi, Yo, - ..,y € Cg(B’). Por tanto,

x € Ca(A") @k Cp(B’) que era lo que queriamos probar.m

Corolario 3.2.8. Sean A y B dos K-dlgebras, y sea L/K una extension de campo.

Lo siguiente se cumple:

1. A®k B es central sobre K si y solo si A y B son centrales sobre K.

2. A®k L es central sobre L si y solo si A es central sobre K.

Demostracion.

. Por la proposicién anterior tenemos que Z(A ®x B) = Z(A) ®k Z(B), ademas,
dimg(Z(A®k B)) = dimg(Z(A))dimk(Z(B)). Como A®k B es central sobre K
si y solo si dimg(Z(A®k B)) = 1, tenemos dimg(Z(A)) = dimg(Z(B)) =1, lo
que significa que A y B son centrales sobre K.

. De nuevo por la proposicién anterior, tenemos Z(A @ L) = Z(A) ®k L, asi
dimp(Z(A®k L)) = dimg(Z(A)), lo que concluye la prueba.m

Proposicion 3.2.9. Si A y B son K-dlgebras simples, entonces A @ B es simple.

Demostracion. Sea I un ideal a ambos lados no trivial de A @ B, y sea

r=a, @by +---+a, b, € I,r# 0 tal que m > 1 es minimal. En particular,
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bi,...,b, son K-linealmente independientes. Probémoslo primero para m = 1.
Consideremos que a,, # 0. Por la minimalidad de m, el ideal a dos lados de A
generado por a,, es A, asi existen z;,z;, € A tal que > z;a,x, = 1. Entonces

7

tenemos
Z(azZ @ 1z(z;®1) = (Z T x) @by + -+ (Z Tiam®,) @ by, € 1.
Asi podemos asumir, sin pérdida de generalizacion, que a,, = 1.
Ahora asumamos que m > 1. Por la minimalidad de m, a,,_1 y a,, = 1 son
K-linealmente independientes, asi a,,—1 ¢ K. Sea A central, pero a,,_1 ¢ Z(A),

luego existe a € A tal que ada,,—1 — 10 # 0. Como a,, = 1, tenemos
(a®@ )z —z(a®1) =(aa; —a1a) @by + -+ - + (a1 — Ap_10) @ by,_1.

Asfi este elemento es un elemento no cero de I, pues aa,,_1—a;,_1a # 0y by, ba, ..., by 1
son linealmente independientes, lo que contradice la minimalidad de m. Por tanto
m = 1, e I contiene un elemento de la forma 1 ® b. Considerando que B es simple,
entonces tenemos que I contiene a 1 ® 1 y asi [ = A ®x B, lo que concluye la
prueba.mg
Corolario 3.2.10. Sean A y B dos K-dlgebras y sea L/ K una extension de campo.
Lo siguiente se cumple:

1. Si A y B son centrales simples, entonces también lo es A @y B.

2. Si A es central simple sobre K, entonces A @k L es central simple sobre L.

La demostracién de este corolario es inmediata del corolario anterior y de la

proposicion que acabamos de demostrar.
Lema 3.2.11. (Schur) Sea M un mddulo simple sobre una K-dlgebra A, Entonces

los Enda(M) es una dlgebra de division.
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3.3 Anillos
Si R es una anillo y e € R es un elemento idempotente diferente de cero,
entonces eRe es un anillo para la suma y la multiplicacién de R, con unidad e. Con
esta pequena introduccién podemos enunciar los siguientes dos lemas:
Lema 3.3.1. St R es un anillo, y e es un elemento idempotente diferente de cero

en R, entonces tenemos un isomorfismo de anillos
eRe ~ Endg(eR)

donde eR es considerado un R-modulo a la derecha.
Demostracién. Ver [1].m
Lema 3.3.2. Sea R un anillo, y sea M un R-mddulo a la derecha para todo n > 1,

tenemos un isomorfismo de anillos
Endr(M™) ~ M, (Endgr(M))

Demostracién. ver [1].m

Ahora sea A un K-algebra central simple, entonces decimos que A tiene un
ideal a derecha (izquierda), si el ideal I a derecha (izquierda) de A es en particular
un subespacio lineal y asi finito dimensional sobre K. Por tanto un ideal diferente
de cero de la menor dimensién posible es minimal.
Proposicion 3.3.3. Sea A un K-dlgebra central simple, y sea I un ideal minimal a
izquierda (derecha). Entonces para cada A-mddulo a izquierda (derecha) finitamente

generado M # 0, tenemos
M ~ I" para algun n > 1

En particular, todos los ideales a izquierda (derecha) son isomorfos.
Demostracion. Probaremos la proposicién solo para ideales a izquierda, la demostracién

para ideales a derecha se hace similarmente. Un ideal a derecha generado por los
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elementos de I es un ideal diferente de cero a ambos lados de A, y por tanto iguales

a A, por la hipotesis. En particular , podemos escribir
1 =awo1ay + agas + - - - + aa,, para algunos a; € Ay o; € 1
Asi para todo a € A,
a = a(a1ay + agag + - - - + apay) = (acy)ay + (aag)as + -+ - + (aqy,)ap,

de lo anterior decimos que [ es un ideal a izquierda, pues nosotros tenemos aca; € [
para todo i, y ademas A = la; + Ias + ... + Ia,,. Sea M un A-modulo a izquierda.
Por la hipodtesis,

M:A$1+A$2++Alcr

para algunos x1,%s,..., 2, € A. Como A=1-a;+1-as+---+1-a,

MZZ(%[)'%‘IZ['(%'%)

Debemos probar que existen elementos mq, ms,...,m, € M tal que M =1 -my +
-+ 4+ m, - I. Escojamos un n que sea minimal para esta propiedad. Sabemos que
n>1si M # 0, entonces M =1-m &I -myg®---DI-m,. Asumamos que
Br-my+ -+ B, -m, = 0 para algunos 3; € I. Si uno de estos es diferente de
cero, supongamos [3,, entonces A(, es un ideal a izquierda de A diferente de cero

que esta contenido en I, ya que (3, € I. Asi I es minimal y A3, = I. Por tanto
[mn:A<ﬁnmn) :A(_ﬁl 'ml_"'_ﬁnfl'mn71>

para cada ¢, por tanto tenemos que A - (ﬁz : mi) = (ABZ) -m; C I -m;, lo que nos
lleva finalmente a que

M=TI-m+-+1 mm,
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Esto contradice la minimalidad de n. Ahora la aplicacién A-lineal
f:I"—-M
(Brs vy Bn) Zﬁi'mz‘
i=1

es un isomorfismo de A-mdédulos a izquierda, considerando a M = I[-m;B1-mo®...P
I-m,. SiJ es un ideal a izquierda minimal, entonces este es finitamente generado
sobre K, asi por lo que acabamos de probar J ~ [" para algin n > 1. Pero un ideal
minimal a izquierda es un A-moddulo a izquierda simple, lo que nos dice que n = 1,
y esto concluye nuestra prueba.g
Con lo anterior tenemos las bases suficientes para probar el teorema de Wedderburn,

que es de los mas importantes en la teoria de las algebras centrales simples.
Teorema 3.3.4. (Wedderburn) Sea K un campo.

1. Para todo par de enteros r,s > 1 y todo par de K-dlgebras de division D y D',

tenemos que

M,.(D)~ MyD')= D ~ D'

2. Para cada K-dlgebra central simple A, existe un entero r > 1 y una K-dlgebra de
division D tal que A ~ M,.(D). El entero r y la clase de isomorfismos de D son
unicamente determinadas por la clase de isomorfismos de A.

Demostracién. Sea que K un campo.

1. Veamos primero que si T = (d;;) € M, (D), entonces
EnTEy = dyEy = Endy
esto lo notamos facilmente, pues si consideramos la aplicacion

EllDEll — D

dy1 By — dyy
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podemos ver que este es un isomorfismo.
Ahora probemos que M = Ej;D es un ideal minimal a derecha de D. Empecemos

asumiendo que

* *
0 ... 0

M = ' . ={dnFn + -+ diFy,. € D}
0 ... 0

Consideremos que [ es un ideal a derecha no cero que estd contenido en M. Sea
T=dnEn+ - +dy,Ey,condy € 1. Asi By = Ey;Ejs € I paral <s<r,lo
que nos lleva a que M C I, por tanto M = I y M es minimal y usando el lema
3.3.1 tenemos que

D ~ Eler(D)Ell ~ Ener(D)(M)

De una manera similar llegamos a que D' ~ Endy,p)(M’), donde M’ es un
ideal minimal a derecha de M,(D). Supongamos ¢ : M,.(D) ~ M(D’) es un
isomorfismo de k-dlgebras, entonces ¢(M) es un ideal a derecha minimal de M’y
como por la proposicién anterior tenemos que todos los ideales minimales a derecha

son isomorfos, entonces tenemos que M’ ~ ¢(M), ademds que
D ~ Endy,py(M) ~ Endy,py(¢(M)) == Endy,pry(M') ~ D'

Concluimos que D esta determinado de forma tnica por A isomorfismos.

. Sea M un ideal minimal a derecha de A. Consideremos que M es un A-modulo
simple. Sabemos que D = End (M) es un anillo de divisién por el lema de Schur.
Mas atn, si A es un A-médulo a derecha, tenemos que A ~ M" para algin r > 1.

Por la proposicion, por el primer lema con e = 1 y por el segundo tenemos que

A~ Enda(A) ~ Enda(M") ~ M, (Ends(M)) = M, (D)
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Dos resultados inmediatos del teorema son:
Corolario 3.3.5. Sean A y B dos k-dlgebras centrales simples. Para cada entero

n > 1, tenemos que

M, (A) ~ M,(B) < A~ B

Demostracién. Supongamos que M, (A) ~ M, (B). Por el teorema de Wedderburn,
podemos escribir A ~ M,.(D) y B ~ My(D’), donde D, D’ son K-dlgebras centrales
simples. Por lo tanto

My (D) = Mys(D')

Por la unicidad del teorema de Wedderburn , tenemos que nr = ns y D = D', lo
cual implica que A ~ B.
Corolario 3.3.6. Si k es algebraicamente cerrado, cada k-dlgebra central simple es
1somorfa a un dlgebra de matrices.

Para concluir este capitulo, enunciaremos un teorema que mas adelante nos sera
muy util.
Teorema 3.3.7. (Skolem-Noether) Sea A un dlgebra central simple sobre K y sea
B C A una subdlgebra simple. Cada homomorfismo de K-dlgebras p : B — A se
extiende a un automorfismo interno, es decir, existe un a € A* tal que p(b) = aba™!

para todo b € B.



Capitulo 4
GRUPOS ALGEBRAICOS

En este capitulo definiremos lo que es un grupo lineal algebraico, empezamos
definiendo lo que es un esquema de grupo y vemos algunas propiedades de estos,
como lo son la componente conexa y las dlgebras de Lie.

4.1 Algebras de Hopf
Sea K un campo y A una K-algebra conmutativa con multiplicacién m : A ®g

A — A. Asumamos los siguientes homomorfismos de K-dlgebras

c:A— ARk A (co-multiplicacién)
i:A— A (co-inversa)

u:A— K (co-unidad)

los cuales satisfacen:

a. El diagrama

A ‘ Aox A
c c®id
1dRc
AR A ARk ARk A

conmuta.

28
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. La aplicacién

A Ao A Ko, A=A

es igual a la aplicacién id : A — A.
. Las dos aplicaciones
A Ao A2 A A2 A
AL KA
coinciden.

Un K-algebra A junto con las aplicaciones ¢, ¢ y u, la llamamos un dlgebra de
Hopf sobre K. Un homomorfismo de tales K-algebras preserva c, ¢ y u, es decir,
si f: A — B es un homomorfismo de K-algebras, entonces (f ® f)oca = cpo f,
foia=ipofyus=upof.

Nota 4.1.1. Las algebras de Hopf y los homomorfismos de algebras de Hopf forman
una categoria.

Si consideramos A una K-dlgebra de Hopf y L/K una extensién de campo,
entonces Ay, junto con ¢y, iy, v ur, forman un una algebra de Hopf sobre L. También
si J es un ideal de A tal que ¢(J) C J@x A+ ARk J, i(J) C Jyu(J) =01lo
llamamos el ideal de Hopf.

4.2 Esquemas de grupo

Sea A un algebra de Hopf sobre K, para alguna K-algebra asociativa conmutativa

unital R, definimos el producto
GA = HomAng (A, R)

por la féormula fg = mro(f ®gg)ocg donde mg es la multiplicacién en R. Notemos
que por las propiedades de algebras de Hopf este producto es asociativo. Ademas,
tiene una identidad por izquierda dada por A = K — R y una inversa dada por

f~' = f o, por tanto G4 cumple las condiciones para ser un grupo.



30

Siguiendo con esto para un homomorfismo de K-algebras f: R — S, existe un

homomorfismo de grupos
GA(f): G (R) — GU(S), g foyg
Por tanto podemos definir el functor!
G4 Algx — Grupos

Dado todo lo de arriba definimos un esquema de grupo (afin) G sobre K por el
functor G : Algx — Grupos, que es isomorfo a G4, para alguna algebra de Hopf A
sobre K. Por el lema de Yoneda? podemos representar a A = k[G].

Nota 4.2.1. Un esquema de grupo G es conmutativo si y solo si G(R) es conmutativo.
Definicién 4.2.2. Un esquema de grupo G lo llamamos algebraico si la K-dlgebra
K|[G] es finitamente generada.

También podemos mirar a G(R) como el conjunto de soluciones de las ecuaciones
sobre R, esto lo vemos mejor en los siguientes ejemplos de esquemas de grupo.
Ejemplo.

1. Definimos G, = Homay, (K[X], R), considerando

(X)=X®1+10X

El cual llamamos el grupo aditivo y lo denotamos por G,(R) = (R, +).

1 Un functor es un morfismo entre categorias

2El lema de Yoneda nos dice que cualquier algebra A estd unicamente
representada por G
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2. Definimos por G, = Homygy, (K[X, X', R), considerando

c(X)=X®X
i(X)=X""1
u(X) =1

el cual llamamos el grupo multiplicativo y lo denotamos por G,,(R) = (R*, X).
K[Xlla X225 cee 7Xnn]
det(XZ]) -1

3. Definimos por SL,(R) = Hom g, ( ,R). Considerando

o(Xyj) = Xij ® Xy
A este esquema grupo lo llamamos el grupo lineal especial.

4. Del ejemplo anterior, tenemos que las matrices n X n con entradas en R con

determinante igual a la unidad nos genera el esquema de grupo

K| X1, X99,...,. X, Y
GLn(R) _ ( [ 11, <222, s “Anny ],R>

El cual tiene la misma estructura para c, ¢ y u. Este lo llamamos el grupo lineal

general.

5. Definimos por p,, = Hom 4, (K[X]/(X™ — 1), R), considerando

(X)=X®X
i(X)=Xx""1
u(X) =1

Este lo llamamos el esquema de grupo de las n-ésimas raices de unidad.
6. Sea V un espacio vectorial finito dimensional sobre K definimos el esquema de

grupo GL(V) = {automorfismos de R ®x V con determinante 1}
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7. Definimos por O, (R) = {X € GL,(R) | XX"' = I} y lo llamamos grupo ortogonal.
8. Definimos por U, (R) = {X € GL,(R) | XX* = I}, este lo llamamos grupo unitario
9. Definimos por Sp,(R) = {J € GL,(R) | B'JB = J para todo B € GL,}, este lo
llamamos grupo simpléctico. En este caso n = 2k
Los tultimos tres ejemplos son subgrupos de GL,, como también lo es SL,.
Decimos que el esquema de grupo H representado por A/J donde J es un ideal
de Hopf y el homomorfismo de esquemas de grupo p : H — G inducidos por la
aplicacién natural A — A/J, nos llevan a decir que el homomorfismo pg : H(R) —
G(R) es inyectivo, y asi, podemos identificar a H(R) como un subgrupo de G(R),
donde H lo llamamos el subgrupo (cerrado) de G y a p la llamamos la inmersion
cerrada.
Nota 4.2.3. H es un subgrupo normal de GG, siempre y cuando H(R) sea normal a
G(R), con R € Algg.
Ademas de los subgrupos ya mostrados podemos definir otros mas que nos seran
muy utiles:
Ejemplo.
1. Para algin esquema de grupo G, definimos el ideal de aumento por I = ker(u) C
K|[G] correspondiente a los subgrupos triviales 1 considerando K[G|/I ~ K.
2. Sea V un espacio vectorial finito dimensional sobre K. Para v € V, con v # 0,

consideramos
Sy(R) ={a € GL(VR) | a(v) =v} € GL(V)(R)

Este lo lamamos estabilizador de v.

3. Sea U C V un subespacio, consideremos
Ny(R) ={a € GL(VR) | a(Ur) = Ur} C GL(V)(R)

Este lo llamamos normalizador de U.
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4. Sea p : G — GL un homomorfismo de esquemas de grupo y sea 0 # v € V. La

imagen inversa del estabilizador p~!(S,) la denotamos por Autg(v),

Autg(v)(R) = {g € G(R) | pr(g)(v) = v}

5. Sea A una K-dlgebra de dimension finita, V = Hom(A @x A,A) y v € V la
aplicacion multiplicacién en A. Consideramos el homomorfismo de esquema de
grupo

p: GL(A) — GL(V)

dado por
pr(@)(f)la®d) = a(f(a™(a) ® a™!(a)))
Este esquema de grupo en especial lo denotamos por Aut 4;,(A).
4.3 Componente conexa
Este es un concepto topolégico muy importante que estaremos implementando
mucho a lo largo de este capitulo. Empecemos recordando que un espacio topologico
no vacio es irreducible si no lo podemos escribir como la unién de dos subconjuntos
cerrados propios. Sea K-algebra finitamente generada y sea B C A una subélgebra
étale [2] sobre K. Consideremos la K. ,-dlgebra B @ K, que es generada por
idempotentes. Notemos que la dim g B es acotada por un niimero finito de idempotentes
primitivos de A ® g K,.p. Asi existe una tnica K-dlgebra étale grande en A, la cual
denotamos por my(A). En el caso topoldgico my(A) seria el conjunto de todas las
componentes conexas, que es el subespacio conexo maximal. Nosotros lo miramos
como K-algebras separables y my(A) serd el dlgebra separable méximal.
Proposicion 4.3.1. Sea A una K-dlgebra finitamente generada
1. A es coneza si y solo si mo(A) es un campo.

2. Si L/K es una extension de campo, entonces

mo(AL) = mo(A)L
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3. Si B es una K-dlgebra finitamente generada
7T0(A ®K B) = 7T0(A) ®K 7T0(B)

Demostracién. Ver [7, 6.5].m

Proposicion 4.3.2. Sea A un dlgebra de Hopf finitamente generada sobre K. Entonces
A es conexa si y solo si mo(A) = K.

Demostracién. <) Supongamos que my(A) = K, por tanto por la primera parte
de 4.3.1 tenemos que A es conexa.

=) Si suponemos que A es conexa, y como u : mg — A, entonces mo(A) = K m

Notemos que si tomamos

c:mo(A®Kk A) = mp(A) @k mo(A) — mo(A)
i:mo(A) — mo(A)

u:m(A) — A

Tenemos que my(A) es un K-algebra de Hopf. El respectivo esquema de grupo lo
denotamos my(G) y existe la sobreyeccién G — my(G). Por las proposiciones 4.3.1 y
4.3.2 llegamos a que G es conexo si y solo si mo(G) = 1.

Al nticleo de la sobreyeccién lo denotamos por G, este es un subgrupo cerrado
normal, representado por A/A - Iy = A/A(1 —e) = Ae, donde I es el ideal de
aumento en mo(A). Asi Ae es conexa y por tanto G°. Llamamos a G° la componente
conexa de G.

Con la siguiente proposicion caracterizaremos las componentes conexas. Para
hacer esto, definimos por nil(A) el conjunto de todos los elementos nilpotentes de
A. Este es un ideal y es la interseccion de todos los ideales primos de A. Denotamos
el algebra A/nil(A) por A,eq.

Proposicién 4.3.3. Sea G un esquema de grupo algebraico sobre K y sea A = K[G].

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. G es conexo
2. A es conexa
3. A,eq €5 conexa
4. Aveq €8 un dominio entero.
Demostracién. Ver [2, 20.15]. m
Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo.
1. GL, y SL, son conexos.
2. Spoy, es conexa.
3. [, NO es conexa.
4.4 Algebras de Lie y suavidad
Sea M un A-médulo. Una derivacion D de A en M es una aplicaciéon K-lineal
D:A— M tal que
D(ab) =a-D(b) +b- D(a)

Denotamos por Der(A, M) al conjunto de todas las derivaciones de A en M.

Sea G un esquema de grupo algebraico sobre K y sea A = K[G]. Decimos que
una derivacién D € Der(A, A) es invariante por izquierda si co D = (Id ® D) o c,
donde ¢ es la co-multiplicacién. El espacio vectorial sobre K de derivaciones a
izquierda lo denotamos por Lie(G) y lo llamamos dlgebra de Lie de G.

Denotemos por K[¢e] el dlgebra de nimeros duales, es decir, K[e] = K- 1® K -¢
con multiplicacién €2 = 0. Asf podemos decir que existe un tinico homomorfismo de

WL G(K)

K-élgebras k : K[e] — K con k(e) = 0. Por tanto, el nicleo de G(K[¢g])
tiene estructura natural de espacio vectorial sobre K.

La siguiente proposicién nos da una manera de calcular las algebras de Lie de
los esquemas de grupo.

Proposicion 4.4.1. FExiste un isomorfismo natural entre los siguientes espacios

vectoriales sobre K :
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1. Lie(G)

2. Der(A, K) donde K es considerado un A-mddulo via la apliacacion co-unidad u :

A— K

3. ker(G(Kle]) LN

G(K))
Demostracién. 1 < 2 Supongamos que D € Lie(G). Por definicién tenemos que
uo D € D(A, K), lo cual prueba la primera implicacién. Ahora supongamos que
d e D(A, K), lo que nos lleva a que D = (id ® d) o c € Lie(G).
2 & 3 Un elemento f € ker(G(k)), es un homomorfismo de K-algebras f : A —
K|e], de tal forma que f(a) = u(a)+ d(a) - €, por tanto d € D(A, K)

Antes de los ejemplos debemos notar que si tenemos un homomorfismo de

esquemas de grupo f : G — H, este induce el diagrama conmutativo

(K[ —= H (k)
G(k) H(k)
fr
G(K) H(K)

Asi definimos la aplicacion K-lineal df : Lie(G) — Lie(H), el cual es un homomorfismo
de dlgebras de Lie y lo llamamos el diferencial de f. Si f es una inmersién cerrada,
entonces df es inyectiva e identifica a Lie(G) con la subdlgebra de Lie Lie(H).
Segun lo anterior las siguientes propiedades se cumplen:
Proposicion 4.4.2.
1. Para alguna extension L/K, Lie(G) = Lie(G) @k L.

2. Sean f; : G; — H un homomorfismo de esquemas de grupo, 1 = 1,2, entonces

Lie(G1 Xy Lle(Gg)) = Lze(Gl XLie(H) LZG(GQ))
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en particular:

(a) Para un homomorfismo f: G — H y un subgrupo H' C H
Lie(f Y (H')) = df '(LieH")

(b) Lie(ker(f)) = ker(df)
(c) Lie(Gh x G3) = Lie(G1) x Lie(G3)

3. Lie(G) = Lie(G°)

1.

Demostracién. Ver [7, 12]. m

Ejemplo.

Sea G = V, donde V es un espacio vectorial sobre K. Notemos que los elementos
de kerG(k), son de la forma v - € con v € V arbitrario. Por tanto, Lie(G) = V.
En particular, Lie(G,) = K.

Sea G = GLi(A) = G,,, donde A es una élgebra finita dimensional asociativa sobre
K. Notemos que los elementos del kerG(x) son de la forma 1+ a - ¢, con a € A,
Por tanto Lie(GLi(A)) = A. En particular, Lie(G,,) = K.

Si G = GL,(R), entonces los elementos de kerG(k) son las matrices inversibles de
la forma I + M - . Por tanto Lie(GL,) es el espacio de matrices n x n.

Sea G = SL,(R). Como este es un subgrupo de GL,(R), tenemos Nrd(I+M-c) =
1+ Trd(M) - e. Para que esta norma sea 1, la traza reducida debe de ser igual a
0, es decir,

Lie(SLy) = {M € GLo(R) | Trd(M) =0} C R

Sea G = O,,, Veamos c6mo son los elementos de kerG(x). Sea M una matriz n X n,

tal que M M! = I, entonces
(1+M-e)1+M-e)f=0+M-e)(1+ M -¢)

=14+M-c+M-¢

=1+ M+ M) ¢
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Por tanto Lie(O,(R)) = {M € GL,(R) | M + M"* = 0}
6. Si G = Spa,, Sea M una matriz n x n tal que existe J € GL,(R) tal que M*'JM =

J, Entonces
Lie(Span(R)) = {M € GLy,(R) | JM + M'J = 0}

La siguiente proposiciéon nos ayuda a definir la suavidad de los esquemas de
grupo.

Proposicién 4.4.3. Sea G un esquema de grupo algebraico sobre K y sea A = K[G].
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Ap es reducida para alguna extension L/K.

2. Ak, es reducida.

3. dimg (Lie(G)) = dim(G)
Demostracién. Ver [2, 21.9]

Un esquema de grupo algebraico G' se sabe que es suave si G satisface las
condiciones de la proposicién 4.4.3. Los esquemas de grupo algebraicos suaves lo
llamamos grupos algebraicos.

Las siguientes propiedades se cumplen
Proposicion 4.4.4.

1. Sea G un esquema de grupo algebraico sobre K y sea L/ K un extension de campo.
Entonces G, es suave si y solo st G es suave.
2. Si G y Ga son suaves, entonces G X Gy es suave.
3. Un esquema de grupo algebraico G es suave si y solo si la componente conexa de
G es suave.
Demostracion. Estos son consecuencias inmediatas de la proposicion 4.4.3.m
Ejemplo.
1. Como la dim(Lie(GL,)) = n? = dim(GL,,), entonces GL,, es suave.

2. Lo mismo pasa SL,, es decir, también es suave.
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4.5 Homomorfismos de esquemas de grupo

Un homomorfismo de esquemas de grupo f : G — H es inyectivo si ker(f) =1
o equivalentemente, si fr : G(R) — H(R) es inyectiva para algin R € Algg.
Proposicion 4.5.1. Sea f : G — H un homomorfismo de esquemas de grupo
algebraicos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es inyectiva.
2. f es una inmersion cerrada.
3. fag i G(Kay) — H(Kauy) es inyectiva y df es inyectiva. Denotamos por K, a la
clausura algebraica de K.
Demostracién. Ver [2, 22.2].

Una proposicién similar enunciamos para homomorfismos sobreyectivos.
Proposiciéon 4.5.2. Sea f : G — H un homomorfismo de esquemas de grupo
algebraicos. Si H es suave, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es sobreyectiva
2. fag: G(Kay) — H(Kay) es sobreyectiva.
Demostracién. Ver [2, 22.3]. u

El siguiente resultado es debido a la sobreyectividad de los esquemas de grupos

algebraicos:
Proposicion 4.5.3. Sea f : G — H un homomorfismos de esquemas de grupo
algebraicos.
1. Si G es conexo (resp. suave), entonces H es conera (resp. suave).
2. Sea H' un subgrupo de H. Entonces la restriccion de f a f~(H') es un homomorfismo
sobreyectivo f~Y(H') — H'.
Demostracién. Ver [2, 22.4]. n
Por ultimo enunciemos la proposicion para los isomorfismos entre esquemas de

grupos algebraicos:
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Proposicion 4.5.4. Sea f : G — H un homomorfismo de esquemas de grupo
algebraicos con H suave. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es un isomorfismo.

2. f es inyectivo y sobreyectivo.

3. fag : G(Kaug) — H(Kauy) es un isomorfismo y df es inyectivo.

Una sucesion de esquemas de grupo
1-N-LaLm—a

la llamamos ezacta, si f induce un isomorfismo de N con el ker(g) y g es sobreyectiva,
o equivalentemente si f es inyectiva y H ~ G /im(f). Para algiin homomorfismo de

esquemas de grupo g : G — H podemos formar la sucecion exacta
1 — ker(g) » G —im(g) — 1

, Es decir, im(g) ~ G/ker(g).

Proposicién 4.5.5. Una sucesion de esquemas de grupo
1N eLm—1

con H suave es exacta si y solo st

1. 1 — N(R) LN G(R) 225 H(R) es exacta para cada R € Algg y

2. Gayg : G(Kauy) — H(Kay) es sobreyectiva.
Demostracién. De la primera parte tenemos que N = ker(g) y de la proposicién
4.5.2, que g es sobreyectiva, por tanto la sucesion es exacta. La otra direccion es
inmediata.g

Proposicion 4.5.6. Supongamos que

1—>N—f—>Gi>H—>1
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es exacta, entonces

dim G =dim N + dimH

Un homomorfismo sobreyectivo f : G — H lo llamamos separable si el diferencial
df : Lie(G) — Lie(H) es sobreyectivo.
Proposicién 4.5.7. Un homomorfismo sobreyectivo f : G — H de grupos algebraicos
es separable si y solo si ker(f) es suave.

Demostracién. Supongamos que N = ker(f), por las proposiciones 4.4.3 y 4.5.6

dim Lie(N) = dim ker(df) = dim Lie(G) — dim im(df)
= dim G — dimim(df) = dim N + dim H — dim im(df)

= dim N + dim Lie(H) — dim im(df)

Asi, N es suave si y solo si dim N = dim Lie(N) si y solo si dim Lie(H)—dim im(df) =
0 si y solo si df es sobreyectiva.m
4.6 Automorfismos de grupos de algebras

Ahora hablaremos sobre los automorfismos de grupos sobre algebras, para ello
consideramos esquemas de grupos relacionados con dlgebras.

Sea L el centro de A que es un algebra asociativa unital separable sobre K.
Denotemos el nticleo del homomorfismo Autqy(A) — Autyy(L) por Auty(A). Podemos
notar que Lie(Auty(A)) = Der(A, A) = A/L, esto considerando que las L-derivaciones
de A son internas, las cuales denotaremos por ad(a)(z) = [a, x] = ar — xa.

Por la proposicién 4.5.6 podemos notar que el esquema de grupo Aut(A) es
suave y es conexa por la proposicion 4.5.3. Asi tenemos la sucesion exacta de grupos

algebraicos conexos

1 — GLi(L) — GLi(A) — Autr(A) — 1.
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Si tenemos que A es un algebra central simple sobre K, entonces L = K y

escribimos PG Ly (A) por el grupo Autyy(A), y cumple

PGL(A) ~ GL, /G, Lie(PGL(A)) = A/K

Decimos que una K-algebra R satisface la condicién SN? si para alguna algebra
central simple A sobre K todos los automorfismos de R-élgebras son internos. Por
tanto si, R satisface la condicion SN entonces PGL;(A)(R) = Ay /R*.

El conjunto PGL(V) = PGL,(End(V)) = GL(V)/G,, y llamamos a PGL(V)

el grupo lineal general proyectivo, el cual escribimos PGL(V) = PGL,, si V = K™.

3 La condicién SN se refiere al teorema de Skolem-Noether, donde todos los
automorfismos son internos.



Capitulo 5
COHOMOLOGIA DE GALOIS

En este Capitulo describiremos las cohomologias y algunas de sus propiedades.
Primero lo haremos sobre I'-grupos partiendo del conjunto fijo H°(T', G) y extendiéndola
a conjuntos punteados y a sus respectivos homomorfismos. Luego describiremos
como ayudan las suceciones exactas en la busqueda de cohomologias. Por tltimo,
describiremos las cohomologias de los grupos algebraicos y encontraremos las formas
torcidas de algunos de ellos.

Un grupo A el cual también es un I'-conjunto se llama un I'-grupo si I' actia
por homomorfismos de grupo, es decir, o(aj.ay) = caj.cay para o € I', ay,as € A.
Cuando el I'-grupo es conmutativo se llama un I'-mddulo.

5.1 Conjuntos Cohomdlogos

Dado un I'- conjunto A, definimos
H(T,A) ={a € A|oa=a paratodo o € '}

Si A es un I-grupo, entonces H°(T', A) es un subgrupo de A.

Sea A un I'-grupo definimos por 1-cociclo de I sobre A a la aplicacién

al— A

0= Qg

con la propiedad que a,, = a,0a, para todo o,7 € I'.

43
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Denotemos por Z'(T', A) al conjunto de todos los 1-cociclos de I" en A. La
aplicacion constante 1 : ¢ — 1 la conocemos como un elemento distinguido de
ZYT, A) y lo llamamos el 1-cociclo trivial.

Ahora observemos que si tenemos un 1l-cociclo o € Z'(T',; A) y un elemento

a € A, entonces la aplicacién

61T — A

o+ B, = aa,0a""

también estd en Z'(T', A) ya que

/30‘T = A0 0TA !

= aaaaaTaTa_l
_ —1
= a0, 00T
_ —1 -1
= a0,00 a0, TG

= aaaaa_laaozﬂa—l

= Bao-ﬁfr

Podemos decir entonces que si a € Ay 8, = aa,0a"! para todo o € I que
B ~ ay lo leemos como 3 es cohomologo con o 0 3 es equivalente a a. Notemos
que ~ es una relacion de equivalencia y denotamos la clase de equivalencia de «
por [a] y el conjunto de clases de equivalencia de 1-cociclos por H!(T', A), que es un
conjunto punteado, es decir, un conjunto con elementos distinguidos.

También notemos que Z*(T', A) y H*(T', A) son conjuntos punteados con elementos
distinguidos. Si A es abeliano, entonces Z'(I'; A) y HY(T', A) son grupos y se

identifican por la definicion de grupos cohomologicos.
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En general, no es ficil encontrar el a € A tal que 3, = aa,0a™t. En particular,

' = aoa™! para algiin a € A. Méas adelante veremos

si « = 1, entonces (3, = al,oca”
que hay teoremas que nos ayudan con esto como lo es el teorema de Lang.

Para calcular la primera cohomologia de una manera mas eficiente podemos
usar la segunda cohomologia de grupos abelianos, la cual definimos de la siguiente
forma. Sea A un I'-grupo abeliano con la aplicacion « : I' x I' — A que satisface

que

OQsp* Qgrp = Qgr p0gr Para o, 7,p€ T

la cual llamamos un 2-cociclo. De manera similar que los 1-cociclos, definimos el
conjunto de 2-cociclos por Z2(T', A) y decimos que a, 3 € Z*(T', A) son cohomdlogos

si existe una aplicacién ¢ : I' — A que satisface

BO’,T - U¢T ' gb;} ' gba * Qg 1

para todo o,7 € I'. En este caso también podemos notar que esta es una clase de
equivalencia, la cual denotamos por H?(T', A).

Hablemos un poco de de las aplicaciones y homomorfismos entre estas calses de
conjuntos y de grupos. Si tenemos M y N dos conjuntos punteados la aplicacion
¢ : M — N es un morfismo de conjuntos punteados, si este envia los elementos
distinguidos de M en los elementos distinguidos de N. Ahora si tenemos los I'-
grupos A y B, junto con el homomorfismo de grupos f : A — B, este lo llamamos

un I'-homomorfismo de grupos si respeta la accion, es decir
floa) =ocf(a) paratodoa € 'ya e A
Si f: A— B esun I'-homomorfismo, de inmediato este induce las aplicaciones

fiiHY(I,A) — HYT,B) parai=0,1
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Notemos que f° es un homomorfismo de grupos y que f! es un morfismo de conjuntos
punteados.
5.2 Sucesiones Exactas

Este tipo de sucesiones son importantes dentro de nuestro trabajo y son fundamentales
en el estudio de las cohomologias.

Definamos el nticleo ker(u) como el conjunto de todos los elementos de M
enviados a los elementos distinguidos de N por el morfismo de conjuntos punteados
i M — N. Entonces podemos decir que la sucesion de morfismos de conjuntos
punteados

ML NP
es exacta si im(p) = ker(p). Asf la sucesion N - P — 1 es exacta, si y solo si
1 es sobreyectiva, También podemos decir que la sucesién 1 — M —— N es exacta
si y solo si ker(p) contiene solo los elementos distiguidos de M. Notemos que no es
necesario que j sea inyectiva.
Proposicion 5.2.1. Sea A un I'-grupo y B un I'-subgrupo de A. Sii: B — A esla
apliacacion inclusion. Entonces A/B es un I'-conjunto con accion natural T sobre

la coclase, esto lo vemos si B es normal. Simw: A — A/B es la proyeccion candnica

1. Definimos
§° :H°(I',A/B) — H (T, B)
aB — [a]

1

donde « es el cociclo definido por o, = a=' - oca. Entonces §° es la aplicacion de

conjuntos punteados y la sucesion
1 — H(T, B) - HO(, A) = HT, A/B) - HY(T, B) — HY(T, A)

es exacta.
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1. St B es normal, la sucesion obtenida en la parte i anadiéndole
.~ HYT, A/B)

es exacta.

i, Supongamos que B es un subgrupo del centro de A. Dado~ € Z'(I', A/ B) escojemos

-1
oT

un B: 1" — A con B, € v, para cada o €T, con agr = B - 0f3; entonces

&' :HY(T',A/B) — H*(T, B)

= [o

Asi la sucesion en 1 anadiendole

2 BT, B)

es exacta.
Demostracién. Ver [5, 2.4]
5.3 Formas Torcidas
En esta seccién discutimos lo que son los torcimientos y las formas torcidas.
Consideremos un I'-conjunto B, y sea A un I'-grupo con una accién sobre B que

conmuta con la accion de I', es decir
o(a-b) =ca-cbparatodobe B,ac Ao €l
Si fijamos un 1-cociclo arbitrario a € Z'(T', A) y definimos la accién
oxb=ay,(ob) paracel'ybeB

Esta nueva accién la denotamos por B, y la llamamos la forma torcida de B.
Decimos que B, se obtiene por el torcimiento B por el 1-cociclo a.
El ejemplo més sencillo es cuando B es un I'-grupo y A = Aut(B) es el conjunto

de automorfismos de B, entonces exista una accién de I' sobre A dada por ca =
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o loaooparac €'y a € A. Donde o es la composicién de aplicaciones sobre B.
Notemos que H°(T', Aut(B)) es exactamente el conjunto de I'-automorfismos de B.

Proposicién 5.3.1. Sea A un T-grupo y a € Z'(T', A). Entonces la aplicacion
0o : H'(T, Ay) — HY(T, A), [7] = [an]

donde oy lo denotamos por o +— a,7,, es una biyeccion bien definida, la cual envia
la clase trivial de HY(T', A,) a la clase de o en HY(T', A).
Demostracion. Sea y un cociclo con valores en A,. Tenemos que v,, = 'ygaga(%)&;l,

asi

Yor * Qlor = Vo ' Qg - O(77) - Oégl - a0 (ar)
= f}/o_ . ad . O'(f}/T) . U(&T>

= Yo Qg - O-(/YTO[T)

Lo que significa que ya € Z1(T', A). Si+ € Z(T', A,) es cohomdlogo con vy a € A

tal que 7. = a -7, - (0 *a™!), entonces

Vi, =ay, - (cxa™t) - a,

=AY * Oy - aa’laglaa

=AY * Oy - oat

Por tanto 7'« es cohomdloga a ya. Lo que demuestra que 6, estd bien definida.
Resta demostrar que es una biyeccién. Para esto notemos que la aplicacién o +— !
es un 1-cociclo en Z}(T',; A,). Por tanto la aplicacién inducida 6,1 : HY(T', A) —
HY(T', A,) es la inversa de 6,. Por lo tanto, 6, es una biyeccién.m
5.4 Cohomologia de Galois de Grupos Algebraicos
Sea GG un grupo algebraico definido sobre K y sea k una extension de Galois de
K contenida en la clausura K. Si consideramos que k es separable, entonces estd

contenido en Kj.,. Entonces definimos
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Lsep = Gal(Kyep/K) y T = Gal(k/K), Entonces Ty, actiia continuamente sobre
G, y por tanto actia continuamente sobre Aut(G).

Si definimos a
G(K)={g9 € G|~g=gparatodoy € 's,}

el cual contiene los puntos fijos de G, Entonces las acciones de I' sobre G(K) y
sobre Auty(G) son inducidos por las acciones de I'y., sobre G y Aut(G). Asi
la primera cohomologia H'(T.,, Aut(G)) la llamamos cohomologia de Galois de
G. Denotaremos H'(Tyep, G) v H'(Dsep, Aut(@)) por HY(K,G) y H'(K, Aut(G))
respectivamente.

Dado a € Z'(Ty,p, Aut(@)), definimos la nueva accién * de Ty, sobre G con

respecto a a como lo hicimos en la seccién 4.3 por

vxg=o,ygparayellyge G

y definimos a G, como el grupo GG junto con la accién * en vez de la accién natural
de I'ye, sobre G. Al grupo G, lo llamamos la forma torcida de G inducida por a.

Podemos resaltar que si k£ es una extension de K, contenida en K, entonces

Go(K)={9€ G |y*g=g paratodo v € Gal(Ks,/K)}

={g € G| ayyg = g para todo v € Gal(Kep/K)}

4 esto significa que actiia continuamente dentro de la topologfa profinita y también
dentro de la topologia de Zariski (topologia que consiste de los ceros de un conjunto
de polinomios)
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y que si a = 1, entonces

G1(K) ={g9 € G|1,7g9 =g para todo v € Gal(K,.,/K)}

={g € G| vg =g paratodo v € Gal(Ks,/K)} = G(K)

La siguiente proposicion nos da propiedades de cuando dos formas torcidas son
conjugadas en Aut(G), es decir, nos dice cémo las formas torcidas son clasificadas
por H'(Ty,,, Aut(Q@)).

Proposicién 5.4.1. Sea G un grupo lineal algebraico definido sobre K. Sea L una
extension de Galois de K, la cual estd contenida en K y sea k una extension de
Galois K contenida en L. Sea T'= Gal(L/K). Sia y 3 estin en Z' (T, Aut(Q)),
entonces ellos son cohomdélogos con respecto a f € Aut,(G) (que es, f(a) =) siy
solo st f(Go(K)) = Gs(K)

Demostracién. Supongamos que f € Autr(G) es tal que 3, = fa,vf~! para todo
vel. SigeGp(K)

F9) = f'(B9)
= [ (foyvfMv9)

=aflyg

lo que significa que f~'g € G,(K) para todo v € I'. Por tanto f(G.(K)) = Gg(K).
Ahora supongamos que f(G.(K)) = Gz(K). Esto significa que para cada
g € Gg(K) existe un h € Go(K) tal que f(h) =gy

Byvg =g = f(h) = flayyh) = flayf f(R) = flayyf'vg)

para todo vy € I'. As{ para todo g € G4(K), tenemos que (3, = fa,vf !, lo que nos
dice que a y [ son cohomélogos.m
Notemos que para los grupos algebraicos también se cumple la proposicién 5.2.1,

visto en la seccién de sucesiones exactas.
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La siguiente proposicién nos relaciona la cohomologia de Galois con los isomorfismos

entre espacios vectoriales.

Para una extensién de Galois finita G = Gal(L/K) denotamos por Vj al L-
espacio vectorial V ®@x L y por @, a el tensor inducido por V; sobre ®. De esta
forma asociamos a la pareja (V, ®) con el L-objeto (Vg, ®.). Sabemos que (V, ¢) y
(W, ) son isomorfos sobre L, si existe un L-isomorfismo de (V,®) en (W, ¥). A
este isomorfismo es el que nos representa la (L/K)-forma torcida de (V, ¢). Estas
formas torcidas las clasificamos de la siguiente manera:

Dado un K-automorfismo o : L — L, el cual se extiende al K-automorfismo
Vi, — V1, el cual denotamos también por o. Asi cada aplicacion lineal f : V;, — W,
que induce la aplicacién o(f) : V;, — Wi, la cual definimos por o(f) =00 o foo™t
Entonces si f es un L-isomorfismo de (Vg,, @) a (Wy, ¥), asi también lo es o(f).
La aplicacién f — o(f) preserva la composicion de automorfismos y también la
accion a izquierda de G = Gal(L/K) sobre Aut(®).

El hecho es que podemos relacionar la clase [a,] en H (G, Autx(®)) del cociclo
a, con los L-isomorfismos g : (V, ®r) — (Wy,¥.) v que esto depende (W, V) y no
de g. Esto lo representamos en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.4.2. Para un K-objeto (V,®) consideramos el conjunto punteado

(V,®) de (L/K)-formas torcidas de (V, ®), entonces los puntos base o puntos distinguidos

estan dados por (V, ®), la aplicacion (W, W) — [a,] definida arriba induce la biyeccion
(V,®) — H(G, Aut (D))

Demostracion. Tomemos un 1-cociclo «,, recordemos que este nos representa la
clase cohomoldgica de H' (G, Aut(®)) y si consideramos a W = HY(G, V1), entonces
tenemos que o(®y) = ¢, para todo o € G y también que a,(P;) = ¢ para todo
o € G. Estos nos deja decir que a,0(®) = ¢, para todo o € G. Esto nos dice

que @, es un tensor de W el cual definimos por ¥ y asi conseguimos el K-objeto
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(W, ¥). Pero sabemos que W ®x L ~ V. Por la construccién del isomorfismo
identificamos a ®; con ¥y. Asi (W, V) identifica la forma torcida de (V, ®) ya que
si a, = ¢ 1f,0c con algtin 1-cociclo o +— B, y ¢ € Auty(®). Por tanto llegamos a

que H°(G, V) = ¢(W). Lo que implica que W y ¢(W) son isomorfos y nos da que
HY (G, Aut(®)) — (V, @)

Ejemplo. Consideremos V.= K" y ® es el tensor trivial. Entonces Auty(®) es
GL,. Sabemos que dos K-espacios vectoriales n-dimensionales son isomorfos sobre

L, también son isomorfos sobre K, por tanto
H(G,GL,) =1

Para n = 1, es la prueba que se hace en [2] y se conoce como el teorema
de Hilbert 90, se cumple que H'(G,GL,) = 1 y en particular, como GL; ~ G,,,
entonces H'(G,G,,) = 1.
Ejemplo. Considerando que Nrd : GL, — G, es una aplicacion sobreyectiva, la
sucesion

1—>SLn—>GLnM>Gm—>1

es exacta e induce la sucesion exacta
-— H°(G,GL,) — H(G,G,,) — HY(G,SL,) — H'(G,GL,)

que es lo mismo que tener a --- — GL, — G,, — H'(G,SL,) — 1, lo que nos hace
concluir que H'(G,SL,) = 1.

Ejemplo. Otro ejemplo importante, es si asumimos que la caracteristica de K es
diferente de 2, que V' es un espacio vectorial n-dimensional, y que ® es una forma
bilineal simétrica no degenerada sobre V. Entonces los Auty(P) es el grupo O, de

matrices ortogonales con respecto a la forma bilineal y por tanto de 5.4.2 tenemos
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que

(V,®) = HY(G,0,)

Notemos que esta a difernecia de las otras, no es igual a 1. Pero es bien importante
para la clasificacion de formas cuadraticas.
Ejemplo. Tomemos ahora el grupo simpléctico Spy,. Como dos formas bilineales
alternantes no degeneradas sobre K" son isomorfas, entonces tenemos que
HY(F, Spy,) = 1.

Ahora construiremos algunos ejemplos para grupos lineales algebraicos de orden
pequeno.

Empecemos con GLi(K). Para ello vamos a definir el grupo de la siguiente

forma

GL(K) = {(z,y) € K* | 2y =1}

es decir, es el grupo lineal con norma igual a 1. Si queremos calcular la forma torcida
de este grupo, debemos considerar sus automorfismos y ellos son 1 : (z,y) — (z,y)
y el otro es 7 : (z,y) — (y, ). Notemos que este tltimo cumple que 72 = 1

Si consideramos el primero, es decir, si tomamos el 1-cociclo @ = 1, como

sabemos, (GL1),(K) = GLy(K). Si tomamos o = [7], entonces

(GL1)a(K) = {(z,y) € K* |2y = 1, a,0(z,y) = (z,y)}
= {(z,y) e K* |2y = Lro(z,y) = (z,y)}
= {(z,y) € K? |y = 1,7(0(x),0(y)) = (z.y)}
= {(z,y) e K* |2y = 1,(0(y),0(x)) = (z,y)}
= {(z,y) e K? |2y = 1,0(x) = y}

= {(:E,y) c K? | zo(x) = 1}

Es decir que este se asemeja al grupo lineal unitario, es decir, (GL;)n(K) = Uy (K).
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Ahora consideremos a SLy(K) = {x € GLy(K) | Nrd(z) = 1} . De nuevo, si
consideramos el 1-cociclo «, tenemos varias opciones ya que para este no es facil
encontrar los automorfismos. En [5, 51] se calculan las cohomologias de Galois y

las relacionan con norma reducida. Calculemos entonces, a partir de su resultado la

forma torcida de SLy(K).

Sea m = y M = hr~! donde 7 = esto sale de la prueba
1 c

de la proposicién [5], ademés , a, = [c,]° . Entonces la aplicacién fy; : K2x K? — K

la cual definimos por fy; : (v, w) — vMw" es una forma hermitiana, asf

g€ (SLy)o(K) e a,09g=4g
s hgh™t=yg
& hrlrgntnth Tl =g
S Mg M=y
& gMg = M
& fu(vg, wg) = vgMgw' = vMuw! = JM) (v, w)

& g e SUL(K, fu)

Asi tenemos que (SLs)(K) = SU3(K, fur). Todas estas operaciones las comprobamos.
5.5 Clasificacién de Algebras
En esta seccién queremos dar a conocer como funcionan las cohomologas y
las formas torcidas sobre los grupos algebraicos definidos sobre algebras centrales
simples.
Sea A un algebra finito dimensional sobre K. La multiplicacién en A nos lleva

a una aplicacion lineal w : AQx A — A. Sea W = Homg(A®k A, A) y G = GL(A)

® Esta es una accién por conjugacién
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el grupo lineal de A, donde A es visto como un K- espacio vectorial. Consideremos

la representacion

p:G— GL(w)

dada por la férmula

p(9)(@)(z®@y)=god(g ' (z)®g " (y))

parag € G, ¢ € W y x,y € A. Una aplicacion lineal g € G es un automorfismo de
algebras de A siy solo si p(g)(w) = w. Asi el esquema de grupos Autg(w) coincide
con el esquema de grupo Aut,,(A) para todos los automorfismos de dlgebras de A.

Una p-forma torcida de w es una estructura de dlgebra A’ sobre el K-espacio
vectorial A tal que la Fi.,-algebras A’Sep y Asep son isomorficas. Asi por 5.4.2 existe

la biyeccién

Clases de K-isomorfismos de K-

dlgebras A’ tal que las Kyep-| «— H(F, Auty,(A))

7z , .
dlgebras A, y A son isomorfas

La biyeccién estd dada explicitamente como sigue: Si 8 : Ay, — Af,, es un

K ep-isomorfismo, entonces el 1-cociclo correspondiente es
a,=p"o(Id®v)oBo(Id®~y")
Por el otro lado, dado el 1-cociclo v € Z (K, Aut,y(A)), tenemos que
A'={x € Ay | ay0(Id®~)(x) = (z) para todo v € F}

Ahora aplicaremos este principio general a las dlgebras centrales simples.
Trabajemos con las dlgebras centrales simples. Sea A = M,,(A), un algebra de

matrices de grado n. Consideremos que cada K-algebra central simple se descompone

/
sep

en K., ast cada K-algebra A’ tal que A, ~ M, (K,.,) es central simple. Las formas

torcidas de A son exactamente las K-dlgebras centrales simples de grado n. Por el
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teorema de Skloem-Noether vemos que cada automorfismo de A es interno y por

tanto que Aut,(A) = PGL,. Por lo tanto obtenemos la siguiente biyeccion

Clases de K-isomorfismos de
K-algebras centrales simples de|+«— H(F,PGL,)

grado n
Consideremos la sucecién exacta

l1—G,,— GL, — PGL, — 1

Los torcimientos son todos los grupos para un cociclo en H(F, PGL,), correspondientes

a las K-algebras centrales simples B de grado n.



Capitulo 6
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

6.1 Conclusiones
. Conocimos la teoria de algebras centrales simples y la aplicamos en las cohomologias
de Galois y en las formas torcidas.
. Identificamos los grupos algebraicos como un esquema de grupo algebraico suave,
para ello, estudiamos las dlgebras de Hopf, algebras de Lie y teoria relacionada.
Se calculo el grupo Lie de algunos grupos lineales algebraicos.
. Logramos identificar las cohomologias de Galois de algunos grupos lineales algebraicos
y dar a conocer unos ejemplos particulares de las formas torcidas.
. Identificamos que no es facil encontrar las formas torcidas, de los esquemas de
grupo.

6.2 Trabajos Futuros
. Estudiar mas a fondo la teoria de variedades y cémo se definen los grupos algebraicos
a partir de este.
. Profundizar y entender los sistemas de raices y su relacién con los toros maximales,
para determinar las formas torcidas via algebras de Lie.
. Especializarnos mas en el drea de geometria algebraica, para ver como funcionan

las formas torcidas de los grupos cohomologicos sobre las curvas elipticas.

57
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La Homologia y los conjuntos cohomélogicos son una teoria que viene desarrollandose
con fuerza desde principios de los anos 50 del siglo XX. Nosotros estudiamos un
poco de la teoria de dlgebras centrales simples y esquemas de grupos definidos sobre
algebras centrales simples, las algebras de Lie, para introducirnos en el campo de los
conjuntos cohomdlogicos H(T', G) para i = 0,1 y estudiar sus propiedades. Luego
aplicamos esto en las cohomologias de Galois HY(T' = Gal(Ks,/K), Autr(G)),
donde K es un campo y G es un grupo algebraico. Esto se resuleve buscando las
formas torcidas (los isomorfismos entre algebras) que se relacionan con la primera

cohomologia de Galois.
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