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RESUMEN
Dado un conjunto de datos sobre un cuerpo finito ¥, queremos encontrar una funcién
que interpole tales datos. Esta funcién se puede obtener por ingenieria reversa y es de

la forma
f: <f17f27'-~7fn) : F; E— Fqn

donde F}" es el n-producto cartesiano del cuerpo finito con g elementos y f; € Fy [T1,. .., %)
Pero la pregunta que nos hacemos es, ;podemos escribir f; en términos de z;?. Usando
una versién del Algoritmo de Sasao desarrollado por D. Bollman y E. Orozco pode-
mos producir una conjunto X con variables no redundantes. Luego, utilizando X y una
version del algoritmo del Teorema Chino de los residuos, una férmula alternativa de
interpolacion presentada en [11], se puede encontrar una solucién particular fy que se
ajusta a la datos en términos de x; y las variables de A'. Por ultimo, se computa el ideal
I de todas las soluciones particulares que se desvanecen en los datos y usando teoria de

eliminacion se obtendrd la reduccién f de f, con respecto a I N F,[X, x;].
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ABSTRAC

Given a set of data over a finite field F}, we are interested in finding a function that
interpolates this data. This function can be obtained using reverse engineering. Such a
function is of the form: f = (fi, fa, ..., fu) : F2 — F4, where F{ is the n-fold Cartesian
product of a finite field with ¢ elements, and f; € F,[z1,...,z,). In applying these
methods, a key question arises: Can we write f; in terms of ;7

Using a version of Sasao’s Algorithm developed by D. Bollman and E. Orozco we can
produce a minimal basis X with no redundant variables. Using X and The Chinese
Remainder Algorithm, an alternative to the interpolation formula presented in [11], we
find a particular solution fj that interpolates the data in terms of x; and the variables
of X. Later, we compute the ideal I of all solutions that vanish on the data, and, using

elimination theory, we obtain the reduction f of fy with respect to I N F,[X, z;].

II



Derechos Reservados (©) 2009

Por: Maria del Pilar Orjuela Garavito

IIT



A mis padres y esposo que me motivan a seguir cada dia.

v



Agradecimientos

Quiero agradecer primero a Dios por darme la oportunidad de estar aqui hasta donde
he llegado.

A mis padresy hermanos por estar apoyandome y hacerme sentir como si estuviera en
casa.

A mi esposo Jaime, por ser mi guia y darme fuerza para continuar con mis estudios.
A mi consejero, Omar Colén Reyes por su paciencia, disposicion, dedicacién y porque
sin ¢l este trabajo no hubiera sido posible.

A todos los profesores y personal administrativo del Departamento de Matematicas, en
especial a Nilsa y Luis Fernando por brindarme su ayuda y su amistad.

A mis amigos Cesar, Leo y Edwin quienes fueron mi familia durante el ano que com-
partimos juntos y por los bueno momentos que pasamos.

A todos mis companieros de la maestria, al personal de AFAMaC y todas aquellas per-
sonas que tuvieron que ver estos dos anos conmigo y se olvidé nombrar.

A todos ellos, Muchas gracias!!!



Lista de Algoritmos

e A A B

—_ =
)

Algoritmo de division en multiples variables . . . . . . .. ... ... .. 27
Algoritmo de Buchberger para Bases de Grobner . . . . . . . . .. . .. 34
Algoritmo para hallar bases de Grobner Minimal . . . . . . .. ... .. 43
Algoritmo de Ingenieria Reversa por Laubenbacher y Stigler . . . . . . . 53

Algoritmo para encontrar los conjuntos de varibales no redundantes para f 63

Solucion al problema de ingenieria reversa con conocimiento previo . . . 67
Cédigo QuitaSubconjuntos . . . . . . .. .. oo 84
Cédigo BasesSasao . . . . . . . . ..o 86
Cédigo PolinomiodePuntos . . . . . . .. .. .. ... ... ... .... 89
Codigo FuncionO . . . . . . . . ... 92
Codigo AlgoritmoLS . . . . . . . . ... 94



Indice general

1. Introduccién

2. Ingenieria reversa
2.1. Ingenieria reversa en sistemas biolégicos . . . . . . .. ..o

2.2. Ingenieria reversa de PDS sobre cuerpos finitos. . . . . . ... .. ...

3. Algebra computacional
3.1. Preliminares . . . . . . . . ...
3.1.1. Ideales . . . . . . L
3.1.2. Ordenes Monomiales . . . . . . . ..o
3.1.3. Reduccién de polinomios . . . . . . . ... ... ... ...
3.1.4. Algoritmo de divisiéon en multiples variables . . . . . . . .. ..
3.1.5. Basesde Grobmer . . . . ...
3.2. Algoritmo Laubenbacher-Stigler . . . . .. ... ... .. ... .. ...

4. Variables no redundates
4.1. Definiciones . . . . . . . .

4.2. Algoritmo para encontrar conjuntos de variables no redundates . . . . .

5. Resultados

5.1. Solucidn . . . . . .o



5.2. Algoritmo Colon-Orjuela vs. otros algoritmos . . . . . . . . . ... ... 74
5.3. Implementacion . . . . . . . ... 78
5.3.1. El Sistema Computacional CoCoA . . . . .. .. .. ... ... 78

5.3.2. Algoritmos . . . . . ... 78

. Algoritmos 83
A.1. Algoritmo Quitasubconjuntos() . . . . ... .. ... 83
A.2. Algoritmo BasesSasao . . . . . ... ..o 85
A.3. Algoritmo PolinomiodePuntos() . . . . .. ... ... .. L. 89
A4, Algoritmo FuncionO() . . . . . . .. ... 90
A.5. Algoritmo AlgoritmolLS . . . . . . . ... 93



Capitulo 1

Introduccion

Las redes reguladoras de genes son aquellas que realizan el procesamiento de la
informaciéon y mantienen el mecanismo de control en las células. Su funcién consiste
en regular los genes que codifican las proteinas para diversas funciones sobre el orga-
nismo, creando una red compleja de interacciones. La inferencia y simulacion de estas
redes contribuye sustancialmente al conocimiento biolégico como también en aplica-
ciones practicas en el ambito de los circuitos electrénicos, redes neuronales artificiales

y otras areas de la matematica e ingenieria.

La ingenieria reversa, también conocida como el problema inverso, propone inferir o
encontrar el modelo de un sistema a partir de datos experimentales. En este trabajo, se
producird un modelo dindmico de una red reguladora de genes, el cual puede ser usado
para simular y predecir las diferentes respuestas de los genes que se puedan generar.
Las mediciones a ser usadas son expresiones de los genes que resultan, por ejemplo, de

perturbaciones a la red a través del tiempo.

Para este trabajo, el modelo a encontrar sera un Sistema Dinamico Polinomial (PDS)



multivariado sobre un cuerpo finito F. Este va a ser de la forma

f:(fl,fg,...,fn):Fg%Fg

donde f; € Flzy,x, ..., x,], n representa el niimero de genes que interfieren en la red, x;
es el gen i y ¢ es el niimero de elementos de F. Estos elementos representan los estados
o expresiones posibles de los genes, tal que si sg, Sq,...,Sn_1 son las m mediciones

consecutivas de la red en m tiempos, entonces

f(So) = 51, f(Sl) = 82, ... 7f(3m—2) = Sm—1

Ahora, supongamos que ademads de las mediciones que se obtuvieron del sistema, se
posee un conocimiento previo que identifica la relacién de un gen con otro, esto es, un
gen ¢ influye en el siguiente estado del gen j, entonces la pregunta que nos hacemos es
;cémo escribir f; en términos de x;7 Trataremos de resolver ésta utilizando el resultado

de [11].

Dividiremos este trabajo en 5 capitulos. En el capitulo 1 se encuentra una breve in-
troduccién al problema por resolver. En el capitulo 2 se describe en forma general el
porqué de la ingenieria reversa, su aplicacion en los sistemas biolégicos y en especial en
las redes reguladoras de genes y por ultimo se explica lo que es ingenieria reversa de

sistemas polinomiales sobre cuerpos finitos.

En el capitulo 3 se dan algunos conceptos importantes para hacer algebra computa-
cional, entre los cuales se encuentran ideales, 6rdenes monomiales, reduccién de poli-
nomios, algoritmos de divisiéon en multiples variables, bases de Grobner para ideales,
entre otros, incluyendo los algoritmos para encontrar tales conceptos. Por ultimo, se
explica el algoritmo desarrollado por Lubenbacher y Stigler en [9] para hacer ingenieria

reversa de redes reguladoras de genes utilizando lo mencionado anteriormente.



La definicion de base y bases minimas para un polinomio multivariado f y el méto-
do desarrollado por Sasao y luego trabajado por Bollman y Orozco se explican en el

capitulo 4.

Finalmente, en el capitulo 5 se dan las soluciones al problema planteado en este trabajo,
haciendo uso de todo lo desarrollado en los capitulos anteriores. Junto a esto, se ex-
plican los algoritmos que fueron implementados en el programa computacional CoCoA
que ayudan a simplificar los calculos. Al final se dan algunas conclusiones y sugerencias

para trabajos futuros.



Capitulo 2

Ingenieria reversa

Siendo la ingenieria el arte de aplicar todo conocimiento cientifico para cubrir las
necesidades humanas, surge la ingenieria reversa como una de sus disciplinas cuyo
proposito es descubrir o generar el diseno de un sistema a través del andlisis de su
estructura, su funcionamiento y operacién. Su nombre viene del trabajo que hay que
realizar para obtener lo que se deseea, pues funciona de manera inversa al trabajo nor-

mal de la ingenieria.

En muchos campos se utiliza la ingenieria reversa a nivel de dispositivos mecdanicos,
circuitos integrados, aplicaciones militares y en especial, en la ingenieria de software,
donde para descubrir cémo funciona un programa, funcién o caracteristica de cuyo codi-
go fuente no se dispone, se aplica ésta hasta el punto de poder modificar ese cédigo o

generar codigo propio que cumpla las mismas funciones.

Nuestro objetivo es encontrar un nuevo modelo para realizar ingenieria reversa a sis-

temas bioldgicos.



2.1. Ingenieria reversa en sistemas bioldgicos

Algunas técnicas de la matemadtica, estadistica, ingenieria y ciencias de la com-
putacion han sido desarrolladas e implementadas para hacer ingenieria reversa a sis-
temas bioldgicos. La importancia de esto radica no sélo en la investigacion sobre las
propiedades dinamicas de los aspectos especificos de los organismos que pueden ser
aplicado ampliamente, sino en crear modelos de precisién de las células y érganos, y
descubrir los principios fundamentales, estructurales, ambientales y evolutivos detras

de los sistemas bioldgicos que definen el diseno del espacio posible de la vida.

Uno de los problemas importantes en sistemas biolégicos son las redes bioquimicas
y en particular, las redes reguladoras de genes o GRN (por sus siglas en inglés). Estas
son colecciones de segmentos de ADN que interactiian unas con otras y con sustancias
de las células para realizar proteinas especificas que tienen propiedades estructurales,
enzimaticas (que catalizan reacciones), o que sirven para activar otros genes que al en-

cenderlos, inician la producciéon de nuevas proteinas.

Aplicar ingenieria reversa en las redes reguladoras de genes busca describir y modelar
las relaciones existentes entre sus componentes (o topologia de la red) expresandolas
mediante grafos dirigidos, y encontrar las leyes que rigen su dindmica. Algunos autores
como Friedman (ver [6]) y Hartemink (ver [8]) han propuesto reconstruir la topologia
de las redes, en particular, las bayesianas, que luego, éste ultimo y Filkov (ver [5])
utilizaron para analizar y obtener el modelo de la red reguladora responsable para el

control de los genes necesarios para el metabolismo de la lactosa.

Yeung en [13] se aproxima al modelo de la dindmica de las redes bioquimicas (en parti-
cular, del RNA y las proteinas), generando lo que ellos llaman “la primera version”de

la topologia de la red que servird de base para su futuro analisis.



Los métodos para realizar ingenieria reversa en sistemas bioldgicos pueden ser clasi-
ficados, en general, en métodos de tiempo discretos o continuos y deterministicos o
estocasticos. Los modelos deterministicos se basan en el concepto en el que el compor-
tamiento futuro se puede predecir a partir del comportamiento de los ultimos tiempos
ignorando la existencia de perturbaciones externas que pueden alterar los datos del fu-
turo, mientras que en los estocdsticos se tienen en cuenta otros factores exteriores que

influyen sobre el sistema.

Conceptualmente, cualquier reconstruccion de un sistema a partir de ingenieria re-
versa, tiene 3 entidades que influyen en su procedimiento: (1) Un conjunto de datos
que surgen de las mediciones del sistema. (2) Un modelo matemadtico con el cual vamos
a simular el sistema, como por ejemplo, ecuaciones diferenciales o redes bayesianas, y
un espacio de estados que sean consistentes con los datos. (3) Un método de bisqueda
para escoger el modelo con mayor probabilidad que genere las mediciones dadas y que se
ajuste posiblemente a un conocimiento previo. Para este trabajo, el modelo matematico

a considerar es sistemas dinamicos polinomiales sobre cuerpos finitos.

2.2. Ingenieria reversa de PDS sobre cuerpos finitos

Un sistema dindamico es un sistema que presenta un cambio o evolucién de su es-
tado como funcién del tiempo. El tiempo puede medirse en forma discreta o en forma
continua. En los sistemas dinamicos en tiempo discreto el tiempo se mide en pequenos

lapsos y son modelados como relaciones recursivas. Por ejemplo, la ecuacién logistica
Tir1 = al’t(l — l’t)

es un modelo de sistema dindamico donde t representa el tiempo y x es la variable que

cambia con respecto al tiempo.



Los sistemas dinamicos en tiempo continuo son expresados mediante ecuaciones dife-

renciales. Por ejemplo, el sistema linear de ecuaciones diferenciales ordinarias

dl’i
dt

N

donde z; son las concentraciones de RNA, \; son las razones de degradacién, b; los
estimulos externos, §; el ruido y las variables w;; describe la fuerza y tipo de influencia
que ejerce el gen j sobre i, es el sistema dindmico en tiempo continuo planteado por

Yeung en [13].

Para nuestro propésito se consideraran sistemas dinamicos en tiempo discreto y a con-

tinuacién definiremos formalmente lo que es un sistema dinamico finito.

Definicién 2.2.1. Un sistema dindmico finito (FDS) f es una funcion
f:X—X
donde X es un conjunto finito.

Ejemplo 2.2.2. Sea X = {0,1,2,3,4} y sea f : X — X definida por f(z)
1)mod 5. Entonces f es un FDS.

(x +

Ejemplo 2.2.3. Un sistema dindmico finito booleano es una funciéon g: X — X

donde X = {0, 1}, es decir, donde el conjunto de estados posee sélo 2 elementos.

El ejemplo anterior es natural generalizarlo a cuerpos finitos, es decir, un FDS
f : X — X donde X es un cuerpo finito. Aqui existen 2 tipos de modelos a considerar:

los modelos univariados y los multivariados.

Definicién 2.2.4. Un FDS uniwariado es un modelo de la forma f :F, — F,

donde F, es un cuerpo con q elementos, mientras que un multivariado es de la forma
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J ¥y — Fy. En esta dltima, | puede escribirse en términos de funciones coordenadas
fi t By — Fy para i = 1,2,...,n denominadas funciones de transicion, esto es, si

x = (T1,T2,...,2,) € X" entonces f(x) = (fi(x),..., fulx)).

En las redes reguladoras de genes, una red que consista de n genes es representada por
el FDS f: X™ — X", en el cual, cada gen ¢ es modelado por la variable z; y X es el
conjunto finito de estados posibles que pueden adquirir los genes. El siguiente ejemplo

muestra una clara aplicacion de ésto.

Ejemplo 2.2.5. Las redes booleanas pueden ser vistas como sistemas dinamicos fini-
tos de la forma f : ) — [} donde Fs es un cuerpo finito de dos elementos y n > 1.
Estos dos elementos, denotados comunmente 0/1, pueden representar la inhibicion(0) o
activacién(1) de un gen, el nivel de concentracién (bajo(0) o alto (1)) de un compuesto

quimico, entre otras.

Una de las desventajas de modelar una red en forma booleana es la necesidad de dis-
cretizar los valores en 2 estados cuantitativos, el cual puede generar la pérdida de una
gran cantidad de informacién valiosa para el andlisis de la dinamica de la red. En res-
puesta a esto, han surgido los modelos multiestados y los modelos hibridos, que mejor

muestran las caracteristicas de las redes reguladoras.

El modelo multivariado se utiliza para obtener informacion de cémo un gen es afec-
tado por otros genes en la red mientras que el univariado da informacion acerca del
comportamiento de la red en general. Sin embargo, estos dos tipos de modelos, pueden
ser considerados equivalentes en el sentido que si un sistema dinamico f: X — X es
equivalente a g : Y — Y si existe un epimorfismo ® : X — Y tal que ® o f = go ®.

Para profundizar més, ver [1].

11



Definicién 2.2.6. Un sistema dindmico finito polinomial (PDS) f:Fy — Fy
es un caso especial de los sitemas dindmicos finitos donde cada funcion de transicion

fi es un polinomio.

Asi cada funcién coordenada f; esta en el anillo cociente

R =TFlzy,...x,]/ (2] —xq,..., 20 —z,)

Como resultado, ellos son polinomios en n variables con coeficientes en F y el grado de

cada variable es a lo mas ¢ — 1.

Ejemplo 2.2.7. Sea [ = (23wg, 13 — xy + 2,2%23, 09 + 203 — 2) : Z3 — Zj .
Entonces las funciones coordenadas son: fi(xy, T2, 23, %4) = T3xa, folxy, T2, 23,74) =

r3— 22+ 2, fy(xy, @0, x5, 24) = 22}, fa(®y, To, 3, 24) = To + 205 — 2

Ejemplo 2.2.8. En un PDS booleano las funciones coordenadas son monomios libres
de cuadrados, en donde la multiplicacion corresponde al “Y” logico, la suma al légico

“O” y la negacién es la suma del término constante 1, esto es:

TANYy=x-Y9y
rVy=x+y+x-y

r=x+1

Existen varios tipos especiales de funciones multivariadas que son muy apetecidas para

analizar la dinamica del sistema. Veamos algunos:

Definicién 2.2.9. Los PDS lineales, como dice el nombre, son aquellos en donde las

funciones de transicion son polinomios lineales.

Ejemplo 2.2.10. Si f : Z} — Z1 estd dada por f = (w9 + 3x4, 24 + 521 — 332, 71, 74)

entonces f es un PDS lineal.

12



Analizar la dinamica de un PDS lineal cuyas funciones de transicién no poseen términos
constantes se reduce a factorizar el polinomio caracteristico de la matriz que representa

el sistema lineal. Para ver més, ver [2, 3].

Definicién 2.2.11. Un PDS f : F} — Fy se denomina monomial si sus funciones

€

de transicion son monomios de la forma axi'xy? --- x5 donde o € F y €1,€9,...,€, €

{1,2,...,q—1}.

Ejemplo 2.2.12. Sea [ = (z%13,2x3, 117923) : F3 — F3. Entonces f es un sistema

dindmico monomial.

Varios autores en [1, 2, 3| siguen estudiando cémo analizar la dindmica de un sistema

dindmico, en particular de los sistemas dindmicos monomiales.
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Capitulo 3

Algebra computacional

Ya se ha mencionado antes que dado un conjunto de datos que representan medi-
ciones de una red reguladora de genes, se desea conseguir el sistema dindmico polinomial
que lo genere. Para cumplir con este objetivo se va a describir el método utilizado por
R. Laubenbacher y B. Stigler en [9], sin embargo, antes se van a dar algunas definiciones

importantes que son necesarias para entender su algoritmo.

3.1. Preliminares

3.1.1. Ideales

Definiciéon 3.1.1. Sea R un anillo y sea I C R, I # @. Se dice que I es ideal a derecha
de R si:

w (I,4) es subgrupo de R
= Para todo x € I y para todor € R, xr € 1.
Similarmente, I se dice que es ideal a izquierda de R si:

» (I,+) es subgrupo de R

14



» Para todo x € I y para todor € R, rx € I.
Si I es ideal a izquierda e ideal a derecha de R, entonces I se dice que es ideal de R.

Ejemplo 3.1.2. Sea R cualquier anillo. {0} y R son ideales de R, donde el 0 es la

identidad para la suma. El primero es llamado ideal trivial y el segundo ideal no propio.

Ejemplo 3.1.3. Z es el anillo de los enteros. El conjunto 27Z, es decir, el conjunto de

los niimeros pares, es un ideal de Z.

En particular, en el anillo de polinomios F[zy, ..., z,] también se pueden definir ideales

que son utiles en nuestro estudio:

Definiciéon  3.1.4. Sean fi,...,fs elementos del anillo de polinomios
Flzy,...,x,]. Denotamos la coleccion I = (f1,..., fs) al ideal del anillo de polinomios
enn variables, en donde f € I si f = p1fi+--+psfs conp; € Flay, ... x5, i=1,...,8;
es decir, en donde el ideal consiste en el conjunto de todas las combinaciones lineales

de los generadores fi,..., fs con coeficientes en el anillo.

Ejemplo 3.1.5. Sea el anillo de polinomios Q|x, y] y el ideal I C Q[z,y| con I = (z,y).
Entonces los elementos de I son de la forma z(f1) + y(f2) donde fi, fo € Q[z,y].

Ejemplo 3.1.6. El polinomio [ = z* + 2%y +2* € (x + y,2?) porque [ =
23(x +y) + 1(z?) donde 23 y 1 € Q[z, y].

Por el teorema basico de Hilbert, todo ideal en el anillo Fz;...,z,] es finitamente
generado, esto es, se puede encontrar un conjunto finito de elementos que lo genere,
y en general el ideal I = (f,..., fs) puede ser generado por conjuntos de polinomios
diferentes a los f;, algo similar a lo que ocurre en los espacios vectoriales donde podemos
encontrar diferentes bases; y por lo tanto un polinomio f € I se puede escribir como la

combinacion lineal de diferentes elementos de 1.
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Ejemplo 3.1.7. Sean los ideales I = (2?+y, y)y J = (v, z%) con I, J C Q|x,y].
Entonces I y J son el mismo ideal® pero con diferentes conjuntos generadores. Ademds

f(z,y) = 3x® + 3zy + 16y pertenece a dicho ideal porque
f=3x(2* +y) +16(y) = 3(2*) + (32 + 16)(y)
Un tipo importante de ideales en anillos, es el que se definira a continuacion:

Definicién 3.1.8. Sea R un anillo y sea M un ideal del R. M se dice que es un ideal
mazimal si para todo ideal U de R tal que M C U C R se tiene que U = M o U = R.

En particular, el anillo de polinomios F[z1, ..., x,] también posee ideales maximales.

3.1.2. Ordenes Monomiales

Para encontrar las bases de los ideales es importante establecer el algoritmo de di-
vision sobre polinomios de varias variables, motivo por el cual es importante determinar

un orden sobre el conjunto de monomios del anillo.

Definicién 3.1.9. Sean x1,xq,...,x, variables. Se denomina producto potencia a la
expresion 7' x5? ... % donde oy € N para todo 1 < i < n. Tal expresion se simboliza x*

-llamado monomio - con o = (v, g, ..., ) € N" -denominado « el vector potencia-.

Definicién 3.1.10. Se define el grado w orden de ™ como la suma de los exponentes

de los términos del producto potencia, es decir,

la| =1 +as+ -+ ay,

Ejemplo 3.1.11. 2325225 es un monomio cuyo vector potencia es (3,6,7,0,1) y su

grado es 17.

lina manera para demostrar esto es hallando las bases de Grobner reducidas de cada ideal y

comparar que es la misma, procedimiento que no estamos profundizando en este trabajo
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Definicién 3.1.12. Sea A un conjunto y < una relacion de orden sobre A. Se dice que

< es un orden total si para cada dos elementos a,b € A se tiene que a < b, b < a o

a=b.

Definicién 3.1.13. Sea Flzy,xo,...,2,] el anillo de polinomios en n variables. Se
define el ordenamiento monomial sobre Flxy, xo, ..., x,| como una relacion < sobre el
conjunto de monomios x* en Flxy,xq, ..., x,] que satisface:

n < es una ordenacion total.

=< es compatible con la multiplicacion en Flxy, za, ..., x,], en el sentido que si
2 < 2’ y a7 es un monomio, entonces 2¥x" = 2T < P2 = 2% para todo

2, 2 € Floy, 2o, ..., 2,

1 < x* para todo x* # 1

< es un buen ordenamiento, es decir, cualquier subconjunto no vacio de monomzios

de Flzy,xq, ..., x,] tiene un elemenento minimo bajo <.
Existen varios tipos de érdenes, los cuales se definen a continuacién:

Definicién 3.1.14. Sean o = z3252 ... 2% y &’ = 2722 . 2B dos monomios del
anillo Flxy, za, ..., x,] sobre el cuerpo F. Se dice que T <oy 28 siexiste 1 <i<n
tal que o = B; para 1 < j <i—1 1y o; < B; . Este ordenamiento es llamado orden

lexicografico o léxico y denotado <.

Ejemplo 3.1.15. Sea F[z, x5 el anillo de polinomios en dos variables sobre el cuerpo
F. Bajo este orden se tiene que xs <., x1 porque el vector potencia de xo es (0,1) y
el de 1 es (1,0) y (0,1) < (1,0) porque comparando la primera componente de ambos

vectores se tiene que 0 < 1.

Ejemplo 3.1.16. Dando wuna generalizacion del ejemplo anterior si
Flxy,29,...,2,] es un anillo de polinomios en n variables sobre el cuerpo F, bajo el

orden lexicografico se tiene que x, <z *** <iex T2 <lex T1-
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Ejemplo 3.1.17. Sea Q|x1, z2, 23] el anillo de polinomios en 3 variables sobre Q. Sean
Sr3zlzl y 6x3xSx§ monomios de este anillo. Segtin el orden lexicografico se tiene que
6232578 <jen Sx?xgxg porque (3,6,8) < (3,7,6) ya que al comparar componente por

componente se obtiene que 3 = 3 pero 6 < 7.

Definicién 3.1.18. Sean o = z3252 ... 20 y & = 22 . 2P dos monomios del
anillo Flxy, xo, ..., x,] sobre el cuerpo F. Se dice que % <jjer 2’ siexiste 1 <i<n
tal que o = B para i +1 < j <n yao; < B . Este ordenamiento es llamado orden

lexicogrdfico inverso o léxico inverso y denotado <;je,.

Ejemplo 3.1.19. Sea F[z, x5] el anillo de polinomios en dos variables sobre el cuerpo
F. Bajo el orden <, se tiene que z1 <, T2 porque el vector potencia de z; es (1,0) y
el de x4 es (0,1) y se tiene que (1,0) < (0, 1) porque comparando de derecha a izquierda
0<1.

Ejemplo 3.1.20. Dando una generalizacién del ejemplo anterior si Flxy, zo, ..., z,] es
el anillo de polinomios en n variables sobre el cuerpo FF, bajo el orden lexicografico

inverso se tiene que 1 <jer * * * <ilex Tn-1 <ilez Tn-

Ejemplo 3.1.21. Sean z3x3z3 y z3z3r3 dos monomios del anillo Q[zy, 9, 23]. Se tiene

3,.3,.4 2,.4,.4 : S
que TyT5T5 <4er T1T5T5 porque comparando los vectores potencia de derecha a izquierda

se tiene que (3,3,4) < (2,4,4) pues aunque 4 =4, 3 < 4.

Definicién 3.1.22. Sean z* y 2° dos monomios del anillo Flx1,x,. .., x,] sobre el
cuerpo F. Se dice que T® <yee @ si || < |B] o0 si|al = |8 y ¥ <ier @°. Este

ordenamiento se denomina orden lexicogrdfico total por grados.
Ejemplo 3.1.23. Se tiene que 2323 <gner 225 porque |(3,4)] =7 < 8 =1(6,2)].
Ejemplo 3.1.24. 232323 < e, 2373 porque [(3,4,5)| = 12 = [(4,4,4)| y 232523 <jex

4,44
TITHTs.
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Definicién 3.1.25. Sean z* y 2° dos monomios del anillo Flx1, 2o, ..., x,] sobre el
cuerpo F. Se dice que T <igriee @ si |a] < |B] o sila| = |B] y ©*° <ier @°. Este

ordenamiento se denomina orden lexicogrdfico inverso total por grados.
Ejemplo 3.1.26. 27 <;j.c; 23 porque |(2,0)] = [(0,2)] y 23 <ijex ©3.
Ejemplo 3.1.27. 232323 <igree v10523 porque |(2,5,4) = 11 > 10 = |(2, 4, 4)].

Definicién 3.1.28. Sean z* y 2° dos monomios del anillo Flx1,xs,. .., x,] sobre el
cuerpo F. Sea < un ordenamiento arbitrario de monomios y w € N". Se define un

nuevo ordenamiento <, asi: T <, &’ siw-a <w-f, 0, siw-a =w-f pero x* < x°.
Nota: w - a denota el producto punto entre w y «a.

Ejemplo 3.1.29. Sea w = (2, 1, 3) y < el orden lexicografico. x2x3z3 <., r3x5x] porque

w-(2,5,4) =20 <21 =w- (2,5,4).

Ejemplo 3.1.30. Sea w = (4, 3,2) y < el orden lexicogréfico. Entonces x2x5z3 <., x5

porque w - (2,5,4) =31 = w - (4,5,0) y 232525 <0 v125.

Un ordenamiento de monomios, induce una ordenacion de los términos de un polinomio

f de Flxy,xo, ..., x,], organizéndolos de modo decreciente.

Definicién 3.1.31. Sea Flxy, zs, ..., x,] el anillo de polinomios en maltiples variables
sobre el cuerpo F y sea f un elemento de este anillo. Sea < un orden fijo. Se define el
término lider de f, denotado por lt(f), como el término mayor de f bajo el orden <;
el coeficiente lider de f, denotado por lc(f) como el coefiente del término lider de f, y

el producto potencia del término lider, denotado por Ip(f), como el producto potencia

lider.

Note que Ip,lc y It son claramente multiplicativos, es decir, Ip(fg) = Ip(f)lp(g),
le(fg) = le(f)le(g) v 1t(fg) = 1t(f)it(g).
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Ejemplo 3.1.32. Sea f(x1,79) = 3z2xy + 51179 + 42123 un polinomio de Q[xy, s).
Utilizando el orden lexicografico se tiene que 51Ty <jep 47175 <jer 3T3x9. Organizando

a f en forma decreciente queda f(z1,z2) = 3x3xy + 471735 + Hx179. Entonces It(f) =

3xixy, le(f) =3 y Ip(f) = xiws.

Ejemplo 3.1.33. Sea f(z1, T, 13) = ba?x3x? + 622w9x3 + 8110303 — 311203 + 4013 —

T9 + x3 + 71 un polinomio de Q[xy, 29, x3]. Entonces:

= Bajo el orden lexicogréfico, f es ordenado en orden decreciente asi: f(x1, z9, x3) =
Sriwaxs 4 6x3roxs + 8r175203 — 3T 73 + T + 4973 — Ty + T3 y entonces [t(f) =

Sriwdad, Ip(f) = x3xixd y le(f) = 5.

= Bajo el orden lexicografico inverso, f queda ordenado en forma decreciente asi:
f(x1, 29, 23) = badried + 8z x3ws + 6xiwoxs + 4T9w3 — 31173 + T3 — To + T luego

It(f) = batxia?, Ip(f) = badaszl y le(f) = 5.

» Si utilizamos el orden lexicografico total por grados f quedaria ordenado as? f(xy, z2, x3) =
Sririx? 4 6x3roxs + 8r175213 — 3w 23 + 4973 + T — Ty + T3 y entonces [t(f) =

duirses, Ip(f) = wiwses y le(f) = 5.

= Si utilizamos el orden lexicografico inverso total por grados podriamos reordenar
a f como sigue: f(x1,rq, x3) = dririxs + 8rixiws + 6xiwoxs + dwows — 31173 +

r3 — X9 + Txy en donde lt(f) = 5a2zia?, Ip(f) = 232322 y lc(f) = 5.

Ejemplo 3.1.34. Sea f = 3zy? + 323y* — 4xy* + 2y® — 5y° elemento del anillo Q[z, y]

» Bajo el orden lexicogréfico con x > ¥y, f quedaria ordenado asi f = 3z%y? +

3z3y* — 4y — 5y° + 2y3 de donde It(f) = 3x2y>.
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» Bajo el orden lexicogréifico inverso con z > y, f se ordena f = —5y° — 4ay* +

3z3y* + 23 + 3aty? v asi It(f) = —5y°.

» Bajo el orden lexicogréfico total por grados con x > v, f = 3z3y* +3aty? — day* —

5y + 2y* de donde It(f) = 323y

» Bajo el orden lexicogréfico inverso total por grados con x < y, It(f) = 3x3y?

porque f = 3x3y* + 3aty? — 5y° — 4ay* + 242 y el término lider es 323y*.

3.1.3. Reduccién de polinomios

Definicién 3.1.35. Un polinomio h se dice que es una reduccion de f modulo g en un
paso con f,g,h € Flxy, xo,...,x,], 0 también, f se reduce hasta h mddulo g en un paso

denotado por f 2 h si lt(g)|It(f) y
It(f)

it(g)?

donde h es llamado el residuo que se obtiene al dividir f por g.

Repitiendo el proceso anterior un nimero finito de veces, es decir, si se reduce f modulo

. g g g
g en varios pasos, esto es, f — hy — .-+ h; — h se denota por

1%

Ejemplo 3.1.36. Sean f(z) = 5z* — 322 + 1 y g(x) = z — 1, elementos de Q[z]. Si
reducimos f médulo g en un paso queda:

54
hi=(rt =322 +1) — 2 (2 — 1) = 52° — 322 + 1
xr

Y si se reduce f moédulo g en 3 pasos quedaria asi: primero se reduce f moédulo g en un

paso

hy =5x% =322+ 1
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ahora haciendo hA; médulo g

3

D
h2:(5$3—3x2+1)—i(a:—l):2z2+1
T

y se continua reduciendo hs modulo g

22
hy = (222 +1) - Lz —1) =22 +1
xXr

y nuevamente, hg modulo g

luego f 9 3,

Ejemplo 3.1.37. Sea f(z,y) = 8x%y —dxy +4x —5S5y+ 1y g(z,y) =day —z+y —2
polinomios de Q[z, y| bajo el orden lexicografico con y < x. Al reducir f hasta h médulo

g, se tiene que

2

8
h(z,y) = (82%y — 4oy + 4o — 5y + 1) — 425(4xy—:v+y— 2)

= 22% — 6oy + 8z — 5y + 1
porque lt(f) = 8z%y y lt(g) = 4wy bajo este orden.

Definiciéon 3.1.38. Sea f,h y fi,fo,..., fs con fi # 0 para todo i, polinomios de
Flxy, zo,...,xs] y G = {f1, fay..., fs}. Se dice que f se reduce hasta h mddulo G,

G o o .
denotado por f = h si existen iy, iy, ...,5 € {1,...,8} y hy, he,..., hy_y tales que
i i i fa,_ 5
Fln fap, e sy, Ty
Si no existe algin iy en {1,...,s} se dice que [ es irreducible médulo G.
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Ejemplo 3.1.39. Considere el polinomio f(x,y) = 4x?y? —3x*y+2y* — Sz +y—10 y el
conjunto G formado por los polinomios fi(z,y) = 222 +3x -1y fo(z,y) = 5y*> — 2+ 10
elementos del anillo Q[x,y] bajo el orden lexicogréafico. Vamos a mostrar como f se

reduce hasta h modulo G.

Tenemos que It(f) = 4x?y?, lt(f1) = 222 y lt(f2) = 5y*. Como It(f1) | It(f) entonces
podemos reducir f modulo f; esto es f EE hy
22y

52 (222 + 32 — 1)

4
hy = (42%y* — 32y + 2y* — 5r +y — 10) —

= —32%y — 5xy® + 2y° — 5z +y — 10

Ahora It(hy) = —3z%y,lt(f1) = 22 y It(fy) = 5y* Como It(f1) | lt(hy) entonces

hacemos la reduccién de hy médulo fi, esto es

3%y

> (22 + 3z — 1)

hy = (—=32%y — 5xy* + 2y* — 5z +y — 10)

= —5ay? + 27 + %xy — 5z — %y — 10
Ahora, el lt(hy) = —bxy?, lt(f1) = 22 y lt(f2) = 5y?, y asi como lt(fs) | It(hy) entonces
ahora hacemos la reduccién de hy modulo fs, entonces

—5xy?
5y?

hs = (=5xy* + 2y° + gxy — Hr — %y —10) — (5y* — x + 10)

:—x2+2y2—%my+5x—%y—10

y siguiendo lt(hs) = —2?%, It(f1) = 22% y lt(f2) = 5y* y como It(fy) | It(h3) entonces
hacemos la reduccién de hs hasta hy médulo f;

—x?

53 (22 + 3z — 1)

h4:—x2+2y2—%xy+5x—%y—10—

=yt ye gy - %
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y de nuevo, lt(hy) = Sxy, lt(f1) = 22% y lt(fo) = 5y Como lt(f1) 1 lt(hs) y UlE(f2) 1

lt(hy), decimos que hy es irreducible médulo G.

Definicién 3.1.40. Un polinomio f se llama completamente reducido hasta h respecto

a g st no hay algin término en f que sea divisible por lt(g). Es decir,

SRTrE

donde X es un término de f y lt(g) 1 X.

Ejemplo 3.1.41. Sea f = 23 — 2%y? + y* y g = 2%y + 2y® + y? polinomios del anillo

Q[z,y] dotado del orden lexicogréfico. La reduccién completa de f por g es:

Como It(f,) = 2%y | —r*y* entonces

( —129?
h=a%—a%*+y* — —x25 (2%y + zy® + 9?)

= 2" — 2y +y' +y(aty + oy’ +y°)
=2’ +ayt +yt+o°

Definicién 3.1.42. Un polinomio f se llama completamente reducido con respecto a

F si no hay algin término en f que sea divisible por algin lt(f;) para todo f; € F.

Ejemplo 3.1.43. Sean f = 23y*+ay®+ay?—4dxy—3, fi = 2> +32y—27y fo = 2’ +ay—x
elementos del anillo Q[z, y] con el orden lexicografico, y F' el conjunto F' = {fi, fo}. La

reduccién completa de f por F' seria:

Como f = 23y? + 2y + xy* — 4wy — 3 y lt(f1) = xy? | 23y entonces
23y
hi = (2*y* + oy® + 2y? — 4oy — 3) — —Z- (29 + 3wy — 2)
xy?
= (%% + 2y® + 29 — day — 3) — 2 (zy? + 3zy — 2)

= 3%y + 22% + 2y + wy? — day — 3
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Y seguimos ahora reduciendo h; por F. Como It(f;) = zy* | xy® entonces

3

i (zy® + 3zy — 2)

hy = (=32 + 2% + xy® + 2y® — day — 3) — v

= (=323 + 22* + 2y + 2y? — 4oy — 3) — y(ay® + 3y — 2)

= —32%y + 22% — 229® — day +2y — 3

y podemos seguir reduciendo hy por fi porque lt(fi) = zy? | —2zy* luego

—2z1?

hs = (—=32%y + 22* — 22y* — 4oy + 2y — 3) o

(zy® + 37y — 2)

= (=323 + 22 — 229 — day + 2y — 3) + 2(xy® + 3xy — 2)

= 323y +22° + 2wy + 2y — 7

Ahora no podemos reducir hs por f; porque no hay ningin término de hs que sea

divisible por f;. Pero como It(fy) = 2% | =323y entonces

—323y
22

hy = (=32%y + 22% + 22y + 2y — 7) — (2% + 2y — 1)

= (=323 + 22 + 22y + 2y — 7) + 3ay(2® + 2y — 7)

= 32%y? — 322y + 22° 4+ 20y + 2y — 1

Podemos reducir hy por f; porque lt(f,) = xy? | 32%y* y entonces

I2y2

hs = (32%y* — 322y + 222 + 22y +2y — 1) —
xy?

(zy® + 37y — 2)

= (32%y? — 3%y + 22% + 2xy + 2y — 1) — 3w(zy® + 3zy — 2)

= —122%y + 22 + 22y + 62 + 2y — 7

y si seguimos reduciendo hs por fy ya que lt(fy) = 2 | —122%y entonces

—122%y

he = (—122%y + 22 4 22y + 62 + 2y — 7) — o

(2 + 2y — 1)
= (—122%y + 22% + 20y + 62 + 2y — 7) + 12y(2® 4+ 2y — x)

=227 + 122y* — 100y + 62 +2y — 7
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y ahora hg por f; debido que lt(f1) = zy? | 122y? luego

2

12
hy = (202 + 12232 — 102y + 62 + 2y — 7) — —Y

2
3zy — 2
o (zy® + 3xy — 2)

= (22% + 122y* — 102y + 62 + 2y — 7) — 12(2y® + 32y — 2)

= 22 — 46xy + 62 + 2y + 17

y siguiendo

2
hs = (20% — 46wy + 62 + 2y + 17) — —(2* + wy — )
X
= (22 — 46zy + 62 + 2y + 17) — 2(2* + 2y — 2)
= —48xy 4+ 8x + 2y + 17

porque lt(fy) = 2% | 222

Y asi, al reducir completamente f por F' da como resultado —48xy + 8z + 2y + 17.

Definicién 3.1.44. Un polinomio h se dice que estd en la forma normal de f si y solo

si f “h y h es completamente irreducible modulo G.

Ejemplo 3.1.45. En el ejemplo anterior, se puede decir que hg = —48zy +8x + 2y + 17
estd en la forma normal de f = z3y* + xy® + zy* — 4zy — 3 respecto a F = {f; =

xy? + 3wy — 2, fo = 2® + 1y — 2}

3.1.4. Algoritmo de divisiéon en multiples variables

Definicién 3.1.46. Sean fi, fo,..., fs polinomios de Flxq,...,x,] con f; # 0 para
1 < i < sy sea < un orden fijo. Entonces, para todo f € Flxy,...,x,] si existen

Up, U, ..., Us Y1 € Flzy, ..., x,] tales que
f=ufitusfot+ - Fusfs+r

con r reducido respecto a fi,..., fs y Ip(f) = mazx(mazi<i<s(Ip(w;)lp(fi),lp(r))). Este

procedimento es llamado algoritmo de division en Flxy, ..., z,].
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El algoritmo de divisién sobre un anillo F[zy,...,x,] se describe en el Algoritmo

1 cuyas entradas son f, fi,...,fs v la salida wuq,...,us, 7 todos ellos elementos de

Flay, ...,z

INICIO
Paso 1: Entrada f, f1,..., fs
Paso 2: uy =us=---=us=r=0m=f
Paso 3: Mientras m #0 haga
Encontrar el i = min{1,...,s} tal que Ip(f;) | Ip(m)

Si ¢ existe entonces haga:
l
U; = Uj + %

_ It(m)
m=m— g5 fi

si no existe haga:

r=r-+It(m)
m =m — lt(m)
Paso 4: Retorne uq,...,us,r

FIN

Algoritmo 1: Algoritmo de division en multiples variables

Ejemplo 3.1.47. Se quiere expresar al polinomio f(z1,2z2) = ziwy + 11235 + 235 €
Q[z1, 2] bajo el orden lexicografico, en términos de fi(z1,x2) = x122 — 1y fo(x1,22) =

x3 — 1, entonces aplicando el algoritmo de divisién se obtiene:

INICIO
Paso 2: w1 =0,us =0, m = x%xg + xlxg + x%
Paso 3:

3.1.m = 2ixy + x123 + 23 #0

Como Ip(fi) = z129 | Ip(m) = 231y, entonces i = 1
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2
_ Tix2 __
Ui _0+m1w2 =T

x2xo
m = (l’%xz + .1'11'% + .T%) — :ci_xg(xllé — 1) = $1$% + l'% + 2

3.2. m = x5 + 23 + 11 #0

Como Ip(f1) = z125 | Ip(m) = x123, entonces i = 1

xll‘% o

Uy = 2T + T1 + T2

T1T2
xlxg

m = (v123 + 23+ 11) — (w19 — 1) = 21 + 23 + 29

3.3.m = xy + 73 + 19 #0
Como Ip(fy) = #1221 Ip(m) = 21 ¥ Ip(fs) = 23t Ip(m) = &, entonces
7 no existe, luego
r=0+z =2

m = (z; + 235+ x2) — 11 = T3 + 29

3.4. m = a3 + 19 #0

Como Ip(f1) = z122 { Ip(m) = 21 pero Ip(fo) = 23 | Ip(m) = 23
entonces ¢ = 2, luego

m:0+§:1

$2
m:(:ﬂg+x2)—z—§(a¢§—1):x2+1

3.5.m=uxy+1F#0
Como Ip(f1) = 122t Ip(m) = 29 v Ip(fo) = x3 1 Ip(m) = x5 entonces
17 no existe, luego
r=2x1+ 2

m=xy+1—x9=1

3.6.m =10
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Como Ip(f1) = z1z2 1 Ip(m) = 1y Ip(fo) = 23t Ip(m) = 1 entonces
7 no existe , luego

r=x;+x2+1

m=1-1=0

3.7.m=0

Paso 4: Entonces uy = x1 + 22, us=1yr=x;+x9+1

FIN

Nota: Es importante saber que de acuerdo al orden de los f; en el algoritmo anterior,

los cocientes y el residuo varian. Se ilustra esto con un ejemplo.

Desarrollemos el mismo ejercicio anterior pero con los f; en diferente orden:

Ejemplo 3.1.48. Se quiere expresar al polinomio f(z1,z3) = 22y + 1123 + 73 €
Q|x1, 23] bajo el orden lexicogréfico, en términos de fi(z1,22) = 25 — 1y fao(x1,29) =

xr1x9 — 1, entonces aplicando el algoritmo de divisién se obtiene:

INICIO
Paso 2: up = 0,us = 0,m = 2229 + 2123 + 23
Paso 3:
3.1.m = 2ixy + x123 + a3 #0
Como Ip(fy) = a3 Ip(m) = a2z, pero Ip(fo) = yzz | Ip(m) = a2y

entonces 1 = 2

x%zg

U9y = 0+ =T

T1T2
x%xz
T1T2

m = (z3zy + 1123 + 22) — D2 (11209 — 1) = 2122 + 25 + 14
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3.2.m = z123 + 23 + 11 #0
Como Ip(fi) = 23 | Ip(m) = z123, entonces i = 1
173

U1:0+ 22 =T
2
2

1T
m = (z125 + 23+ 1) — 552 (23 — 1) = 221 + 2
2

3.3.m = 2x; + a3 #0
Como Ip(f1) = 25 1 Ip(m) = 21 y Ip(fa) = z122 { Ip(m) = 22,
entonces ¢ no existe, luego
r=042xr; =21

m = 2z, + 23) — 21, = T3

3.4. m = 23 #0
Como Ip(fi) = 23 | Ip(m) = 22 entonces i = 1, luego
U1=$1+%=$1+1
mzx%—%(z%—l)zl
35. m=1%#

Como Ip(f1) = 234 Ip(m) = 1y Ip(f2) = z122 1 Ip(m) = 1 entonces

1 no existe, luego

r=2r+1
m=1—-1=0
3.6. m=0

Paso 4: Entonces uy =21+ 1, us =z yr=2x,+1
FIN

Podemos encontrar una manera para que los cocientes en la divisiéon sesan unicos,
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haciendo que los divisores de ésta formen una Base de Gobner.

3.1.5. Bases de Grobner

Definicién 3.1.49. Sea Fxq,...,z,] el anillo de polinomios sobre el cuerpo F. Sea I
un ideal de Flxq,...,x,] y < un ordenamiento de monomios para F|xy,...,x,]. Un
conjunto finito G = {g1,...,9s} C I se llama Base de Grébner para I respecto a < si
Vfel, lt(g)|lt(f) para algin 1 <i < s.

Ejemplo 3.1.50. Sea el conjunto G = {¢g1 = 32y — 4z — y, g2 = vy — y} C Q[z,y]
dotado del orden lexicogrifico con y < z, e I = (g1, ¢g2), ideal. Entonces G no es una
base de Grobner porque f = —4dx + 2y = 1(3zy — 4z — y) — 3(xy — y) € I pero
lt(g1) = 3y 1 1t(f) = —4z y lt(go) = zy { It(f) = —4x.

Definicién 3.1.51. Sea Fxq, ..., x,] un anillo de polinomios y sea < un ordenamiento
de monomios. Sea A C Flxy,...,x,). Se define el ideal de los términos lideres de A o

el ideal de los términos iniciales de A al ideal

Lt(A) = (t(f)|f € A)

En particular, si A = I donde I es un ideal de Flxy,...,x,], al conjunto Lt(I) se le
llama ideal inicial. A los términos que mo viven en este ideal se les llama términos

estandar.

Nota: Tener presente que Lt(I) consiste en los términos lideres de TODOS los

polinomios que hacen parte del ideal, mas no solamente de los generadores del ideal.

Ejemplo 3.1.52. Se tiene que Lt(I) = (z%, x3) para [ C Q[zy, x| ideal. Se dice que

para Lt(I) existen 6 monomios estdndar, los cuales serfan: 1,1, To, ¥3, 7179 ¥ 2173

Ejemplo 3.1.53. Para un ideal J C Q[z1, z9, 73] se tiene que Lt(J) = (xy, 23, x3),
de donde se puede decir que existen 12 monomios estdndar: 1,xy,x3, 23, 22, 13, Tox3,

2 3 .2 2,.2 2.3
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Ejemplo 3.1.54. Si Lt(I) = (z}, 1273) es el ideal inicial de un ideal I C Q|xy, z2, 3],
el nimero de monomios estandar es infinito porque no aparece ninguna potencia de s,

es decir, 1,2, 23, 23, 25, . . ..

Teorema 3.1.55. Sea I un ideal del anillo F[zy,...,x,]. Los siguientes enunciados

son equivalentes para un conjunto de polinomios G = {g1,...,gs} C I :
1. G es una Base de Grobner para I
. ., Gy
2. felsiysolosif—0

8. felsiysolosif=>"_hg conlp(g) = max(Ip(h;)lp(g:))

1<i<s

4. Lt(I) = Lt(G)
Para su demostracién ver [10].

Corolario 3.1.56. Si G = {g1,...,9s} es una Base de Grébner para I, entonces

I = <gl7"'7gs>'

Dado un conjunto de generadores de un ideal I C F[zy,...,x,], existe un algoritmo,
desarrollado por Bruno Buchberger, que produce una base de Grobner para [. Este
algoritmo se describe a continuacion, pero primero se expondrd una definicién que

juega un papel importante en esta teoria:

Definicién 3.1.57. Sean f # 0,9 #0 € F[xy,...,x,]. Sea < un orden de monomios
fijo y sean lt(f) = anx® ylt(g) = bz’ con a,, b € F. Sea 7 el minimo comin mailtiplo
de % y 2. Se define el S-polinomio de f y g, denotado S(f,g), como el polinomio

x7 x7

M)
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Ejemplo 3.1.58. Sean f(z1,...,%, x3) = 2% + x5 + o703 + 23 y g(11, T2, ¥3) = 2323 +
T1T923 — Tox3 polinomios del anillo Q[xz1, 22, x3] bajo el orden lexicografico. It(f) = 2

, 1t(g) = $%$3 y mcm(x%,xfxg) = x%xg Entonces

fE%xS 2 3 2 $%x3 2
S(f,g) = 7 (x] + x5 + wows + 25) — %({Ell'g, + w023 — Xow3)
1 173

3 2 3
= —X1X2T3 + TyT3 + ToX3 + Tox3 + X3.

Ejemplo 3.1.59. Sean f = 323 + 4>+ 1y g = bxy? — y* — 2 elementos del anillo
de polinomios Q|x,y] bajo el orden lexicografico con y < x. Entonces It(f) = 33 |

It(g) = bxy? y mem(x?, xy?) = 23y*. Entonces

2y a3, Sy 2 2
IZ 2 2 2 4 2
) ) 3 3

La importancia del S — polinomio es la gran utilidad que produce al cancelar los térmi-

nos lideres con respecto a un ordenamiento de términos.

Definicién 3.1.60. El algoritmo de Buchberger para encontrar una base de Grobner de

un ideal I C Flxq,...,x,) con Flzy, ..., x,] el anillo de polinomios sobre un cuerpo F,
yG=A{f1,..., fs} un conjunto generador de I, es el que se muestra en el Algoritmo
2.
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INICIO
Paso 1: Entrada G := {f1,..., fs}
Paso 2: M ={{fi, f;} | fi, f; € G,i # j}
Paso 3: Mientras M # & haga
Seleccione cualquier {f, g} € M
M= M= {{f.9}}
S(f.9)=h
Si h # 0 entonces
M = M U{{h,u} Yu € G}
G =GU{h}
Paso 4: Retorne G
FIN

Algoritmo 2: Algoritmo de Buchberger para Bases de Grobner

Ejemplo 3.1.61. Sea I = (G), donde G = {f; = 2® +y, fo = 32> — bay + 3>, f3 =
ry + y?} donde fi, fo, f3 € Q[z,y] bajo el orden lexicografico con y < x. Encontremos

una base de Grobner para este ideal.

INICIO

Paso 2: M = {{f1, f2}, {f1, [3}; {fo, f3}}
Paso 3:

3.1. Como M = {{fi1, fo}, {f1, fs}, {fo, fs}} # @ entonces

seleccionamos {fi, fo}

M =M —{{f1, f2}} = {{/1, fs}, {f2, f3}}
S(f1, f2) :MTy—y?2+y

h=-2y*+y

Como h # 0 entonces

fa=h
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M = {{fi, st {fo, fa}, A f1, Jabs { L2y fabs { fss fa}}
G = {f1, [, f3, [}
3.2. Como M = {{f1, fs}, {fo, fa}. {fr, fa}. {fo, fa}. { f3, fa}} # @ entonces:
seleccionamos { f1, f3}
M=M - {{f17f3}} = {{f27f3}7{f17f4}7 {f27f4}7 {f37f4}}
S(f1, f3) = —xy* +y°
=
Como h # 0 entonces

fs=h

M :{{f% f3}? {fla f4}> {fQ; f4}7 {f37 f4}7 {f17 f5}7 {f27 f5}7 {f?n f5}v
{fa: f5}}

G ={f1, fo, 5, 1, [5}
3.3. Como M = {{f2, fs}, { /v, fat: {fo, S} {fs, fad {1, f5 3 A e, f5)
{fs, [s}, {f1, fs}} # @ entonces seleccionamos { fo, f3}
M =M —{{fs, fs}} = {{ /1, fak Ao, fad A fad A fh A s S5 1
{fs, fs}, {fa. f5}}
S(fa, f3) = —% + %
h=0
3.4. Como M = {{f1, fu}, {f2, fu}, {5, fu} . { S0, Ss} Ao, S5} s S5,
{f4, f5}} # @ entonces seleccionamos { f1, f1},
M =M —{{f1, fa}} = {{fo, fub A5, S A0 Ss1 A S A s S5 1
{fa: 53}
S(f1, f1) = % +y?
h =20
3.5. Como M = {{fo, fa}, {fs, fa}, {f1, [s}. Ao, [} ASs [} A, 53} # @

entonces seleccionamos { fa, f1}

M =M —{{fz, fa}} = {fa, fab, {1, fs o A fo 53 AL s S {fas f5 3}
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3.6. Como M = {{fs, fu}, {fr, fs}, {fo, fs}, {f3, fs}, {fa, fs}} # @
entonces seleccionamos { fs, f1}
M=M - {{f3,f4}} = {{f17f5}7{f2,f5}7 {f3,f5}7 {f4>f5}}
S(fs, fa) =2 +9°
h=20

3.7. Como M = {{f1, s}, {f2. fs}, {fs, 5}, {fa, fs}} # @ entonces
seleccionamos {fi, f5}
M =M —{{fi, [s}} = {fo, s} { s, f5}1. { /s, f5}}
S(fi fs) = v
h =20

3.8. Como M = {{f2, 5}, {fs, fs}, {fa, [5}} # @ entonces

seleccionamos { fs, f5}

M =M —{{fo, fs}} = {{fs, fs}, {fa, f5}}
5(f27f5) = _% + y3_3
h=0

3.9. Como M = {{fs, fs}, {f1, f5}} # O entonces

seleccionamos { f3, f5}

M =M —{{fs, fs}} = {{fs. f5}}
S(f3, f5) :yz
h=20

3.10. Como M = {{f4, fs}} # @ entonces
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seleccionamos { f4, f5}

M=M-{{fs,f5}} =9

S(f47f5) = _%
h=0
311. M=o

Paso 4: Entonces G = {f1, f2, f3, fa, f5}
FIN

Luego una base de Grobner para este ideal es el conjunto {z? + y, 3z — 5zy + 3%, vy +
v —2y" +y, 3

Cabe anotar aqui que las bases de Grobner obtenidas por el algoritmo de Buchberger
pueden variar porque en su procedimiento interfieren el orden en el cual fueron intro-
ducidos los polinomios que generan el ideal (y que afectan el residuo hallado por el
algoritmo de divisién) y la eleccién de la pareja {f;, f;} para hallar el S-polinomio de

fi, fj. Se expondrd esto con un ejemplo.

Desarrollemos el ejercicio anterior pero con los generadores del ideal en diferente orden:

Ejemplo 3.1.62. Sea I = (G), con G = {f; = 322 —bzy+12, fo = ay+y?, f3 = 2> +y}
donde f1, fa, f3 € Q[x,y] bajo el orden lexicografico con y < z. Encontremos una base

de Grobner para este ideal.

INICIO

Paso 2: M = {{f1, fo}. {1, fs}. {fo, f3}}
Paso 3:

3.1. Como M = {{f1, fo}, {1, 3}, {fo. f3}} # & entonces

Seleccionamos { f1, fo}
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M=M-— {{flan}} = {{flafS}v{f27f3}}
S(f1,f2) = _&Tgy2 + %3
h = 3y3

Como h # 0 entonces
fa=h
M = {fi. s S b A fad A Lo, fad S5, fad}
G=A{h, Tl fs fa}
3.2. Como M = {{ /1, 3}, {fo, fa}, { S, fa} A fos fa} A S5, fu}} # @
entonces seleccionamos { f1, f3}
M =M —{{f, [5}} = {{fo. 1A, fad A fos fad A5, fad}
S(f1, f3) = —5%‘”+% -y
h=2y*—vy
Como h # 0 entonces
fs=h
M = {{fo, fs}. {1, fak, Lfos fad A5 b A S5 h A 2 fs )
{fs, fs}, {fa. f5}}
G ={f1, f2. f5; f1, I5}

3.3. Como M = {{fo, f3}, {f1, ful, {fo, fu}. {3, fu, L P, 5} {2 S5,
{fs, f5},{f1, [5}} # @ entonces seleccionamos { fo, f3}
M =M —{{fe, fs}} = {0 fab Ao, fad A5, fad A, f53 {f2, Fo}s
{fs, s} { /s, 51}
S(far f3) = 2y* =y
h=-1/2y
Como h # 0 entonces
fo=h
M = {{f1, fah, S St s, S Lf fo b {fos S5 {50 o )
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{f47f5}7 {f17f6}7 {f27f6}7 {f37f6}7 {f47f6}a {f57f6}}
G ={f1, fo; f3, 1, I5: fo}

3.4. Como M = {{f1, fut; {fo, fat: {fs, fa}: {Sfr, s} Ao, s 3 A s, S
{fas fs o {fus foto {fos fo o { fss fo b {fas fo 1 A S5 fo}} # @
entonces seleccionamos { fi, f1}
M =M —A{fi, fuf = {{fo. fu}. {3 fud A S1s Fo b A2 fo} A0 S5 )
{fa, [ A Jod e, Jo b A s, Jo b A s fo b A5, fo )
S(fifs) =23+ %
h=20

3.5. Como M = {{f2, fu}, {f3, ful, {fv, S} Lo, fo o s, fods s f5 )
{f1, fo}, {fo: fo}: s, fo}, {fus fo} A S5, fo}} # @
entonces seleccionamos { fa, f1}
M =M —{{f2, fa}} = {{fs, fab . {0, S5} A S A S5 h s S5 1
{f1: fo} A fo, o} {fss fo 3o { S, fo}, {5, fo}}
S(fa: fa) =y
h=20

3.6. Como M = {{fs, fa}, {f1, [s}, {fo, [s}: {fss [} {fu, s}, { fus fo}o { fas fo s
{fs, fo}, {f1, o} {[s, fo}} # & entonces seleccionamos { f3, f1}
M =M —{{fs, fa}} = {{ /0, S5} A fes S5 A b A 53 A, fe b
{fo, fot: A s, fots {fa, fo 3 A S5, fo3}
S(fs fa) = y*
h=20

3.7. Como M = {{f1, fs}, {fo, fs}: {f3, fs}- {fu, s }. { o, fo b {fo, fo 3o {Lf3, fo )
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{fa, f6}, {f5, f6}} # @ entonces seleccionamos {fi, f5}

M =M —{{fi, :}} = Lo, 53 A fss fsh Afu S5} A feb {Lfo) o}
{fs, fo}. Afu, fo A5, fo}}

S(fr, f5) = % - #—I—%

3.8. Como M = {{f2, s}, {fs, fs}: {fu, [s}- {fr, fo}. { fo, fo 3. { s, fo
{fs, f6},{f5, f6}} # @ entonces seleccionamos { fa, f5}
M =M = {{fo, f5}} = s, fo3. A S5} Ao So b {f2s Jo b {fss o}
{fa fot: {fs: fo}}
S(fo, f5) =% +9°
h=0

3.9. Como M = {{fs, s}, {fu. fs}. {fr, fo}, {f2: fo} A S5, fo}, {fas fo},
{fs, f6}} # @ entonces seleccionamos {f3, f5}
M =M —{{fs, fs}} = {{/fa, fs}. {f1, fo}. A fas fo}o A s, fo} {fas fo s
{fs, fo}}
S(f3, f5) = % +y°
h =20

3.10. Como M = {{fu, fs}, {f1, fo}: { fo, fo}, {fs: fo s {fa, fo ), A fs: fs}} # @

entonces seleccionamos { fy, f5}

M=M - {{f4,f5}} = {{fl,f6}7{fz,fﬁ},{fs,fﬁ},{f4,f6},{f5,f6}}
S(f4,f5) = 342_2
h=0

3.11. Como M = {{f1, fo}, {fo. fo}, {f3, fo }, {fa fo } . { S5, f6}} # O

entonces seleccionamos { f1, fs}
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M =M —{{fi.fs}} = {{fo, fs}- {fs: fo}, {fa, fo }. {f5: f6}}
S(fi, fo) = 2L + &
h=20

3.12. Como M = {{an f6}7 {f37 f6}7 {f47 f6}7 {f57 f6}} 7é & entonces
Seleccionamos { f2, f6}
M =M —{{f2 fo}} = {{ /s, fo}, { . o}, {f5, f6} }
S(fo; f6) = y?
h=20

3.13. Como M = {{fs, fe}, {f1, f6},{[f5, fe} } # @ entonces
Seleccionamos { f3, f¢}
M =M —{{fs, fe}} = {{/fa, fo1. {5, fe}}
S(fa fo) = v
h =20

3.14. Como M = {{fs, f6},{fs, fo}} # @ entonces
Seleccionamos { fy, fs}
M =M —{{fs fe}} = {{fs: f6}}

S(f4,f6):0
h=0

3.15. Como M = {{fs, fe}} # @ entonces
Seleccionamos {fs, fe}
M =M —{{fs fs}} =2

S(f5>f6) = _%
h=0
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Paso 4: Entonces G = {f1, f2, f3, f1, [5, f6}
FIN

Luego una base de Grobner para este ideal es el conjunto {3z* — 5xy + y2, vy + 32, 22 +

3 2
Y, 3y°,2y° — vy, —%

Nota: Es importante saber que una base de Grobner con respecto a un ordenamiento de
términos no es necesariamente una base de Grobner para un ordenamiento de términos

distinto. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.1.63. Sea I = (G), con G = {f1 = 2* +¢°, f» = y*z3 — 2y} donde
f1, f2 € Q[z,y]. Una base de Grobner para el ideal I:

» Bajo el orden lexicografico con y < x es {x® + 3°, 23y> — wy, vy® + 2y, y' + O}
= Bajo el orden lexicografico total con y < x es {y® + 2%, 23y® — zy, 2° + 29},

Existen diferentes tipos de bases de Grobner para un ideal, los cuales definiermos a

continuacion:

Definicién 3.1.64. Sea G = {g1,...,9s} una Base de Grobner. G se dice que es una

Base de Grobner monica silc(g;) =1 parai=1,...,s.

Definicién 3.1.65. Una Base de Grébner G = {q¢1, ..., gs} es llamada Base de Grébner

minimal si lc(g;) =1 Vi y Ip(g:) tIp(g;) Vi # j coni,j=1,...,s.

Para obtener una base de Grobner minimal a partir de un conjunto que ya es base de
Grobner simplemente se elimina o se remueve del conjunto aquel polinomio g; tal que
Ip(g:) | Ip(g;) para algin j # 4, con 4,j = 1,...,s. El procedimiento se muestra en el

Algoritmo 3:
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INICIO
Paso 1: Entrada G = {g1,...,9s}
Paso 2: F = {}
Paso 3: Para ¢ desde 1 hasta s haga
Silp(g;) 1 Ip(g:) para todo j =1,..., s excepto i
F=FU{g}
Paso 4: Retorne F

FIN
Algoritmo 3: Algoritmo para hallar bases de Grobner Minimal

Ejemplo 3.1.66. Sea el ideal I = (z3y — x,2° — 3*) C Q|x,y] con el orden lexi-
cografico. Una base de Grobner para I es {2y — z + y, 2% — y?, —v + v* + v, y'* +
3y + 3y° + vt — 3 9° + 3y" + 3y° + v® — y?} vy una base de Gobner ménica es
{Py —r+y,2® —v* 2=y =,y + 35+ 30+t =y + 3y + 30+ — 47} A

continuacion se halla una base de Grobner minimal para este ideal.

INICIO
Paso 1: G ={¢ =y —z+yp=2>—ygp=0—y—y,
91 =y + 3 + 30 +y' — v’ g5 =" +3y" + 3y + v’ —¢?}
Paso 2: F = {}
Paso 3:
3.1. Como ¢ = 1 < 5 entonces

como Ip(g2) = 2% | Ip(g1) = 23y entonces

F={}

3.2. Como ¢ = 2 < 5 entonces

como Ip(g3) = x| Ip(g2) = 23 entonces

F={}
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3.3. Como 7 = 3 < 5 entonces
como Ip(g1) = x°y { Ip(gs) = x, Ip(g2) = 2° { Ip(gs) = =,
Ip(gs) =y 11p(g3) = = y Ip(gs) = y° 1 Ip(g3) = x entonces
F=Ful{gs}={cv—vy’ -y}

3.4. Como ¢ = 4 < 5 entonces
Como Ip(gs) = v° | Ip(g4) = y'0 entonces
F={z—-y -y}

3.5. Como ¢ = 5 < 5 entonces
como Ip(g1) = 2y 1 lp(gs) = v°, v Ip(g2) = 2° { Ip(gs) = v°,
Ip(gs) = = 1 Ip(gs) = y” v Ip(ga) = y'0 1 Ip(gs) = y° entonces
F=FU{gs} ={z— 9> —v,v" +3y" + 3> + v* — y*}

Paso 4: Entonces F' = {x —y> —y,4° + 3y" + 3y° + y> — v*}
FIN

Luego una base de Grobner minimal para ideal I = (23y — z, 2% — y?) es {z — 3 —

v,y 4+ 3y" + 3y° + y — 2}

Nota: Tenga en cuenta que un ideal no necesariamente tiene una tnica base de Grobner
minimal, porque para la obtencién de ésta se pueden escoger diferentes elementos para

removerlos de la base.

Ejemplo 3.1.67. Sea [ = (z* + 2y + y*,x + y,z) C Q|z,y] bajo el orden lexicogrifico
con y < x. Una base de Grobner para I es {z% + xy + v*,x + y, x,9% y}. Por otro

lado,{z,y}, {y,x + y} son dos bases de Grobner minimales diferentes para este ideal.
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Definicién 3.1.68. Una Base de Grébner G = {g1,...,9s} se llama Base de Grobner
reducida si lc(g;) = 1 y g; es reducida con respecto a G — {g;} Vi = 1,...,s. Esto es,

para todo i no hay ningun término en g; divisible por algin Ip(g;) con j # i.

Nota: Observar que toda base de Grobner reducida es una base de Grobner minimal.

Para obtener una base de Grobner reducida, reducimos completamente todo polinomio
g; con respecto a G —{g;} y reemplazamos g; por su residuo, en el caso que este no sea

cero.

Ejemplo 3.1.69. Sea el ideal [ = (32% — 5zy + 4%, vy + v, 2° + y) C Q[z,y] con el

orden lexicogréfico. Entonces:

» Una base de Grébner para este conjunto es {322 —5zy+y?, zy+y?%, 22 +y, 3y3, 2y* —

Yy
y?ﬁ'

» Una base de Grobner ménica que corresponde es {x* — gxy + 22y + y? 2 +

v.yh Yyt — 4yt
» Una base de Grobner minimal puede ser {22 + vy, y}

= Al reducir completamente esta base (en este caso, al hallar la forma normal de

z? + y por y), la base de Grobner reducida es {y, z2}.

Una vez que se tiene los preliminares entendidos, se procede con el algoritmo de Lauben-

bacher y Stigler.

3.2. Algoritmo Laubenbacher-Stigler

Dado un sistema biolégico, como por ejemplo una red reguladora de genes, se tiene
la informacion de los estados de los n genes en m tiempos consecutivos. Esto es, en el

tiempo t;,j = 0,1,...,m — 1 el gen ¢, representado por la variable x;,7 = 1,2,...,n
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adquiere el estado xj;,. Queremos encontrar entonces un PSD f : X* — X" tal que nos

muestre la transicion de estados de cada uno de los genes en los m tiempos.

Por lo tanto, dada una sucecién S de m n-tuplas s, S1, - . ., S;—1, donde s, = (Sg1, Sk2, - - - , Skn)

representa el estado de n genes en los tiempos 0 hasta m — 1, el problema de ingenieria

reversa consiste en encontrar una funciéon f para la cual

f(So) = S, f(Sl) =52,.., [(Sm—2) = Sm—1

lo que es equivalente a encontrar n funciones de transicién f; tales que fi(s;) = sj11,

parat=1,...n,7=0,1,...,m.

Ante este problema, R. Laubenbacher y B. Stigler en [9] plantean un algoritmo para
resolverlo. La estructura se basa en un sistema dindmico polinomial deterministico en
tiempo discreto con un conjunto finito de estados. La decisién de hacerlo sobre un mo-
delo polinomial se basa en que hay teoria bien desarrollada, que provee herramien-
tas matematicas para la solucion de éste en tiempo polinomial, ademas que el ruido en

las mediciones de las redes permiten distinguir s6lo un nimero pequeno de estados ([9]).

Para encontrar dicho polinomio, existen varios métodos que interpolan los datos. En
particular, los autores utilizan la formula basada en el teorema chino de los residuos, el

cual se enuncia a continuacion:

Teorema 3.2.1. Suponga nq,ne,...,n; enteros positivos los cuales son coprimos dos

a dos y sean ay,as, .. .,a; enteros. Entonces el sistema de congruencias simultineas

x = ai(mod ny)

x = as(mod ny)

x = ag(mod ny,)
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tiene una unica solucion x mod(ning ---ng) donde 0 < x < njng-- - ny.

Para su demostracién, ver [4].

Ademas, este teorema también tiene su generalizacién a anillos arbitrarios:

Teorema 3.2.2. Si R es un anillo conmutativo e Iy, I, ..., I} ideales de R los cuales
son coprimos dos a dos (esto es I; +1; = R para i # j), entonces el producto I de esos
ideales es igual a su interseccion y el anillo cociente R/I es isomdrfico al producto de

los anillos R/I; x R/Iy X -+ X R/} via el isomorfismo
f:R/I — R/I, x R/I, x --- x R/I,

tal que
fle+D)=(x+L,z+ L, ...,x+ 1)

para todo x € R.

Como se enunciaba anteriormente, el Teorema Chino de los Residuos se aplica en la
teoria de interpolacion estableciendo una equivalencia entre la forma de interpolacion

de Lagrange de la siguiente manera:

Sean 1, To,...,x; elementos distintos de un cuerpo F y sean y1,9s,...,yx € F. El

sistema de congruencias polinomiales

P(z) = y; mod(x — 1)

P(z) = yo mod(x — x2)

P(z) = yr, mod(x — xy)
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tiene una unica soluciéon mod(x — z1)(x — x3) - - - (¥ — ). En particular, este tiene una

unica solucién de grado k£ — 1.

Note que la condicién P(z) = y; mod(z — x;) es exactamente equivalente a la condicién

que P(z;) = y; por el teorema del residuo.

En [9] enuncian que a partir del teorema chino de los residuos obtienen que para

t = 1,...,n se va a encontrar el polinomio de interpolaciéon f; de la siguiente man-
era:
m—1
filx) = ) a;ri(x)
J=0

donde a; = sj41,; y los polinomios r; estan definidos a continuacién:

Sea 0 < k#j<m-—1.
» Si s; # s, encuentre la primera coordenada [ en el cual ellos difieren. Defina
bij(x) = (850 — 1) " (21 — s8)
para todo k # j. Entonces para k # j,
m—1
ri= 1] s
k=0
» 5i s, = s; entonces se ha encontrado un ciclo limite y se debe restringir las series
de tiempo a los estados s, 51, . .., Smin{k,j}-
Notese que 7;(s;) =1y rj(s;) =0 con k # j.

Ejemplo 3.2.3. Consideremos las series de tiempo sy = (5,3), s1 = (5,4), $2 =

(4,3),s3 = (3,2). Entonces se quiere encontrar un polinomio

f=(ffa) 27 — 72
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tal que f(5,3) = (5,4), f(5,4) = (4,3) v f(4,3) = (3,2). Utilizando la férmula anterior

entonces:

Para 0 < k # j < 2 se tiene que:

» by = (Sl,z - 30,l>5(l‘l - So,l) = (81,2 - 80,2)5($2 - 80,2) = (4 - 3)5@2 - 3) = ($2 - 3)
" by = (52,1 —50,1)5($l—80,l) = (82,1 —30,1)5(331 —50,1) = (4—5)5(1’1 —5) = —(1'1 —5)
w Do = (S04 —51.0)° (w1 —511) = (So2—$12)° (X3 —s12) = (3—4)° (w3 —4) = —(x2—4)
by = (Sz,z —81,l)5($1—51,l) = (82,1 —81,1)5($1 —51,1) = (4—5)5($1 —5) = _(371 —5)
n by = (So,l - 82,1)5(1’1 - 82,1) = (80,1 - 52,1)5(951 - 52,1) = (5 - 4)5(1’1 - 4) = (331 - 4)
" by = (8175 - 32,!)5(5Ul - 82,1) = (31,1 - 82,1)5($1 - 5271) = (5 - 4)5(952 - 3) = (5131 - 4)
Ahora para 0 < j < 2 obtenemos que los r; son:
s 79 = [1o_, bro = bio X bag = — (9 — 4) (2 — 4)
n = Hi:w;ﬂ be1 = bor X boy = (g — 3)(x; — 4)
" ry = H;lg:o bra = by X b1 = — (21 — 5)?
Por lo tanto, f; = Z?:o a;r;(z) = agro + a1y + asre donde ag = 5,a1 =4y as = 3. Asi
fi(wy, m9) = —5(x9 — 4) (2 — 4) + 4(wy — 3)(21 — 4) + 3(z, — 5)?
y fo = Z?:O a;ri(x) = agro + a1r1 + azry donde ag =4, a1 = 3y ax = 2, esto es

folxy, m9) = 4(x9 — 4)(zy — 4) + 3(29 — 3) (21 — 4) + 2(2, — 5)?

49



Para mirar la complejidad de esta férmula, se puede observar que para hallar f; se
requiere m operaciones al calcular los polinomios r;, quienes a su vez requieren m
productos de polinomios by. Por lo tanto, se requiere un orden de O(m?) operaciones
computar cada f;. Como ¢ varia entre 1 y n, para computar todos los f; se requiere un

orden de O(nm?) operaciones.

Otra manera de encontrar la funcién que interpole los datos puede ser utilizando la

versiéon multivariada de la férmula de interpolacién de Lagrange:

—_

fix) = > fi(sr)Qr(x)

0

3

i

donde

m—1

Qg = T[ Dt

T

y L es la primera componente en la cual s; y s, difieren.

Ejemplo 3.2.4. Vamos a hallar el PDS que genera los datos del ejemplo anterior uti-

lizando la version multivariada de polinomios de interpolaciéon de Lagrange.

Para 0 < k < 2 se tiene que:
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3
Quloe) = [ e

Ly — A1y % Llyg — A2iyg % Llgg — A3l

QAolyp — A1y QA0lae — Q2159 QAolzp — @313
T — di2 % Tl — Q21 y Ty — a3y

Qo2 — Q12 Qo1 — 21 Qo1 — 31
$2—4$1—4l’1—37 (1’2—4)(1‘1—4)(1'1—3)

 3-45-45-3 2
3
Ti; — Qi
Ql(x): || 1 Jtj1

j=05z1 M~ filn

Llyy — Aolyy X Tlyy — A21yy % Lig; — A3l

all(n - a0l01 a/ll21 - a/2l21 0’1131 - a3l31
Lo — o2 % T — Q21 % T1 — a3

Q12 — Qo2 a1 — Q21 11 — 31
IL‘Q—3CC1—4ZE1—3_ (172—3)([)’)1—4)(1‘1—3)
4—-3 5—45-3 2
3
331]. —&'lj
Q)= ]] PR 2_(;‘2
j=0,g2 Mz Tk

Lloy — A0y, % Ly — A1y, % Ligy — A3l

A21p — A0log A2y, — A1l A2135 — A3135
T1 — Go1 % Tr1 —ann % T1 — a3

@21 — Qo1 Q21 — A1 Q421 — 431
.7?1—5!131—5371—3 2

= = ) -3
1 51 54-3 @m=Om=3

Por lo tanto para i = 1,2 se tiene que fi(x) = S1' fi(s1)Qx, esto es
Fi00) = ~2 (s — 4)(1 — (a1~ )+ 32— 3)(z1 — s —8) + (a1 — 521 — )
y
4 3 ,
fa(x) = =5 (22 = 4) (21 = 4) (21 = 3) + (22 = 3) (21 = D)(21 = 3) + 2(x1 = 5) (21 = 3)
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La complejidad de este algoritmo es también de orden O(nm?) como se puede ver
en [11].
Observacion: Para ambas maneras de hallar el polinomio que interpole los datos vistas
anteriormente, el indice [, puede ser escogido como el indice de cualquier componente

en el cual s; y s; difieren.

Una vez encontrado un polinomio que interpole las series de tiempo, que vamos a de-
nominar fy, o lo que los autores llaman “una solucién particular de la férmula” (porque
el ejemplo anterior nos muestra que ese polinomio no es Unico), queremos encontrar

todas las funciones polinomiales que se ajusten a los datos.

Para llevar a cabo este procedimiento, primero vamos a considerar dos polinomios
f,g € Flzy,...,x,] tales que

f(s5) = sj41 = g(s;)
. Entonces (f — g)(s;) = 0 para todo j. Esto es, cualesquiera dos funciones difieren por
una nueva funcion que tiene ceros en los puntos dados en la serie S. Por lo tanto, para
encontrar todas los polinomios que se ajustan a los datos, necesitamos encontrar todas
las funciones que se anulan en las series dadas. Tal conjunto de funciones es cerrado ba-

jo la suma y multiplicacién por cualquier polinomio en F|xy, ..., z,] y asi forma un ideal.

Tal ideal estda compuesto por todas las funciones que son idénticamente 0 en los puntos
s;, 1 =0,...,m — 1. Para encontrar dicho ideal definimos I; como el ideal de todos los

polinomios que toman el valor 0 en el punto s;. Es facil ver que I; contiene al ideal
<I1 — Si1, X2 — S5§2y .-+, Tp — Sm>

Este ideal es maximal con respecto a la inclusién, asi que es igual a [;. Entonces el ideal
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I que estamos buscando es igual a la interseccion de todos los I;, esto es

Una vez hallado el ideal, se desea reducir el polinomio f; encontrado anteriormente
con respecto al ideal I, esto es simplemente hallar el residuo de fy bajo la division
de la base de Grobner reducida de I. En otros términos lo que se quiere es expresar a
fo= f+gconge Iydonde f es minimo en el sentido que f no puede expresarse como

f'+¢ con g € 1.Y asi, tal f es entonces el sistema polinomial que estdbamos buscando.

El procedimiento de Laubenbacher y Stigler, entonces se puede resumir en el Algo-

ritmo 4.

ENTRADA Una serie de tiempo sg, S1,...,Sm_1 € X" que describen los estados
de una red.

SALIDA Una funcién polinomial f € Flzy,...,z,] tal que f(s;) = sj+1 y que f
no contenga componentes polinomiales que se desvanecen en la serie de tiempo.
INICIO

PASO 1: Construya una solucion particular fy tal que genere la data.

PASO 2: Compute el ideal I de todas las funciones que se desvanecen en la data.
PASO 3: Compute la reduccion f de fy respecto a I.

FIN
Algoritmo 4: Algoritmo de Ingenieria Reversa por Laubenbacher y Stigler

Ejemplo 3.2.5. Se desea simular una red con 5 genes de la cual se posee la siguiente
informacién: so = (0,2,1,0,0),s1 = (2,1,0,1,0),s2 = (0,0,0,1, 1),
s3=(2,1,1,0,2),s4 = (2,1,0,1,2),s5 = (1,0,0,0,1), s6 = (2,0,2,0,2).

Entonces el modelo a encontrar va a ser una funcion f = (f1, fo, f3, f1, f5) : Z5 — Z;
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que simule la data anterior.

Siguiendo el algoritmo de Laubenbacher y Stigler, las soluciones particulares son: f; =
=218 — 22372 + 273 w3ws + xf + 22272 — 223w — 203 wgws — 208 + 20%ws — 227 + 2
fi=—ada2 + 2t + %l + a2t 1

fi = =22} — afwg — o + 2033y + 223 + 223 w9 + 227 4+ 229 + 1

fi = xiwe — 2322 — 203w375 — 208wy — 2wy + 2IxE + 2075 + 203 w375 + X — 273wy +
iy — 2235 — 1% — 219

fi = =228 — 2xiwe — 20303 + 1] — 23xe — A3x3 + 20703 — ¥ — 2wy + 2wy + 207 — 1wy + 2

Luego, los ideales que se desvanecen en la data son:

I = (xg 4214200+ T3+ 14— 205, X405 —221 —Xo—X3+204—T5—2, T35+ 211 + X0+ 204 —
2, Loxs5+T1+200+ T3+ 24— X5, 1T5+201 —To—203—224—205—1, xZ—x47 T3X4, Toly+x1+
200+2x3+ 14— 1, 1204 +201 — o — T3+ 214 — 2, Ig—l’g, ToX3—T1+2x9—2x3—x4+1, 123+

201 +x9+224—2, 15— 201 — 229 — 203 — 224 +2, ¥ To— T —T3— T4+ 1, 23— 211 —w3—24+1)

]2 = < I%+$1+2[L’2+1’3+$4—2ZL‘57 ZL’4I’5—2$1—I2—[E3+2ZL‘4—1’5—2, I3$5+2$1+$2+2I4—
2, x2x5+x1+2x2—|—$3+x4—9§5,:Blzv5—|—2x1—x2—2x3—2$4—2x5—1,xi—m,x3x4, ToXa+T1+
2£CQ+21'3+£C4—1,$1$4+2$1—l’2—$3+25€4—2,Q?g—xg,$2$3—$1+2$2—2£L’3—SE’4+1,$1$3+

201 +x9+224—2, 15— 211 — 220 — 203 — 224 +2, ¥ Ty — T — T3 — T4+ 1, 23— 201 —w3—24+1)
I3 = (x§+x1 +2094T3+ 14 —2%5, TyT5 — 201 —Xo—T3+2T4— X5 —2, T3T5+ 201+ 2o+ 214 —
2, $2$5+SL’1+2$2+1’3+$4—$5, $1$5+2x1—1’2—2263—21’4—21’5—1, xi—u, T3y, ToLy+T1+
200+2x3+ 14— 1, 1204+ 201 — 29— T3+ 274 — 2, .l'g—l'?” ToX3—T1+2x9—2x3—x4+1, 123+

201 +x9+214—2, x§—2x1—2x2—2x3—2x4—|—2, T1Xo—T1—T3—Ty+1, :B%—21:1—:B3—:134—|—1)

Iy = (2242, + 209+ 3+ 34— 205, 45— 201 — Ty — T3 +2T4 — T5 —2, T35+ 271 + T+ 214 —
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2, o5+ T1+200+ T3+ 24— X5, T125+201 —To—203—224—225—1, xi—m, T3xy, Toks+x1+
2.’172+2$(73+$4—1, x1x4+2x1—x2—x3+2x4—2, JJ%—JJ;;, $2$3—$1+2$2—2$3—$4+1, T1T3+

2x1+To+2x4—2, x§—2x1—2x2—2m3—2x4+2, T1Xo—T1—T3—Ts+1, $%—2$1—$3—I4+1>

Iy = (x§+:c1 +2094T3+ 14 —2%5, TyT5—2T1 —Xo—T3+2T4— X5 —2, T3T5+ 201 +To+ 214 —
2, Loxs+T1+200+ T3+ 24— x5, L1T5+201 —To—203—224—225—1, xZ—x47 T3X4, ToLg+x1+
200+2x3+ 14— 1, 2104 +201 — 20— T3+ 214 — 2, Ig—l’g, ToX3—T1+2x9—2x3—x4+1, 123+

201 +Ty+214 —2, 83— 211 — 209 — 203 — 274 +2, 11Ty — 11 —T3— T4+ 1, 23— 211 — 13— 74 +1).

Y luego de hacer la de la solucién particular respecto al ideal, el PDS resultante es:

fi = =225 — 22322 + 203235 + 2] + 20223 — 20375 — 202735 — 275 + 203 w5 — 202 + 2,

fo= —xi’mg + 2m‘11 + x%x% + a::f + :13% + 1,

f3 = =22} — afwg — o + 20310 + 223 + 223w + 227 + 229 + 1,

f1 = xiwe — 2322 — 203w375 — 20309 — 2wy + 2302 + 20375 + 203 w375 + X — 223wy +

rixy — 2235 — 12 — 29,

_ 5 4 3,2 | A 3 3 2,2 .3 2 2 2
5 = =227 — 207w9 — 20725 + 2] — 17Ty — XT3 + 20775 — ) — x{T2 + viT3 + 207 — T2+ 2
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Capitulo 4

Variables no redundates

En las redes reguladoras de genes, se puede determinar que en el estado de un gen ¢
no interfieren los estados de otros genes. Esto es, en el modelo a encontrar, que el poli-
nomio f; contiene variables, que vamos a llamar redundantes, que no van a interferir

en los valores que ésta vaya a adquirir.

El objetivo en este capitulo es tratar de evitar la aparicion de aquellas variables re-
dundantes que no son posibles eliminar con simplificaciones sencillas. Para esto, se en-
contraran conjuntos de variables que no contengan dichas variables utilizando el método

desarrollado por Sasao, el cual se explicard mas adelante.

4.1. Definiciones

Definicién 4.1.1. Una funcion f : F" — @ se dice que depende de x; si existen
a,be F" a=(ay,...,a;...,a,),b="(ay,...,b;, ... ,a,) con a; # b; tal que f(a) y f(b)
existen y f(a) # f(b).

Ejemplo 4.1.2. Considere la siguiente tabla que representa f : Zi — Z3
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Ty | T2 | T3 | T4

[\
[\
—
o
O | O O |

S| O N
N | O NN
(@]

—

—

11011

0O(2 1|12

Entonces f depende de x; porque (2,2,1,0) y (0,2, 1,0) difieren en la primera componte
y £(2,2,1,0) =0+# 1= f(0,2,1,0). Similarmente, f depende de x5 y z4.

Ejemplo 4.1.3. Sea g : Z§ — Zs dado por:

Ty | T2 | X3 | Xa | X5 | Te | 9
o1 1}2]2]1

o2 ,1]2]2]1]1
2021112212
o112 }2]2]1]3

Entonces g depende de z1, x5, x3 v 4.

Nota: Si f depende de x; entonces x; es esencial en f y x; debe aparecer en
cualquier expresion para f.
Definicién 4.1.4. Una variable z; se dice redundante si f se puede escribir sin usar
XTi.

Ejemplo 4.1.5. Sea f = ZI :— Z3, donde f esta dada por:

Ty | To | X3 | Ta | X5 | T | X7 | S
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Entonces f puede estar dada por f = 23 — r173 + 1. Aqui 73 es redundante porque f

también puede escribirse como f = —x4 — xg + 1.

Definicién 4.1.6. Sea R un conjunto y n un entero positivo. Sea U = {x1,xa,...,2,}
un conjunto de n wvariables. Para cualquier conjunto D = {x;, s, ..., x; } C Uy
cualquier v = (ry,...,1m,) € R" se define la proyeccion de r sobre D como proypr =

(Tz‘l,...,’l”im).

Ejemplo 4.1.7. Al trabajar sobre Z;[x1,..., 25|, y considerando D = {zy, 23,24} ¥
r=(2,5,4,6,0), entonces se tiene que proypr = (5,4,6).

Definicién 4.1.8. Un conjunto X = {x;,,...,x;, } se denomina el conjunto de vari-

ables no redundantes para f si:
1. Para todo c,d € D, proyyc = proyxd entonces f(c) = f(d).
2. No hay otro conjunto de variables que contenga a X con esta propiedad.

Ejemplo 4.1.9. Sea f la funcién representada por la siguiente tabla:

x| wp | w3 | f
2111010
2101010
0O/ 11]1]0
11121
11221
0| 111011

Entonces X = {x1, z3} es un conjunto de variables no redundates porque proyy(2,1,0) =

proyx(2,0,0) y f(2,1,0) = 0 = f(2,0,0), similar con (1,1,2) y (1,2,2). Ademés

» X = {x1,22} no es un conjunto de variables no redundates porque aunque

proyx(0,1,1) = proyx(0,1,0), £(0,1,1) =0 # 1 = £(0,1,0).
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» X' = {x9,23} no es un conjunto de variables no redundates porque aunque

proyx(2,1,0) = proyx(0,1,0), f(2,1,0) =0 # 1 = £(0,1,0).

» X = {x1, 29,23} no es un conjunto de variables no redundates porque no cumple

con la propiedad (1).

Definicién 4.1.10. Una variable x; ¢ X es una variable redundante (con respecto a

X ), y una variable z; es irredundante si x; no es redundante.

A continuacién se muestra un resultado muy importante obtenido en [11].

Lema 4.1.11. Si x; es una variable esencial y X es un conjunto de variables no re-

dundates, entonces x; € X.

Note que toda variable esencial pertenece al conjunto de variables no redundates, pero
no todo elemento de este conjunto es esencial. En otras palabras, toda variable esencial

es irredundante, pero no lo contrario. Se demostrara mas adelante con un ejemplo.

Ahora, si f: D — B, para todo i en f(D) se denotard por r(i) = {a € D|f(a) =i}.

29



Ejemplo 4.1.12. Considere la siguiente tabla:

T | T2 | T3 | Ty | X5 | f
0,000 110
117110 110
012121110
1101212110
111702 1]1
1{0]1]0]0]1
212101021
110} 1]2]2]1
0O,0,0 1 |1/|2
210101012
110 (1]01]2
212121222
entonces
r(0) = {(0,0,0,0,1),(1,1,0,2,1),(0,2,2,1,1),(1,0,2,2,1) }
r(1) ={(1,1,0,2,1),(1,0,1,0,0),(2,2,0,0,2),(1,0,1,2,2) }
r(2) ={(0,0,0,1,1),(2,0,0,0,1),(1,0,1,0,1),(2,2,2,2,2) }

Definicién 4.1.13. Para cada (i) y r(j) definidas anteriormente donde i # j, se
define s(i,7) como la disyuncion de las variables en el que cada pareja ordenada (u,v)
de r(1) x r(j) difieren. Esto es para i # j
s(i,j) = /\ \/ {Zm|um # v}
uer(i) ver(j)
Ejemplo 4.1.14. Sear(0) = (0,1,2,0) y (1) = (3,2,0,0) entonces s(0,1) = x1Vas Vs

porque esas son las variables en el que difieren.
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Ejemplo 4.1.15. Considere la siguiente tabla que describe a la funcién g:

Ty | X2 | 23| g
012110
3101010
1121210
210171
01071211
0O} 1 112

entonces

r(0) = {(0,2,1),(3,0,0),(1,2,2)}
r(1) ={(2,0,1),(0,0,2)}
T(Q) = {(07 L, 1>}

por lo tanto

$(0,1) = (1 Vaxa) A (xy Vas Vaz) A(zy Vas) A(xr Vas) Alxg Ve Vaes) A(x V)
5(0,2) = (z2) A (21 Vo V a3) A (21 V 22 V 3)

5(1,2) = (z1 Vxg) A (1 V 22 V 23)

Definicién 4.1.16. Un sentencia se dice que estd en forma normal disyuntiva si es
una disyuncion (sucesion de O’s -\/-); es decir, que consiste de una o mas disyunciones

cada una de las cuales es una conjuncion de uno o mas sentencias.
Ejemplo 4.1.17. Algunos ejemplos de forma normal disyuntiva son:

= A
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« AVB

» ANB

AV (BACQ)
» (AANB)V (BA-C)

Ejemplo 4.1.18. Si se tiene (22 V x3) A (22 V 23V 24) A (21) entonces al expresarlo en

forma normal disyuntiva, queda:
(xa Vxg) A(za Vs Vo) A(z) = (x2 Vs V) A(x)
= (xa ANx1) V(T2 Axq) V (24 A 27)
Nota:Por facilidad expresaremos a A b como ab.
Ejemplo 4.1.19. Expresar en forma normal disyuntiva x3(zy V x5)(z1 V x5)
L"Cg(ilig V .1'5)(33'1 vV 235) = 5133{1'2(1'1 V I5) V .T5<ZZ'1 V 1'5)}
= x3{x129 V Tox5 V 1125 V T5}
= X1T9T3 V ToX3Tx V 13T vV T35

= XT1X9T5 V T3y

4.2. Algoritmo para encontrar conjuntos de vari-
ables no redundates

Considerando a f como una funcién en multiples variables, Sasao en [12] propone un
algoritmo para minimizar las variables dependientes de dicha funcién, esto es, expresar
a f con el minimo numero de variables. Para esto, el autor utiliza una extensién del

método de Halatsis-Gaitanis desarrollado en [7].

El procedimiento que propone se puede resumir en el Algoritmo 5.
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ENTRADA Una funcién multivariable f : D C P" — @

SALIDA Los conjuntos X de variables tal que X contiene variables no
redundantes para f

INICIO

PASO 1: Encuentre los r(i) para i € f(D).

PASO 2: Halle R = A s(4, j) para todo i # j.

PASO 3: Exprese a R en forma normal disyuntiva.

FIN
Algoritmo 5: Algoritmo para encontrar los conjuntos de varibales no redundantes

para f

Ejemplo 4.2.1. Sea f la funcién dada por la siguiente tabla:

Ty |22 |23 | g | f
001110
117011110
201111
O(1 (111
0112 |2]2
0120 1]2

Se quiere encontrar los conjuntos que no contienen variables redundantes para esta fun-

cién. Aplicando el algoritmo de Sasao obtenemos:

INICIO

Paso 1: Los r(i) para f son
r(0) = {(0,0,1,1), (1,0,1,1)}
r(1) = {(2,1,1,1),(0,1,1,1)}
r(2) = {(0,1,2,2),(0,2,0,1)}
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Paso 2:
s(0, (21 V @) (x2) (21 V 22) (21 V 2)

0,1) =
(O, 2) == (IQ V T3 V ZE4)(Z’2 V 134)(1‘2 V 1’3)({[‘1 V T V T3 V 3174)(1'1 V T2 V ZL’3)
(1,2) =

»

(1 VsV ay)(ry Vs Vas)(rsVey)e(ry V) Asi R es:

V)

R = (1 Vxg)(xa)(x3 V xy) (2 V a3) (1 V 22) (21 V 22) (21 V 22 V 23 V 2y)
(x1 Vo Vas)(xy Vs Vay) (e Ve Vas)(esVay) (e Vas)
que se puede expresar mas simplificado como
R = (x1Vay)(xa) (w3 Vay)(xe Vas)(ry VasVasVay) (e Ve Ve (e Ve Vey).
Paso 3: Expresando a R en su forma normal disyuntiva queda que R = xox3 V To24.

FIN

Por lo tanto hay dos conjuntos de variables no redundantes: X; = {xs, 23},

XQ = {1’2, 5134}.
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Capitulo 5

Resultados

Una vez se ha recorrido por los capitulos anteriores, podemos dar una solucién al

siguiente problema:

Dada una red reguladora de genes, o un sistema biologico en general, a la cual se
le conoce informacién de los estados de los genes a través del tiempo y ademés se posee
informacion de cémo un gen en especifico interfiere en los siguientes estados de otro,

se quiere encontrar el modelo que cumpla dichas condiciones y que mas se ajuste a la red.

Para esto se realizara ingenieria reversa, encontrando un sistema dinamico polinomial
deterministico en tiempo discreto sobre un conjunto finito de estados. Tal modelo se
encontrarda haciendo una modificacién al algoritmo de Laubenbacher y Stigler y uti-
lizando el resultado de [11]. Dicho procedimiento se discutira en la primera seccién de

este capitulo y su implementacion computacional, en la segunda.
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5.1. Solucion

En la red reguladora de genes a la cual se le quiere encontrar un modelo, vamos a

considerar:

n el nimero de genes de la red.
» f:F; — Fy, un PDS, el modelo a encontrar que simule la red.

El comportamiento de cada gen i serd modelado por fi(z1,...,2,).

Ji asumird valores en Fy, donde Fy es el conjunto (finito) de estados posibles de

los genes.

En el tiempo j, el estado de los n genes es s; = (Sj1,...,Sjn) con s; # s;.

= m el nimero de mediciones que se tienen de la red.

Las m medidas consecutivas de los estados de los genes seran simbolizadas por

80,515+ -+ Sm—1-

I el gen que va a influir sobre los estados del gen J.

Es bien importante que el PDS f cumpla con que
f(s0) =51, f(51) = 89, -, f(Sm—2) = Sm—1
o equivalente a que
fi(sj) =sjpiparai=1,...n,j=0,1,...,m—1

ademas que f; dependa de x;, esto es, que f; se escriba, entre otros, en términos de x;.

Para cumplir con el objetivo, se realizé una modificacion al algoritmo de Laubenbacher

y Stigler, utilizando también los conceptos de bases minimas y teoria de eliminacién.
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Este procedimiento se describe en el Algoritmo 6.

ENTRADA Una serie de tiempo sg, S1,...,Sm_1 € X" que describen
los estados de una red y las variables 7, J donde [ es el gen
que influye en el estado del gen J.
SALIDA Una funcién polinomial f € Flxy, ..., z,] tal que
f(s;) = sj4+1 ¥ que f no contenga componentes
polinomiales que se desvanecen en la serie de tiempo y que
f7 contenga x;.
INICIO
PASO 1: Usando la version del Algoritmo de Sasao, desarrollada por
D. Bollman y O. Orozco podemos producir un conjunto
X que no tenga variables redundantes.
Paso 2: Usando X y el Algoritmo del Teorema Chino de los
residuos podemos encontrar una solucién particular fj
que interpole los datos en términos de x; y las variables
X
PASO 3: Computar el ideal I de todos las soluciones que se
desvanescan en los datos.
PASO 4: Usando teoria de eliminacién podemos obtener la reduccién
f de fo con respecto a I N F,[X, x;].
FIN

Algoritmo 6: Solucion al problema de ingenieria reversa con conocimiento previo
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Ejemplo 5.1.1. Sea una red reguladora con 4 genes, donde los estados de ellos pueden

asumir 5 valores donde se tienen las siguientes 8 mediciones

so = (0,0,1,1),
s1=1(1,2,3,2),
se = (3,2,1,3),
s3=(4,1,1,4),
sy = (1,4,2,0),
ss = (0,4,0,1),
s¢ = (1,4,1,0),
sy =1(0,1,1,1)

y se conoce ademas que los estados del gen 2 interfieren en los estados del gen 3. En-

tonces se quiere encontrar un modelo que la simule.

El PDS a encontrar es uno de la forma f = (f1, fo, f3, f1) : Z3 — Z3 tal que para

f17f27f3 y f4 se tiene que

Ty | @y | w3 | s | 1| J2 | S5 | Ja
oOjo0o| 11 ]12]|3]2
112 (3123|213
31211341114
4 11 (114111 4]2]0
11412]0]0]4)0]1
0O(4,0 (1 (1[4]1]2
1{14}1]0]0]11]1

Si aplicamos el algoritmo de Stigler para hallar el sistema dindmico que mas se ajusta

a las mediciones es
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o f1 =227 — 1 — 209 + 203 + 214,

L] f2:—2$i—$1—2$2+l’4—2,

f3:—2$?1—x1+2x3+x4+2,

fi=22+ 1z + 223 — 224 + 1

pero no cumple con la condicién que el gen 2 interfiere en los estados del gen 3, esto es,

f3 no aparece en términos de x5, por lo tanto, aplicamos nuestro algoritmo para f3:

Aplicando el algoritmo de Sasao para hallar las bases minimas de f3 se obtiene que:

» Para f3 las posibles bases son X; = {xq, 23}, Xo = {x1, 23}, X3 = {x1, 22}
Xy = {x3, 24}

Usando la base X} = {xs, 3} que es una que contiene la variable x5 que nos interesa,

se halla un polinomio particular:
fz = 2285 — 2523 — a5 + 25ws — 205 + 22523 + 205 — 222w3 — XoxE + Th + Loz + 279 — 2
Ademas, se calcula el ideal I que se desvanezca en las mediciones dadas
2 2
I = (woxy — w32y —xf + 22 + 204 + 1, 0124 — 2304 + 25 + 201 + 70 + 24 — 1,
2
X3 +2I3I4 +2I3 — 21L'4 + 2,$2$3 —X3%4 +T1 +23 +T4 — 1,
2 2
T1X3 + 20304 — 201 — T —x3 — 224 + 1,75 + 13704 — T — X1,

2 2 2
1Ty + x5 +T1 — 4,07 + 20304 — Ty + 201 — 229 — T4,

3 2 2 2
Ty —x3%4 +x; +x9 — 224 + 1, 0305 — x5 — X1 —T9)

Haciendo I N Zs|xs, x3], el ideal resultante que obtenemos es
(—2ox2 + 203 + 2w w3 — 202 —x9 + 73 — 1, —2523 — T3 + 23 + 2wy w3 — 223 — 279 +

T3 + 2,05 — Toxs + 275 + 1o + 3 + 1, —25 + 223 + 23 — 225)
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y por ultimo, si hacemos la reduccién normal de f3 respecto a este nuevo ideal, se ob-
tiene que el nuevo f3 es

f3 = =223 + 23 — 2wox3 + 223 + 239 + 3.
Por lo tanto, el PDS que modela la data y cumple con la condiciéon que xzo aparece
en f3 es:

n fi =20 — @y — 220 + 223 + 2a4,

v fo =207 — 2 — 210 + @4 — 2,

n fy = =223 + 23 — 29wy + 205 + 225 + 13

o fy =341+ 223 — 224+ 1

Ejemplo 5.1.2. Se obtienen las siguientes medidas de una red que posee 7 genes:

Tiempo | Gen1 | Gen 2 | Gen 3 | Gen 4 | Gen 5 | Gen 6 | Gen 7
0 0 0 1 2 3 0 0
1 2 3 0 0 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1
3 2 1 3 4 0 0 1
4 3 4 1 2 4 0 4
5) 2 2 2 2 1 1 1
6 0 0 0 0 1 1 1

y se sabe que los genes 1,2 y 3 interfiere en los estados de los genes 4 y 5, por lo tan-

to se desea hallar un PDS que mejor modele esta red y que cumpla con tales condiciones.

Se encontrard un PDS f = (f1,..., f1) : ZI — ZI tal que f interpole los datos.

= Se utiliza el Algoritmo de Laubenbacher y Stigler para encontrar el siguiente

sistema dinamico:
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o fL =213+ 14— x5+ 206 — 227

° f2:—x3—2x5+2x6—2x7—1

f3:2x3+$5+2x7—2

f4 = —$3+2l’4 — Iy +2$6+2£C7

Js =3+ x5 + 276 + 1

f6:2$3—.134—375—|—2276—$7—1

f7:2$3—21’4+l’5—$6+$7

pero no cumple con la condicién que los genes 1, 2 y 3 no interfieren en los

estados de los genes 4 y 5, por tal motivo aplicamos nuestro algoritmo para f; y

f5
= Para f;:

e Utilizando el algoritmo de Sasao para hallar los conjuntos de variables que no
son redundantes para fj se obtienen que tales conjuntos son X; = {3, xs, 7},
Xy = {3, 75, 76}, X3 = {24, 27}, Xy = {24, 05}, X5 = {12, 75}, X = {2, 24},
Xy = {1’2,903}, g = {951,335}, Xy = {$1,$4}, Xy = {951,$3}, X = {951,952}-

e Si utilizamos el conjunto &7 junto con x; hallamos una soluciéon particular
que interpole la data en esas variables fy = 2} + z + 22329 + 2329 — 227 —

r129 + 21‘1.
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e Se halla el ideal que se desvance para las mediciones obtenidas de la red:

I=(xg—x3— x5 — 16 — 207 — 1,21 + 23 — 24 — x5 — 206 + 227 + 1,

x§+2$3 — 224 + x5 + 226 + 227 — 1, 2607 — T, 57 — 223 + 224 — 225 — 206 — 27 — 1,
TaTy — Ty — 2T7 + 2, T3x7 — T3 —m—i—l,x% — Tg, TsTg + 2T3 — 224 + 226 + 2,
x4x6—2x3+x4—x5—x6—x7—2,x3x6+2x3+2x4—$5—x7+2,x§—x5+x7—1,
x4x5—x3+2x5—x7—1,x3x5+x3—2:64—2x5+2x6—x7+1,$i+2x3—2x5+x6—2907,

T3y + 204 + 225 + 207 — 2,$§ + 224 + x5 — 206 + 7 + 2)
e vy al hacer I N Z3[xy, x2, 73], el ideal resultante es

<—$§ — X1T3 — Tox3 + X1 + To + xs, 21’1%3 + 2.1‘21’3 + 21’§ - 2.T1 — 21’2 + 3+ 2,
2x2x§ — 1Ty — x% — 2:13‘% — 2x3 — 1, xf + 22129 + 291;3 + xox3 + :L‘% — 29 — 1,

— 1Ty — 293% + 22913 — 211 — 229 + 223 — 2, —x% — 93 — 2x§ —2x1 — 19+ 2

e Por ultimo, haciendo la reduccién normal de f; con el ideal anterior se obtiene

que: f4 = —xox3 — :E§ — 1+ X9+ 223 — 1
= Para fs5:

e Utilizando el algoritmo de Sasao para hallar los conjuntos de variables que no
son redundantes para fj se obtienen que tales conjuntos son X; = {3, xs, 27},
Xo = {x3, x5, 26}, X3 = {4, 27}, Xy = {xg, x5}, X5 = {22, 25}, X = {22, 76},
X7 = {5752,354}» Xy = {532,5133}, Xy = {331,565}, Xio = {561,954}, X = {951,353},
X = {x1, 22}

e Si utilizamos el conjunto Ay junto con x; hallamos una soluciéon particular
que interpole la data en esas variables f5 = —22% + 2{xs — 2} + 23wy — 223 —

T1T9 — T1.
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e Se halla el ideal que se desvance para las mediciones obtenidas de la red:

I'=(xg—x3— x5 — 16 — 2207 — 1,21 + T3 — 224 — x5 — 206 + 227 + 1,

x§+2$3 — 224 + x5 + 226 + 227 — 1, 2607 — T, 507 — 223 + 224 — 225 — 206 — 27 — 1,
TaTy — Ty — 2T7 + 2, T3x7 — T3 —m—i—l,x% — Tg, TsTg + 203 — 224 + 226 + 2,

Ty — 23 + Ty — T5 — Tg — Ty — 2, T3T6 + 203 + 214 — T5 — T7 + 2,78 — x5 + 17 — 1,
x4x5—x3+2x5—x7—1,x3x5+:1:3—2:64—2x5+2x6—x7+1,$i+2x3—2x5—|—x6—2907,

T3y + 204 + 225 + 207 — 2,x§ + 224 + x5 — 206 + 7 + 2)
e y al hacer I NZ3[x, z9, x3], el ideal resultante es

<—a:§ — T1T3 — ToZ3 + T1 + Ty + T3, 20173 + 27973 + 2:5% —2x1 — 229 + 23 + 2,
2$2x§ — T1Ty — :vg — 2m§ —2x3 — 1, :v% + 2z129 + 21‘% + x93 + x% —x9— 1,

— XXy — 2I3 + 2x9x3 — 211 — 229 + 223 — 2, —x% — XoX3 — 2x§ — 2T —To + 2

e Por tltimo, haciendo la reduccién normal de f5 con el ideal anterior se obtiene

que: fs = —22— 1)+ 29— 723+ 2

Por tal motivo, el PDS que se ajusta a los datos y cumpla con las condiciones requeridas

€s:

fi=2x3+ 14 — x5 + 2006 — 227

u f2:—x3—2x5—|—2x6—2x7—1

f3=2x3+ x5+ 207 — 2

= f4:—$2$3—x§—x1+x2+2$3—1
 fs =22 — 1) +xy— a3+ 2

n fo =213 — 14— 5+ 2w — 27— 1

» fr=2x3 —2x4 + 15 — 16+ X7
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5.2. Algoritmo Colén-Orjuela vs. otros algoritmos

En el siguiente diagrama se muestra la diferencia del algoritmo propuesto con res-

pecto al algoritmo de Laubenbaches-Stigler y el algoritmo Bollman-Orozco, éste ultimo

propuesto en [11].

Datos: sg,81....,Sm—1 Datos: sg, 81, ..., 8m—1 Datos: o< S,

JL 4 JL &

Algoritmo Algoritmo Algoritmo
Laubenbacher Bollman- Colon-
_Stigler. Orozco. Orjuela

f - (fl ----- fu)
tal que f(s;) = si41
parai=0,..., m — 2

4

[ tal que f(s;) = sipy
donde cada f; contiente solo
variables no redundantes.

Se aclarara lo anterior con un ejemplo:

Ejemplo 5.2.1. Sea una red que posee 4 nodos, cada uno de estos con 3 posibles es-

4

I tal que f(s;) = sit
donde f; contiene variables
no redundantes y f(;) esta
en términos de z,;, v A

tados, de la cual se pudieron obtener las siguientes medidas:
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Ty | To | T3 | X4
0O/ 1,210
01211
112112
171,101
171 1]1
0O/ 1,110
212122
110]0]1

lo cual es equivalente a:

Ty | T2 | T3 | T4 f1 f2 f3 f4

[\ V)

ademas de conocer que el gen 1 y 2 interfieren en los estados del gen 2, y el gen 1

interfiere en si mismo.

Aplicando los 3 algoritmos se obtiene que:
= Algoritmo Laubenbacher-Stigler:
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Realizando el procedimiento descrito en el la Seccién 3.2 se obtiene que el PDS

f: 725 — 7Zj queda:

2
f1:I3$4+I4+5L’2+I3—$4
fo=—21—1
fs=a304 — 01 — T2 — 23 — 24+ 1

2
fo=—z;+T1 — 23+ 24

Note que el conocimiento que se tenia de la influencia de unos genes sobre otros

no se ve reflejado completamente.

= Algoritmo Bollman-Orozco:
Para hallar cada f; en términos de variables no redundantes, primero se halla lo

que ellos llaman bases:

e Para f; las bases son Xy = {xo, 23, 24}, Xo = {1, 23, 24}, X5 = {21, 22, 23}
Considerando cualquier conjunto de variables no redundantes, por ejemplo
X3, se tiene que f; es

f1 = 212223 + 2122 + 2123 — ToT3 + T — X — T3 — 1

e Para f, las bases son X} = {zy, x3, 24}, Xo = {21}
Considerando cualquier conjunto de variables no redundantes, por ejemplo
X, se obtiene que f5 es
Jfo=—x1+2

e Para f3 las bases son X = {x3, x4}, Xo = {x1, 22, 23}
Considerando cualquier conjunto de variables no redundantes, por ejemplo
X3 se tiene que f3 es

fs=—a3 — w304 — a5+ 1
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e Para fy las bases son X = {xq, x3, 24}, Xy = {21, 23, 24}, X3 = {21, 22, 23}
Considerando cualquier conjunto de variables no redundantes, por ejemplo

X3 se tiene que f4 es

f1 = vixdes — xlad + w32ies — 2322 — vlws — 222kws + 2l + a3 — 2dws +

TIrars — 120503 + X3 — wiwe + 1123 + wws — 23 + 1103 — Toxs + 20 — 1
Por lo tanto, un PDS que se obtiene mediante este algoritmo puede ser:

f1 = T1T9T3 + X 1T + X1X3 — ToX3z + T — Lo — T3z — 1
fo=—x1+2

_ 2
f3——l’3—$31’4—1'3+1

_ 4.2 4,2 3,.2 3,.2 4 2,2 4 2,2 3 2 2 3
fa = 2i0503 — T1T5; + X]X5x3 — X]X5 — TIT3 — TITHT3 + X7 + X7T5 — TIT3 + TIT2T3 — L1503 + T

pero note que por mas que se escojan otras bases, la condicién de, por ejemplo,

que el gen 2 influya en el gen 2 no se logra cumplir con este resultado.

Algoritmo Colén-Orjuela:
Realizando todos los pasos descritos en la seccion 5.1, se obtiene que el PDS que

mejor se ajusta a la data y que tiene en cuenta el conocimiento previo es:

fi=-—mzre—21+20—1

4 3 4 3
fo=—x175 — 1175 — x5 — TH + X175 + X9
fs=x304 — 01 —To — w3 — 14+ 1

2
f4:—l‘4+$1—3§'3+l’4
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5.3. Implementacion

Los calculos de los algoritmos nombrados anteriormente requieren mucho trabajo,
razén por la cual se han implementando computacionalmente. La herramienta aqui uti-
lizada es el programa de adlgebra computacional libre denominado CoCoA cuya descarga

se puede realizar del sitio web http://cocoa.dima.unige.it.

5.3.1. El Sistema Computacional CoCoA

CoCoA, cuyas siglas significan Computation-
al Conmutative Algebra, fue implementado desde
1983 originalmente por A. Giovini y Gianfranco
Niesi, estudiantes de la Universidad de Génova,
Italia. En su desarrollo, a través de los anos, han
contribuido gran cantidad de personas entre los

que se destacan Lorenzo Robbiano, Ana Bigatti,

Jhon Abbott y Massimo Caboara. Inicialmente
Figura 5.1: Logo de CoCoA fue elaborado en Pascal pero desde 1993 fue im-
plementado en C para que pudiera ejecutarse sobre diversos sistemas operativos entre
los que se encuentran Linux, Unix, Windowx, MacOS y Solaris.
CoCoA fue desarrollado especialmente para matematicos con poco o nada de conocimien-
tos en programacion, con el fin de ser una herramienta til y de poca complejidad para
resolver problemas especificos en matematicas, especialmente en dlgebra, cuyos cdlculos

sean dispendiosos.

5.3.2. Algoritmos

A continuacién se explican los algoritmos desarrollados durante este trabajo, junto

con un pequeno ejemplo de entrada y la salida de cada uno de ellos. (El cédigo fuente

78



se anexard al final del trabajo).

= Algoritmo Laubenbacher-Stigler
OBJETIVO: A partir de una serie de puntos, encuentra el PDS que lo modela,
aplicando el algoritmo de Ingenieria Reversa de Laubenbacher-Stigler.
ENTRADA: Numvariables: Dimension del espacio
P: Nimero de elementos en el cuerpo finito
Puntos: Serie de puntos

SALIDA: La funcién F' = [f1, fa, ..., faumuvariables].

Ejemplo 5.3.1. Se quiere simular una red de la que se tienen las siguientes medi-
ciones:
so=(0,0,1),51 =(2,0,1),50 = (1,1,1),s3 = (2,1,0), 54 = (2,0,0)

entonces si corremos el programa:

Entrada: AlgoritmoLS(3,7,][0,0,1],[2,0,1],[1,1,1],[2,1,0],[2,0,0]]);
Salida: [—2z[1]*—3x[1]22[2]+22[1)24+32[1]x[2]+2, z[1*+32[1]22[2] -3z [1]x[2], —2x[1]*+
3z[12x[2] — 3z[1]x[2] + z[1] + 1]

= PolinomiodePuntos
OBJETIVO: A partir de una serie de puntos, encuentra la funciéon que los genera.
ENTRADA: Numvariables: Dimension del espacio
P: Nimero de elementos en el cuerpo finito
Eses: Serie de puntos
As: Valores funcionales de f, es decir, f(Eses) = As

SALIDA: La funcién f; minima.

Ejemplo 5.3.2. Dados los datos de f : Z3 — 7Z3
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Ty | To | T3 | X4
01012
210111
111112
211102

Entrada: PolinomiodePuntos(3,7,][0,0,1],[2,0,1],[1,1,1],[2,1,0]],[2, 1,2, 2]);
Salida: 3z[1] — 3z[2] + 3z[3] — 1

= Funcion0
OBJETIVO: Halla el polinomio de interpolacion a partir de una serie de datos.
ENTRADA: Numvariables: Dimension del espacio
Eses: Serie de puntos
As: Valores funcionales de f, es decir, f(FEses) = As

SALIDA:La funcién que interpola los puntos.

Ejemplo 5.3.3. Dados los datos de f : Z3 — 7Z3

Ty | To | T3 | X4
01012
210111
171112
211102

Entrada: Funcion0(3,[[0,0,1],]2,0,1],[1,1,1],2,1,0]], [2, 1,2, 2], 7)
Salida: —2z[1]®> — 3z[1]2x[2] + 2z[1)* + 3z[1]z[2] + 2

= QuitaSubconjuntos

OBJETIVO: Dada una lista de conjuntos, encuentra que elementos son subcon-

juntos de otros en la lista y los elimina.
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ENTRADA: Variables: Un Lista de Conjuntos

SALIDA: Una lista de conjuntos cuyos elementos no son subconjuntos de otros.

BasesSasao
OBJETIVO: Dada una funcién f encuentra las variables que son bases para
esta.
ENTRADA: (Puntos, N).
Puntos: [A, B donde f(A) = B, A: lista de dimensién N
N: Dimension del espacio

SALIDA:Los conjuntos de variables que son bases de la funcién.

Ejemplo 5.3.4. Hallar las bases de la funcién g : Z3 — Z3 descrita por

Ty | T2 | T3 | g4 | g
O[22 111210
211111010
0O} 1|1 }2]1
20112111
0|1 |2]1]2
2121222
0[O0 1|23
1111 11]2|3

Entrada: BasesSasao(][[[0,2,1,2],0],][[2,1,1,0],0],[[0,1,1,2],1], [[2,1, 2, 1], 1],
..cont...[[0,1,2,1],2],[12,2,2,2], 2], [0,0,1,2], 3], [[1, 1,1, 2], 3]], 4);
Salida: [z[1|x[2]x[4], z[1]z[2]x[3]]

Interpolacionconvariables
OBJETIVO: Halla el polinomio de interpolacién a partir de una serie de datos

solo en términos de las variables de la base y anadido.
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ENTRADA: Variables: Todas las bases para f
Eses: Puntos a interpolar
As: Valores funcionales de f, es decir, f(Eses) = As
N: Dimension del espacio
Varinterfiere: Variable que se sabe que interfiere en un estado de otra

SALIDA: La funcién que interpola los puntos.

Ejemplo 5.3.5. Se quiere encontrar un PDS que interpole los siguientes datos,

conociendo ademas que f depende de x5, entonces

Ty | T2 |3 | T4 | f
0O/0(11]3
1121321
312131
4 1111412
1 21010
04,01 1]1

Entrada:Interpolacionconvariables(][2, 4], [3,4],[2, 3]],[[0,0,1,1],[1,2,3,2],[3,2, 1, 3],
cont..[4,1,1,4],[1,4,2,0],[0,4,0,1]],[3,1,1,2,0,1],4, 5, 2);
Salida: z[2]* + x[4]? — 2z[2] + 2
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Apéndice A
Algoritmos

A continuacion se encuentra el cddigo fuente de los algoritmos mencionados en los

Capitulos 4 y 5.

A.1. Algoritmo Quitasubconjuntos()
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Define QuitaSubconjuntos(Variables)

[:=1;
while [ < Len(Variables) do
J:=I+1;

while J < Len(Variables) do
/* Evalua si es subcojunto para removerlo

if IsSubset(Variables[I], Variables[J]) then
| Remove(Variables,J);

end
else
| J:=J41;
end
end
[=I+1;

end
Return Variables;

EndDefine;

Algoritmo 7: Cédigo QuitaSubconjuntos
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A.2. Algoritmo BasesSasao
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Define BasesSasao(Puntos,N)

/* Definicién de variables
FdePuntos:=[]; Rs:=[];
LenFdePuntos:=|[];
Temporal:=[];

Variables:=[[;

/* Saco los valores funcionales de f

for I:=1 To Len(Puntos) do
| Append(FdePuntos,Puntos[I,2]);

end
/* Quito los que se repiten

FdePuntos:=Set(FdePuntos);

/* Encuentro los puntos que tienen el mismo valor funcional

for I:=1 To Len(FdePuntos) do
Temporal:=[[;

for J:=1 To Len(Puntos) do

if Puntos/J,2]=FdePuntos[l] then
| Append(Temporal, Puntos[J,1]);

end
end

Append(Rs,Temporal);

Insert(LenFdePuntos,I,Len(Temporal));

end

Algoritmo 8: Cédigo BasesSasao
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/* CONTINUACION BasesSasao */

/* Para cada uno de los anteriores, encuentro la(s) componente(s)
en la que ellos difieren es decir encuentro los s(i,7,k,1) x/

for I:=1 To Len(LenFdePuntos) do

for J:=I+1 To Len(LenFdePuntos) do

for (Subl:=1 To LenFdePuntos[I] do

for SubJ:=1 To LenFdePuntos/[J] do

for K:=1 To N do

if Rs[I, Subl, K| <> Rs|J, SubJ, K| then
| Append(Temporal K);

end
end

Append(Variables, Temporal);

Temporal:=|[;

end

end

end

end

/* Quito repeticiones */

Variables:=Set(Variables);

/* Miro que conjuntos son subconjuntos de otros para eliminarlos */
Variables:=QuitaSubconjuntos(Variables);
Reverse(Variables);

Variables:=QuitaSubconjuntos(Variables);

/* Defino R como la conjuncién de los s(i,j,k,l) para i <>j y

expreso a R en la forma normal disyuntiva */
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/* CONTINUACION BasesSasao
/* Producto Cartesiano
Producto:=Variables[1];

for I:=2 To Len(Variables) do
| Producto:=Producto, jVariables|[I];

end

/* Elimino los paréntesis del producto Cartesiano
Variables:=[[;

for I:=1 To Len(Producto) do
| Append(Variables,Set(Flatten(Productoll])));

end

/* elimino otra vez los subconjuntos despues del producto
Variables:=QuitaSubconjuntos(Variables);
Reverse(Variables);

Variables:=QuitaSubconjuntos(Variables);
//* Escogemos las variables que pertenecen a la base

VarVerd:=[[;
Equis:=[];

for I:'= 1 To N do
| Append(Equis x[I]);

end

for I:=1 To Len(Variables) do
Temp:=1;

for J:=1 To Len(Variables[I]) do
| Temp:=Temp* Equis[Variables[I,J]];

end

Append(VarVerd, Temp);

end

/* Retorna los conjuntos que songRases para f

Return(VarVerd);

EndDefine;

*/

*/




A.3. Algoritmo PolinomiodePuntos()

Define PolinomiodePuntos(Numvariables,P,Eses,As)

/* Crea el polinomio f0O:polinomio que interpola los datos */

FO:=Funcion0(Numvariables,Eses, As,P);

/* Crea el ideal de polinomios que se desvanecen en los puntos */

IdealdePuntos:=Ideal OfPoints(Eses);

/* Hace la reduccién del polinomio fO con respecto al ideal */

Fi:=NF(F0,IdealdePuntos);

Return(Fi);

EndDefine;

Algoritmo 9: Cédigo PolinomiodePuntos
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A.4. Algoritmo FuncionO()
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Define Funcion0(Numvariables,Eses,As,P)

/* Declaracién de variables

VectorB:=[];
Numerodatos:=Len(Eses);
/* Crea las variables

for I:=1 To Numwariables do
| Append(X,x[T]);

end

*/

/* Crea los bij, es decir, la primera coordenada donde difieren las

eses

for I:=1 To Numerodatos do

if K < Numwariables then
Append(VectorBL(Eses|J, K] — Eses[I, K])=2 x (X[K] —

Eses[I, K)));

end

end

else
| Append(VectorBI,1); 91

end

end

Append(VectorB,VectorBI);

*/

VectorBL:=[J;
for J:=1 To Numerodatos do
if I # J then
/* Halla la primera componente en que difieren los puntos
*/

Difieren:=Eses|I]-Eses[J];
K:=1,
while Difieren[K]=0 And K < Numuvariables do
| Ki=K+1;
end




/* Crea las R
R:=[];

for J:=1 To Numerodatos do
Temporal:=1;

for I:=1 To Numerodatos do
| Temporal:=Temporal*VectorB([I,J];

end

Append(R,Temporal);

end
/* Crea el polinomio fO
F0:=0;

for I:=1 To Numerodatos do
| FO:=FO+As[I]*R[I];

end
Return(F0);

EndDefine;

Algoritmo 10: Codigo Funcion0
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A.5. Algoritmo AlgoritmoLS
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Define AlgoritmoLS(Numvariables,P,Puntos)

/* Declaracién de variables */

Numerodatos:=Len(Puntos);

//Separa los puntos para cada funcién f;
/* Selecciona los puntos (datos) menos el dltimo x/

for K:=1 To Len(Puntos)-1 do
| Append(Eses,Puntos[K]);

end

/* Separa las Ases (ed. los elementos de la coordenada i-esima de
todos los puntos) x/
for I:=1 To Numvariables do

for J:=1 To Numerodatos-1 do
| Append(As,Puntos[J+1,1]);

end

/* deduce el polinomio fi */
Append(F,PolinomiodePuntos(Numvariables,P,Eses,As));
As:=[];

end

Return F;

EndDefine;

Algoritmo 11: Cddigo AlgoritmoLS
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