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En el ano 2006, Anderson y Frazier desarrollaron la teoria de 7-factorizaciones
sobre dominios integrales, como una extension de las factorizaciones comaximales
de McAdam y Swan. La teoria de 7-factorizaciones generaliza el concepto de fac-
torizaciones en la forma usual, y consiste en restringir el dominio de la operacion
producto de un dominio integral D a una relacién simétrica sobre el conjunto de
elementos distintos de cero y no unidades de D. Esta teoria ha sido estudiada por

Hamon, Ortiz-Albino, Juett, Florescu, entre otros.

Este trabajo se enfoca en estudiar la teoria de 7-factorizaciones cuando 7 es
una relacién de equivalencia. Existen diversas razones para considerar relaciones
de equivalencia en el estudio de las 7-factorizaciones, la principal es el historial de
importacia no sélo en el algebra abstracta, si no también en las matematicas en
general. Por el aspecto de la teoria, considerar relaciones de equivalencia marca

el estudio de relaciones que no son ”artificiales”, es decir, aquellas relaciones cuyo
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dominio es casi toda la estructura algebraica (esto es mas dificil que lo que los au-
tores principales consideraron). Ademds, los principales resultados en la teoria de
T-factorizaciones, se han obtenido para relaciones divisibles; cuando se trabaja con
relaciones de equivalencia no se puede asumir la propiedad de divisibilidad de la
relacion. Por ultimo, hallar ejemplos de relaciones de equivalencia multiplicativas y
que preserven asociados. Hamon estudié parcialmente las relaciones de equivalen-
cia modulo n en el dominio de los nimeros enteros. En base a su investigacion y
otros acercamientos de Juett, se crefa que no habia muchos ejemplos de relaciones
de equivalencia que sean multiplicativas y preserven asociados. En este trabajo se
presentan tres familias infinitas de relaciones de equivalencia que satisfacen estas
condiciones. Ademads, se proveen resultados de propiedades de factorizaciones, bajo
estas condiciones, demostrando que ser una relacion divisible es una condicién sufi-

ciente, pero no necesaria para hacer 7-refinamientos.

Ademas, se estudian relaciones de equivalencia que no necesariamente satis-
facen la propiedad de preservar asociados. Cuando se extendieron las relaciones de
equivalencia unitarias a relaciones de equivalencia que preservan asociados, se obtu-
vo que las propiedades de factorizaciones, tanto en la relacién original como en la de
su extension, son equivalentes. En conclusion, se puede asumir que si la relacion de
equivalencia es unitaria, preserva asociados. Al factorizar, se obtiene un resultado

equivalente al que posee la relacion unitaria que no preserva asociados.

Por 1ultimo, se presenta una extensién multiplicativa para las relaciones de
equivalencia modulo n. La misma puede servir de modelo para hallar varias propieda-
des y se presentan algunos posibles trabajos futuros con respecto a este tipo de

extensiones de relaciones de equivalencia.
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In 2006, Anderson and Frazier developed the theory of 7-factorizations on inte-
gral domains, as a extension of the McAdam and Swan’s comaximal factorizations.
This theory is a generalization of the usual theory of factorization, which is based on
restricting the domain of the usual multiplicative operation of the integral domain
to a symmetric relation on the nonzero nonunit elements of D. This theory has been

studied by Hamon, Ortiz, Juett, Florescu, and others.

This work’s main focus is to study the theory of 7-factorizations, when 7 is
an equivalence relation. There are reasons why equivalence relations into study of
T-factorizacions, the main reason is the history and importance of equivalence re-
lations in abstract algebra and in mathematics in general. From the point view of
this theory, the study of 7-factorization with relations that are not “ artificial”, that
is relations whose domain is almost the algebraic structure (this setting is more di-
fficult than the work done by previous authors). Moreover, the main results in the

theory of 7-factorizations were obtained assuming the relation was divisible; such
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hypothesis can not be assume when working with equivalence relations. Hamon stu-
died some topics of the equivalence relation 7(,), that is, the relation modulo n on
the set of integers. Based on this work and other studies by Juett, it was thought
that there were very few examples of multiplicative equivalence relations that pre-
serve associates. In this report, three infinite families of such types of relations are
shown. Some results of factorization properties under these types of relations are
given. Moreover, such results give evidence to show that divisible relations is a su-

fficient, but not a necessary condition to obtain 7-refinements.

Additionally, the equivalence relations that do not satisfy the associated-preser-
ving condition were studied. The associated-preserving extension of a unitary equi-
valence relation, which does not preserves associates, has exactly the same equivalent
factorization properties as the original relation. In conclusion, there is no harm in

assuming that a unitary equivalence relation may preserve associates.

Finally, a multiplicative extension of the equivalence relation modulo n is pre-
sented. This work is an example of the begining of the study of this type of extension.
Hence some properties and observations regarding this work could result in future

work for multiplicative extensions of an arbitrary equivalence relation.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

En la teoria usual de factorizaciones el interés principal radica en la repre-
sentacion unica, de elementos distintos de cero y unidades, como producto de ele-
mentos irreducibles (también conocidos como atomos). En las ltimas décadas se
ha estudiado otro tipo de factorizaciones las cuales resultan ser tinicas bajo ciertas
condiciones, por ejemplo, representaciones en elementos primales, rigidos, primarios
y comaximales, entre otros (para mas detalle ver [7] y [11]). Extender resultados
como el teorema fundamental de la aritmética a este nuevo tipo de factorizaciones
ha dado como resultado la generalizacion de la teoria usual de factorizaciones sobre
dominios integrales y, recientemente, sobre anillos conmutativos con unidad y posi-

blemente con divisores de cero.

En el ano 2006, Anderson y Frazier, motivados por el trabajo de factorizaciones
comaximales de McAdam y Swan, publicado en el 2004 [11], desarrollan una teorfa de
factorizaciones mas general que la tradicional, llamada la teoria de T-factorizaciones
[5]. La misma consiste en restringir el dominio del producto a una relacién simétrica
7 sobre el conjunto Df, el conjunto de los elementos distintos de cero y de unidades

del dominio integral D.

En su trabajo inicial, Anderson y Frazier introducen el concepto de r-factoriza-

cién de un elemento x, distinto de cero y no unidad, y la definen como una expresién



de la forma z = Azy - - - 2, donde z;72; paratodoi # jcon 1 <i,j <ny e U(D)
(el conjunto de la unidades de D). En [2] y [5], los autores muestran cémo la nueva
teoria generaliza la teoria tradicional y las factorizaciones en elementos primales,
primarios, rigidos, etc. Por ejemplo, si 7 = D! x D¥ se obtiene el producto usual; y si
se define 7y siy solo si z y y son elementos primales (resp. primarios, rigidos, etc.),
se obtienen las factorizaciones en elementos primales (resp. primarios, rigidos). Las
factorizaciones comaximales, estudiadas por McAdam y Swan, también se pueden
obtener a partir de esta nueva teoria definiendo x7y si y solo si (z,y) = D. En
este caso, las 7-factorizaciones son de la forma x = x; - - - x,,, donde x; y x; son ele-

mentos comaximales para i # j (se omite A, pues la relacién ayuda a no necesitarla).

La principal dificultad en el estudio de la teoria de 7-factorizaciones, se presen-
ta en que muchas de las propiedades obtenidas con las factorizaciones usuales no se
conservan en esta teoria. Para este inconveniente Anderson y Frazier describieron
tres tipos especiales de relaciones llamadas multiplicativas, que preservan asociados
y divisibles. Sea 7 una relacién simétrica sobre DF. La relacién simétrica 7 se dice
multiplicativa si dados z,y,z € D¥ si 27y y z72, entonces x7(yz). Se dice que T
preserva asociados si para cualesquiera z,y, 2’ € D!, si 27y v & ~ 2/, entonces 2'Ty.
Finalmente, la relacién 7 es divisible si para todo z,y,2’ € D, 27y y 2’|z implica
que x'7Ty. Con estas relaciones se consigue preservar algunas propiedades algebraicas
que con el producto usual se ignora su utilidad. Por ejemplo, si la relacion es multi-
plicativa, cualquier 7-factorizacion es de la forma x = Axq - zo. Si la relacion preserva
asociados, las T-factorizaciones son de la forma x = x1 - - - x,, 0 sea se puede omitir
A en el frente de la expresién. Por otro lado, si 7 es una relacién divisible, dado un
elemento x, cualquier 7-factor de un 7-factor de x también es un 7-factor de x. Para
este tltimo tipo de relaciones, Anderson y Frazier obtuvieron resultados muy simi-

lares a los obtenidos con las factorizaciones usuales, mostrando que para relaciones



divisibles la teoria de T-factorizaciones hereda muchas propiedades estructurales de

la teoria usual de factorizaciones.

Desde 2006 otros algebristas han estudiado las 7-factorizaciones, como es el
caso de Hamon, Juett, Florescu, Ortiz-Albino, entre otros. En el 2007 Hamon, de-
sarroll6 en su tesis doctoral topicos en la teoria de 7-factorizaciones. El centro de
su trabajo fueron las relaciones 77, donde J es un ideal del dominio integral D;
definidas por x7;y si y solo si z —y € J. Hamon presenté condiciones suficientes y
necesarias (sobre el ideal J) para que la relacién 7; sea una relaciéon multiplicativa,
divisible y/o preserve asociados, y demostré que toda relacién 7, divisible también
es una relacién multiplicativa (de hecho 7; = Df x D). Dos ejemplos importantes
de relaciones 7; estudiados por Hamon, fueron las relaciones modulares 7,y sobre
Z, donde J = (n) y n > 0; y la relaciéon 7,y sobre el anillo de polinomios de
un dominio integral. En la discusién de la relaciones modulares, Hamon trabajo en
detalle las relaciones para n < 6 y en cada una de ellas caracterizo los elementos 7(,)-
irreducibles, 7(,)-primos y ]%)—primos, los cuales se definiran méas adelante. Ademas,
desarrollé una demostracién que indicaba que paran < 6 y n = 8,10, 12, Z era un
dominio 7(,)-atémico, esto es, todo elemento en D! tiene una T(n)-factorizacion en
T(n)-4tomos (note que 12 estd tachado, pues hoy se conoce que Z no es un dominio
T(12)-atémico, ver [1]). Por otro lado, para la relaciéon 7,) sobre D[z| demostré que
nunca sera divisible y determiné los elementos 7-irreducibles para los casos en los

que D era sélo un dominio integral o el caso en el que D fuese un campo.

Un ano después, R. Ortiz-Albino expone una teoria de factorizaciones no atomi-
cas que resume la teorfa presentada por Anderson y Frazier (ver [9]). Ortiz-Albino
definié nuevos conceptos, como los elementos 7-primales, 7-rigidos y definié lo que

es el -GCD entre dos elementos en D* (el maximo 7-factor en comin). Ademsés,
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generalizé muchos de los resultados obtenidos en [2], especialmente los referentes
a propiedades de estructuras, y estudié las 7-factortizaciones reducidas (las cuales
no requieren la unidad A enfrente de los 7-productos). Adicionalmente, desarrollé la
teoria de I'-factorizaciones, que garantiza mucho mas la teoria de factorizaciones; ac-
tualmente es el tipo de factorizaciones mas general que se conoce. Esta nueva teoria
fue estudiada mds en detalle por Juett en su tesis doctoral [8]. En su trabajo Juett

extiende las I'-factorizaciones de monoides conmutativos con propiedad cancelativa.

Por ultimo, en el 2013 Florescu [1] retoma las relaciones modulares sobre Z,
enfocdndose en las 7,)-factorizaciones reducidas sobre Z y las 7(,)-factorizaciones
sobre N. Su principal objetivo fue ver cémo se extiende el Teorema fundamental de
la aritmética a las 7(,)-factorizaciones, en otras palabras, identificar los valores de n
para los cuales cada entero se puede expresar como producto de 7(,)-irreducibles. Sus
resultados fueron hallados usando la misma técnica de Hamon en [10], el teorema
de la infinitud de primos de la forma a + bn, donde a y b son relativamente primos,

por Dirichlet.

Como se ha visto, estos autores han estudiado las 7-factorizaciones con difer-
entes enfoques especificos. Sin embargo, ninguno de ellos consideré las relaciones de
equivalencia de manera general (aunque Hamon y Florescu trabajaron con relaciones
de equivalencia particulares). El lector debe notar que las relaciones de equivalencia
han sido de gran importancia y es uno de los tipos de relaciones mas trabajadas en
las matematicas en general. En este trabajo se estudian las 7-factorizaciones sobre
dominios integrales, cuando 7 es una relacion de equivalencia. Dada la generalidad de
las 7-factorizaciones, se buscaran condiciones que ayuden a desarrollar herramientas

para el estudio de la teoria; por ejemplo, se consideran relaciones de equivalencia



multiplicativas y/o que preservan asociados. En el desarrollo de este trabajo, se evi-
taran las relaciones divisibles, debido a que si 7 es reflexiva y divisible, la teoria de
las T-factorizaciones coincide con la teoria usual. A pesar de no considerar relaciones
divisibles, se obtienen resultados similares a los que se obtienen en la teoria cuando
se asumen este tipo de relaciones. Se presentan familias de relaciones de equivalencia
que son multiplicativas y que preservan asociados, como también extensiones con

propiedades especificas de algunas relaciones de equivalencia conocidas.

1.1. Resumen de los Capitulos
En este trabajo se desarrolla un marco de la teoria de factorizaciones generali-
zadas: la caracterizaciéon de la teoria de 7-factorizaciones sobre un dominio integral

D, cuando 7 es una relacién de equivalencia.

En el segundo capitulo se introducen las definiciones bésicas de la teoria de
T-factorizaciones. Se presentan ejemplos que ayudan al lector a familiarizarse con la
terminologia y las notaciones. Ademas, se dan algunos resultados que sirven de base

para el posterior desarrollo de este trabajo.

En el capitulo 3 se presentan los resultados del estudio de las relaciones de
equivalencia en la teoria de 7-factorizaciones, de una manera general, por ejemplo,
la caracterizacion de las relaciones de equivalencia multiplicativas y/o que preserven
asociados, la relacién entre las clases de equivalencia y los 7-factores de los elemen-
tos de dicha clase, la posibilidad de los 7-refinamientos para algunas relaciones de
equivalencia, etc. Se proveen algunos ejemplos importantes de relaciones de equiva-
lencia que satisfacen alguna propiedad algebraica (por ejemplo preservar asociados).

Ademas, se demuestran teoremas y proposiciones con respecto a algunas propiedades



de estructuras. El capitulo finaliza con algunos resultados importantes del concepto

de 7-GCD de dos elementos distintos de cero y no unidades.

En el cuarto capitulo, se proporcionan extensiones de relaciones de equivalen-
cia, que satisfacen una de las condiciones: preservar asociados y ser multiplicativa.
Las extensiones que preservan asociados ayudan a caracterizar las T-factorizaciones
y determinar cudndo un elemento distinto de cero y no unidad, es un elemento 7-
irreducible o 7-primo. Por otro lado, solo se presenta una pequena conclusién con

respecto a las extensiones multiplicativas.

En el ultimo capitulo se encuentran las conclusiones de este trabajo y se resumen
los principales aportes a la teoria. Finalmente, se establece cual sera el siguiente paso

para continuar estudiando esta teoria sobre relaciones de equivalencia.



Capitulo 2
ASPECTOS TEORICOS

Este capitulo es una introduccién a una teoria de factorizaciones generalizadas,
definida en 2006 por Anderson y Frazier, llamada la teoria de 7-factorizaciones. El
lector encontrara la definicion del concepto de una 7-factorizacion, y algunos ejem-
plos y resultados necesarios para obtener una idea mas clara del propdsito de esta

teoria.

2.1. Definiciones Basicas
Sea D un dominio integral (anillo conmutativo con identidad y sin divisores
de cero), D* = D — 0y U(D) el conjunto de las unidades (elementos con inverso
multiplicativo) de D. Sea D* el conjunto de los elementos, no unidades y distintos
de cero de D, es decir, D* = D*—U(D). En [5], los autores consideran los siguientes
tipos de relaciones: multiplicativas, divisibles y relaciones que preservan asociados.
En Definicién 1 se presentan de manera formal de cada uno de estos tipos de rela-

cilones.

Definicién 1. Sea D un dominio integral y 7 una relacién simétrica sobre DF. Se
dice que T es una relacién:

1. Multiplicativa; si para todo x,y, z € D con 2Ty v 72, entonces x7yz,

2. Que preserva asociados; si dados z,y, z € D* donde y ~ z, x7y implica que 272,

3. Divisible; si para cada x,vy,z € D* tales que z|y y 27y, entonces x72.



Se debe aclarar que en [2] y [5], los autores definen “divisive relation” (relacién
divisiva) y no “divisible relation” (relacién divisible); sin embargo, en este trabajo
la definicién de relacién divisible coincide con la definicién de relacién divisiva (que
se podria considerar la mejor traduccién de “divisive relation”) dada por Anderson
y Frazier. La relaciones definidas anteriormente inducen propiedades en la teoria
de 7-factorizaciones utiles para obtener resultados. Algunas de estas propiedades
ignoradas en el estudio de factorizaciones en la forma usual son el hecho de que el
producto de factores primos (no asociados) de un elemento es también un factor de
ese elemento, y los factores de factores de un elemento también son factores. Esto
no necesariamente ocurre en la teoria de 7-factorizaciones. La primera propiedad
se cumple si 7 es una relaciéon multiplicativa, mientras que la segunda propiedad se
satisface si 7 es una relacién divisible. Estas propiedades fueron descubiertas en [2]
y estan resumidas en los proximos teoremas. Antes de presentar cualquier resultado,

se define el concepto de 7-factorizaciéon de un elemento en D*.

Definicién 2. Sea D un dominio integral y 7 una relacién simétrica sobre D*. Una
expresion de la forma x = Axy - 2o ---x, se llama una 7-factorizacion de x, si

A e U(D) y z;Tz; para todo i # j.

Si A =1 en el producto anterior, es decir x = 7 - - - x,,, entonces esta expresion
se llama una 7-factorizacién reducida de x. Se dice que x es un 7-producto de los x;

y cada z; es un 7-factor de x.

Sean z,y € D, se dice que & T-divide a y o = es un 7-factor de y (se escribe
x|,y) siy solo si existe una 7-factorizacién y = Az - x5 - - - x,, donde algin x; = x. Se
escribira xy para denotar el producto usual de x con y, mientras que x - y denota el

T-producto de z con y. Cualquier expresién de la forma r = z o x = A(A~'x), donde
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A € U(D), se le conoce como una 7-factorizacién trivial de x € DF. Dado que el
estudio de factorizaciones usualmente se reduce al estudio de elementos irreducibles,

surge la necesidad de definir los elementos 7-irreducibles.

Definicién 3. Sea D un dominio integral, se dice que x € D* es un 7-Gtomo o un
elemento T-irreducible si sus unicas T-factorizaciones son las triviales. El dominio
integral D es un dominio T-atémico si cada x € D* tiene una 7-factorizacién en

T-4tomos.

Teorema 1. [Teorema 2.1, [2]] Sea D un dominio integral y 7 una relacién simétrica

sobre DF.

1. Si 7 es una relacién divisible, entonces 7 es una relacion que preserva asociados.

2. Si 7 es una relacién divisible, z = Az - -z, es una 7T-factorizaciéon de z € D*
Y T; = Y1+ Ym €8 una 7-factorizacién reducida de x; para algin i € {1,...,n},
entonces © = Axy -+ X 1 Y1 Ym - Tir1 - - Tp €8 una 7-factorizacién de x.

3. Suponer que 7 es una relaciéon multiplicativa. Si x = Az - - - ,, es una 7-factoriza-
cién, entonces * = \xy -+ 21+ (T;%ip1) - Tiva - - - T, €8 también una T-factorizacién
de z. Més atn, si {1,2,...,n} = 4,J...JA, (unién de conjuntos mutuamente

exclusivos) y b; = [[.. 4. 7, entonces x = Ab; - - - by es una 7-factorizacién de .

JEA;
De (3) se deduce que toda 7-factorizacién de un elemento z € D* se puede

re-escribir como un 7-producto de dos 7-factores. Ademas, si xy---x1 - X, - T, €S
—— ——

k1—veces k., —veces

una 7-factorizacién, entonces %' - - - 2% también es una 7-factorizacién.

Definicién 4. Sea D un dominio integral y 7 una relacién simétrica sobre DF.
El dominio D admite 7-re finamientos reducidos si para cualquier 7-factorizacién

r = A\xy -z, y cualquier T-factorizacién reducida x; = y; - - - y,, (si existe), entonces
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la expresion © = -+ T;_1-Y1 - Ym - Tiv1 - - - T, también es una T-factorizacion de x.

Si 7 es una relaciéon que preserva asociados y el dominio D admite 7-refinamientos
reducidos, se dice que D admite T-refinamientos y 7 es llamada una relacion refinable.
En el enunciado (2) del Teorema 1, la expresién @ =z -+ ;1 Y1+ Ym * Tig1 -~ Tn
es un 7-refinamiento del 7-producto x = x1---x,. Por consiguiente, si 7 es una
relacion divisible, entonces el dominio integral D acepta 7-refinamientos y 7 es re-
finable. Este tipo de relaciones es una de las mas “importantes” en la teoria de

T-factorizaciones.

Teorema 2. [Proposicion 2.1 [9]] Sea D un dominio integral y 7 una relacién simétri-
ca sobre D*. Entonces para todo z,7, 2 € D* se tiene que

1. x|,y = x|y.

2. x|,z

3. x|,y y y|lrx siy sblosixz~y.

4. Siy ~ z, entonces x|,y <= x|, 2.

5

. Si 7 preserva asociados y x ~ z, entonces x|,y <= z|,y .

El lector debe tener cuidado al pensar en términos de 7-productos o T-factores,
dado que no todos los resultados usuales de divisibilidad del dominio integral son
preservados. El Teorema 2 provee las propiedades que se preservan en general. Para
obtener la transitividad es necesario que 7 sea una relacién refinable, lo que no nece-
sariamente se obtiene siempre. Sin embargo, observe que “|,,” coincide con “|” en la
13

|

forma usual (para elementos en D¥). La necesidad de extender “|,” como operador es

de gran importancia en todos los aspectos de la teoria de T-factorizaciones, como lo es

LL’

” en la teoria usual. Mds atun, las distintas factorizaciones estudiadas (en elementos
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primales, primarios, rigidos, etc.) dependen de “|”. El estudio de “|,” ayuda a ex-
tender el concepto de primalidad de la teoria usual a la teoria de T-factorizaciones.
La generalizacién de los elementos primos son los elementos |,-primos (concepto

definido en [2] y estudiado més en detalle en [9]).

Definicién 5. Sean 7y, 7o, 73 relaciones simétricas sobre Df. Se dice que = € DF es
un elemento 71-To-T3-primo si x|, Az - - - ,, donde Az - - - x,, es una 7y-factorizacion,

entonces z|.,x; para algin i € {1,2,...,n}.

Dos casos especiales que se han estudiado, cuando 7 = 73 = 7p (7p = D* x D¥)
y T =T = T = 73. En el primer caso, se dice que x es un 7-primo; y en el se-
gundo caso z es llamado un elemento |,-primo. El siguiente teorema provee algunas

propiedades sobre cuando un elemento es 7-dtomo, 7-primo o |.-primo.

Teorema 3. [Teorema 2.2 [2]] Suponer que 7 es una relacién multiplicativa sobre

Dty x € DA

1. Entonces, x es un 7-atomo si y solo si para cualquier 7-factorizacion Ay - z, se
tiene que x # \y - 2.

2. Entonces, z es T-primo (resp. |.-primo) si y sélo si z|(Ay - 2z) (resp. z|-\y - 2),
entonces z|y o x|z (resp. z|,y o z|,2).

3. Si ademas 7 es una relacién divisible, entonces x es 7-primo implica que x es

|--primo.

Se debe observar que un elemento 7-primo (resp. |,-primo) es un 7-atomo, pero
el reciproco es falso. En el Teorema 3 se indica que bajo relaciones simétricas y

multiplicativas, el concepto de 7-primo es similar al concepto usual de primo.
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2.2. Algunos Ejemplos
Sea D un dominio integral; los siguientes ejemplos de relaciones simétricas so-
bre D*, ayudaran a una mejor comprensioén de la definicién de 7-factorizaciones. Los

ejemplos a continuacién fueron estudiados por Frazier y Anderson en [2] y [5]; y por

Ortiz-Albino en [9].

Ejemplo 1. Sea D un dominio integral.

1. Sea 7 = ¢ C D! x DF, entonces 7 es una relacién divisible y multiplicativa.
Note que ningtin = € D* posee una 7-factorizacién no trivial, por tanto todos los
elementos no unidades y distintos de cero son 7-atomos. Ademés, x|,y si y solo si
x ~y.

2. La relacién més grande posible sobre D* 7p = D! x D! es una relacién de
equivalencia divisible y multiplicativa. Bajo esta relacion las nociones usuales de
factorizacion y divisibilidad coinciden con los conceptos de 7p-factorizacion y 7p-
divisibilidad. De hecho, los elementos 7p-dtomos (resp. Tp-primos) son exactamente
los elementos irreducibles (resp. primos) en el dominio integral D.

3. Considere ¢ # S C D! y la relacién 7¢ = S x S, definida por: z7y si y solo
si x,y € S. La relacién 7 es multiplicativa (resp. divisible) si y solo si S es un
conjunto cerrado bajo el producto (resp. cerrado bajo factores no unidades). Note
que las Tg-factorizaciones de un elemento z € D* son productos de elementos de S.
Un ejemplo particular es cuando S es el conjunto de los elementos irreducibles en
D; resultando las factorizaciones usuales en elementos irreducibles. Por lo tanto,
todo elemento x € D* tiene una 7s-factorizacion en Tg-dtomos si y solo si D es un
dominio atéomico. Otros casos de interés especial se obtienen al considerar S como
el conjunto formado por los elementos primos, primales, primarios o rigidos del
dominio integral D; dado que factorizaciones en este tipo de elementos han sido

estudiadas extensamente.
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4. Sean f,g € (D[z])*, se define 9 por, fOg siy solo si deg(f) = deg(g). Note que 0
es una relacion de equivalencia y preserva asociados; sin embargo no es una relacién
multiplicativa ni divisible.

5. Sea 7 la relacién sobre D* definida por z7y si y sdlo si [z, y] = 1, donde [z,y] es
el maximo comun divisor de x y y. En cualquier dominio integral, 7 es una relacion
divisible, sin embargo esta relacién no siempre es multiplicativa. De hecho, 7 es
una relacién multiplicativa si y solo si para z,y,z € D¥, [z,y] = 1y [z,2] = 1
implica que [z, yz] = 1, es decir el dominio integral tiene la propiedad de producto
de primitivos es primitivo. Por ejemplo, si D = Z, entonces 7 es multiplicativa.
La relacién 7 fue estudiada mds detalladamente en [5] y [9].

6. Sea Z el dominio de los enteros y n > 0 arbitrario. Sea 7(,) sobre ZF dada por
TT(nyy siy solosix —y € (n). La relacién 7,y es multiplicativa y preserva asociados

sin =106 n = 2, mientras que es divisible solo cuando n = 1, para mas detalle ver

[2], [9] y [10].

2.3. Propiedades Estructurales

Recientemente se han estudiado propiedades estructurales de las factorizaciones
(en elementos irreducibles) méas débiles que las de un UFD (Dominio de Factorizacién
Unica por sus iniciales del inglés). Por ejemplo: Dominios de Factorizacién Finita
(FFD), Dominios de Factorizaciéon Acotada (BFD), Dominios de Factorizaciones
Irreducibles de Igual Longitud (HFD), Dominios con la Condicién Ascendente de
Cadenas de Ideales Principales (ACCP) (para las definiciones de estas estructuras,
considerar 7 = 7p en la definicién 6). Estas propiedades de factorizaciones fueron

estudiadas en detalle en [6] y las implicaciones entre ellas se muestran en el diagrama
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/FFD\
UFD\ BFD — ACCP —— Atoémico
H

FD/

Figura 2—1: Propiedades de factorizaciones usuales en un dominio integral.

de la Figura 2-1.

Cada una de las anteriores propiedades estructurales pueden redefinirse en la

teoria de T-factorizaciones de la siguiente manera.

Definicién 6. Sea D un dominio integral y 7 una relacién simétrica sobre D*.

1. D satisface la condicion de cadenas ascendentes de ideales principales con
respecto a T (T-ACCP) si para cada sucesién (a,)nen de elementos de D) con
Any1|ra, para todo n > 1, existe N € N (el cual depende de la sucesion) tal que
ap+1 ~ ap para cada k> N.

2. Se dice que D es un dominio de 7-factorizacion unica (T-UFD), si D es un
dominio T-atémico y para cualesquiera dos 7-factorizaciones T-atémicas, tales que
ALy« Ty = Y1 -+ - Ym, €Ntonces n = my x; ~ y; para cadai € {1,...,n} (después
de un reorden si es necesario).

3. El dominio D se llama un dominio de 7-factorizacion acotada (T-BF D) si D
es T-atémico y para cada x € DF existe N, € N tal que si £ = \z;--- 2, es una
T-factorizacion de x, entonces n < N,.

4. El dominio D es llamado un dominio de 7-factorizaciones de igual longitud
(T-HFD) si D es T-atémico y para cualesquiera dos 7-factorizaciones T-atémicas,

ATy -+ Ty = [Y1 - - - Y implica que m = n.
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5. El dominio D es un dominio de 7-factorizacion finita (7-FFD) si D es un
dominio T-atémico y cada x € D* tiene solo un ntimero finito de 7-factorizaciones
en elementos 7-irreducibles, salvo orden y asociados.

6. El dominio D esllamado un dominio con un nimero de - factores t-irreducibles
(dominio con 7-idf) si cada x € D* tiene un ntimero de 7-factores no asociados que

son T-4tomos.

El lector puede verificar que para cualquier dominio integral D y cualquier
relaciéon simétrica 7 sobre D, se tiene que si D satisface la condicion ACCP, en-

tonces D satisface 7-ACCP; y la propiedad BFD implica 7-BFD.

En la teoria de 7-factorizaciones se pueden obtener conexiones entre estas
propiedades estructurales, parecidas a las obtenidas en la teoria usual de facto-
rizaciones. Anderson y Frazier en [2] y [5] presentan resultados donde muestran para
qué tipos de relaciones se dan implicaciones entre las 7-propiedades estructurales
mencionadas anteriormente; y bajo qué condiciones las propiedades se heredan de

la teoria usual a la nueva teoria.

Teorema 4. [Teoremas 2.4, 2.5 y 2.6 [2]] Sea D un dominio integral.

1. Sitodo x € D* tiene una 7-factorizacién en |,-primos, entonces D es un 7-UFD.
Ademss, z € D* es T-irreducible si y solo si es asociado a un elemento |,-primo.
2. Si T esunarelacién divisible y D es un 7-UFD, entonces todo elemento 7-atomo es

|--primo. Por lo tanto, D es 7-UFD si y solo si D es m-atémico y cada T-irreducible
es un |-primo.
3. Si D satisface 7-ACCP, donde 7 es una relacién divisible, entonces D es un

dominio T-atémico.
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4. Si 7 es una relacién divisible y D es un 7-BFD, entonces D satisface la condicion

T-ACCP.

Ortiz-Albino [9] generaliz6 los resultados obtenidos por Anderson y Frazier,
considerando dos relaciones divisibles 77 < 75 (17 € 73) y demostrd qué tipo de

estructuras se heredan.

Teorema 5. [Teorema 4.11 [9]] Sea D un dominio integral, 7y y 75 relaciones simétri-

cas sobre D¥, tales que 77 < 7». Si D satisface 7-ACCP, entonces satisface 71-ACCP.

Teorema 6. Sea D un dominio integral y 71 < 7, relaciones divisibles sobre D*.

1. (Teorema 4.12 [9]) Si 73 es una relacién multiplicativa y D es un 7-UFD, entonces
D es un 71-UFD.

2. (Lema 4.13 [9]) Si D es un 79-BFD, entonces D es un 73-BFD.

3. (Lema 4.14[9]) Si D es un 7o-FFD, entonces D es un 71-FFD.

Los resultados de Anderson y Frazier, y posteriormente los de Ortiz-Albino,
se resumen en el diagrama de la Figura 2-2. En esta, las flechas marcadas con un
* indican que es suficiente que 71 y 75 sean relaciones divisibles para que se dé la

implicacién determinada por la flecha; mientras que el resto de las implicaciones se

obtienen de manera natural.

Note que si 71 y 73 son relaciones divisibles, la mayoria de las Ty-propiedades
estructurales implican las correspondientes 71-propiedades. Ademas, para relaciones
divisibles se obtiene un diagrama estructural similar al obtenido por Anderson, An-
derson y Zafrullah en [6] para la teorfa usual de factorizaciones (ver Figura 2-1). En

resumen, la teoria de 7-factorizaciones es mas parecida a la teoria usual, cuando 7
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T9-UFD —— 75-FFD —— 75-BFD —> 75-ACCP —=> 75-Atémico

.

. 7-FFD ;
71-UFD 71-BFD —> 7-ACCP —> 74-Atémico
71-HFD

Figura 2—2: Propiedades estructurales cuando 71 < 7o (*

divisibles).

significa que 71 y/o 7o son relaciones

es una relacion divisible. Lo que hace que las relaciones divisibles sean muy ttiles
en esta teoria. Dado esto, la pregunta que queda por resolver es jqué pasa con las

T-factorizaciones si la relacion 7 no es divisible?



Capitulo 3
T-FACTORIZACIONES, 7 RELACION DE
EQUIVALENCIA

El objetivo de esta investigaciéon es caracterizar la teoria de 7-factorizaciones
cuando 7 es una relacién de equivalencia. En este capitulo se mostraran los primeros
resultados obtenidos, algunos teoremas y proposiciones referentes a las relaciones de
equivalencia y sus efectos en la teoria de 7-factorizaciones. Ademds, se presentan
algunos ejemplos de relaciones de equivalencia que preservan asociados o son multi-
plicativas. Un ejemplo de una relaciéon de equivalencia que es divisible, se presenta

en la siguiente proposicion.

Proposicién 1. Sea D un dominio integral y 7 € D* x D, Si 7 es reflexiva y
divisible, entonces 7 = 7p.
Demostracion.
Suponer que 7 es una relacién divisible y reflexiva. Entonces, (zy)7(zy) para todo
z,y € D*. Note que z|(zy) y como 7 es divisible, entonces x7(xy). [gualmente, y|(zy)
y por la divisibilidad de 7, se concluye que x7y. Por tanto 7 = 7p.
O

En consecuencia, dado un dominio integral D, 7p es la tinica relacion de equi-
valencia de elementos de D* que es divisible, esto es, al considerar una relacién de
equivalencia divisible 7 se obtiene la teoria usual de factorizaciones. El objetivo prin-

cipal de este trabajo se centra en relaciones de equivalencia que no son divisibles, es

18
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decir, relaciones de equivalencia distintas de 7p.

Ejemplo 2. Sean z,y € ZF, se define o7y si y sélo si |zy| es un cuadrado perfecto,
esto es, si y sélo si existe a € ZF tal que |ry| = a®. Entonces, T es una relacién de
equivalencia que preserva asociados pero no es una relacion multiplicativa.

En las XV III Olimpiadas Colombianas de Matematicas (nivel intermedio) se defi-
nio una relacion similar sobre el conjunto de niimeros enteros de la siguiente manera:
x,y € Z se dicen nimeros amigos si existe k € Z tal que zy = k%, en este caso la

relacion que se obtiene es una relacién de equivalencia pero no preserva asociados.

Notacién. Si 7 es una relacién de equivalencia sobre D?, la clase de equivalencia del
elemento x € D* con respecto a 7, se denota por [z],, o simplemente [z], cuando no

haya duda con respecto a que relacion se esta considerando la clase de equivalencia.

Proposiciéon 2. Sea D un dominio integral y 7 una relacion de equivalencia sobre

D*. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. 7 es una relacion multiplicativa.

2. El dominio D admite 7-refinamientos reducidos.

3. Para cada v € D*, la clase de equivalencia [z] es un conjunto cerrado bajo el
producto.

Demostracion.

(1)=(2) Sea Az - - - z,, una 7-factorizacién. Suponer que para algun [ € {1,...,n}

existe una 7-factorizacion reducida x; = y; - - - yx. Como 7 es reflexiva y y;7y., da-

do que 7 es multiplicativa, se tiene que y;7y; - yo. Por lo tanto, y17y1 - ¥ - y3.

Continuando con este proceso se obtiene que y;7x;, por lo tanto y;7x; para todo

j € {1,...,k}. Luego, y;7x; para todo j € {1,...,k} y todo ¢ € {1,...,n}, por
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ende, x1--- X1 Y1 Yk - Tpe1 - - - Ty €s Una 7-factorizacion. En consecuencia, D ad-
mite 7-refinamientos reducidos.
(2)==(3) Sea x € D* arbitrario. Si y, z € [z], entonces los productos y-z y (yz)- (yz2)
son T-factorizaciones, por lo tanto y-z-(yz) es una 7-factorizacién. Asi, yz € [y] = [z].
Esto demuestra que [z] es un conjunto cerrado bajo el producto.
(3)=(1) Si zTy y Tz, entonces y, z € [x]. Luego yz € [z], esto implica que z7(yz).
Entonces 7 es una relacion multiplicativa.
O

En [3], los autores definen el T-centralizador de un elemento x € D¥ como el
conjunto Z,(z) = {y € D¥ : yra}. El lector puede obsevar que para relaciones de
equivalencia, el T-centralizador Z,(x) coincide con la clase de equvalencia [z], para
cualquier z € D*. Por lo tanto, (3) en la Proposicién 2 se puede reescribir como
“para todo x € DF, Z.(x) es un conjunto cerrado bajo el producto”. Este tltimo
enunciado es equivalente al enunciado (1) de la Proposicién 2, aunque 7 no sea una

relacion de equivalencia.

Definicién 7 (Relaciones Primas). Sea D un dominio integral y 7 una relacién
simétrica en D?. Se dice que 7 es prima si dados x,y,2 € D, x7(yz) implica que

xz7y o x7z. (Ver Capitulo 5 en [3]).

Proposicién 3. Sea D un dominio integral y 7 una relacién prima sobre Df. En-
tonces T preserva asociados. Si ademas 7 es una relacién de equivalencia, 7 es mul-
tiplicativa. En conclusion, una relacion de equivalencia prima es una relacion multi-
plicativa y que preserva asociados.

Demostracion.

Sean x,y € D* y A € U(D). Si x7y, entonces x7A\~1(A\y), por lo tanto z7A "1 o 27 \y.

Pero (x,A71) € 7, asi que z7\y. Esto prueba que 7 es una relacién que preserva
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asociados. Si x,y,2z € DF 7 es una relacién de equivalencia prima y z7y y x72.
Entonces (yz)7(yz) por reflexividad; y de la primalidad de 7 se deduce que (yz)7y o
(yz)7z. Sin pérdida de generalidad, suponer que (yz)7y; como 7 es transitiva y z7y,
entonces z7(yz). Por ende 7 es una relacién multiplicativa.
O
Proposicién 4. Sea D un dominio integral. Suponer que para todo A € U(D),
existe n) € N tal que A" = 1. Si 7 es una relacién de equivalencia multiplicativa
sobre D¥, entonces T preserva asociados.
Demostracion.
Sea x € D* y A € U(D), entonces x7(x™) y Azr(Ax)™, dado que 7 es reflexiva y
multiplicativa, asi que Ax7Tx™. Por lo tanto, dado que 7 es transitiva se tiene Ax7x.
O
Note que no es necesario asumir que 7 es una relacién simétrica, pero si debe
ser una relacién multilicativa por ambos lados, es decir, si 7y y x72, entonces
x7(yz); yra y zrx implica que (yz)Tx. Si 27y, se obtiene que y7(uy) para cualquier
€ U(D) (de forma similar a como se hizo para z). Por transitividad se obtiene
(Az)7T(py). Més atn, la Proposicién 4 indica que si |[U(D)| < oo, entonces toda

relacién de equivalencia multiplicativa sobre D¥ preserva asociados.

Teorema 7. Sea D un dominio integral y 7 una relacién de equivalencia prima
sobre DF.

1. Si z|,y, entonces x7y.

2. Si z|;y y y|-z entonces x|, z.

3. Siz|;y y yrz, entonces (z - 2)|(y - 2).

Demostracion.

Sean z,y,2 € D! (1) Si x es un 7-factor de y, entonces existe z € D tal que

y = x -z es una T-factorizacién de y (se puede asumir que es una 7-factorizacién con
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s6lo dos T-factores, dado que 7 es una relaciéon multiplicativa). Dado que z7x, 72
y 7 es una relacién multiplicativa se obtiene que z7(x - z), esto es, z7y. (2) Si 2|,y
v Y|z, existen y;, 21 € D* tales que y = x -y, y 2 = y - 2, son T-factorizaciones de
Yy, z respectivamente, entonces por la primera parte yrx y y7y;. Por lo tanto z;7x
y 217y;- Entonces z admite el siguiente 7-refinamiento z =y -2y = x - y; - 21 que es
lo deseado. (3) Si z es un 7-factor de y y z € [y], entonces x - z es un 7-producto.
Siy = Az, como 2Ty y T preserva asociados entonces zrx, vy y -z = Ax - z. Por lo
tanto (x - 2)|,(y - z). Suponer que x no es un asociado de y, entonces y = x - y; es

una 7-factorizacién de y para algin v, € D¥; asi que

son todos T-productos. Por lo tanto x - z es un 7-factor de y - z.
O
Note que en la demostracion de estos resultados se utiliza el hecho de que 7
es una relacion multiplicativa y que preserva asociados. Por ende, el Teorema 7 es
valido para relaciones de equivalencia que preserven asociados y sean multiplicati-
vas. Ademds, note que todos los 7-factores de un elemento x € D* pertenecen a [z],
o sea, las clases de equivalencia son conjuntos cerrados bajo los 7-factores. Por (2)
se tiene que cualquier 7-factorizacion admite 7-refinamientos, entonces el ser una
relacién divisible es una condicion suficiente, pero no necesaria para que el dominio

D admita 7-refinamientos.

Corolario 1. Sean D y 7 como en el Teorema 7 y sean x,y, 2,y € DF.

1. Sizry, 2|,z y ¥/|,y, entonces x'7y’.

2. Si2/tx y 2|y, entonces zTy.
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Ejemplo 3. Sean z,y € D*, donde D es un dominio de factorizacién tinica; se define
a7y siy sélosiexisten A\, € U(D),n,m € Ny z € D¥ tales que x = \2" y y = uz™.
Si x71y y ymiv, con x,y,v € D¥, entonces existen m,n,r,s € N; A\, iu,7,6 € U(D) y
z,w € Df tales que x = \2", y = p2™ = yw" y v = dw®. Entonces uz™ = yw". Como
D esun UFD, w y z tienen factorizaciones atémicas tinicas (salvo orden y asocia-
dos). Suponer que dichas factorizaciones son w = yipi* - pif v z = g™ -,
donde los p; (resp. ¢;) son primos no asociados.

T

Reemplazando, se obtiene que y = yy1p] T

cep = gy

mpm

---q, """ Por la unici-

dad de las factorizaciones atémicas k = [ y después de un reorden (si es necesario)
pi ~ q; para todo i = {1,...,k}. Esto implica que r;r = m;m para todo i{1,..., k}.
Sean a,b € N tales que (a,b) =1y § = = = 4. Entonces para cada i € {1,...,k}
existe ¢; € N tal que m; = ac; y 7; = be;. Por lo tanto w = yub® v 2z = pu®,
donde u = p§ - p*. Como x = A\(pu®)™ = M\u™ y v = §(1ub)® = 6,ub®; se tiene
que z71v. De manera que 7y es una relacion transitiva.

Para demostrar que 71 preserva asociados, suponer que z7y y =’ ~ x entonces
x’ = ~vx para algin v € U(D). Por ende 2’ = y\z", dado que x = A\z" y y = puz™, y

asi 2'm1y. En conclusién 7 es una relacién que preserva asociados.

Para demostrar que 71 es multiplicativa, suponer que x7y vy ymw entonces
r=A", y=p", w=~2",

para ciertos m,n,r € N; A\, u,v € U(D) y z € D*. Asf yw = puyz™*", por lo tanto
x7y. Por lo que se concluye que 77 es una relacion multiplicativa.

Note que si p y ¢ son elementos primos de D, (pq)7i(pq) pero (p,pq) ¢ Ty
(q,pq) ¢ 11. Lo que implica que 73 no es una relacién prima.

Conclusion 77 es un ejemplo de una relacion de equivalencia que es multiplicativa,

preserva asociados pero no es una relacién prima.
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Se debe tener cuidado cuando se escribe (x - y)|,z y = -y es un 7-producto. Se
dice que (z - y)|,2 como una 7-factorizacién, si existen z1,...,z,, € D* y A € U(D)
tales que z = A\x -y - x1 - - - 1, es una 7-factorizacion de z. De otra manera se dice
que (z - y)|,z como un elemento. La aclaracién tiene necesidad cuando se considera
el 7-producto de varios elementos que esté 7-dividiendo. La Proposicién 5 establece

cuando un producto 7-divide como una 7-factorizacién a un elemento z en DF.

Proposiciéon 5. Sea D un dominio integral y 7 una relaciéon de equivalencia multi-
plicativa y que preserva asociados. Sean py, . .., p elementos |,-primos no asociados
y x € D*. Entonces,

1. Si cada p;|,x, entonces p; - - - pi|,x (como una 7-factorizacién).

2. Sipi|;x para todoi € {1,...,k}, y pi'ps* - - - pp*|-x como un elemento, entonces
pit - py? - pp¥lrx como una 7-factorizacion.

Demostracion.

1. Existe z; € D* tal que = = p; - ; es una 7-factorizaciéon. Como p, es un 7-factor
de z, entonces ps|.p1 0 po|r21, de esta manera po|,z1 ya que ps {, p1. Por lo tanto,
existe o € D tal que z; = py-x9; por tal razén poTa; y Xo7x1. Luego, x = pi-po- o
es una 7-factorizacién de x. Por induccién se obtiene que existe x, € D* tal que
PrecPn- Tk (0 Ap1---pr, xx = A € U(D), en caso de que x ~ p;---pg) €s una
T-factorizacion.

2. Por la parte anterior p; - - - pg|-2 como una 7-factorizacion, asi que p;7x para todo
i y debido a que 7 es multiplicativa, se tiene que p;“7x para todo 7.

Por hipétesis (py'py? -« pp*)|-z (como elemento), entonces existe y € D* tal que

r = (pi'py*---pp*) - y es una 7-factorizacién de . Esto implica que yrz por
transitividad p}*Ty para todo i. Por lo que se puede construir = = p{'p3?---p* -y

como una 7-factorizacion de z.
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Teorema 8. Sea D un dominio integral y 7 una relacién de equivalencia multi-
plicativa y que preserva asociados. Si xy -+, = p; - - - P, son dos T-factorizaciones,
donde cada p; es un |-primo. Entonces,

1. m > n,

2. Si cada z; es un T-atomo, entonces n = m 'y x; ~ p;, después de un reorden (si
es necesario).

3. Sim =mny los p; son elementos |,-primos no asociados, entonces x; ~ p;.

Demostracion.

1. (Por induccién sobre m) Supdéngase que para cualesquiera dos 7-factorizaciones
Y1 Yk = Q1 Qm—1 se tiene que m — 1 > k, donde cada uno de los ¢; es un
elemento |-primo y m > 2 (hipétesis de induccién). Dado que z1 + -+, = p1 -+ * D,
entonces (sin pérdida de generalidad) p;|,z;. Existe a; € D* tal que 1 = p1 - a4
(x1 = aipy en caso de que a; € U(D)). Entonces, aj-py-xo -2, = p1 -+ P (resp.
a1p1-Ta-- - Ty =P1---Pm), cancelando p; se obtiene ay - x9 -+ -z, = pa- - Py (resp.
a1Zg -+ Ty = Po- - Pm). Por la hipdtesis de induccién se deduce que m — 1 > n.
Entonces m >n+1>n,estoesm >n

2. Si los x; son T-atomos, entonces p;|,x; para algin i, y asi p;7z;. Supéngase que
pTxy, existe A\ € U(D) tal que x; = A\ip;. Luego, Mxo -+ = po- P v D222
por lo que existe A\y € U(D) tal que x5 = Agpo; entonces A\jAoZs3 -+ Ty = P3 - Dim-
Continuando con este proceso se obtiene que m =n y p; ~ x; para cada i.

3. Para esta parte, suponer que m = n. Entonces existe a; € D* tal que x1 = ay-p; si
a1 € DY 02y =apy,siag € U(D).Sia; € D! entonces aq-p;-To - Tn = P1 - P
Cancelando p; se obtiene que ay -2y -+ &, = py - - pp, pero esto contradice (1). Por
lo tanto, a; € U(D), y asi p; ~ x1. Cancelando, \jzy - - x,, = py - - - p,. Sin pérdida
de generalidad ps|,x2, por lo tanto ps ~ x5, continuando con este proceso se obtiene

lo pedido.
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3.1. Estructuras
En esta seccidn, se logra establecer un analogo al Teorema 6 para relaciones de

equivalencia que son multiplicativas y que preservan asociados.

Teorema 9. Sea D un 7-UFD, donde 7 es una relacién de equivalencia multiplicativa
y que preserva asociados. Si x es T-4tomo, entonces = es un elemento |,-primo.
Demostracion.

Sea z un 7-atomo. Suponer que z|.xy - x9, donde x; - xo es una 7T-factorizacién.
Entonces, existe y € D* tal que 27y y -y = 2 - 5. Como D es un dominio
de 7-factorizacién unica, los elementos y, r; y zo tienen 7-factorizaciones unicas en

T-atomos (salvo asociados). Esto es,
y:yl...yn7 xlzzl...zm y IQZ’Ul""Uk;

entonces T-yy « -+ Yp = 21+ ZmV1 - - - Vg (las expresiones x-yy - Y v 21+ ¢+ 2y U1 - - - U,
son T-refinamientos de x -y y 1 - xo, respectivamente; es decir, ambos productos son
r-factorizaciones). Por lo tanto, n+1 = k+m y z es asociado a algin z; o asociado
a algun v;. Esto implica que z|,z; o x| z2. Por lo tanto, x es un elemento |,-primo.
O

Este teorema garantiza que en un 7-UFD, donde 7 es una relaciéon de equiva-
lencia, multiplicativa y preserva asociados, los elementos |-primos son exactamente
los 7-atomos del dominio. En el siguiente resultado se dan unas equivalencias para

determinar cuando un dominio integral D es un dominio de 7-factorizacion tnica.

Teorema 10. Sea D un dominio integral y 7 una relacion de equivalencia que preser-
va asociados y es multiplicativa. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes
1. D es 7-UFD.

2. Todo x € D! tiene una 7-factorizacién en elementos |,-primos.
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3. D es un dominio T-atémico y todo elemento 7-irreducible es un |.-primo.
Demostracion.
(1)==(2) Se deduce del Teorema 9.
(2)==(3) Como todo elemento en el dominio D tiene una 7-factorizacién en elemen-
tos |,-primos y cada elemento |.-primo es un 7-dtomo, entonces D es un dominio
T-atémico. Sea z un elemento T-irreducible. Por hipdtesis x posee una 7-factorizacion
en |,-primos, pero al ser un elemento 7-irreducible los tinicos elementos T-primos que
lo dividen son asociados, es decir x ~ y, donde y es un elemento 7-primo. Suponer
que z|,(v-z), donde v-z es una 7-factorizacién, entonces por la parte (5) del Teorema
2 se obtiene que y|.(v - z). Por lo tanto, y|,v o y|,z, y por la parte (4) del Teorema
2, z|,v o x|,z. Esto demuestra que x es un elemento |,-primo.
(3)= (1) Por hipétesis, D es un dominio T-atémico, entonces el Teorema 8 garan-
tiza que D es un 7-UFD.

O
Teorema 11. Sea D un dominio integral y 7 una relacién de equivalencia multi-
plicativa y que preserva asociados. Si D satisface la condicién 7-ACCP, entonces D
es un dominio T-atémico.
Demostracion.
Supdngase que D no es un dominio 7-atémico. Entonces, existe un elemento = dis-
tinto de cero y no unidad, que no es un elemento 7-irreducible. Por ende, posee una
T-factorizacién, pero no en T-atomos. Por lo tanto, = 1 -2 para algin 1, o € DF.
Al menos uno de estos 7-factores de x no es un 7-atomo. Sin pérdida de generali-
dad, suponga que x; no es un 7-atomo. Sea y; = w1, entonces y; = Toy - Toy para
algin o1, Too € D!. Al menos uno de estos 7-divisores de y; no es un 7-atomo (de

lo contrario x tiene una 7-factorizacién T-atémica). Si yo = 291 no es 7-irreducible,
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entonces existen 31, x50 € D tales que y» = 91 = T3; - T30. Siguiendo con este pro-
ceso, se obtiene una sucesién infinita (y, ),y de elementos en D! tal que Ynt1lrUn ¥
Yn * Ynt1, para cada n € N. Esto contradice la hipétesis, por ende D es 7-atémico.
O
Teorema 12. Sea D un dominio integral y 7 una relaciéon de equivalencia, mul-
tiplicativa y que preserva asociados. Si D es un 7-BFD, entonces D satisface la
condicién 7-ACCP.
Demostracion.
Suponer que D es un dominio 7-atémico que no satisface la condicién 7-ACCP.
Entonces, existe una sucesién (z,),en de elementos distintos de cero y de unidades,
tal que T,i1|-n v Tpe1 ¢ x, para cada n € N. Por lo tanto, ningin z, es un
T-atomo.

Ahora, para cada n € N existe y,, € D' tal que &, = 9, - Tn41. Entonces

X1 =Y T2 = Y1 Y23 (3.1)

= Y1-Y2:Yn-1""Tn

Se obtiene que cada una de estas expresiones es una 7-factorizaciéon (pero ninguna es
una 7-factorizaciéon T-atémica). Debido a que D es un dominio 7-atémico, cada uno
de los 7-productos en la Ecuacién 3.1 se puede reescribir como una 7-factorizacién
T-atémica. Por lo tanto, para cada n € N, z; tiene una 7-factorizacion con al menos
n t-factores 7-irreducibles, esto demuestra que D no es un 7-BFD.

O
Ejemplo 4. Sea D un UFD y para cada x € Dfsea I, = {p € D : pes primo y p|z}.
Si z,y € D*, se define x7yy si y sdlo si I, = I,. En consecuencia, 7 es una relacién
de equivalencia multiplicativa y que preserva asociados. Ademads, si x = p1p, € D*

donde pq, py son primos, entonces x7(p1ps), (z,p1) & 7y (x,p2) & 7; por lo tanto 7
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no es una relacion prima. Ahora, dado que D es un UFD entonces D es un dominio

To-atomico, 7o-BFD, 7-FFD y satisface m5-ACCP.

Proposicion 6. Si D es un 7-FFD, donde 7 es una relaciéon de equivalencia multi-
plicativa y que preserva asociados, entonces D es un dominio con 7-idf
Demostracion.

Todo x € D* posee sélo un ntimero finito de 7-factorizaciones en T-4tomos (salvo

asociados). Sean las T-factorizaciones T-atémicas de x:

€T = gjll...xlkl

= Tnil-' " Tnky,,

Entonces, x posee a lo méas ki +- - -+ k,, 7-divisores que son 7-atomos. En conclusion,
D es un dominio con 7-idf.

O
Observacién 1. En un dominio de 7-factorizacién finita, todo = € D! posee un
numero finito de T-factorizaciones T-atémicas aunque el nimero de T-factorizaciones
puede no ser finito. Sin embargo, si la relacién 7 es una relaciéon de equivalencia mul-
tiplicativa que preserva asociados, imitando la demostracién del Teorema 5.1 en [6],
se tiene que en un 7-FFD todo elemento no cero y no unidad posee un nimero fini-
to de T-factorizaciones (salvo asociados). Este hecho permite demostrar el siguiente

resultado.

Proposiciéon 7. Si D es un dominio 7-atémico con 7-idf, donde 7 es una relacion

como en la proposicion anterior, entonces D es un 7-FFD.
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Teorema 13. Sea D un dominio integral y 7 < 7, relaciones de equivalencia mul-
tiplicativas y que preservan asociados. Si D es un 75-BFD entonces D es 71-BFD.
Demostracion.
Sea x € DF arbitrario, como D es un 7-BFD, entonces D satisface 79-ACCP y D es
un dominio 7j-atémico. Cualquier 7-factorizacién m-atémica x = x1 - - -z, de x, se
puede Ty-refinar. Es decir, si x; = x;1 - - - i, €s una my-factorizacién 7p-atémica para
cada z;, 1 <@ < Kk; & =211 T1py -+ T1 + - - Tpep,, €5 UNA To-factorizacion m-atémica
de x. Luego, k < ny+---+n, < N,,(x). Entonces, toda m-factorizacién m-atémica
de z es de longitud menor o igual que N, (z); por tanto D es un 7-BFD.

O
Teorema 14. Sean D, 71 y 75 como en el Teorema 13. Si D es un 7-FFD, entonces
D es un 7-FFD.
Demostracion.
Es claro que D es un dominio 7-atémico. Sea x € D* arbitrario, entonces x posee
s6lo un nimero finito de m-factorizaciones (salvo asociados), por lo tanto z tiene un
nimero finito de 7 -factorizaciones en 7-atomos. Por consiguiente, D es 7-FFD.

O

79-UFD —> 75-FFD — 75-BFD — > 75-ACCP — > 7,-Atémico

|

7-FFD 4

N

7,-UFD 7-BFD — > 7-ACCP — > 7,-Atémico

71-HED

Figura 3—1: Propiedades estructurales cuando 7 < 75 (4 significa que 71 y/o 7 son relaciones
de equivalencia multiplicativas y que preservan asociados).

Ejemplo 5. Z es un UFD y por lo tanto un FFD. Si T =Tpy 71 = 7(9) (definida

en la parte (6) del Ejemplo 1), entonces por los teoremas anteriores se tiene que Z
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es 7(2)-FFD, 79)-BFD, satisface 7(2)-ACCP y es un dominio 7(3)-atémico. Por otra
parte, 60 = 6-10 = 2-30 son dos 7(2)-factorizaciones 7(2)-atémicas de 60, sin embargo
ninguno de los dos 7(g)-factores del 7)-producto del lado izquierdo es asociado a los
7(2)-factores del lado derecho. Este ejemplo demuestra que, Z no es un dominio de

7(2)-factorizacién unica.

La Figura 3-1 resume los teoremas anteriores y provee un diagrama similar al
que Ortiz-Albino demostré en [9]. Desafortunadamente no se obtiene el mismo dia-
grama dado que la propiedad de 7-factorizaciones 7-atomicas tnicas no se hereda,

sin embargo es un resultado muy aceptable para relaciones que no son divisibles.

3.2. 7-GCD
El objetivo de esta seccion es definir el concepto de méaximo comin 7-factor y

establecer propiedades cuando 7 es una relacién de equivalencia.

Definicién 8 (7-GCD). Sea D un dominio integral y 7 una relacién simétrica sobre
D*. Un elemento d € D* se dice un maximo comin 7-factor de z,y € D* (se denota
por [z,y],) si

1. d;z y dly.

2. Si ¢|;z y ¢y, entonces c|,d.

Si para cada z,y € D*, [z,y], existe, entonces se dice que D es un dominio con

7-GCD. Por notacién se escribe [z, y], = 1, si ,y no poseen T-factores comunes.

En [9], el autor estudi6 el 7-GCD mayormente cuando 7 es una relacién divi-
sible, aunque se puede estudiar sin asumir divisibilidad. Note que para cambiar el
articulo “un” al articulo “el” en la definicion, se debe asumir, por lo menos, que 7 es

una relacion que preserva asociados. Ortiz-Albino, también demostré que el 7-GCD
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no necesariamente existe. Por ejemplo, 2 y 6 son los 7()-factores en comin de 12 y

36 sobre Z. Pero, 6 JfT(Q) 2y 2 J[T(Q) 6, por lo que el 7(2)-GCD de 12 y 36 no existe.

Teorema 15. Sea D un dominio con 7-GCD, donde 7 es una relacion de equivalencia

multiplicativa v que preserva asociados. Sea z,v, z € D!. Entonces

1. Sizry, a7tz y [vy, x2], # 1, entonces [zy, xz], =z - [y, 2],.

2. SizTy y a7z con [z,y], =1y [z, 2], = 1, entonces [z,y - 2|, = 1.

3. Si [z,y]; = d, entonces |7, 4], = 1.

4. Si [x,y], = 1y o7z, entonces x|,y - z implica que z|,z.

Demostracién.

Sean z,vy, z € DY,

1. Suponer que [zy,zz], = d # 1y ¢ = [y,2],. Dado que z|.(z - y) y z|.(z - 2),
entonces z|,d. Por ende, d = z-¢, y = c-y; y z = ¢- z; para ciertos ¢1,y1, 21 € D*;
por lo tanto, crz. Por Teorema 7 se obtiene que x - ¢ es un 7-factor comun de zy
y xz. De esta manera x - ¢|.d y por ende, c|,¢;.

Por otra parte, ¢;|,y dado que x - ¢1|;zy. De manera similar se prueba que ¢4, z.
De aqui que ¢1],¢, y asi ¢; ~ c.

2. Si[z,y-z|; =d # 1, entonces y|,z-y y y|y-z. Como D es un dominio con 7-GCD,
[x-y,y-z], # 1. Por la parte anterior se obtiene que [ -y,y-z], =y - [z, 2], = ¥.
Observe que d|.x -y y d|,y - z, entonces d|,y; lo cual es una contradiccién, debido
a que d|;z y [z,y], = 1. Por lo tanto, [z,y - 2], = 1.

3. Suponer que [z,y]; = d y [4,%]; = c. Entonces, existen 1,75 € D* tales que
Ty = % = c-xy. Luego x = d- ¢ xy. Similarmente, y = d - c- y, para algtin y, € D*.
Es decir, d - ¢ es un 7-factor comun de z y y. Entonces d - ¢|,d, y asi d ~ d - c¢. Por
lo tanto, c € U(D) y [£, 4], =1

4. Si [z,y], = 1y x|y - 2z, entonces z = z - [z,y], = [x- 2,2 - y|,; pero x|,z -z y

x|,z -y, por consiguiente x|, z.
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O
Teorema 16. Si D es 7-UFD, donde 7 es una relacién de equivalencia multiplicativa
y que preserva asociados, entonces D es un dominio con 7-GCD.
Demostracion.
Sean z,y € D*. Si x,y no tienen 7-divisores en comtn entonces [x,y], = 1. Astimase
que z,y tienen un 7-factor en comin. Si x ~ y, entonces [x,y], = 1. Suponer que x

y ¥y no son asociados. Sean © = Axy X1 Ty Ty VY = [Ty Ty Ty Ty
N—— —— ——

riveces rnveces sijveces Spveces

T-factorizaciones T-atémicas de x y y respectivamente, donde r; > 0y s; > 0 para

cadai € {1,...,n}. Como 7 es una relacién multiplicativa, entonces © = Azj' - --zl»
yy = pxi'---x también son 7-factorizaciones. Por lo tanto, si d = " ---a¥,
donde v; = min{r;,s;} para cada i € {1,...,n}, entonces por la parte (1) del
Teorema 7, xy7(a}" -+ 2Pr) para todo pi,...,p, € N. Dado que 7 es transitiva,
r=d- -l y y =d - a7 - - a2V son ambas T-factorizaciones. En

consecuencia, d es un 7-factor en comun de z y y. Sea ¢ un 7-factor comin de x
y y, entonces r = z - ¢ es una 7-factorizacién de x para algin z € D*, esto es,
Azttt - xim = z - ¢. Dado que cada x; es un elemento |.-primo, entonces ¢ es un
elemento divisible por x; para algun i € {1,...,n}. Es decir, ¢ se puede escribir
en la forma ¢ = dx' -+ 2%, donde 6 € U(D) y ¢; > 0 para cada i € {1,...,n}.
Como c|,z y ¢|,y, entonces ¢; < v; para todo i € {1,...,n}. Por lo tanto, c|.d. Esto
demuestra que d = [z, y],.
O
Se conoce que Z es un dominio con 7p)-GCD, pero la relacién 7(g) no satisface
las condiciones del Teorema 16. Si n > 1, Z no es un dominio con 7(,)-GCD. Més
atn, Z es un dominio con 7(,)-GCD si y sélo si Z es un 7(,)-UFD. Pero Z es un
T(n)-UFD sélo si n = 0, 1; por ende, las relaciones 7,y no satisfacen las condiciones

del Teorema 16. Un ejemplo de una relacion de equivalencia que es multiplicativa

y cumple las condiciones del anterior teorema es 7p, donde D es un dominio con
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GCD. Otro ejemplo de un dominio integral con 7-GCD, donde 7 es una relacién de

equivalencia multiplicativa, se presenta en el Teorema 19 en el capitulo 4.



Capitulo 4
ALGUNAS EXTENSIONES DE RELACIONES
DE EQUIVALENCIA

En este capitulo, el lector encontrara algunas extensiones que satisfacen propieda-
des especificas, tales como preservar asociados o ser multiplicativas. Aunque se
pueden definir tales extensiones en forma general, se definen para relaciones de
equivalencia (a menos que se indique lo contrario). Primero, se demuestra que toda
relacién simétrica sobre el conjunto de elementos no unidades y distintos de cero
de un dominio integral D, puede extenderse a una relacién simétrica sobre D¥ que
preserva asociados. Se examina qué caracteristicas de 7 conserva esta extension; y se
demuestra que cierto tipo de relaciones de equivalencia se comportan como relaciones
que preservan asociados. Finalmente, se presenta una extension multiplicativa para
las relaciones modulares sobre Z. Se debe tener cuidado cuando se consideran las
clases de equivalencia [n], v [n+1]5, , paran > 0. Dado que, aunque 0 = nmod(n)

y1=n+1mod(n); 0¢[nl,, vy1¢In+1,.
4.1. Extensiones que Preservan Asociados
Ejemplo 6. Sea n > 0, n # 1 fijo. Se define la relacion T(’n) sobre Z* por

Ty = r—y€(n) 6 x+yec(n)

= TRy 6 TTm)(—y).

Entonces, T(/n) es una relacién de equivalencia que preserva asociados y contiene a

T(n)- Jay Latterman usé T(/n) para caracterizar los 7(,)-dtomos para los casos en los que

35



36

n = 6, 7,12, utilizando el hecho de que T(/n) reduce el problema a | 7] clases de equi-
valencia distintas. Latterman se percaté que si (z,y) & 7(»), donde = (—y) mod(n),
entonces (—1)x - (—y) es una 7(,-factorizacion (al igual que (—1)(—=z)-y), y de esta

forma observé que es suficiente estudiar qué pasa si x Z (+y) mod(n).

Se puede demostrar que T(In) es la menor relacién sobre Zf que preserva asocia-

dos y contiene a 7(,). Note que para el caso n = 2 se obtiene que T(/n) = T(n)-

Proposicién 8. Sea D un dominio integral y 7 una relacién simétrica sobre Df. Si

7 = {(z,y): I\, u e U(D) tales que (\z)7(uy)}

= {(A\z,py) : \peU(D) y z1y}.

Entonces 7 es la menor relaciéon simétrica sobre D! que contiene a 7 y preserva
asociados.
Demostracion.
La relacién 7" es simétrica y 7 C 7. Si 27'y, entonces existen A, u € U(D) tales que
(Az)7(py). Para cualesquiera v, € U(D), se tiene que (Ay~'yz)r(uo~toy); por lo
que (yz)7'(oy). La relaciéon 7" preserva asociados. Note que para demostrar que 7/
es la menor relacién con esta propiedad, es suficiente con demostrar que 7’ esta en
todas las relaciones simétricas que preservan asociados y contienen a 7. Sea R una
relacién simétrica que contiene a 7y preserva asociados. Si 7'y, entonces (Az)7(uy)
para ciertos A, € U(D). Entonces (z,y) = (A™'(\z), u ' (uy)) € R, dado que R
preserva asociados. Esto garantiza que 7" C R.
O

Note que si 7 es reflexiva, 7/ también lo es. Ademads, si 7 preserva asociados,

entonces 7 = 7. El objetivo principal de este trabajo son las relaciones de equiva-

lencias. En la préxima seccion se estudian las extensiones que preservan asociados
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de relaciones de equivalencias.

4.1.1. Extensiones de Relaciones de Equivalencia
En el siguiente ejemplo se muestra que dado un dominio integral D y una
relacién transitiva sobre D*, la relacién 7/ no necesariamente es transitiva. En esta
seccién se dard una condicion suficiente para que la extension 7/, de una relacién de

equivalencia 7, sea también una relacién de equivalencia.

Ejemplo 7. Sean f =" jaa’, g =3 " bl y h=37 4 cxz" polinomios sobre
Z. Sea 1 la relacién sobre (Z[z])* (lo cual es Z[z] — {0, £1}) definida por

a; = ﬁbj

frg =

i=0 =0

Si f=a?+2yg=22%+2?+1, entonces frg, pero (—f,—g) ¢ 7, asi que 7T es
una relacién de equivalencia que no preserva asociados. Por lo tanto 7 # 7/. Observe
que, f1'g siy solo si existen A\, u € U(Z[z]) tales que (Af)7(ug), en otras palabras,

fg = X [a=w o
i=0 =0

Considere f =x+2, g=12—2y h =2, entonces frhy (—h)rg: Pero (\f,ug) & 7,
para cualesquiera A\, € {—1,1}. De aqui se obtiene que f7'h, g7’h y (f,g) ¢ 7.

Por lo tanto 7/ no es una relacién transitiva.

Definicién 9. Sea D un dominio integral. Una relacién simétrica 7 sobre D! se
llama unitaria, si z7y implica que (Az)7(\y) para cualquier A € U(D). Note que si
la relacién preserva asociados, entonces es unitaria. El reciproco es falso, pues 27(3)2
y (=2)7(3)(=2), pero (=2,2) & 7(3). El lector puede verificar que si 7 es unitaria,

entonces 7' = {(z,\y) : A € U(D) y (z,y) € 7}. Lo cual provee flexibilidad para
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poder manejar elementos mas libremente con respecto a 7.

Proposicién 9. Sea 7 una relacién unitaria sobre D*. Si 7 es transitiva (resp.
multiplicativa), entonces 7’ es una relacién transitiva (resp. multiplicativa).
Demostracién.

Sean x,y,z € D* tales que z7'y y y7'z, entonces (Az)7(uy) y (oy)7(72), para

ciertos A, p,0,v € U(D). Dado que 7 es una relacién unitaria se obtiene que

(p= Az, 1w py) = (wAz,y) € 7y (07 loy, 07 yz) = (y,071yz) € 7. Si T es transi-

tiva, (u~'Ax)7(07'yz), en otras palabras, z7'z. Si T es una relacién multiplicativa,

entonces y7(A\yo~tu~txz), por ende yr'xz.
0]

Ejemplo 8. Sea D un dominio integral con char(D)=0y f,g € D[z]. Se define frg

siy solosi LT(f) = LT(g), donde LT(f) es el término lider de f. Entonces 7 es una

relacién de equivalencia unitaria que no preserva asociados y no es multiplicativa.

Ademaés 7 C 0, por lo tanto 7 C 0.

1. Sean D = Z, f = 22* + 42 + 1y g = 32? + 5z, entonces fdg. Observe que,
(f,g) ¢ 7 dado que (f,g) ¢ Ty (f,—g) ¢ 7. Esto demuestra que, 7" & 0.

2. Observe que 7 = 0 si y solo si D es un cuerpo. (=) Sia € Dy a # 0,
entonces fo(af), y asi fr'(af). Existe A € U(D) tal que (Af)r(af), es decir,
LT(\f) = LT(af); por lo tanto a = XA es una unidad de D. (<=) Asumase que
f0g, donde f =37 jaia’ y g = Y1 bix', entonces, frAg, donde A = §=. Esto

garantiza que f7’g.

Ejemplo 9. Sea n =5 en el Ejemplo 6 y sea x € D,
1. Dado que 75 C 7'(’5), todo 7(5)-factor de x también es un 7'(’5)—fact0r de z. Ahora,
suponer que y[T(/E))w, entonces existe una T(’5)—factorizacién r=1y-x1---x de x. Si

Y- T1- - Ty es una 7(5)-factorizacion, se tiene y es un 7(5)-factor de x. Si y -y -+ - 1y
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no es una 7s)-factorizacién, entonces (y,x;) ¢ 75 para algin ¢ € {1,...,k}. Esto
implica que y7(5)(—x;) y asi (—1)y - (—z;) es una 7(5)-factorizacién. Se puede ver
que existe una 7(s)-factorizacién Ay - 7 ---2) con A = £1 y 2} ~ x; para todo
i€{1,...,k} escogidos de forma sutil de tal manera que x = Ay - x} - - - «}.. Por lo
tanto y es un 7(5)—fact0r de x.

Luego para todo x € D!, los 7(5)-factores de x son exactamente los 7'(’5)—factores de
x. Este es el hecho por el cual Latterman utilizo T(/n).

2. En [10], Hamon muestra que los 7(5)-dtomos en Z son los primos usuales, los ele-
mentos de la forma 5m, donde ged(5,m) = 1, y los elementos que se pueden escribir
como y = py - - - p, donde py = £2 mod(5) y p; = £1 mod(5) para j > 2. Si x es
un elemento primo de Z, entonces x es un 7/;)-dtomo. Ahora, suponer que z = 5m
donde ged(5,m) = 1; sea © = w1 -+ &, una 7(5-factorizacién de z, entonces 5|z;
para algin i € {1,...,m}, esto implica que 5|z, para todo j € {1,...,m}. Esto
muestra que 1 - - - T, es una 7(s)-factorizacion no trivial de x, lo cual es contradic-
torio ya que z es un 7(s)-dtomo. Luego, las unicas T(’5)—factorizaciones de x son la
triviales. Por lo tanto x es un T(’5)—éut0m0. Entonces, x es un 7(5)-dtomo si y solo si
es un T(/5)—ét0m0.

Siy = pip2---pr donde py = £2 mod(5) vy p; = £1 mod(5) para j > 2, en-
tonces y = £2 mod(5). Sea y = x1---x; una T(’S)—factorizacién de y. Entonces, x;
es equivalente a x; médulo 5, para todo i € {1,...,l}. Note que z; # 0 mod(5) de
lo contrario 5|p;, para todo ¢ € {1,...,1}, lo que no es posible. Si x; = £1 mod(5)
para cada i € {1,...,l}, entonces y = x1---2; = +1 mod(5), lo cual es contra-
dictorio. En consecuencia z; = +2 mod(5), entonces | debe ser impar; de lo con-
trario xq - --2; = £1 mod(5). Como y es un 75-dtomo, existen z; y x;, con i # j,
tales que z; = 2 mod(5) y x; = —2 mod(5). Sin pérdida de generalidad, suponer

Ty,. ..,z estan en la clase [2], . Sil; es impar, entonces zy - - - ;- (—xj41) - - - (—2y)

HON
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es una (s -factorizacion de y, lo cual es absurdo, debido a que y es 7(5)-ato-
mo. Por lo tanto, se debe tener que [; es par, pero en este caso, se obtiene que
(=x1) - (=2;) - xj41 - -2 es una 7(5)-factorizacion. De lo anterior se deduce que
el suponer que y posee una T(’5)—factorizacién no trivial, siempre conduce a una
contradiccion. De esta manera, y es un 7(s)-atomo.

3. Sea x = 5p donde p es un nuimero primo positivo no asociado a 5. Suponer que
x|Azxy -+ -z, donde Axq -+ 2, s una T(’5)—factorizaci(’)n. Entonces, 5|z; para algin
i€{l,...,m}y por ende 5|z; para todo j € {1,...,m}. Por otra parte, p|z; para
algin [ € {1,...,m}, por consiguiente z|r;. Esto prueba que z es un elemento
T(’5)—primo. Note que los primos usuales también son elementos T(’S)—primos. Cémo
todo elemento 7'(’5)-primo es también un elemento 7(5)-primo, y los tinicos elementos
T(s)-primos son los primos usuales 6 los elementos de la forma 5p, donde p { 5 es
un primo (ver [10]); entonces los tinicos elementos 7(;-primos son los 7(5)-primos.

Luego, r € D% es T(’5)—primo si y solo si x es 7(5)-primo.

Teorema 17. Sea D un dominio integral y 7 una relaciéon de equivalencia unitaria

sobre D¥. Si z,y € D*, entonces

1. z|;y siy solo si x|y,

2. x es un 7-atomo si y solo si x es un 7’-4tomo,

3. z es un elemento 7-primo (resp. |,-primo) si y solo si x es un elemento 7/-primo
(resp. |,-primo).

Demostracion.

1. (<=) Si z|y, entonces existen yi, ..., y, € DF tales que y = x - y; - - - ¥, s una
7/-factorizacion de y. Para cada i € {1,...,n}, existe \; € U(D) tal que z7(\y;).
De aqui que (A\;y;)7(\;y;) para todo i # j.

Luego, y = Az -y} -y, es una 7-factorizacién de y, donde A = (A\;---\,) "'y

yi = N\y; para cada i € {1,...,n}. En consecuencia, z|,y.
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2. (=)En la demostracién de (1), se obtuvo que toda 7'-factorizacién se puede
reescribir como una 7-factorizacién, esto es, si x;---x, es una 7'-factorizacidn,
existen y1,...,y, € D* y A € U(D) tales que \y; - - - ¥y, es una 7-factorizacién, con
y; ~ x; para cada i v T1--- &, = A1 - - - Y. Esto demuestra que si z € DF posee
una 7’-factorizacion no trivial, z no es un 7-atomo.

3. (=) Astmase que = es un elemento 7-primo y z|x;---x, (resp. x|,z ---x,),
donde z; - - -z, es una 7-factorizacion. Escribase x1 - - - x, = A\y; - - - ¥, donde la ex-
presién Ay - - - y,, es una 7-factorizacién, x; ~ y; para cada i y A € U(D). Entonces,
x|(Ayp - yn) (vesp. x| Ayp---yn) v asi x|y; (resp. x|,y;) para algin i, de esto se
deduce que x|z; (resp. z|,z;) para algun i. En consecuencia, = es un elemento

7/-primo.

Corolario 2. Sea 7 una relacién de equivalencia unitaria sobre D*. Entonces
1. D es un dominio T-atémico si y solo si D es 7/-atémico.

D es un 7-HFD si y solo si D es un 7-HFD.

D es un 7-UFD si y solo si D es un 7-UFD.

D es un 7-FFD si y solo si D es un 7-FFD.

D es un 7 -BFD si y solo si D es un 7/-BFD.

D satisface 7-ACCP si y solo si D satisface 7/-ACCP.

Noe oA o

. Si x,y € DF se tiene que [z,y], existe si y solo si [z,y], existe. En tal caso,
[.CE, y]T = [ZE, y]T"

Demostracion.

1. (=) Seax € D*, entonces x posee una 7-factorizacién en 7-dtomos, suponer que
x = A\xp---x, es una 7T-factorizacién en T-atomos de x; pero toda T-factorizacion es
una 7'-factorizacién y por el Teorema 17, cada x; es un 7/-atomo. En consecuencia,
D es un dominio 7'-atémico.

<) Si z € D! entonces = posee un 7'-factorizacién x = z - - - x,, 7'-atémica, pero
n 9
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existen y1,...,y, € D* y A € U(D) tales que x = Ay, ..., ¥y, es una 7-factorizacién
y y; ~ x; para cada i € {1,...,n}. Note que cada y; es un 7’-4tomo y por lo tanto
un elemento 7-atomo. Esto demuestra que D es un dominio 7-atémico. El lector
puede notar que toda 7'-factorizacién en 7'-dtomos se puede reescribir como una
T-factorizacion T-atomica, mediante el uso adecuado de unidades.

2. (=) Sea x € D*, entonces como D es un 7-HFD, D es un dominio 7-atémico

y por lo tanto 7’-atémico. Si x = x1---x, = Y1 - ym son dos 7'-factorizaciones
en 7'-4tomos, entonces existen 7-factorizaciones Az ---x!, = py, - - -y, tales que
xp ~ xpy y; ~ y; para cada i € {1,...,n} y j € {1,...,m}. Por lo tanto
Az ---xl = pyy -y, son T-factorizaciones T-atémicas de x, asi se concluye que
n = m. Luego, D es un 7-HFD.
(<) Si D es un 7-HFD, entonces D es un dominio 7'-atémico y por consiguiente
un dominio 7-atémico. Sea Axy ---x, = uy; - - -y, dos T-factorizaciones en 7-ato-
mos, entonces son 7'-factorizaciones 7’-atémicas. Por ende n = m. Asi D es un
dominio 7-HFD.

3. (=) Sea D un dominio T-atémico. Sean r = x1-- T, = Y1 - Ym T -factoriza-
ciones en 7'-dtomos, dichas expresiones se pueden re-escribir como 7-factorizaciones
T-atémicas, A\r} - - - 2}, = pyy - - Yy,, donde los z, y; son T-dtomos, i ~ T; ¥ y; ~ y;
para todo i, j. Por lo tanto, como D es un 7-UFD entonces n = m y x} ~ y; (después
de un reorden si es necesario), esto es, z; ~ y;. En consecuencia, D es un 7-UFD.
(<) Sean A\xy---x, = uyi---ym T-factorizaciones 7 -atémicas, entonces estas
expresiones son también 7'-factorizaciones en 7'-dtomos. Por lo tanto n = m y
x; ~ y; (después de un reorden si es necesario). Esto demuestra que D es un
7-UFD.

4. Note que = es un 7-factor 7-atomo de y si y solo si x es un 7’-factor 7/-atomo

de y, por lo tanto un elemento z € D* posee un nimero finito de 7-factorizaciones
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T-atémicas (salvo orden y asociados) si y solo si z tiene solo un numero finito de
7'-factorizaciones en 7'-dtomos (salvo asociados). Esto prueba lo pedido.

5. Para demostrar esta parte, note que es suficiente observar que toda 7-factorizacion
en 7-atomos es una 7'-factorizacién 7’-atomica; mientras que una 7'-factorizacién
en elementos 7'-irreducibles se puede reescribir como una 7-factorizacion en 7-ato-
mos de igual longitud.

6. La parte 1 en el Teorema 17, garantiza que las propiedades estructurales —-ACCP
y 7-ACCP son propiedades equivalentes para una relacién de equivalencia unitaria
T.

7. Sean z,y € D' y suponer que d = [z,y], existe. Entonces, d es un 7'-factor
comun de z y y. Ademas, si ¢ es un 7'-factor de x y v, ¢ es un 7-factor de estos dos
elementos. Por lo tanto ¢|,d, por consiguiente c|, d. Esto prueba que [x,y],, existe
y es igual a d. El reciproco se demuestra de manera similar.

Note que esto demuestra que si D es un dominio con 7-GCD, entonces D es un
dominio con 7'-GCD.
O

Algunos resultados obtenidos en el Corolario 2, se resumen en el diagrama de la

Figura 4-1, en el cual 7 es una relacién de equivalencia unitaria sobre D

7-UFD — 7-FFD — 7-BFD —— 7/-atdémico

7-UFD —— 7-FFD —— 7-BFD —— 7m-atdémico

Figura 4—1: Diagrama de estructuras entre 7 y 7/, cuando 7 es una relacién de equivalencia
unitaria.

Un ejemplo importante de relaciones de equivalencia unitarias son las relaciones

modulares 7(,) sobre Z*, donde n > 0 (Ejemplo 6). El siguiente resultado muestra
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para qué valores de n, la relacion 7,) es una relaciéon multiplicativa.

Proposicion 10. La extension T(/n) es una relacién multiplicativa si y solo si nl6.
Demostracion.

(=) Suponer que T(/n) es una relacién multiplicativa. Por la Proposicion 2 se tiene
que [:L‘]T(/m es un conjunto cerrado bajo el producto, para cada = € Z*, en particular
[2]7(/”) es un conjunto multiplicativo, asf 47(,,2. Esto implica que 2 € (n) 0 6 € (n).
En consecuencia se tiene que nl6.

(<=) Las relaciones 7(;) = 7(1) y 75y = T(2) son multiplicativas. Se demostrard que
T(/n) es una relacion multiplicativa paran = 3 y n = 6. Note que para cualquier n € N,
[O]T(’n> es cerrado bajo el producto; ademds si x = £1 mod(n) y y = +1 mod(n)
entonces ry = £1 mod(n), esto prueba que [1]7(/71> es un conjunto cerrado bajo el
producto. En consecuencia, dado que 7'(/3) estd determinada por las clases [O]T(’3> y
[1]7(/3), se concluye que 7'('3) es una relacion multiplicativa.

Suponer que n = 6, se debe probar que [2]756) y [B]T('e> son conjuntos multiplicativos.
Six =42mod(6) y y = +2 mod(6), entonces xy = +4 mod(6), o equivalentemente,
ry = £2 mod(6). Esto garantiza que [2]7('@ es cerrado bajo la segunda operacién en

el dominio D. Note que [3]7{6) ={z: 3|z y 2{z}. Por lo tanto 75 es una relacién

multiplicativa.

4.2. Una Extensiéon Multiplicativa para 7(,)
La finalidad de esta seccion es obtener una extensién multiplicativa 7(,) para

cada relacién 7(,), con n > 0y n # 1. Se estudia qué propiedades se preservan entre

Tn) Y T(n)-
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Ejemplo 10. Sea D un UFD. Entonces 71 (definida en el Ejemplo 3) es la relacién
multiplicativa mas pequena que contiene a 7). En efecto; Sea 7 una relacién multi-
plicativa sobre D que contiene a T(0)- Supdngase que y7;z entonces existen x € Dt
n,m €Ny X\ pueU(D) tales que y = \x" y z = py™. Ahora, x7z y como 7 es una
relaciéon multiplicativa y preserva asociados entonces A\z"7pux™, esto es, y7z; por lo

tanto 7 € 7. Si D = Z, se escribira 7 = T(0)-

Proposicién 11. Toda 7(g)-factorizaciéon sobre Z se puede re-escribir como una
7(0)-factorizacion.

Demostracion.

En [10] Hamon demuestra que z € Z* es un T(0)-atomo si y solo si x = £pi' - - - p;r
donde los p; son primos no asociados, cada s; > 0y [s1,...,s,] = 1, donde s; > 0
Y [81,...,8.) = ged(sq, ..., s,). Como 7g) € T(g), se tiene que todo T(p-dtomo es
un 7(g)-dtomo. Por lo tanto, todos los T(p)-dtomos son de la forma anteriormente
descrita.

Sean z,y, 2 € D! tales que = y- 2 es una 7 0)-factorizacion no trivial de x, entonces

existen v € D!, m,n € N tales que y = £v™ y 2 = 0", por lo tanto

z==20v"donder =m-+n > 2. (4.1)
Siv=pi"---p» es la factorizacion prima de v, entonces x = £pi*" - - pi*" y
[riry .o rr] =1y, ] # L

En la Ecuacién 4.1 x = £ p - - -y es una 7(g)-factorizacién de z. Toda T g)-factorizacién
——

r—veces
se puede re-escribir como una 7g-factorizacion.
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Corolario 3. Sea x € Z*. Entonces z es un T(0)-atomo si y solo si & = £pi* -+ pi»
donde los p; son primos no asociados, cada s; > 0y [s1,...,s,] = 1. Por lo tanto x

es T(p)-atomo si y solo si x es un 7p-dtomo.

Teorema 18. Z es un 7p)-UFD.

Demostracion.

Por Teoremas 2.1, 3.5 [10], Z es un 7(g)-UFD ( ver Teoremas 2.1, 3.5 [10]). Entonces,
como x € D! es T(0)-dtomo si y solo si es un 7(g)-atomo, se deduce que Z es un

?(0)—UFD.

Corolario 4. Si z € Zf es un T(0)-dtomo entonces es un elemento |;(O)-primo.
Demostracion.
Por Teorema 18, Z es un 7(p-UFD. Entonces, por el Teorema 10, se obtiene que

todos los 7 (g)-atomos son elementos |;(0)—primos.

Teorema 19. Z es un dominio con 7p)-GCD.
Demostracion.
Como T(g) es una relaciéon de equivalencia que es multiplicativa y Z es un 7-UFD,
entonces por el Teorema 16, se concluye que Z es un dominio con 7-GCD.

O
Teorema 20. Sea z € Z'. Entonces = es un elemento T(0)-primo si y solo si es un
T(0)-Primo.
Demostracion.
(<) Six € Z un 1(g)-primo, & = =£p; - - - p,, donde los p; son primos no asociados
(Teorema 2.3 [10]). Supéngase que z|(y - z) donde y - z es una 7(g-factorizacion,

entonces para ciertos v € D* y m,n € N, se tiene que y = +v™ y = = +v". Por lo
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tanto z|(£y---v), donde - - -y una 7)-factorizaciéon y r = m + n. Luego, z|v y
r—veces r—veces

asi x|y y x|z.
O
Si x € Z! es un elemento T(0)-Primo, entonces x es de la forma x = &£p; -+ - p,
donde los p; son primos no asociados [10]. Por lo tanto hay elementos en Z que son

T (0)-4tomos que no son 7 (g)-primos.

4.2.1. Construccién de 7,), n > 2
Sea n un entero mayor o igual a 2 y « € Z*. Sea I, como en el Ejemplo 4, esto
es, I, = {p € Z* : pes un ntimero primo y p|z}. Considerar I,, el conjunto de los

divisores primos comunes de z,y € Z*, es decir L, =1,N1,.

Definicién 10. Sean z,y € Z*F y n > 2 fijo. Se define la relacién 7, de la siguiente

manera: IT )Yy siy solo si Iy, = I,.

Proposicién 12. Sea n > 2 fijo. Entonces T(,) es una relacién de equivalencia
multiplicativa y contiene a 7(,).

Demostracién.

Trivialmente 7(,) es una relaciéon de equivalencia. Sean z,y € Z tales que x7(,y,
entonces existe k € Z* tal que x — y = kn. Sea p un nimero primo divisor de x y n.
Sean z1,n; € Z tales que x = pzy y n = pny, entonces y = p(xy — kny). Por lo tanto
I, C I,,. Similarmente se demuestra que I, C I,,. Entonces 27,)y ¥ T(n) € T(n)-

Por otra parte, si 27y ¥ T )2, Lon = Iyn, Ien = I.,. Sea p un primo tal que
plyz v p|n, entonces ply o p|z. Sin pérdida de generalidad supéngase que ply y p|n,
entonces ply y plr (pues I, = I,); lo cual implica que Iy, C Ipn.

Si p € Iy, entonces plyz y p € Ijyzyn. Luego, I(y.y, = Iun y PO tanto a7 (,)yz.
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Por la Proposicion 4 se deduce que 7T(,) preserva asociados para todo n > 0. Por

consiguiente T(’n) C T(n) para todo n > 0.

Ejemplo 11. Sean z,y € Z* y n = 2* donde k > 1. Entonces I,, = {2} y L, = Is.

Se obtiene que
IT )Y = Lon = Lyy = Lo = Lp <= 1702)y.

Por lo tanto, 7(,) = 7(2) para todo n = 2F k> 1.

Similarmente se demuestra que 7, = T(,») para cualquier primo p y k¥ > 1. De
manera general se tiene que si n = pi' - - p;', entonces T(,) = T(m), donde m = y(n)
es el kernel de n, esto es, m = p; - - - p;. Ademas, el nimero de clases de equivalencia

de la particién asociada a 7(,) estd dado por 2.

En el Ejemplo 10 se demostré que T es la menor relacion de equivalencia
multiplicativa que contiene a 7. Para n > 3, T(,) es una relacién de equivalencia
que contiene a 7(,). jEs T(,) la menor relacién de equivalencia sobre Z* con esta
propiedad? Sea 7 una relacién de equivalencia multiplicativa sobre Z* tal que Tm) © T
y sea n = pi’---p* la factorizacién canénica de n sobre Z. Veamos los siguientes
tres casos.

1. Siz € [n+1] entonces (n, ) = 1y por lo tanto 7™ = 1 mod(n), donde ¢(n)

7(n)7
es la funcién de Euler. Esto implica que 2™ € [n + 17, v asf 2#™ € [z],. Dado
que z7x v T es una relacién multiplicativa entonces z7x#™. Por transitividad,

z€n+1],y[n+1lz, Ch+1].
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2. Suponer que x € [pil7,, entonces x = p;m, donde p; t m paratodo j € {1,..., k}.

Esto implica que (n,m) = 1. Entonces

o(n)—lveces
Como m#™ = 1 mod(n), entonces p;m?™ = p; mod(n). Es decir, (p;m®™)7,p;
y por tanto (p;m?™)7p;, pues Ty € 7. Como 7 es una relacién multiplicativa,
se obtiene que pf(n)fl(pim@(")) es equivalente a p; médulo n. Es decir, 2™ 7p; y
z € [pi]-. En consecuencia [pil=,, C [pi-

3. Suponer que x € [pi---pilz, = [n],,, entonces x = pi'---pp* - m, donde
(n,m) = 1. Sea r = méx{ry,...,rx}, entonces n|z". Esto implica que 2" € [n];
y por tanto z” € [n],. De esto se deduce que z € [n], dado que T es una relacién
multiplicativa. Luego [n]7, C [n];.

Los puntos 1, 2 y 3 demuestran que si n tiene a lo mas 2 divisores primos,
entonces T, es la menor relaciéon de equivalencia multiplicativa que contiene a 7).
Hasta el cierre de este trabajo no se ha podido demostrar, de manera general, que
T(n) €s la menor relacion de equivalencia multiplicativa que contiene a 7,). Por la
Proposicién 10, T(/n) es una relacién multiplicativa si y solo si n|6; luego, dado que
T(/n) C T(») para todo n > 1, se concluye que T(/n) = T(n) 81y solo si n|6. Los siguientes

resultados caracterizan los elementos T (,)-atomos y 7(,)-primos.

Teorema 21. Sean > 2 fijo. Sin = pi* - - - pi* es la factorizacién canénica de n en Z,
entonces un entero reducible z € Z* es un 7,)-dtomo si y solo si x = £(pit - )m
donde 1 <r < k,ptmparatodol € {1,...,k} ym; =1paraalginj € {1,...,7}.
Demostracién.

(=) Supéngase que v = £(p;* ---p;")mcon 1 <r <k, (n,m) =1y m; > 2 para

mi1—1 . my—1

cada j € {1,...,r}. Sean y = p;, -+ p;, v 2 = (pz»1 i )m, entonces YT (n)2
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y * = £y - z es una T(y)-factorizacion no trivial de x. Luego, x no es un elemento
T (n)-irreducible.

Si 1., = ¢, entonces x = yz donde y, z son elementos relativamente primos con n.
Asf que z = y - z es una T(,)-factorizacién no trivial. Por consiguiente x no es un
T (n)-atomo.

(&) Si Iy # ¢y x = y- 2z es una 7n)-factorizacién no trivial de z, entonces 27 )y
Y IT (n)2.

Si Lon = {Piy,---,pi,} con 1 <r <k, entonces x = (p;* -+ -p;"")m, y = (pii o -pﬁ:)l
y z = (p;l ---pj’)s; donde p; 1 (mls), para todo j € {1,...,k} y m;,l;,s; > 0 para

cada i € {1,...,r}. Por lo tanto

(p?:l .. p?:r)m = (pi'i_hﬂ . 'Pi-:JrST)m;

esto implica que m; > 2 para cada i € {1,...,7}.

O
Teorema 22. Sea n = p{" --- pp* > 2 la factorizacién candnica de n en Z, entonces
x es un elemento 7,)-primo si y solo si & = £(p;, - p;, )p donde 0 <r < kypc Z
es un numero primo que no divide a n.
Demostracion.
(<=) Supdngase que (p;, - - - p;, )p|z1 - - 5, donde x; - - -, es una 7(,)-factorizacion.
Sea | € {1,...,r} arbitrario, entonces p; |z; para algin j € {1,...,s}. Por lo tanto
pi, € I.;n para algin j € {1,...,s}, asf que p;, € I,,, para cada j € {1,...,s}.
Como [ es arbitrario, entonces p; |z;, para cada [, j. Esto implica que p;, - - p;, |z;
para cada j € {1,...,s}.
Como p es primo, entonces p|x,, para algin m € {1,...,s}. Luego, z|z,, para algin
m € {1,...,s}. El elemento x es T(,)-primo.
(=) Si x € ZF es un elemento T(n)-Primo, entonces x es 7(,)-primo. Por lo tanto

x = =£(pi, -+ pi,)p donde 0 < r < k y p es un nimero primo (Teorema 2.16 [10]).
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O
Los teoremas anteriores caracterizan a los elementos 7(,)-dtomos y 7(,)-primos para
n 2> 2. En el caso de los elementos 7 (,)-primos se tiene que x es T (,)-primo si y solo si
Tn)-primo (Teorema 2.16 [10]). La préxima proposicion conecta las relaciones 7,

n > 2, con la relacion definida en el Ejemplo 4.

Proposicién 13. Sea 7, la relacién del Ejemplo 4 (en este caso D = Z). Entonces
Ty = ﬂ ?(n).
n>2

Demostracion.
Si que z7oy, entonces I, = I, y I, = Iy, para todo n > 2. Esto prueba que 27,y
para cadan > 2. Reciprocamente, si (7, y) € [),55 T(n), €ntonces, 7,y y por tanto
Liajw = ljay, es decir, I, (1, = I, ()1, esto implica que I, C I,. Andlogamente se
prueba que Iy, = Iz, ¥ Iy, € I,. Luego, x7y.

O
Proposicién 14. Sea D un UFD y 75 como en el Ejemplo 4. Si x = \pj* - - - p;* € D

donde los p; son primos no asociados y r; > 1 para cada ¢, entonces

1. = es 7p-atomo si y solo si r; = 1 para algun i € {1,... k}.
2. x es Ty-primo si y solo si r; = 1 para todo i € {1,...,k}.
Demostracion.

1. (=) Suponer que z = y-z es una my-factorizacién no trivial de . Como 7 es una
relacion de equivalencia que es multiplicativa y que preserva asociados, por Teorema
7 se obtiene que x7y y x72z. Por lo tanto, y = upi' - pity 2 = vplf o -pﬁf, donde

si>1yl; >1paratodoi € {1,..., k}. Entonces,

r r s S+l
AP pE = (uy)pyt e ppt,
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En consecuencia, r; = s; + [; para todo i € {1,...,k}, y como s; > 1y l; > 1,
entonces r; > 2 para todo i € {1,...,k}.

(<) Si x = A\pi'---pf, donde r; > 2 para todo i € {1,...,k}, entonces la
expresién @ = A(py---pg) - (P ---pi¥ ") es una 7y-factorizaciéon de z. Conse-
cuentemente T no es un Tp-atomo.

2. (=) Sir; > 2 para algin i € {1,...,k}, entonces

-1

x|(p1'~pi~-pk)-(p?--~p? ...pzk)’

EE -pF). Por lo tanto, x no es un elemento

perox{ (pr---pi--pr)yxt(py - p)°
To-Primo.
(«=) Como cada p; es primo, entonces p;|y o p;|z. Pero, ymz porlo que p; € I, = I,

para todo ¢ € {1,...,k}. Por consiguiente z|y y x|z.

Teorema 23. 7Z es un dominio 7(,)-atémico para todo n > 2.

Demostracion.

Sea n = p" - p™ la factorizacién canénica de n. Si z € Z* no es un T (n)-atomo,
entonces por el Teorema 21 x = £pi* - - ~p;jy donde 0 < j <k, r, >2yp; 1y para
cadai € {1,...,k} . Por lo tanto, x = £(p;' " - pa- - pjy) - (p1 - Py - -p;j_l), es

una 7 (,)-factorizacion 7,)-atomica de x.

Esto demuestra que Z es un dominio 7(,)-atémico para cada n > 2.

Sean =p"---p™ con k > 2y seax =pi---p}. Entonces,

r = (p?pg i ‘pi_lpk) : (p1p2 " 'pkflpi)

= (p1'“pk)'(P1"'Pk)'(p1“'pk),

son 7 (»)-factorizaciones en 7(,)-dtomos de x. Asi que para n = p" ---p™ con k > 2,

Z no es un dominio 7,)-HFD. Esto demuestra que si D es un HFD y 7 es una relacion
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de equivalencia sobre D* que preserva asociados y es multiplicativa, entonces no nece-

sariamente D es un 7-HFD.

Teorema 24. Si n = p* donde p es un ntimero primo y k > 1, entonces Z es un
Tn)-HFD.

Demostracion.

Sean T = 1T = Y1 - - Ym dos T(,)-factorizaciones 7,y-atémicas de z. Si p fx,
entonces p { x; para todo . Suponer que algin x; no es un elemento irreducible,
estos es, x; = 21 - - - z;, es factorizacién no trivial en elementos irreducibles. Entonces,
p 1 2z; para todo j y esto implica que 2y --- 25 es T(,)-factorizacién, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, cada x; es irreducible.

Anidlogamente, se prueba que cada y; es un elemento irreducible. Como Z es un
dominio de factorizacion tunica, se deduce que m = n. Ahora si p|z, entonces p|x;
para algin 7. Como @y - - - o3, es una 7(,)-factorizacién, entonces p|x; para todo i. De
igual manera se tiene p|y; para todo j. Ademsds, p" { x; y p" { y;, para cada i, j y todo
r > 2 (pues si p"|z; para algin r > 2, donde r es mayor entero con esta propiedad,

entonces x; = p"y, con p 1 y; se obtiene que x; = p- (p"!

y) es una 7, -factorizacion
de z;, lo cual no es posible). Por lo tanto, x = p™z; = p™z2, donde p{z; y p{ 2z2. En
consecuencia, z; = 23 y n = m. Luego, Z es un 7(,-HFD.

O
Ejemplo 12. Sea n = p* y 2 = 10p? donde p es un niimero primo y k > 1, entonces
x = (5p)(2p) = (10p)(p) son dos T(n)-factorizaciones en 7(,)-dtomos distintas de w.

De aqui que Z no es un dominio de 7(,)-factorizacién tnica para n = p*. Por lo

tanto, T(,) no es un 7(,)-UFD para cualquier n > 2.

Proposicion 15. La extension multiplicativa de 7,, dada en la Definicién 10, es una

relacién prima si y solo si n = p¥ con p un nimero primo y k > 1.
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Demostracion.

(<) Sea z,y,z € Z* tales que aT(,)yz. Si p { x, entonces p { yz, asi que pty y
p 1 z. Por lo tanto, 27,y y 2T (n)2. Ahora, si p|x entonces p|yz, esto implica que ply
0 p|z; TT(n)Y O X7 (2. Por ende, 7(, es una relacién prima.

(=) Supdngase que n = pi"' ---p,"* con k > 2, es la factorizaciéon canénica de n
en Z, entonces (p1p2)|(pip2) pero (pip2,p1) & Ty ¥ (P1p2,p2) & T(n)- Por lo tanto,

T(n) DO €s una relacion prima.



Capitulo 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En este capitulo el lector encontrard las conclusiones de este trabajo y sus
aportes en la teoria de 7-factorizaciones. Adicionalmente, se presentan los proble-

mas no resueltos durante esta investigacion.

5.1. Conclusiones

Este trabajo es el primer estudio con profundidad del efecto de las relaciones de
equivalencia, tal vez las relaciones més importantes en el area, no solo de algebra,
sino de las matematicas en general, en la teoria de 7-factorizaciones. Este estu-
dio demostro tres aspectos importantes en la teoria de factorizaciones. El primer
resultado de importancia, fue la existencia de relaciones de equivalencia que son
multiplicativas y que preservan asociados. En [8] el autor sostiene que no existen
muchos ejemplos de relaciones de este tipo, implicando que 7(3) en Z y 7y en un
anillo Booleano son los Unicos ejemplos. En este proyecto se encontré que 75 en un
dominio de factorizacién tinica y las relaciones 7,y sobre Z, son relaciones de equi-

valencia con las propiedades anteriormente descritas.

El segundo resultado importante fue la conexién entre una relacién de equiva-
lencia unitaria y su extension que preserva asociados. Se obtuvo que se puede asumir
que las relaciones de equivalencia unitarias preservan asociados, pues si la relacion en
cuestién no satisface esta propiedad, se considera su extension que preserva asocia-

dos y las propiedades de factorizaciones obtenidas son equivalentes a las propiedades

95
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de factorizaciones en la relacién de equivalencia original.

Por tltimo, se demostro que las relaciones divisibles no son las inicas relaciones
refinables, lo que confirma lo escrito por Juett en su trabajo de I'-factorizaciones [8].
Es decir, él demostré que se pueden obtener los I'-refinamientos sin la necesidad
de asumir la propiedad de divisibilidad. Mas atin, se pudo obtener gran parte del

diagrama de estructuras de la teoria de factorizaciones, ver Figura 3-1.

5.2. Trabajos Futuros
En este trabajo se definieron dos tipos de relaciones ttiles en algunos de los
resultados obtenidos: las relaciones unitarias y las relaciones primas. Pero no se es-
tudiaron a profundidad qué consecuencias se pueden obtener si se consideran estas
relaciones en otro tipo de planteamientos y/o problemas. Esto serfa un material in-

teresante para estudiar en un futuro.

Otro asunto a tratar en investigaciones posteriores es considerar el nexo de una
relacién simétrica (en general) 7 y su extensién que preserva asociados 7. Ademas,
determinar qué otras propiedades algebraicas y estructurales se heredan de 7" a 7y

las consecuencias de prescindir de las unidades en las factorizaciones.

Finalmente, el lector puede observar que dada una relaciéon de equivalencia
7, el conjunto de las relaciones de equivalencia multiplicativas que contienen a 7
es no vacio. Por lo tanto, cualquier relacién de equivalencia posee una extension

multiplicativa; dicha extensién estd dada por:

T = m{R : R es una relacién de equivalencia multiplicativa y 7 C R}.
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Seria importante estudiar en detalle esta extensién, determinando las propiedades
heredables de 7 a 7. En este trabajo se demostré que 7, en Z es igual a 7, para los
casos en los que n =0, n = p]fl on = p’fl p;”, donde p; y p2 son primos no asociados
y ki, ke > 0. Mas atin, dado que 7(,) es una relaciéon multiplicativa, la Proposicion
4 garantiza que también es una relacion que preserva asociados. Por lo tanto, 7,
Y T(n) son relaciones de equivalencia que contienen a 7(,) y son multiplicativas y
preservan asociados. Estas igualdades y propiedades sugieren que 7,y = 7(,) en
general, aunque no se ha podido demostrar de manera algebraica. Como trabajo
futuro este concepto tiene prioridad, dado que puede servir para buscar propiedades

y luego generalizarlas a cualquier relacion de equivalencia.
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