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Los datos de alta dimension y funcionales estan ganando importancia en pro-
blemas de prediccion debido a los avances técnicos que permiten su captura y trata-
miento. Este tipo de datos aparecen frecuentemente en la Medicina o Quimiometria.
Todo esto hace que su estudio esté en auge. Tradicionalmente, la solucion de estos
problemas de prediccién se ha llevado a cabo usando modelos paramétricos de regre-
sién. Mientras, los tradicionales métodos matematicos estudian las funciones como
objetos matemadticos, teniendo en cuenta sus propiedades y fundamentos tedricos
en un sentido paramétrico, Ferraty y Vieu [7] estudian toda esta teoria en un con-
texto no paramétrico, creando sus propios modelos no paramétricos y extendiendo
los métodos tradicionales a un sentido no paramétrico. Asi, es importante abordar
una amplia revisién bibliografica del (Anélisis de Datos Funcionales)ADF hasta la
actualidad y profundizar en el estudio de estos distintos enfoques viendo sus se-
mejanzas, diferencias y vislumbrando posibles interacciones. En este tltimo punto
se pondra especial atencion a la utilizacién de métodos no paramétricos con datos

funcionales, todo ello en el marco del problema de prediccion.
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Data from high-dimensional and functional are becoming more important in
prediction’s problem nowadays, due to technical advances that allow their gathering
and handling. This type of data appears frequently in Medicine and Chemometrics.
For this reason its study is increasing . Traditionally, the solution of these prediction
problem was carried out using parametric regression models. Whereas, the traditio-
nal mathematical methods study functions as mathematical objects, taking into
account their properties and theoretical foundations on a parametric sense, Ferraty
and Vieu [7|studied all this theory in a non-parametric context, creating their own
non-parametric models and extending traditional methods but in a non-parametric
way.It is of interest to make a broad literature review of (Functional Data Analy-
sis)FDA until the present and to study further these different approaches seeing their
similarities and differences and envisioning possible interactions. In this last part we
will put special attention to the use of non-parametric methods with functional data

in the context of the prediction problem.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Existe actualmente un niimero creciente de situaciones provenientes de diferen-
tes campos de las ciencias aplicadas (Quimiometria, Biometria, Medicina, Econo-
metria, etc) en la que los datos recolectados son curvas. De hecho, el progreso de
las herramientas computacionales, tanto en términos de memoria como capacidad
de calculos, nos permiten hacer frente a grandes conjuntos de datos. En particular,
para un unico fenémeno, se puede observar un conjunto muy grande de variables.
Por ejemplo, es comiin observar el comportamiento de una variable aleatoria en va-

rios momentos distintos en el intervalo de tiempo (tmin, tmaz)-

Un problema estadistico consiste en estudiar la relacion entre dos variables con
el fin de predecir una de ellas (variable de respuesta), dado un nuevo valor (variable
explicativa). Este problema ha sido estudiado ampliamente para una o més variables
predictoras en el espacio, pero escasamente con las variables predictoras funcionales.
Esta tesis estd dedicada a este problema cuando la variable de respuesta es real y la

variable explicativa es funcional.

Hay varias maneras de abordar el problema de prediccién y uno de los mas
populares es sin duda el método de regresién que se basa en la esperanza condi-
cional. Para los propésitos de robustez (de acuerdo con el comportamiento de la
distribucién condicional) hay dos técnicas alternativas, moda condicional y media-

na condicional. Estos tres métodos predictivos han sido ampliamente estudiados en



situaciones reales multivariadas, y nuestro objetivo es de adaptarlas a la situacién
en el que las variables explicativas son de dimensién infinita. En el marco funcional,
cada uno de estos tres enfoques de prediccion funcional conduce a la estimacién
de algin operador (no lineal), la esperanza condicional (por regresién funcional), la
funcién de distribucién acumulativa condicional (para la mediana condicional) y la
funcién de densidad (para la moda condicional). Para evitar el uso de modelos con
supuestos demasiado restrictivos, analizaremos estos problemas por medio de mode-
los no paramétricos para estos operadores (no lineales). Ademads, queremos resaltar
que es esta tesis se da a conocer un nuevo modo de convergencia (convergencia casi
completa) que se demostro es mejor en términos mateméaticos que los ya existentes
en la literatura. Este modo de convergencia nos permité demostrar que nuestros

métodos de prediccion son consistentes.

1.1. Objetivos
Esta tesis tiene como proposito general desarrollar y dar a conocer una forma

tradicional de predecir en el contexto de datos funcionales.

Objetivos especificos

Comparar tres métodos de prediccion: Esperanza condicional, Mediana condicional

y Moda condicional.

Proponer un estudio sistematico de cada método no paramétrico funcional median-
te el desarrollo de aspectos tedricos y précticos.
= Promover el uso de estos tres métodos de prediccién y su importancia en el campo

de las ciencias aplicadas: Medicina, Biometria, etc.

Aplicar los métodos a conjuntos de datos reales.



1.2. Resumen de los Capitulos
En este trabajo de tesis se desarrollaran técnicas generales de prediccién en el

marco del andlisis de datos funcionales.

En el capitulo 2, se daran las definiciones basicas de datos funcionales y modelos

no paramétricos.

En el capitulo 3, se definira la ponderacion local para datos funcionales, técnicas
muy populares en la comunidad no paramétrica, porque estan muy bien adaptadas
a sus modelos. También se hard una descripcién de los métodos y modelos de pre-

diccion.

En el capitulo 4, se describiran los estimadores de los tres operadores funcionales
no lineales asociados a los modelos de prediccion. Ademas, se dard soporte matemati-
co dando resultados de consistencia para cada estimador no paramétrico funcional.
Por otra parte, se haran aplicaciones usando el conjunto de datos de espectrometria

que se detalla en el capitulo 2. Para cada método de prediccion se daran rutinas en R.

Por 1ltimo, en el capitulo 5, se daran conclusiones y tabajos futuros



Capitulo 2
ASPECTOS TEORICOS

El objetivo principal de este capitulo es dar conceptos estadisticos tanto funcio-
nales como no paramétrico. En primer lugar y debido a la novedad de este campo
de investigacién, se dardn algunas definiciones basicas con el fin de aclarar la termi-
nologfa en datos funcionales /variables y modelos no paramétricos. Para ello se ha
tomado como referencia el trabajo de Ferraty y Vieu [7]. Algunos de estos concep-
tos son muy basicos pero se ha considerado oportuno introducirlos por razones de

completitud.

2.1. Definiciones basicas

Definicién 2.1. Una variable aleatoria X se dice que es una variable aleatoria fun-
cional (v.a.f) si esta toma valores en un espacio de dimension infinita (o espacio
funcional). Una observacion x de X se llama dato funcional, el cual puede ser una

curva, superficie, o cualquier otro objeto matemdtico infinito dimensional.

Cuando X (resp. x) denota una curva aleatoria, implicitamente se tomara la
siguiente identificacién X = {X(t);t € T'}. En esta situacién la caracteristica fun-
cional viene directamente de las observaciones. La situaciéon cuando la variable es
una curva esta asociada con la unidimensionalidad de T" C R. Aqui, es importante
senalar que la nocion de variable funcional cubre un area mas grande que el analisis
de curvas. En particular, una variable funcional puede ser una superficie aleatoria,

como por ejemplo los niveles gris de una imagen o un vector de curvas (y en estos



5

casos T es un conjunto bidimensional T'C R?), o cualquier otro objeto matematico

mas complicado infinito dimensional.

Definicién 2.2. Una muestra o conjunto de datos funcional x1, ..., Xn de dimension
n es el conjunto de las observaciones de n variables funcionales X, ..., X, identica-

mente distribuidas como X .

A partir de ahora, se asumira que se tiene una muestra de datos funcionales,
ademads todas las variables aleatorias funcionales consideradas se supondran defini-

das en un mismo espacio de probabilidad (£2, <7, P).

Es bien conocido en el analisis de varianza y en la construccion de modelos de
regresion lineal, hacer uso de estadisticos tales como la media muestral, varianza
muestral, minimo, maximo, etc. En la siguiente seccion se definirdan estadisticos no
paramétrico para datos funcionales. Antes se daran algunas definiciones para mues-

tras de datos funcionales.

Sea X’ una variable aleatoria funcional valorada en un espacio semi-métrico (ver
seccién 2.4) infinito dimensional (E,d), sea S = {X1, ..., X,,} una muestra de n va-
riables funcionales identicamente distribuidas como X', sea x un elemento fijo de
y sea X1,..., Xn Una observacién de §. Se comenzard describiendo estadisticos muy
conocidos como la media, la mediana y la moda, pero para la distribucion de una

variable funcional X.



Definicién 2.3. Media

La media de X se define por:

E(X) = / X (w) dP(w),

Un universal y siempre computable estimador de la media es su versiéon empirica,

el cual llamaremos curva media:
— 1
VEER, X(t)=—>) X(t).

Otra manera de definir la media es considerarla como solucién (bajo existencia y

unicidad) al problema de minimizacién:

inf E(d(x, X)%),

xeE

siendo d una semi-métrica. Similarmente, podemos definir la mediana de X

Definicién 2.4. Mediana

Una solucion (bajo suposicion de existencia) del siguiente problema de minimizacion:
inf E(d(y, X
inf B(d(x, X))

serd llamado mediana funcional asociado a la semi-métrica d.

Un estimador empirico para la mediana funcional es dado por:

Xreq = Inf X;).
med ;IEIS;CZ(X’ 2)

Por otra parte, en el contexto de dimension finita, la moda es muy popular en la
clasificacion, ya que es una herramienta 1til para representar grupos y también mas
robusta que la media (al igual que la mediana, la moda es menos sensible a los valores

atipicos que la media). Formalmente, una moda de la distribucién de probabilidad
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de X es un valor que maximiza localmente su densidad f. Por lo tanto, se propone

la siguiente definicién.

Definicién 2.5. Moda
Una solucion (bajo suposicion de existencia) del siguiente problema de mazimiza-
cion:

sup f(x),

xX€D

donde D es un subconjunto no vacio de E, serd llamado moda funcional (implicita-
mente asociada a la semi-métrica d).

Definicién 2.6. Definimos la funcion Varianza funcional como:
1 —
t =—— ) (X(t)—X(@1)?
Vi€ R, Varyp n—1;( (1) — X (1))

y definimos la desviacion estandar funcional como:

Vit e R, Stdesvxqy = +/Varxq).

De la misma manera que la media funcional nos indica la tendencia central de
las funciones en un ¢ dado, la varianza funcional y la desviacion estandar funcional
nos cuantifican el valor medio al cuadrado y el valor medio respectivamente de las

desviaciones respecto a la media en t.

2.2. Estadisticos no paramétricos para datos funcionales

Los métodos estadisticos tradicionales fallan en cuanto nos ocupamos de datos
funcionales [7]. Por ejemplo, si consideramos una muestra de curvas finamente discre-
tizadas, surgen dos problemas estadisticos cruciales. El primero viene de la relacién
entre el tamano de la muestra y el nimero de variables (cada variable real corres-
ponde a un punto de discretizacién). El segundo se debe a la existencia de fuertes

correlaciones entre las variables y se convierte en un problema mal condicionado en



el contexto de un modelo lineal multivariado. Por lo tanto, existe la necesidad real
de desarrollar métodos/modelos estadisticos a fin de tener en cuenta la estructura
funcional de este tipo de datos. La mayoria de los actuales métodos estadisticos que

tratan con datos funcionales utilizan modelos lineales para el objeto que se estima.

Hay muchas maneras de definir un modelo estadistico no paramétrico en el con-
texto de dimension finita, y la distincién entre paramétrico y no paramétrico puede
ser poco clara (ver la introduccién de [5] para mas detalles). La siguiente es la defi-

nicién de un modelo no paramétrico en el contexto de dimensién finita.

Definicién 2.7. Sea X un vector aleatorio en RP y sea ¢ una funcion definida en
R? y en funcion de la distribucion de X. Un modelo para la estimacion de ¢ consiste

en introducir alguna restriccion de la forma:

pelC

El modelo es llamado un modelo paramétrico para estimacion de ¢, si C es indexado
por un numero finito de elementos de R. Caso contrario, se dice que el modelo es

no paramétrico.

Esta definicion hace clara la distincién que hay entre un modelo paramétrico y

no paramétrico, ademas puede ser extendida a la estructura funcional.



Definicién 2.8. Sea X una variable aleatoria funcional valorada en algun espacio de
dimension infinita E y sea ¢ un mapa definido en E y en funcion de la distribucion
de X. Un modelo para la estimacion de ¢ consiste en introducir alguna restriccion

de la forma:

pel

El modelo es llamado un modelo paramétrico para la estimacion de ¢, si C es
indexado por un numero finito de elementos de E. Caso contrario, se dice que el

modelo es no parameétrico.

La denominacién estadistico no paramétrico funcional abarca todos los
antecedentes estadisticos que involucran un modelo funcional no paramétrico. En la
terminologia estadistico no paramétrico funcional el adjetivo no paramétri-
co se refiere a la forma del conjunto de restriccién, mientras la palabra funcional

estd relacionada con la naturaleza de los datos.

Para ilustrar el propdsito sobre estos aspectos de modelado, se dard una idea

en un modelo de regresion

Y = ¢(X) + error (2.1)

donde Y es una variable aleatoria real pero condicionada a varias situaciones: Mo-
delos de regresion lineal (paramétrico) o no paramétrico con curvas (i.e. X = X =

X(t);t € (0,1)) o datos multivariados (i.e. X =X = (X, .., X,)):



Ejemplo 2.2.1. Paramétrico multivariado

Corresponde al llamado modelo de regresion lineal multivariado
p:RF — R
p
X — ¢(X):a0+zanj
j=1

p
entonces Y = ao—l—g a; X; + error
j=1

donde p € C ={r: R? — R/r es lineal}.

El cual es un modelo paramétrico, con p+1 parametros desconocidos ag, a, ...

Ejemplo 2.2.2. No paramétrico multivariado

o:RPF — R
X — ¢(X)€CIQRP

entonces Y = ¢X)+error

donde p € C ={r: R? — R/r es continua}.

Ejemplo 2.2.3. Paramétrico funcional

(b:L?O’l) — R
1

Y — o) = / (et dt, pe Ll
0

1
entonces Yy = / x(t)p(t) dt + error
0

donde ¢ € C = {x — fol x(t)pt)dt /| pe L, }-

10
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Recuerde que para nuestra definicion, este es un modelo de regresiéon paramétri-

co funcional, donde p(.) es el tnico parametro (funcional).

Ejemplo 2.2.4. No paramétrico funcional

O LI(’OJ) — R
X — o(x)
entonces Y = o¢(x)+error

donde ¢ € C = {r/r es un operador continuo}.

Este ultimo ejemplo es una ilustracion del modelo no paramétrico que se desa-
rrollard en el presente documento, pero por ahora veamos un ejemplo de datos

funcionales.

2.3. Datos funcionales Quimiométricos

La espectrometria es una herramienta moderna y de completo uso para analizar
composiciones quimicas de cualquier sustancia, como es senalado por [13]. A fin de
analizar este tipo de datos ”los quimiométricos han inventado sus propias técnicas
basadas en razonamientos heuristicos e ideas intuitivas”. Los dos métodos mas po-
pulares son minimos cuadrados parciales (ver [12] y [11]) y regresién de componentes
principales ([20]). Como la Quimiometria fue un punto de partida para el desarrollo
de la metodologia no paramétrica funcional, desempenan un papel importante, por
eso se ha decidido analizar esta teoria usando estos datos, y es natural comenzar la

presentacion de ese conjunto de datos.
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2.3.1. Descripcién de datos espectrométricos

Los datos originales provienen de un problema de control de calidad en la indus-
tria alimentaria y pueden encontrarse en http : //lib.stat.cmu.edu/datasets/tecator.
Estos datos fueron estudiados primero por [1] usando un enfoque de redes neuro-
nales. Los datos se refieren a una muestra de carne picada (piezas o trozos). La

Figura 2-1 muestra algunas unidades entre los datos espectrométricos originales.

absorbancia
35 4.0 45
1

3.0
|

20
1

850 900 950 1000 1050

longitud de onda

Figura 2—-1: Datos Quimiométricos de 15 piezas

Esta es la gréfica de (absorbancia vs longitud de onda) para 15 trozos de carne
seleccionados al azar. Mas precisamente, para cada muestra de carne los datos con-
sisten de 100 canales de absorbancia. La absorbancia es el —log;o de la transmitancia
medida por el espectrometro y los datos se registraron en el Analizador Tecator In-
fractec Food trabajando en un rango de longitud de onda de (850 — 1050) nm por
el principio de la transmision en el infrarrojo cercano. Una unidad aparece clara-
mente como una curva de datos discretos. Debido a la finura de la malla, podemos
considerar cada sujeto como una curva continua. Esto fue senalado por Silverman
en [18] quién dijo que los espectros observados son a todos los efectos de las obser-

vaciones funcionales. Asi, los andlisis espectrométricos pueden resumirse por alguna
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curva continua dando la absorbancia observada como funcién de la longitud de on-
da. La muestra de curvas, que es el conjunto de datos (continuos), se presenta en la

Figura 2-2 a continuacién.

35 40 45 50 55
| |

absorbancia

3.0

850 900 950 1000 1050

longitud de onda

Figura 2—2: Las Curvas de Espectrometria

Como podemos ver en la figura, la forma de estas curvas es muy suave y muy

similar, excepto por un evidente desplazamiento vertical.

2.3.2. Primeros estudios y problematica

Teniendo en cuenta estos datos, pueden aparecer muchas preguntas. En par-
ticular, la primera seria saber si el desplazamiento vertical que se observa en la
Figura 2-2 es realmente informativo o no. En otras palabras, si el desplazamiento
vertical se debe a los componentes quimicos de la carne o es solo debido a algin
fenémeno adicional. Esta pregunta es fundamental porque el desplazamiento puede
ocultar otras caracteristicas importantes y actuar como algo fictisio. Otra pregunta
viene del hecho de que el objetivo principal del anélisis espectrométrico es permi-
tir el descubrimiento de la proporcién de algin contenido quimico especifico. Por
ejemplo, si Y es la proporcién de algiin componente (para el conjunto de datos qui-
miométricos, se puede tomar Y como el porcentaje del contenido de grasa en la

pieza de carne), nos gustaria utilizar las curvas de espectrometria para predecir Y.
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Esta tultima observacién sera a lo que nos dedicaremos en adelante, tomando como

ejemplo las curvas de espectrometria.

2.4. Espacio bien adaptado para datos funcionales

Utilizando datos funcionales surgen preguntas importantes estadisticas. Como
por ejemplo, el espacio F en el que la variable toma sus valores. En el caso de datos
funcionales, sabemos (por la naturaleza misma de los datos) que E es un espacio de
dimensiones infinita. Por lo tanto, esta seccion se centra en este problema esencial
de alta (i.e., infinito) dimensionalidad de datos. Evidentemente, la nocién de poca
densidad esté fuertemente relacionada con la forma utilizada para medir la cercania
entre los datos y se mostrara una original forma de abordar esta pregunta por medio

de consideracién de semi-métrica.

2.4.1. Nociones de cercania

Medidas de cercania entre objetos matematicos desempenan un papel impor-
tante en todos los métodos estadisticos. En muchas situaciones, puede utilizarse
una norma clasica para medir la cercania entre dos objetos. Debido a que en un
espacio euclidiano finito dimensional (normalmente R) existe una equivalencia en-
tre todas las normas. La eleccion en el sentido matematico de este tipo de medida
no es crucial aparte de algunas limitaciones practicas (como por ejemplo, facilidad
computacional). Una vez que se fija una norma preliminar, esta claro que podemos
deducir una familia de normas y desde un punto de vista estadistico, queda una
pregunta esencial: a saber, la eleccion entre estas diferentes métricas. Por ejemplo,
una de las més popular en R” es la norma habitual euclidiana || . || que se basa en la
suma de los cuadrados de los componentes de cualquier vector. Mas precisamente,
sea T =< 71,.,%, > un vector de R?; a continuacion, se define la norma euclidiana

clasica por:
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p

o IP= () = w2t

=1

Por supuesto, podemos deducir una familia de normas basado en la norma eu-
clidiana mediante el uso de diferentes matrices M definidas positivas, de la siguiente

manera

I 3= xMaz".

La eleccién de la norma radica en la eleccién de M. Ahora, considerando un
espacio de dimension infinita, falla la equivalencia entre las normas y el problema
tiene que ser atacado de una manera diferente. En otras palabras, en el contexto
funcional, la eleccién de la norma preliminar se vuelve crucial. Aun mas, teniendo
en cuenta los espacios métricos o normados puede convertirse en demasiado restric-
tiva. En algunas situaciones, (y este es el caso de nuestro conjunto de datos) parece
que los espacios semi-métricos se adaptan mejor que los espacios métricos. Como se
vera mas adelante en la seccién 2.5, la forma de los datos e informacion eventualmen-
te exogena o el objetivo del estudio estadistico pueden ayudar a la eleccion de una
semi-métrica. En lo que sigue, se muestra el beneficio de considerar semi-métricas

como una medida de cercania. Antes, se recordaran algunas definiciones basicas.

Definicién 2.9. || . || es una semi-norma en algin espacio E si y solo si:
1L ¥(\2) €RXE, | A= A|] |

2.V z) e EXE, |z+yll<[z+lyl.

Definicién 2.10. d es una semi-métrica en algun espacio E si y solo si:
1. Yx € E, d(z,x) =0,
2. V(y,x,z) € EX EX E, dz,y) <d(x,z)+d(zy).
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Es evidente, que las herramientas matematicas para calcular las proximidades
entre las curvas desempenan un papel importante. Por eso la pregunta: ;Como
decidir cual es la mejor presentacion grafica sobre las curvas espectrométricas? o
equivalentemente: ;Cudl es el andlisis que revela la informacién mas pertinente? Una
forma de dar una respuesta razonable es permitir una eleccién dentro de una gran
familia de semi-métricas. Una familia serda construida de acuerdo a cada problema
estadistico especificado y el conjunto de datos. Por ejemplo, en el contexto de datos

quimiométricos se centrara en la familia de semi-métricas.

\//<x§’"’(t) — XM @)zdt m=0,1,2, ..

Donde, para cualquier funcién real x ,m — veces diferenciable, y™ denota la
derivada m — esima de x (con x° = x). Para dar una idea del interés de este enfo-
que para las curvas espectrométricas, en la Figura 2-3 se muestran sus diferentes
derivadas. El principal efecto producido por el operador diferencial es poner de re-
lieve algunos intervalos de longitudes de onda con grandes variaciones. Finalmente,
se puede decir que las semi-métricas actuan como un filtro, y una ”"buena semi-

metrica” a priori puede seleccionar toda la informacion pertinente.

2.4.2. La maldicién de dimensionalidad

La maldicién de dimensionalidad es un concepto muy conocido por los nopa-
ramétricos. Esta idea estd estrechamente vinculada con la escasez de datos en un
espacio de alta dimensién. Es una pregunta interesante: ;Qué pasa con la maldicion
de dimensionalidad cuando trabajamos con datos funcionales? Si tenemos obser-
vaciones en RRP, una forma de ilustrar la maldicién de dimensionalidad es contar
el nimero N(p) de unidades que caen en un subconjunto (de tamafo fijo) de R?
cuando p toma valores sucesivos (1,2, ...). En particular, esta situacién corresponde

a datos funcionales vistos a través de su versién discretizada. Siguiendo la misma
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(c) Tercera derivada

Figura 2—3: Forma de las derivadas de las curvas de Espectrometria
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idea, si tenemos n observaciones funcionales en un espacio semi-métrico (£, d), con-

taremos el nimero N, de unidades que caen en un subconjunto (de tamano fijo) de E.

Esto es, sea {x; = {xi(t):t € (tmin, tmaz)} }i=1,.» Una muestra funcional y consi-

deremos su versién discretizada {x;

= (xi(t1), xi(t2), ..., xi(ts)) bi=1,.n €l cual puede

ser vista como una matriz de datos. En la siguiente matriz

xi(t1) | xai(t2) xi(ts)
xa(t1) | xa(t2) x2(t7)
Xn(tl) Xn(t2) Xn<tJ)
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tenemos J mediciones ¢y, ...,t; de n curvas observadas (por ejemplo, para las
curvas espectrométricas, J = 100, n = 215, t,,;, = 850, t,,4: = 1050. De este con-
junto de datos, debemos extraer una subsecuencia de puntos ¢;,, .., t;, equiespaciados

de t1,...,t; y considerar s6lo los datos correspondientes a esta subsecuencia:

xi(ti) | xa(t) | | xa(ty,)
xa(ti) | xa(tn) | - | xa(ty,)
Xn(tjd) Xn(tjé) T Xn(tjp)

Ahora podemos calcular para i = 1, ...,n la siguiente métrica euclidiana:

y definir N(p) por:

T (e

3
81 5/5‘5-3 995555555555 555 55555553
\ ,
s
%.
N
g1
NE 81
§ —— DetaEspectrométrica
° N iid N(O,1)
Q4
=R N
N
N
o PRI NI NN NS NN NN NN NN NN NN N NN
0 5 10 15 20 25 30
p

Figura 2—4: N(p) vs p
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La Figura 2-4 muestra N(p) vsp para los datos espectrométricos centrados.
Ademas, remplazamos cada columna de la muestra funcional por p variables in-
dependientes idénticamente distribuidas como una gaussiana estandar y también
calculamos las cantidades correspondientes N (p). La maldicién de la dimencionali-
dad aparece claramente para los conjuntos de datos gaussianos (los datos son escasos
para la cota superior a tres y la poca densidad aumenta exponencialmente con p)

mientras que los datos espectrométricos no parecen afectados por la dimensién.

Ahora, si tenemos en cuenta la caracteristica funcional de los datos, es decir

si reemplazamos @; = (Xi(t1), Xi(t2), - Xi(ts)) por xi = {xi(t);t € (fmin,tmaz)},

podemos calcular la cantidad de Ny definida por:

Ne=21 a0y
=1 maxid(xi,0)< ’

donde d denota una medida funcional de cercania. Por ejemplo, si consideramos las
curvas espectrométricas con d = d4¢"¢ como se definird en la seccién 2.5, obtenemos
Ny = 24.

Finalmente, parece que la maldiciéon de dimencionalidad no afecta a los datos fun-
cionales con alta correlacion como los datos espectrométricos pero es dramatica para
los no correlacionados. No obstante, teniendo en cuenta caracteristicas funcionales,
incluso si los datos no estan correlacionados, parcialmente cancelamos la maldicién
de dimensionalidad. Esto lo podemos lograr jugando con las derivadas de las curvas,
como se vio en la Figura 2-3, para el caso de las curvas de espectrometria que la
correlacién aumenta, por supuesto, un desafio crucial seria la eleccion de la medida
de cercania d para evitar la maldicion de la dimensionalidad, pero esto se sale un

poco del objetivo de este trabajo, para méas detalles vea [7].
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2.5. Semi-métricas en la practica

Debido a que las muestras funcionales méas disponibles son curvas, describimos
aqui semi-métricas bien adaptadas para este tipo de datos. Consideremos una mues-
tra de curvas A}, .., X, idénticamente distribuidas como (v.a.f) X = {X(t);t € T'}.
Hay que elegir entre diferentes tipos de semi-métricas la que puede ser adaptada a
la forma de la curva (por ejemplo, curvas suaves tendrian que ser tratadas con semi-
métricas que no sean asperas). Aqui, presentamos tres familias de semi-métricas,
aunque muchas otras pueden construirse. Las dos primeras estan bien adaptadas

para las curvas asperas mientras que la tercera se adapta a datos bastante suaves.

2.5.1. Semi-métrica basada en FPCA

En muchas situaciones hablando del contexto multivariado, el andlisis de com-
ponentes principales (PCA) clésico es considerado como una herramienta 1til para
mostrar datos en un espacio de dimensiones reducido. Muy recientemente, los méto-
dos PCA fueron extendidos a datos funcionales y utilizados para diferentes fines
estadisticos. Aqui, vamos a ver que el FPCA también es una buena herramienta

para calcular las aproximaciones entre curvas en un espacio de dimension reducido.

El FPCA de la v.a.f X nos permite obtener la siguiente expansion de X (ver

[14]):
X = Z (/X(t)vk(t) dt) Uk,
k=1
donde vy, vs, ..., son las funciones propias ortonormales del operador covarianza

Pa(s 1) = E(X(s)X(1)),

asociadas con los valores propios A\; > Ay > .... Ahora sea
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B — Xq: ( / X(Hoe(®) dt> o

una version truncada de la previa expansion de X. El principal interés de tal
descomposicién es que esta version truncada es minimizada E( [ (X (t) — P, X (¢))? dt)
sobre todas las proyecciones P, de X en espacios g-dimensionales. Por lo tanto,
podemos definir una clase parametrizada de semi-normas de la clasica norma — Lo

de la siguiente manera:

I I74= | [ ooz ae = ( / X<t>vk<t>dt)2.

k=1

Esto conduce a la familia parametrizada de semi-métricas:

B ) = |3 (/10 - ot dt)g.

k=1

Estas semi-métricas sélo pueden utilizarse con datos medidos en los mismos
puntos y tomados de una particién suficientemente fina para que los estimado-
res empiricos sean consistentes. De hecho nunca se observa exactamente {y; =
{xi(t);t € T}}izq,. 5 solo una versién discretizada {x; = (xi(t1), ., xi(ts)) biz1,.n-
Asi, desde un punto de vista practico, se puede aproximar la integral de la siguiente

manera.:

[ 120 xO b it~ 3 (0~ xO))

donde w1, .., wy son pesos de cuadratura que definen la integracion aproximada.
Para fijar ideas, tomar en cuenta que una opcién estandar podria ser w; = t; —t;_;.

Xi, Xi) Se aproxima

Si se toman dos curvas discretizadas @x; y x;, la cantidad df; CA(

por su version empirica:
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d(]]DCA(CBi; mi’) = Z (Z wj(Xi(tj) — X (tj)) [We]j) ,

k=1 \j=1

donde v1, vs, .., son los vectores propios W-ortonormal de la matriz covarianza

(W = diag(wy, ..., wy))

1<,
"W = Z xle,W,
=1
asociado con los valores propios A;, > Ao, > ..... Note que por supuesto

Xi, Xi) tan pronto como la particion (t1,...,1;) sea

d(I;CA(wZ-, ;) estd cerca de d)94(

lo suficientemente fina.

2.5.2. Semi-métrica basada en PLS

El principal objetivo es construir una nueva familia de semi-métricas para si-
tuaciones cuando observamos una respuesta adicional, adaptando el enfoque de re-
gresién por minimos cuadrado parcial multivariante (MPLSR). Al igual que el PCA,
las ideas del método PLS pueden ser usadas para diferentes propdsitos involucrando
datos funcionales (ver por ejemplo, [4], y [3]). En particular, veremos como PLS nos

permite construir una familia de semi-métricas.

Sea vi, .., v] vectores en R usados por MPLSR donde g denota el niimero de los
factores y p el numero de las respuestas escalares. Entonces se define la semi-métrica

basado en el MPLSR como sigue:

déDLS(miy fBi’) = Z (Z wj(Xi(tj) — X (tj)) [UZ]J) ,

k=1 \j=2

donde los pesos de cuadratura wsi, .., w; son los descritos anteriormente. Esta

semi-métrica es aplicada sélo a datos balanceados.



23

2.5.3. Semi-métrica basada en las derivadas
Otra forma de construir una familia parametrizada de semi-métricas entre cur-
vas es considerar una distancia entre uno de sus derivados. Mas precisamente, dado

dos curvas observadas y; v X/, consideramos las siguientes semi-métricas:

oo = [ (W00 -0 0) @
donde x@ denota la g — esima derivada de . Notar que di ™ (y, 0) es la clésica
norma — L? de . El célculo de derivadas sucesivas numéricamente es muy sensible.
Para anular este problema de estabilidad numérica, se puede utilizar una curva B-

spline ([2] o [16]) de aproximacién para las curvas. Demos una idea de B-spline.

B-splines

Método para construir curvas polinomiales por trozos.

Ventajas

El grado de la curva se escoge a priori.

Tienen cardcter local: cada vértice de control va asociado a una unica funcién de
base, que tiene soporte local.
Parametros

Orden la curva esta formada por polinomios por trozos de grado k.

Vértices de control (puntos del plano o del espacio).

Vector de nodos (knots)[xo, .., Tx1nt1] tales que z; € Ry z; < x4.
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Definicién 2.11. Dados el orden k, los vértices de control By, ..., Bn, y el vector de

nodos [To, ..., Tniks1] , definimos la curva B-spline asociada a estos datos como:

P(t) = Z@Bf(t) con t € [Tg, Tpi1)
i=0

donde BF(t) es una funcién base la cual fue definida por Cox y De Boor como:

1 site [JTZ', l‘i+1]
Bl(t) = stk =0

0 en otro caso

(t — iL‘Z)BZk_l(t) n (xi+k+1 — t)BZk_:ll (t)

BF(t) = k>1.
Titk — Ty Titk4+1 — Tit1
Ejemplo 2.5.1. Algunas funciones bases
vector de nodos [x=0, x,=1, ¥=2...]]
k=0 k=1
]
Al 1 i x € [0, 1),
B.-:(T}={ :L‘E[ﬂ, }’ B,:{::}: 2—r =ze€[,2),
0 Caodso 0 Oocazo .
k=2 k=3
L € [0,1),
1z2 x e[, 1), -+t -+ ) re(,3),
I iy T Bir)={lr —arf+ 10— xef23),
: 122 —3z+! xelz3), 1 +27 -8+ B xe[3,4),
0 Ctrocso - 0 Cirocaso -

Figura 2—5: Funciones Base para k=0,1,2,3



25

Una vez que hemos obtenido una expansién B-spline analitica para cada curva,
las derivadas sucesivas se calculan directamente diferenciando varias veces su forma

analitica. Por lo tanto, al tener la siguiente aproximacion para &; = (x;(t1), .., xi(ts)) :

J
Xilt) =Y BB (1)

Podemos ahora derivar facilmente las curvas aproximadas:

J
~ k
R0 =) BB (@)
n=1
Teniendo en cuenta dos curvas discretizada x; y «;, tenemos que calcular las

siguientes cantidades:

deriv _ -(q) () 2
ai@an) = | [ ((00-300) d

J/

-~

ft)

Queda por calcular la integral que puede hacerse mediante el método de Gauss.
Este método se aplica si se puede evaluar el integrado de f en cualquier punto,
y ese es el caso aqui. De hecho, el método de Gauss propone hacer la siguiente

aproximacion:

b K
b—a b—a b—a
t) ~ 0
[ s~ (5 )
donde los pesos wy y los reales & ("puntos de gauss”) son tabulados. La pre-

cision de este método numérico viene del hecho de que este método es exacto para

cualquier polinomio de grado < 2K — 1.

Por lo tanto, en la practica, esta clase de semi-métricas estaran bien adaptadas
si son utilizados en la presencia de curvas suaves, tales como las espectrométricas

descritas anteriormente.



26

Para concluir este capitulo se puede decir que la modelizacién de semi-métricas,
a pesar de su aspecto tedrico mas complicado, es una manera razonable para modelar
datos funcionales. En esta etapa, se puede decir que el propio conjunto de datos debe
ser un elemento prominente para elegir la que sera la semi-métrica a ser utilizada.
Cada una de las tres familias discutidas anteriormente se adaptan a un tipo especial
de datos: Semi-métricas tipo-PCA se espera que den resultados interesantes para
los conjuntos de datos en bruto, tipo-PLS son recomendables cuando se tiene a
mano una respuesta multivariante, mientras que las tipo-derivada se adaptan a los

conjuntos de datos suaves.



Capitulo 3
PONDERACION LOCAL KERNEL PARA
VARIABLES FUNCIONALES

En muchos temas de estadistica se deben enfrentar problemas que incluyen da-
tos aleatorios en forma de curvas. Mas precisamente, muestras discretas de curvas.
Una primera idea para modelar esto, es tomarlo como un vector cuya dimension es la
cantidad de muestras que se cuenten de la misma. Pero esta no es la mejor solucién
pues el agregado de nuevas muestras harfa aumentar la dimensién (la cual podria
llegar a valores que harian el problema intratable). Ademds, no es natural tratar
muestras tan correlacionadas entre si como dimensiones distintas de un vector. Es
asi que surge la idea de variables aleatorias funcionales. Debido a que tinicamente
se cuenta con una cantidad finita de muestras de la curva, deberd aplicarse alguna
técnica de interpolacién. En el caso de dimensién finita, las técnicas de ponderacién
local son muy populares en la comunidad no paramétrica porque estan muy bien
adaptadas a los modelos no paramétricos. El objetivo de este capitulo es explicar
como el concepto de suavizado local puede extenderse al caso de datos funcionales.
Evidentemente, los enfoques locales deben tener a la mano algunas formas topoldgi-
cas para medir la proximidad entre los datos funcionales, y por lo tanto, este capitulo
estard directamente vinculado con el modelado semi-métrico en el capitulo 2. En el
caso de dimensién finita, uno de los enfoques mas comunes entre estos métodos de
ponderacion local es sin duda el Kernel. El capitulo esta organizado de la siguien-
te manera. En la seccién 3.1 se dard una discusién basica sobre el método Kernel,

explicando cémo y por qué lo que clasicamente se hace para variables de dimensién

27
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finita puede ser adaptado al contexto funcional. La seccién 3.2 consiste en ver como
la ponderacion local se relaciona con la nocién de las probabilidad de vecindades.
Como veremos, las probabilidad de vecindades pueden ser vistas como una herra-
mienta para describir algunos comportamientos locales de datos funcionales y el
planteamiento Kernel nos permite tener en cuenta este tipo de propiedades locales,
a la vez se propondran algunos aspectos tedricos generales relativos a la ponderacion
local Kernel. La seccién 3.3 describe los tres métodos de prediccion, asociados a la

definicién 2.8.

3.1. Estimacién de Densidades
Sean Xj, ..., X;, v.a.r i.i.d. con densidad g(z). El problema consiste en estimar
g(x) en cualquier punto a partir de las observaciones. Se verdn primero algunas

técnicas que llevaran a un entendimiento mas intuitivo de la estimacién por Kernel.

3.1.1. Histograma

El método clasico para la estimacién de la densidad a partir de un conjunto de
observaciones es el histograma. Si se supone X € R y se desea estimar su densidad
en el intervalo I = (a,b], el método consiste en dividir el intervalo de interés en k
subintervalos del mismo largo de forma tal que la unién de los mismos sea igual a I,

y contar las ocurrencias de los X; en los subintervalos. Sea el j-ésimo intervalo I;:

, b—a b—a _
Ij:(a—{—(]—l) 2 ,a+ ? },j:l,..,k
entonces el estimador de histograma es:
. 1 O
gnlw € 1) = > 1,(X)) (3.1)
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Este estimador tiene una serie de problemas, el mas notable es que g,, es conti-

nua a trozos, (ver Figura 3-1) cuando g por lo general es continua.

400 T T T T — T - T

350

300

200

100

Figura 3-1: Estimacién por histograma de la densidad de una variable aleatoria N(0,1)(100
particiones).

3.1.2. Histograma Moévil

Este método intenta suavizar la estimacién obtenida por el histograma. En
vez de partir el intervalo de interés en subintervalos fijos, se considera un intervalo o
ventana de ancho fijo 2h centrado en el punto en el que se desea realizar la estimacién

de la densidad. De esta forma, la estimacion resulta:

. R
gn(x) = o ; Lao—hotn) (X5) (3.2)
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Esta estimacion, aunque también es continua a trozos, es mas suave que el

histograma (ver figura 3-2) y es el punto de partida para la estimacién por Kernel.
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o
fr” '\\
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I Y
) )
nisf / 4
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o1 / \
' / Ay
s
s
nosf / \\ _
a T 1 1 1 1 1 T
4 3 = = ] 1 2 3 4

Figura 3—2: Estimacién por histograma mévil de la densidad de una variable aleatoria N(0,1)
(h=0.5)

Para llegar a la idea intuitiva de la estimacion por Kernel, resulta més claro

reescribir esta estimacion de la siguiente forma:

1 — 1 1 r— X, 1 — x— X,

An = 5 7 1:1:7 T Xj)=— -1 J = — K J

gn() 5k ;:1: (@—ha+h) (X)) nh 22 ( 1,1}( N ) nh 2 ( N )
11 x— X; 1 —

njzlh ( h Gn() ni= n(@ i) (3.3)

donde K(t) = 2111(t) y Ku(t) = +K(£). Antes de presentar el estimador
por Kernel, se demostrara que el estimador de histograma mévil converge a su valor

real:
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B = = e (F52) ] = 2B {1 )

1 : si Xy € (x—h,x+ h] (con probabilidad p = ij: g(t)dt)

1 x
il(xfh,x+h}(X1) =
0 : enotrocaso (con probabilidad 1 — p)

entonces

E{ga(x)} = 5 [ g(t) dt

=
si g es continua en x = 3 ;_Jr: g(t)dt —p—0 g(x)
= E{gn(2)} —n_0 g(x)Vx punto continuo de g. (3.4)

3.1.3. Estimacién por Kernel

La estimacién dada en (3.3) sigue siendo continua a trozos al tratarse de una
combinacion lineal de funciones lineales a trozos. Surge entonces la idea de sustituir
K(t) por una funcién continua, por lo que la férmula del estimador por Kernel

seguird siendo la misma:

() = iiK (x_XJ) (3.5)
nh = h

pero con un K(t) que serda continuo. Esta funcién K recibe el nombre de
funcion Kernel, méas adelante en la definicion 3.1 y definicién 3.2 daremos las con-
diciones necesarias y suficientes para que una funciéon sea una funciéon Kernel. La
estimacién de densidad por Kernel no es mas que un promedio ponderado por la
distancia de las observaciones al punto a ser estimado (es esta la razén por la que
la llamaremos ponderacion local Kernel). Cuanto mayor es la distancia del punto
a un elemento de las observaciones, menor sera su peso en la estimacion. El peso lo

determinaran el Kernel elegido y el valor de h. Cuanto mayor sea el valor de este
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ultimo, mayor sera el peso de aquellos elementos de las observaciones que se encuen-
tren alejados del punto, por lo que a h generalmente se lo denomina ancho de banda.

Por tltimo denotaremos la ponderacion local Kernel por:

)

para transformar las n v.a.r Xy, Xs,.., X, en A1, Ag, ..., A,. Ademads, susti-

1
=K
h

I—Xj
h

Ai = Al<l‘,h,K)

tuimos 1/nh por 1/h, e implicitamente daremos por entendido que h depende de
n. Aqui, se presentard, los Kernel més utilizados en su forma unidimensional. La

Figura 3-3 muestra sus graficas.

Kernel de Caja: K(u) = 311_11(u),
I—|u| si|ul<l
Kernel Triangular: K(t) =

Y

0
(1 —w?)Lj—1y(u),

en otro caso
3

Kernel Cuadratico: K (u) = 3

Kernel Gaussiano: K(u) = \/LQ—W&?L*]U{—“Z—2 .

2 Q =
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(d) Kernel Gaussiano

Figura 3—3: Kernel simétricos usuales
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Luego de haber escogido el Kernel, resta tomar un valor de h. Este es un pro-
blema nada trivial, pues un kA demasiado pequeno tiene como efecto que la varianza
del estimador aumente demasiado (ver la primera gréfica de la Figura 3-4) pues son
pocos los elementos de las observaciones considerados por punto, y un valor dema-
siado alto da resultados con un sesgo alto (ver la segunda grafica de la Figura 3-4)
pues se promedian demasiados elementos de la muestra. A este compromiso en el
valor de h se le denomina compromiso sesgo — varianza y existen resultados para

hallar el valor 6ptimo en algiin sentido para el ancho de banda h.
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Mo MO
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" ] s
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Figura 3—4: Estimacién por Kernel gaussiano con h = 0.05;h = 0.5; h = 5 de la densidad N (0, 1)

Métodos Kernel son conocidos e intensamente utilizados por la comunidad de

no paramétricos porque son una forma util para hacer la ponderacion local. Vimos
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anteriormente un poco lo que es la ponderacion local Kernel en el caso real, ahora
la extenderemos al contexto funcional.

Caso Funcional

El enfoque presentado anteriormente es suficiente para introducir la ponderacién
local Kernel en el caso funcional. Sean X, Xs, .., X, n v.a.f valoradas en F y sea
x un elemento fijo de E. Una extension funcional de las ideas de ponderacién local

Kernel anteriores seria transformar las n v.a.f A, ..., &, en las n cantidades:

A; = V(lh)K (d(x;fi)) , (3.6)

donde d es una semi-métrica en £ y K es un Kernel real asimétrico (lo de

asimétrico, es debido a que K estéd valorada sobre d) (la Figura 3-5 da ejemplos de

Kernel asimétricos).

00 05 1.0 15 2.0
00 05 1.0 15 2.0
0.0 05 10 15 20

3 2 4 0 1 2 3 8 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
(a) Kernel de Caja (b) Kernel Triangular (¢) Kernel Cuadratico
=)
o
o
2 ‘\
g -

(d) Kernel Gaussiano

Figura 3—5: Kernel asimétricos usuales

En esta expresién V(h) es el volumen de:

B(x,h) ={xX' € E.d(x,x') < h}, (3.7)
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el cual es una bola, respecto a la topologia inducida por d, centrada en y y de
radio h. En otras palabras, se necesita tener a mano una medida en E. Esta es la
diferencia principal con el caso real y multivariado para el cual implicitamente se
utiliza la medida de Lebesgue, mientras que en el caso funcional el espacio F no tiene
una medida universalmente aceptada de referencia (ver [17] para una discusiéon mas
profunda). Por lo tanto, con el fin de liberarse de una eleccién de una medida, se
construye la normalizacion utilizando directamente la distribucion de probabilidad
de la v.a.f. Luego la ponderacion local Kernel funcional de las variables se define

por:
K(hd(x, X))

8= BR (d(x, A)

(3.8)

Asi, es evidente ahora que (3.8) es una extension de la ponderacion local Kernel real
al marco funcional. Recordemos que las funciones Kernel K a utilizarse aqui son
necesariamente asimétricas, (ver Figura 3-4). En aras de simplicidad, en el resto de
este documento, consideraremos solo dos tipos de Kernel de ponderacion de varia-

bles funcionales, y los mostramos en las siguientes definiciones.

Definicién 3.1. .

I Una funcion K : R™ — R™ tal que fK =1 es llamada un Kernel de tipo I, si

II.

ezxisten dos constantes reales 0 < Cy < Cy tales que:
Cilpy < K < Colp

Una funcion K : R™ — RY tal que [ K =1 es llamada un Kernel de tipo 11, si su
soporte es [0,1] y si su derivada K' existe en [0,1] y satisface para dos constantes
reales Cy < C; < 0:

C, < K'< (.

La primera familia de Kernel contiene los Kernel discontinuos habituales como

la caja asimétrica, mientras que la segunda familia contiene los Kernel asimétricos
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continuos (como el triangular, cuadratico,...). Por ultimo, consideraremos este otro
tipo de Kernel.
Definicién 3.2. Una funcién K : R — R* tal que [ K =1 con soporte compacto

en [—1,1] y tal que Yu € (0,1), K(u) > 0 es llamada un Kernel de tipo 0.

3.2. Ponderacién Local y Probabilidad en Vecindades

Ahora se podré construir el puente entre la ponderacién local y la nociéon de
probabilidad en vecindades. Para fijar ideas, considere el Kernel mas simple entre
los de tipo I que es el Kernel de caja asimétrico. Sea X una v.a.f valorada en E y

x un elemento fijo de E. Podemos escribir:

D (1[071} (d(X];X ))> = E (s (X)) = P(X € B(x, h)).

Teniendo en cuenta la ponderacion local Kernel funcional de las variables (3.8),
la probabilidad de la bola B(x, h) aparece claramente en la normalizacién. En donde
el pardametro de suavizado h disminuye con el tamano de la muestra de las variables
funcionales (més precisamente, h tiende a cero cuando n tiende a 0o). Asi, cuando
tomamos n muy grande, h es cercano a cero y entonces B(x, h) es considerada co-
mo una vecindad pequena y P(X € B(x,h)) como una probabilidad en vecindades

pequenas.

De ahora en adelante, para todo x en E' y para todo h real positivo, utilizaremos

la notacion:

py(h) = P(X € B(x, h)).

Esta nocion de probabilidad en vecindades desempena un papel importante tan-
to desde el punto de vista tedérico como el practico. Debido a que la nocién de bola

esta fuertemente vinculada con la semi-métrica d, la eleccién de esta semi-métrica
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se convertird en una etapa importante. Esto se vera desde un punto de vista tedri-
co a través de este trabajo, ya que la razén de convergencia de estas estimaciones
funcionales no paramétricas se vinculan sistematicamente con d a través del com-
portamiento, en torno a 0, de la funcién ¢, de probabilidad en la vecindad. Ademas,
como se discutié el capitulo 2 la eleccion de la semi-métrica también se espera que
sea un punto crucial, siempre y cuando nos centramos en los aspectos aplicados.
Debido a que las ideas de ponderacion local Kernel funcional seran de vital importan-
cia en todos los métodos estadisticos no paramétricos funcionales que se estudiaran
mas adelante en la seccion 3.3, se discutiran dos resultados, de acuerdo con el hecho
de que el Kernel es de tipo I o II. Esto puede ser visto como versiones funcionales de
lo que se conoce como el teorema de Bochner en la literatura habitual no paramétri-
ca de dimensién finita (ver [8] y la discusién). Los siguientes lemas son importantes
en esta tesis.

Sea X una v.a.f que toma sus valores en el espacio semi-métrico (F,d), sea x un

elemento fijo de F, sea h un nimero real positivo y sea K una funcién Kernel.

Lema 1. 5i K es un Kernel tipo I, entonces existen constantes reales finitas no

negativas C y C' tales que:

Coy(h) < BK (@) < Cpy ()

Demostracion: Devido a que K es un Kernel de tipo I, tenemos por definicion 3.1i,

que existen dos constantes C y Cy tal que
Cilpy < K < Colpy,

lo cual implica que

s (1529) < (1529) < (9).
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CllB(X,h)(X> <K <

y por consiguiente

B Cmani) < i
(

Donde C =Cy, C"=Cyy py(h) =E (1B(X7h)(’/¥))

Lema 2. Si K es un Kernel de tipo II y si ¢, (.) satisfase
3C5 > 0, Jep, Ve < 60,/ oy (u) du > Csep, (€), (3.9)
0

entonces existen constantes reales finitas no negativas C' y C' tal que, para h lo

suficientemente pequeno:
d(y, X

Con) < ex (5T < i)
Demostracién: como K es de soporte en [0, 1] tenemos que

()
y porque K’ existe, K(t) = )+ fo K'(u) du, lo cual implica que

d(x,X) ! x) ! b d(x, %)
EK = K(0) (t) + K'(u)du | dPm (t),
h 0 0 0
1 1
= ko) [ o+ [ ([ Ko @,
0 0 0
1

— K(0)P (0 < d(X}’LX) < 1) +/01 K'(u) (/0 Lo () AP (2 )) du,

=),
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esta ultima ecuacion se obtiene aplicando el teorema de Fubini, por consiguiente

= K(0)p,(h)+ /01 K'(u)P (u < M < 1) du,

— K(0)pr(h) + / K1) (9 (h) — oy () dus,
- K(O)(px(h)—i—(px(h)/o K’(u)du—/o K'(u)py (hu)) du,
= K(O)py(h) + o (ME(1) — oy (K(0) - / K () () ds,

usando el hecho de que K(1) = 0, resulta que

EK( ) /K’ u)py (hu)) du.

Ahora como K es de tipo II, existen C7 < 0 tal que K’ < Cf, asi que
—K'(u)py(hu) > —Croy (hu)

por lo tanto
1 1
—/ K'(u)py (hu) du > —Cl/ oy (hu) du
0 0

haciendo el cambio de variable ¢ = hu obtenemos

/ K'(u)py (hu) du > —% o\ (t) dt
0

haciendo uso de (3.9), para h < €

EK (d(X;LX )) > Sy (h),

h

y si tomamos C' = —C3C
X
EK (%) > Coy(h).

con respecto a la cota superior, sabemos que K es continua con soporte [0, 1], y por

tanto es acotada, asi que podemos elejir C" = supc(o,1)K (t) como la cota superior y
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seguir los mismos argumentos como para el lema 1 y obtener

EK (@) < O (h)

3.3. Métodos y Modelos de Prediccion

Como se discutio en la seccién 3.1, la ponderacién local Kernel se adapta muy
bien para propédsitos de prediccion, y todas estas estimaciones no paramétricas se
basaran en las ideas del Kernel.
Describiremos varios enfoques relativos a la prediccion no paramétrica de alguna
respuesta escalar. El contexto funcional aparece a través de la variable funcional ex-
plicativa. Nos centraremos en tres métodos de prediccién complementarios, a saber,
la esperanza condicional, la mediana condicional y la moda condicional. La espe-
ranza condicional se refiere al conocido método de regresion, mientras que tanto la
mediana condicional como la moda condicional estan estrechamente vinculadas con

la estimacion de la distribucion condicional.

3.3.1. Meétodos de Prediccién

Sean (X;,Y;)i=1..n, n pares independientes e idénticamente distribuidos como
(X,Y) y valorados en E x R, donde (£, d) es un espacio semi-métrico. Sea y un
elemento fijo de E'y y € R, sea N, C E una vecindad de x y S un subconjunto
compacto fijo de R tal que y € S. Dado x se denotara por 3 el valor de la prediccion
para la respuesta escalar.
Los métodos de prediccion de la respuesta escalar Y de la predictora funcional X

son todos basados en la distribucién condicional de Y dado X.



41

3.3.1.1. Operador Regresién

El operador regresién (no lineal) r de Y en X es definido por:
r(x) =EY | X =X), (3.10)

y la funcién de distribucién acumulativa condicional (f.d.a) de Y dado X es definida
por:

vy eR, F¥(x,y) =P <y|X =y). (3.11)

Ademas, si la funcién de probabilidad de Y dado X es absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue, notaremos f¥ (v, ) el valor de la correspondiente
funcién de densidad condicional en (x, y). Note que bajo suposicién de diferenciacién

de F{¥(x,.), esta funcién de densidad condicional puede ser escrita como:

0
Yy eR, fF(x,y) = a—yFyX(X,y)-

Esta claro que cada operador (no lineal) da informacién acerca de la relacién
entre X y Y y cualquiera puede ser de completo uso para la prediccion de y dado
X- Ademads, cada uno de ellos dara algin método de prediccion especifico.

La primera forma para la construccién de esta predicciéon se obtiene directamente

del operador regresién tomando:
g =7(x), (3.12)

donde 7 es una estimacion de r.
3.3.1.2. Operador Mediana Condicional
Este segundo operador consiste en considerar la mediana m(y) de la f.d.a con-

dicional F: f :

m(x) =inf{y € R, F* (x,y) > 1/2}, (3.13)
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y se usa como predictor:
g = m(x), (3.14)

donde m(x) es una estimacién de esta mediana condicional funcional m(x). Notar,

que tal estimador dependera de alguna estimacién previa del operador no lineal Fy¥.

3.3.1.3. Operador Moda Condicional
Finalmente, el tercer predictor es basado en la moda 6(x) de la densidad con-

dicional de Y dado X:

0(x) = aryg sup IF 06 ). (3.15)

Esta definicién asume implicitamente que 6(x) existe en S. El predictor es

denotado por:

g ="0(x), (3.16)

donde 0(x) es una estimacién de 6(x). Una vez més notar que este estimador de-

penderd directamente de alguna estimacién previa del operador no lineal fi¥.

3.3.1.4. Banda de Confianza predictiva

El hecho de que los tres métodos presentados anteriormente son sobre prediccion
puntual, cabe senalar que el segundo método también se puede utilizar para la
construcciéon de la banda de confianza de prediccion, ya que se puede utilizar para
estimar cualquier cuartil de la f.d.a F;¥. Precisamente, estos cuartiles son definidos
para a € (0,1) por:

ta(x) =inf{y € R, F{¥(x,y) > o}. (3.17)

Por lo tanto, a partir de una estimacion ,(x) de t,(x), el siguiente intervalo:

(ta(x), ti—a(X))
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es una manera de construir, para « € (0,1), un (1 — «) banda de confianza de pre-

diccidn.

3.3.2. Modelos no Paramétricos

Conociendo ya los métodos estadisticos, queda por construir de forma explicita
algunas estimaciones de los predictores tedricos que se han introducido (Es decir,
la regresién, mediana condicional, moda condicional y cuantiles condicional). Sin
embargo, esto no se puede hacer antes de tener precisamente el tipo de modelo es-

tadistico que deseamos introducir. Ese es el objetivo de esta seccion.

Cada uno de los tres predictores se basa en la estimacion de algiin operador
(no lineal). Por lo tanto, la primera etapa de la modelizacién estadistica consiste
en introducir algunos conjuntos de limitaciones que acttian bien en r, Fi¥ o fi¥.
Teniendo en cuenta que se desea hallar modelos libre de parametros, esto conduce
a la introduccién de modelos no paramétricos (de acuerdo con la Definicién 2.8).

Modelo para la Esperanza Condicional

Este método es referido al operador regresion r (un operador no lineal de E en

R) y se considerard el siguiente modelo:

reCy, (3.18)

donde

ch={r: B4R/ im0 =00}

X:x')—0
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Modelo para la Mediana Condicional Funcional

Este método se refiere al operador Fy¥ (un operador no lineal de £ X R en R).
Antes de escribir el modelo, con el fin de simplificar la representacion y no enmasca-
rar nuestro objetivo principal, se asumiremos que el operador mediana condicional

pertenece el siguiente conjunto:
Sfaa=19: EXR =R, g(x,.) es una f.d.a estrictamente creciente}.

De hecho, F¥ € S}f 4o garantiza la existencia y unicidad de la mediana condi-

cional, que puede ser definida como:

R — [0, 1]

y = F¥(y) = F¥(x. ).

m(x) = Fyf(1/2) donde F¥ =
y luego consideramos el siguiente modelo:

FFecl®n St i (3.19)

donde

fPEXR—=R/VY €N, lim f(xX,y)=f(xy)
CER _ d(x:x")—0

y vy eR lim f(x,y) = fx.y).
ly—y’|—=0

Modelo para la Moda Condicional funcional
Este método se refiere al operador fi¥ (un operador no lineal de E x R en R).
Recordemos que S es un subconjunto compacto de R. Empecemos introduciendo el

siguiente conjunto de restriccion:
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f:ExXR—=R/
Stens = 3E>0,3y0 € S, f(x,.) es estrictamente creciente en (yo — &, 1o)

y estrictamente decreciente en (yo, Yo + &)

Es claro que si f{¥ cae en S}, ., el problema de maximizar f;¥ (, y) sobre S tiene

dens?

una unica solucién la cual es exactamente yy. Por lo tanto, bajo esta restriccién, la

moda condicional §(x) puede ser definida como:

0(x) = argsup fi¥ (x. y)-
yes
El conjunto de restriccién S, . definido asi, en una manera de garantizar la uni-
cidad de la moda condicional 6(x). Ahora podemos definir el modelo no paramétrico
funcional para la prediccién mediante la moda condicional como:

¥ e ol ®nsy

dens*

(3.20)

Los modelos no paramétricos funcionales (3.18), (3.19), (3.20) seran llamados
modelos no paramétricos funcionales tipo-continuidad porque la propiedad de con-
tinuidad es su principal caracteristica funcional en comin. De hecho, veremos que
los modelos del tipo-continuidad, nos permiten obtener resultados de convergencia
para las estimaciones no paramétricas de los mismos. Otro tipo de modelo consi-
derado por Ferraty y Vieu son los de tipo-Lipschitz que nos permiten obtener de

forma precisa la razén de convergencia de las estimaciones de estos modelos (ver [7]).

Estas consideraciones tedricas no son sorprendentes, ya que obedecen al siguien-
te principio estadistico general: mientras més sea restrictivo el modelo més precisa-
mente se puede describir el comportamiento tedrico. En otras palabras, existe una
compensacién entre el tamano del conjunto de restriccién (que producen los mode-

los) y la precisién de la razén de convergencia que podamos esperar. Otro punto
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importante acerca de tal modelo no paramétrico funcional es que las dos principales
dificultades que aparecen son: la dimension infinita del espacio de restriccién (i.e.
el modelo no paramétrico) y el espacio infinito F (la caracteristica funcional de la
variable explicativa). Por lo tanto, un gran desafio tedrico consiste en la provisién de
propiedades asintéticas de este doble contexto de dimensién infinita, razén principal

que justifica mi interes en este trabajo y esto se hara en el Capitulo 4.



Capitulo 4
RESULTADOS Y VALIDACION

Una vez que el modelado no paramétrico se ha introducido, se tiene que encon-
trar la manera de estimar los diversos objetos matematicos expuestos en los modelos
anteriores, a saber, los operadores (no lineales) r, Fy¥, f;¥. De acuerdo con la discu-
sién en el capitulo 3, los estimadores Kernel son buenos candidatos para lograr una

ponderacion local enfocada en el ambito funcional.

4.1. Estimadores de los Modelos No Paramétricos

Sea (X;,Y;)i=1,.» una muestra funcional de tamafio n, queremos estimar (),
F¥(x,y), fi¥(x,y) para un (x, y) no necesariamente incluido en la muestra. Supon-
gamos que ®(y) es la densidad marginal de y, que f(x,y) es la densidad conjunta
de (x,y) y que ¥(x) = [ yf(x,y) dy. Veremos a continuacién la construccién de los

estimadores modelo por modelo.

4.1.1. Estimador del operador regresion
Como se vi6 en el capitulo 3 nuestro operador no lineal de regresién esta asociado

a la esperanza condicional, entonces:

r(x) = E(Y | XZX)Z/yff(x,y)dyz/yf(x’y) dy:L/yf(X,y)dyZ—

d(x) ®(x)

asi que, una idea para la estimacion del operador no lineal de regresién r seria

el siguiente estimador de regresion kernel funcional:

47
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sy Kd0ox)
SRR (G A)) ()
o KO E) b
=UR(K (A 1d(x, X))

El numerador no es mas que una estimacién por Kernel de W(x) = [y f(x,y) dy

F(x) =

y el denominador es la estimacion de la densidad ®(x) de X; tal como se vié en la
seccién 3.1 del capitulo 3, conociendo que K es un Kernel asimétrico y que h (que
depende de n) es el ancho de banda. Esta es una extensién funcional del conocido
estimador Nadayara-Watson ([6] y [10]) que fue previamente introducido para regre-
sién no paramétrica finita dimensional (ver [19]). El estimador acarrea los mismos
problemas vistos en la estimacién de densidad por Kernel en cuanto a la dificultad
en la eleccion del valor del ancho de banda. El compromiso sesgo-varianza contintua
manteniéndose en este caso, por las mismas razones que en la estimacion de la den-
sidad por Kernel. De todas formas, también existen resultados para la eleccién del
ancho de banda 6ptimo en algin sentido [21], pero esto se aleja un poco de nuestro

interés.

Finalmente, podemos definir un estimador para el operador no lineal de regre-

sién como:

f(X) _ Z?:l KK(h_ld(Xv Xl))
> i K(h=d(x, X))

(4.1)

El principal cambio en esta extencion funcional viene de la semi-métrica d que
mide la proximidad entre objetos funcionales. Para ver como tal estimador funciona,

vamos a considerar las siguientes cantidades:

won() — KN X))
P SR %)

Por lo tanto, es facil escribir el estimador Kernel como:
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Px) =D winYi,
i=1

el cual es en realidad un promedio ponderado porque:

n
E Wi p = 1.
=1

El comportamiento de los w; ,(x)'s se puede deducir de la forma de la funcién
Kernel asimétrica K (ver la Figura 3-5 del capitulo 4). Para fijar ideas, consideremos
Kernel positivos con soporte en [0, 1]. En este caso, es claro que cuando més pequeno
es d(x, X;), mas grande es K(h~'d(y,X;)). En otras palabras, entre mds cercano
es X; de x, mas grande es el peso asignado a Y;. Los aspectos locales de tal método
aparecen a través de comportamiento local de los pesos alrededor de y, el punto de
E en el que esta valorado el estimador. Debemos tener en cuenta también que, tan
pronto como d(x, X;) > h, tenemos w; ,(x) = 0. Lo que quiere decir que el estimador
7(x) solo tiene en cuenta los Y s para los que los correspondiente X' s estéan distantes
de x a lo mas h. Asi, el parametro h juega el mejor rol porque controla el nimero de
términos en el promedio ponderado. Ademads, entre més pequeno es h mas pequeno
es el nimero de Y;s a tener en cuenta en el promedio. En otras palabras, entre
mas pequeno es h, mas r(x) es sensible a pequenas variaciones de los Y;. En el caso
contrario, entre mas grande es h, mas grande es el nimero de términos en la suma y
menos sensible es r(y) con respecto a las pequenas variaciones de los Yi. Podemos
decir que h tiene un efecto de suavizacion, y en este sentido h es un parametro de

suavizado como se vié en el capitulo 3.
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4.1.2. Estimador del operador f.d.a condicional

Nuestro propésito ahora es la estimacién Ff de la condicional Fy¥, pero primero
vamos a explicar como podemos extender la idea previamente utilizada para la
construccién del estimador de regresién Kernel. Claramente, F{¥ (y,y) = P(Y <y |

X = x), puede ser expresado en términos de la esperanza condicional:

FF(GY) = B(l sy (Y) | X = x),

por lo tanto una buena idea seria definir un estimador f.d.a condicional Kernel

COImo:

S KT X)L (V)
S KA X))

Al seguir las ideas previas desarrolladas por [9] y [15] en el caso finito dimen-

F¥(x,y)

sional, es facil construir una version suave de este estimador. Para ello, es suficiente
cambiar la funcién de indicador béasico por una funcién de distribucién acumulativa

(f.d.a). Sea K un Kernel simétrico usual, sea H definido como:

Vue R, H(u) :/ Ky(v) dv,

y definimos el estimador f.d.a condicional Kernel como sigue:

_ i K(hd(x, X)) H (g My — Y5))
> K(h7d(x, X)) ’

donde ¢ es un numero real estrictamente positivo (que depende de n). La Figu-

F¥(x,v) (4.2)

ra 4—1 muestra varios ejemplos de Kernel integrados basados en los Kernel simétricos

vistos anteriormente.
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00020406081.0
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(a) De Kernel de Caja b) De Kernel Triangular (c¢) De Kernel Cuadrético

—~

-3 -2 A 0 1 2 3

(d) De Kernel Gaussiano

000204060810

Figura 4-1: Varios ejemplos de Kernel integrados simétricos
De este estimador f.d.a condicional (4.2), uno puede atacar el problema de
prediccién mediante la definiciéon de un estimador Kernel de la mediana condicional

funcional m(x) como sigue:

m(x) = inf{y € R, F{¥ (x,y) > 1/2}. (4.3)

Del mismo modo, podemos también definir por (4.2) un estimador Kernel del

cuantil condicional funcional t,(x), para cualquier a € (0, 1), como sigue:

~

ta(x) = inf{y € R, F{¥ (x,y) > a}. (4.4)
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4.1.3. Estimador del operador densidad condicional

Se sabe que bajo cualquier suposicion de diferenciabilidad, la funcién de densi-
dad condicional puede ser obtenida por la diferenciacion de la f.d.a condicional. Ya
que tenemos a la mano un estimador F{}Y de F{¥ es natural proponer el siguiente

estimador:

) o .
Eoy) = a—ny(X,y)-

Asumiendo la diferenciabilidad de H, tenemos

S K(hld(x, X)) s H(g ™ (y — Vi)
> iz K(h™1d(x, X5)) ’

y esta es la motivacion a la siguiente expresién para la estimacion de la densidad

0 -

J— X —
ayFY (X7 y)

condicional Kernel:

S K (h (o X)L H (g7 (y — Vi)
> K (hld(x, A7)

Mas generalmente, podemos afirmar para cualquier Kernel K la siguiente de-

oy =

finicién:

Yoy K(h1d(x, X3)) ; Ko~ (y — Vi)
>y K(h=ld(x, X))

Este tipo de estimador ha sido ampliamente estudiado en el entorno no-funcional,

f¥(y) = (4.5)

es decir, en la condicién cuando X’ se cambia a una variable de dimensién finita.

Se puede facilmente definir el siguiente estimador moda condicional funcional Kernel

de 6(x):

A

6(x) = argsup ). (4.6)
ye
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4.2. Convergencia de los Estimadores

El objetivo de esta seccidn es presentar los resultados asintéticos vinculados a
los estimadores no paramétricos de los tres predictores funcionales ya definidos en
la Seccion 4.1, esperanza condicional, mediana condicional y moda condicional. Los
predictores no paramétricos que son utilizados se basan en las ideas de un Kernel
suavizado y son los definidos anteriormente en la seccion 3.1. Todos los resultados son
presentados en términos de convergencia casi completa. Este modo de convergencia
ha sido seleccionado porque tiene dos ventajas importantes, en primer lugar es mas
fuerte que la convergencia casi segura y la convergencia en probabilidad, y segundo
es mas facil probar. Para mas detalles acerca de este tipo de convergencia vea el
apéndice A, alli encontrara las definiciones basicas provenientes con convergencia
casi completa y mostramos enlaces con otros modos usuales de convergencia como
lo es la convergencia casi segura y convergencia en probabilidad.
4.2.1. Estimador de Regresién

Aqui nos centraremos en la convergencia puntual casi completa del estimador
Kernel funcional de regresion r(X) = E(Y | X) el cual fue definido en (4.1), y lo

podemos escribir como
Y =r(X)+e con E(e | X)=0.

Antes de dar el resultado asintético principal, tenemos que hacer algunas supo-
siciones. La primera es acerca de la probabilidad de bolas pequenas de la variable
funcional X', que es quien nos permite decir que la probabilidad de observar la v.a. f
alrededor de x (el elemento funcional en el que se evalua el operador de regresién)
es no nula:

Ve >0, P(X € B(x,¢)) = ¢(e) > 0. (4.7)

Es clasico en el contexto no paramétrico multivariado suponer que la densidad

de la variable explicativa multivariante es estrictamente positiva, y la hipdtesis (4.7)
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es una extension de esa nocién. Ademads, los parametros que intervienen en el esti-

mador, que es el ancho de banda y la funcién Kernel, tienen que satisfacer:

\

h es una sucesion positiva tal que

lim h =0y lim 1% =0,

n—oo n—oo m'DX(h)
K es un Kernel de tipo I (4.8)
0

K es un Kernel de tipo II y (3.9) se cumple.

Finalmente, consideraremos una variable de respuesta escalar Y tal que:

Vm > 2, E(|Y™|X = x) < om(x) < 00 con o,(.) continua en (4.9)

Este supuesto nos permite hacer frente a las variables no acotadas.

Usando la notacién introducida por (3.8), para i = 1,2, 3, .., n, recordamos que

A; es la cantidad definida como

Notar que el Lemal y el Lema 2, junto con (4.7), aseguran que EK (h~d(y, X)) >

0.

K(hYd(x, X))

A= EK(hLtd(x, X1))

Sea 71(x) v sea To(x) las siguientes cantidades:

0= A (4.10)

, 1 ¢
Fa(x) = n ZY%Ai-
i=1

Veamos los siguientes lemas.



Lema 3. Bajo (3.18) y (4.8) tenemos que:

lim Ery(x) = r(x).

n—oo

Demostracion. Tenemos que:

r(x) —Efa(x) =r(x) = r(x) — E(Y14y),
= r(x) — E(E(Y14A; | X4)),
= 1(x) — E(r(X:1)A),

= E((r(x) - (X)),

Debido a que el soporte de la funcién Kernel K es [0, 1], tenemos:
r(x) = (XA < sup |r(x) —r(X)|A
X' €B(x;h)
y la suposicién de continuidad en r permite obtener el resultado.
Como podemos ver el Lema 3 en una extencién de lo hhecho en (3.4).

Lema 4. Tenemos que:

1. Bajo las suposiciones (4.7), (4.8), (4.9), tenemos:

R R logn
r2<X) - IE)7A2 = Oa.co ( mpg(h)>
X

11. Bajo las suposiciones (4.7) y (4.8), se cumple:

. B logn
Tl(X) —1= Oa.co < n@x(h)> .

55
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Demostracion. .
[ parai = 1,2,...n, K; = K(h'd(x, X;)). Para demostrar este lema haremos uso

de la desigualdad de Bernsteins (ver Corolario A.11I). En efecto
I I
P(|r — Ero| > = P(l=) YA, — =) EYA; >
(a0~ Bral > ) = P 3% = 3T BYA| > )
1 n
= P(- YiA; — EY;A)| >
G > e
solo tenemos que mostrar que Jey > 0 tal que

o

nelN

zn:(YiAz‘ — EYiA;)

i=1

- logn -
€0 o0
mpx(h)
Por lo tanto, aplicamos el corolario A.11I) con Z; = Y;A; —IEY;A,;, que son variables

aleatorias reales centradas y con a? = ” 1(h). Para hacer esto tenemos que probar
X

que

de > 0 tal que Ym > 2 E|(Y1A, — EY1A)™] < e, ™ (h)

X

en efecto
(Y1A; — EY1A)™ = icm,kO/IAl)k(EnAl)mk(—l)mk
k=0
por otro lado
EViA; = B(E(YiA, | X =) = E(E(Y; | X = x)A,) = B(r(x)A) = r(x)

por lo tanto

(VA = BYIAN™] <Y el Vi [Flr(x) 7"
k=0



57

asi que para ¢ > (
E|(iA —EYiAD™| < ) eumB[YiAFlr(x)["
k=0

> cun, mfx EVA (0

IN

= ¢ méXmE|Y1A1|k) Z Crom| OO

k=0,1,..
k=0

[Aag}

= C( mix E|Y,A]).

7777

Ahora veamos que para k > 2
E|Y1A1]* = O(pn(x) ™). (4.11)

En efecto,

K¥ 1
EMIAT=EM Ry = Ry A

_ EE(YFEE | X))

_ EE(F | X)K)

AB(om(X)K7)}

= @y Ellon(X) - am (X)) KY) + 0 () EKT}

lo cual implica que

[EY AT < Elow(X) = 0m(0)IAT + 0w () EAT

< (sup om(X) = om(X)DEAT + 0, (x)EAL.
x'€B(x;h)
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. . K

Ahora como [ K7" < oo, y como K es de tipo I(resp. tipo II) entonces W es
1

de tipo I(resp. de tipo II). Luego por el Lema 1 y el Lema 2, 3¢y, co > 0 tal que

/KTCI¢X(h) < EK" < /Kf‘c%px(h)

Crpx(h) < EKT" < Capy(h).
Ahora como K es de tipo I(resp. de tipo II) 3¢}, ¢, > 0 tal que
oy (h) SEK, < dyoy(h)

asi que

a"ey (h) < (EK)™ < 5" (h)

por lo tanto

1 1 1
< <
i (h) = (BE)™ = dm(h)

por consiguiente

Olgpferl(h) _ EK{“ - 02¢7m+1<h)

X X
C/Qm - (EKl)m - Cllm
bipy " (h) < BAT < byp "FH(R)

lo cual implica que

ETIALL < ( sup |am<x'>—am<x>|+am<x>) ooy ()

X' €B(x,h)

— Cgo—m—i-l (h)

X

esto quiere decir que

E[Vi]*AY = O(g3™ " (1)).

X

Por consiguiente

E|(Y1A; — EY;A)™| < C(kirélflx @ "t (h)) para k> 2
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para k=1 tenemos que

[EY1|A] < EY1[Ar = E(E(Y1[A | X = X)) = E(E(Y] X =x)A)

asi que E|Y1|A; = O(1)

entonces debido a que ¢, (h) tiende a cero con n, se sigue que

E|(Y1AL — EYiA)™| = O(p, ™ (h)))

X

y esto finaliza la prueba.

El resultado puede ser obtenido directamente de I tomando Y; = 1 y viendo que

) 1 1« n
=1 i=1

y esto culmina con la prueba del lema.

[]

Teorema 4.1. Bajo la condicion de tipo-continuida (3.18) con la condicion de pro-
babilidad (4.7), si el estimador verifica(4.8) y si la variable de respueta Y satisface
(4.9), entonces tenemos:

lim 7(x) = r(x), a.co.

n—oo
Demostracién. Tenemos que 7(x) = 7:2EX§. Nuestra prueba es basada en la si-
r1{X
guiente descomposicién
. I S . . r(X) -
PO) =700 = =75 {72 (0) = Era(x)) = (r(00) — Ef2(00)) — -5 {7 () — 1}
1(x) 1(X)
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Los numeradores de esta descomposicon son tratados directamente usando el Lema 3
y el Lema 4, mientras que los denominadores son tratados usando la parte II) del

Lema 4 junto con la parte I) de la Proposicién 4. Esto finaliza la prueba. ]

4.2.2. Estimador Mediana condicional

Ahora daremos el mismo tipo de resultado de consistencia para la mediana
condicional funcional m(y) y su estimacion Kernel m(y), definidas respectivamente
en (3.13) y (4.3). Recordemos que el estimador f.d.a condicional F¥ fue definido
en (3.19). Debido a que los resultados asintéticos son basados en un y € FE fijo,

simplificaremos algunas notaciones como sigue:
VX € B, FE() = F¥ (), B0 =FF(x.) v F() =X,

Notar que la parte funcional de F;Y es la misma como en el caso de regresion.
Por lo tanto, es natural esperar que los supuestos necesarios para hacer frente a
esta parte funcional sean los mismos que en la seccién anterior. En cuanto a la parte
escalar las siguientes restricciones en la funcién Kernel Ky = H' y su ancho de banda

g asociado son introducidas:

g es una sucesion positiva tal que lim g =0
n—oo (4.12)
Ky es de tipo 0.
Noétese que esta es una condicion muy débil en el Kernel. Asegura, de acuerdo
con la Definicién 3.2, que la funcién H es continua y estrictamente creciente sobre

el conjunto {u,0 < K(u) < 1}. Esto tiene la ventaja principal que la estimacién

mediana condicional Kernel pueda ser definido como la tinica solucion de la ecuacion

m(x) = £ (1/2).
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Lema 5. Bajo el modelo tipo-continuidad definido por (3.19) y (4.7), y si el esti-

mador Kernel satisface (4.8) y (4.12), tenemos

lim FX(y) = FX(y), a.co.

n—oo

Demostracién.

FX(y)-F¥(y) = fl(lx){(f?)(x,y)—lEf:a(x,y))—(Fé(y)—E%(x,y))}—%{ﬂ(x)—l},

donde 71(x) es definido como en (4.10) y donde

. A Il K Yo KH(g '(y-Y))
i=1 =177

— e S KH( (- )

i=1

= —. Z %H(Q‘l(y 0))

= S AHG (- )

=1

= - ZZ1 ATy(y)

conTi(y) = H(g ' (y — Y3)).
Note que los denominadores son tratados usando Lema 4-II junto con la Propo-
sicion 4-1. Note también que el ultimo término es tratado usando el Lema 4-II.

Finalmente el lema es probado siempre y cuando se pruebe que

lim Efs(x,y) = F¥(y) (4.13)

lim 75(x,y) — Ers(x,y) = 0, a.co. (4.14)
n—oo
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e El hecho que Er(y) = 1y que K sea de soporte compacto conduce directamente

a

Ers(x,y) — Fy(y) = BEAN(y) — F¥(y)

= EA T (y) — EALFY(y)
— BB ) | X) - B))

= E(Alpun (X)(ET(y) | X) = F(y)).  (4.15)

Esta ultima esperanza puede ser calculada facilmente mediante el Teorema de Fubini

y usando el hecho de que H' = K.

E(T () | X) = /R H(g ™ (u—Y))dP(u| X) = /R / 7 Ko(v)dv dP(u | X)
_ /R /}R Ko(0) ey (9" (5 — w)) dv dP(u | X)
_ /}R /}R Ko(0) sy (97" (y — ) dP(u | X) do

comou<giy—u)=vg<y—u=u<y—uvg
BI) | 2) = [ [ Ko(o)lum (v~ 09) dPlu | 2) do
RJR

_ /R Ko(v) / :vg dP(u | X) dv

- / Ko(v) F{¥ (y — vg) do.

Debido a que K| integra hasta 1

E(T () | X) — FX(y) = / Ko(o)(FE(y — vg) — F¥(y)) dv

por otro lado tenemos que

¥ (y = vg) = F¥W)| < [ (y —vg) — F¥(y —vg)| + [F¥(y — vg) — F¥(y)|-
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Porque K tiene soporte en [—1,1] y porque h y g tienden a cero , la propiedad de
continudad de F}¥ nos permite escribir

lim sup 1B(X7h)(X)|Ff(y —wvg) — F(y —vg)| =0

N0 ye[—1,1]

lim sup (X)|Fy(y —vg) — F¥(y)| =0,

N0 ye[—1,1]

de tal manera que podemos escribir finalmente que

m 10 (X)|ET(y) | X) — F¥(y —vg)| = 0.

n—oo

Este tltimo resultado junto con (4.15) y el hhecho de que EA; = 1 prueban (4.13).
e Probemos ahora (4.14).
En efecto, podemos descomponer este término como una suma de variables aleatorias

reales con media cero

) . 1 <
Pa(00y) — Ers(x,y) = ~ > (1 - ET))
i=1
donde ﬂ = AZFZ(y)
Usando el Lema 3 o Lema 4 de acuerdo con el hhecho de que K en de tipol o II, y

porque [';(y) es acotada, tenemos:
T, < Cloyly)
por otro lado aplicando el resultado (4.11) para k = 2, tenemos
BT, < CEA? < Cfi(y).

Debido a que las variables T; son acotadas, las dos desigualdades anteriores son
suficientes para tratar el término 7;. Precisamente ahora estamos en condiciones de

aplicar la desigualdad exponencial de tipo Bernstein dada por el corolario A.2-II. y



64

obtenemos
logn ) 1/2

P (o) — Efa(x,4) = Oneo (m

[]

Teorema 4.2. Bajo las condiciones del Lema 5 tenemos que para cualquier punto

real fijo y:

lim m(x) = m(x), a.co.
n—o0

Demostracién. La condicién (4.12) asegura que el estimador f.d.a condicional
F{ﬁ() es continuo y estrictamente creciente. Por lo tanto, la funcién Ff/‘_l() exite y
es continua. La propiedad de continuidad de F¥'(.) en el punto F¥(m(x)) se puede

escribir como:

A

Ve >0, 36(e) > 0.y, |F¥(y) — E¥(m(x))] < 8(e) = |y —m(x)| <,

y en el caso especial cuando y = m(y), tenemos

~

Ve >0, 30(e) > 0, [FF(m(x)) — EF(m(x))] < d(e) = [n(x) — m(x)| < e,

asi que

Ve >0, 36(e) > 0, P(F(m(x)) — B (m(x)| < 8(€)) < P(lri(x) = m(x)| < e),

y finalmente obtenemos que

Ve >0, 35(c) > 0, P(li(x) —m()|>e¢) < P(E(x)) — EX(m(x))] > 6(e))

— P(Bm(x) - BXm()] > 5(6)),

la dltima desigualdad se obtiene siguiendo la observacién

EX(m(x) = F¥(m(x) = 1/2.
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La convergencia puntual casi completa del estimador f.d.a condicional Kernel F}’f
(ver el Lema 5) conduce directamente a
ve >0, 3" Plli(x) —m(y)| > o) < oo,
n=1

y esto culmina con la prueba. O]

4.2.3. Estimador Moda condicional

Por ultimo daremos resultados de consistente para la moda condicional () y
su estimacién Kernel é(X), que se definen respectivamente en (3.15) y (4.6). Debido
a que nos centramos en la convergencia puntual en un y fijo en E, se considera la

siguiente notacion simplificada:

VX € B, fE0) = [ RO =06y B0 = FH ).

Las suposiciones necesarias para el estimador densidad condicional Kernel f;¥ defini-
do por (3.20) se cierran a las introducidas en la seccién anterior para estimar la f.d.a

condicional Fy¥. Los siguientes supuestos no restrictivos tienen que ser afiadidos:

3C < 00,¥(z,7') € R X R, |Ko(x) — Ko(2')| < Clz — 2|,

logn (4.16)

lim =0y 3¢ >0, lim gn® = co.
n—oo

n=roc ngpy (X)
Lema 6. Bajo el modelo tipo-continuidad definido por (3.20) y (4.7), y si el esti-
mador Kernel satisface (4.8), (4.12) y (4.16), tenemos para cualquier subconjunto
compacto S C R:

lim sup |f¥ — fX| = 0, a.co.
n—oo yES

Demostracién.

)= y) = {406 y) —Era(x, v) — (f5 (y) —Efa(x, ) } =

0 0013,

1
71(x) F1(x)
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donde 71(x) es definido como en (4.10) y donde

F4(x,y) = F1(x) Aé(y) . L EK, " - S K,

I
|
g
Q
L
5
s
<
|
<

I

=
g
I’
=
S

con i(y) = g~ Ko(g~(y — V7).

Notar que los denominadores son tratados usando Lema 4-II junto con la Proposi-
cion 4-1. Notar también que el dltimo término es tratado usando el Lema 4-11 y que
la funcién f; es uniformemente acotada sobre y € S (puesto que es continua en un

conjunto compacto S). Por lo tanto, basta con probar:

1
lim —— sup |74 (x, y) — F()] = 0, a.co, (4.17)

N

n—oo 7' (X) yeSs

1
lim ——sup [f4(x,y) — Efa(x, y)| = 0, a.co. (4.18)

A

n—oo 1 (X) yeS

e Primero probaremos (4.17).

Debido a que EA; = 1 y que Kj es integrado hata 1, tenemos después de integrar
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por sustitucién.

Ery(x,y) — f3(y) = EAQ(y) — f5(y)
= E(A(E(Q(y) | X) — fX())

= B(0u( [ g7 Kol (0= ) ¥ ) du— )

— B(A [ g7 Kl = ) ) = )

_ E(A / Ko(o)(F(y — vg) — fi(y) du)

= Ellaan(0A1 [ Kolo)( (= vg) = F(0) du)(4.19)

Adem3s

¥y —vg) — KW < fF(y—vg) = ¥y —vg)l + |y —vg) — [F W)l

Como S es compacto, la funcién fy¥ es uniformemente continua sobre y € S, ademéds

Ky es de soporte compacto en [—1,1], y el modelo (3.20) es de tipo-continuidad,

entonces
Jim sup Ly () /5 (y = v9) = fi(y = vg)| = 0,
ye
y
lim Sup |f¥(y —vg) — f¥(y)| =
Lo cual implica que
lim sup 15 o) (O (y = vg) — [E(y)] = 0. (4.20)

n—00
ye

Ahora combinando (4.19) y (4.20) , junto con la positividad de A; y Ky, obtenemos

sup [E74(x,y) — f5(y)] = O(1),

yes
esto combinado con el Lema 4-11 y con la Proposicién 4-1 prueba (4.17).

e Queda por comprobar que (4.18) es verdadera. Usando la compacidad de S, se
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puede escribir que S C |J7~, Sk donde Sy = (t; — ln, tx + I;) donde I, y z, puedes

ser elegidos tal que:

l, =Cz ' Cn™.

Tomando ¢, =arg min |y —t|, tenemos
t€(t1,etzy)

sup [Fa(x, y) — Efa(x,y)| = A1 + Az + A,

F1(X) yes
donde
A= fl(lx) sup 740, y) — 7a(X, )]
A = s sup (x4 — ERs(.t)
Az = fl(lx) sup [Ers(x, ty) — Efa(x, y)|-

(4.21)

(4.22)

La condicién de continuidad de Holder (4.16) nos permite escribir directamente:

. . 1 «
74(x,y) — 7a(x, 1) < EzlAilQl(y)_Qi(ty”

= S AKalg (- Y) — Kola™ (, — Y)

n
9 i=1

n

"9 i3 g

IN

(AN
Q
3>
S
s
Q

Usando (4.21), se cumple que A; < C/(gn®)? y (4.16) implica que:

n—o0

Siguiendo argumentos similares, podemos escribir A <

con el Lema 4-I1 y con la Proposicion 4-1, obtenemos:

lim A3 =0, a.co.
n—oo

F1(x)(gn°)

(4.23)

5» v de acuerdo

(4.24)
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Mirando ahora el término Ay podemos escribir para cualquier € > 0:

P(sug\m(x, y) — Efa(x, b)) >€) = P(jﬂllax Fa(x: ty) — Efs(x, t;)] > €)
s =hZn

< 2z, méx P(F4(x,t;) — Ers(x, t;)| > €)

Jj=1,..,zn
1 n
- > (Ui —EU)| > 694,25)
i=1

< 2z, max P <
7=1,..,2n
Usando el Lema 1 o el Lema 2 acorde con el hecho de que K es de tipo [ o II, y

porque Q;(y) < C'/g, tenemos:

Uil < C/(gex(h))- (4.26)

Por otro lado, se tiene, después de la integraciéon por sustitucién, y usando (4.20):

EU? =

IN
Q

Debido a que f; es acotada (puesto que es continua sobre un subconjunto compacto

S) v aplicando el resuldado (4.11) con k = 2, obtenemos:
EU7 < C/(gpx(h). (4.27)

Debido a que las variables U; son acotadas, ahora estamos en condiciones de aplicar
la desigualdad de Bernstein de tipo exponencial dada por el Corolario A.2-11 (ver
Apéndice A). Esta desigualdad junto con (4.25), (4.26) y (4.27) dan directamente:

P(susp 1740, ty) — Efs(x, )| > €) < znexp{—Cne’gyp, (h)}.
=
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Pero usando (4.21)obtenemos:
P(su;s) 1720, ty) — Efs(x, ty)| > €) < Cn’exp{—Cne’gp, (h)}.
ye

Porque log n/(nge,(h)) tiende a cero, obtenemos directamente:

Ve>0, ) P(sug 174(x, ty) — Bra(x,t,)| > €) < co. (4.28)
ye

n=1

El denominador de A, es tratado directamente usando de nuevo el Lema 4-I1 y la

Proposicién 4-1 . Esto es suficiente para obtener

lim Ay = 0, a.co. (4.29)

n—oo

Finalmente, el resultado (4.18) se obtiene de (4.22), (4.23), (4.24) y (4.29). Esto

culmina con la prueba del lema. O

Teorema 4.3. Bajo las condiciones del Lema 6 tenemos que:

1im f(x) = 6(x)-

n—oo

Demostracién. La condicién (3.20) asegura que la densidad condicional f¥(.) es
continua y estrictamente creciente en (6(x)—¢,60(x)). Por lo tanto, la funcién ffl (\)
existe y es continua. La propiedad de continuidad de f{l(.) en el punto fy(6(x))

se puede escribir como:

Ve >0, 31(e) > 0,Vy € (0(x)—€,0(x)), [fyw)=fFO00))] < 0ile) = [y—0(x)| <,

debido a que f3(.) es continua y estrictamente decreciente en (0(x),0(x) + ¢€), en-

tonces

Ve >0, Jda(e) >0,y € (0(x), 0(x)+€), [f3m)—f5000))] < dale) = |[y—0(x)| <,
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combinando los dos resultados podemos decir

Ve >0, 3o(e) > 0,Vy € (0(x)—e,0(x)+e€), [f¥(y)—f7(0(x))] < d(e) = [y—0(x)| <e.

puediendo ser (§(e) = min{di(e), dz(€)}).
Por construccion 6(x) € (0(x) — €, 0(x) + €), asi que:

~

35(e) > 0, |fE00) = O] < 6(e) = 10 = 6(0)| < e.

Por lo tanto 36(¢) > 0 tal que P(|0 —0(x)| > €) < P(If¥(0(x)) = £(0(x))] > 6(e))

por otra parte, tenemos que

IFE000) — KO = [/0()) — FEOC))] + 1A0(x) — fE0(x))]
= [FEO0)) — FEO))| + [ f£0(x)) — fOK))]

< 2 sup @) — f£ W)l
ye(0(x)—€,0(x)+€)

Por consiguiente
P(I000) = O > 6(e) <P sup  [[Hy) = )] > 6(e)
YEO(x)—€0(x)+e)
y por el lema 6 para S = [0(x) — €,0(x) + €

Ve>0, Y P(l6(x) — 0(x)| > €) < 0.

neN

4.2.4. Estimador Cuantil condicional

Esta seccion esta dedicada a la generalizacion de los resultados dados para la
estimacién de cuantiles funcionales condicionales. El cuantil condicional de orden
a, denotada por t(x), y su estimador Kernel t,(x) se definen respectivamente en

(3.17) y (4.4). Como ya se ha senalado con la condicién (4.12), la estimacién cuantil
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condicional Kernel puede ser definido como la tnica solucién de la ecuacién

~

fa () = B ().

Teorema 4.4. Sea o € (0,1). Bajo el modelo tipo-continuidad definido por (3.19)

y (4.7), y si el estimador Kernel satisface (4.8) y (4.12), tenemos

lim t4(x) = ta(x), a.co.

n—oo

Demostracion. Esta prueba estéd estrechamente relacionada con la demostracion
del teorema 4.2, por tal razén serd mas brevemente presentada. Sea ¢ > 0 fijo. La

propiedad de continuidad de F¥'(.) en el punto F¥(t4(x)) se puede escribir como:

A

30(e) > 0,Yy, [F¥(y) — F¥ta(x))] < 8(e) = |y — ta()| < e
Pero tomando y = £, (), finalmente obtenemos el siguiente resultado

35(e) > 0, Plta(x) —ta(x)l > €) < P(E (X)) = F¥(ta(0)] > 6(e))

= P(IF(ta(x)) = E¥(ta(0))] > 6(e)),

el cual, combinada con la convergencia puntual casi completa del estimador f.d.a

Kernel (ver Lema 5) da lugar a la prueba. O

4.3. Reimplementacién y Aplicacion de los Estimadores

En esta seccion nos dedicaremos a la creacion y aplicacion de los métodos de
prediccién mediante los estimadores presentados anteriormente en la seccién 4.1. Se
construiran con los procedimientos de seleccion automatica de los parametros de
suavizado (Ancho de banda).
Para cada uno de los métodos funcionales, se presenta el estimador Kernel. En cuan-
to al método de Regresion, por ser el primero, desarrollado desde el punto de vista

historico, se proponen estimadores Kernel con diferente seleccion automatica de an-

cho de banda.



73

Teniendo en cuenta que nuestro conjunto de datos de estudio son los datos Qui-
miométricos, consideraremos la familia de semi-métricas basada en las derivadas
como se describe en el capitulo 2, una funcién Kernel de las usuales (Triangular,
Cuadratico) y una funcién Kernel integrado (Triangular, Cuadrético) que se descri-
ben en el capitulo 3.

Recordemos que nuestro problema de prediccion corresponde a la situacion en la que
observamos n pares (&;, ¥;)i—1,.» independientes e indenticamente distribuidos, don-
de ; = {xi(t1),.., xi(t;)} es la versién discretizada de la curva x; = {x;(¢),t € R}
valorada en los puntos 1, ..,¢; , mientras que los y; son las respuestas escalares.
Ademads, como hemos dicho nuestra medida de cercania entre curvas x;, x;, sera dgm”(xi, X;)
la familia de semi-métricas basada en las derivadas. Asi, que nuestro problema es-

tadistico consiste en la prediccion de las respuestas de las curvas.

4.3.1. Estimacion por Regresion

Esta claro que el principal objetivo es estimar la cantidad

o) — 2%1 yz»K(h*ldief"”(wwi))?
D i1 K(hildgerw(w> x;))

(4.30)

donde (x;,v;)i=1,.» son los pares observados y @ es una curva observada en la que
la regresién se estima.

En primer lugar, se lograra la predicciéon de la curva observada & mediante la cons-
trucciéon de un promedio ponderado de los y;S para el cual los correspondientes x;
son tal que la cantidad dge”v(:lz, x;) es mas pequena que el parametro de suavizado
h. En segundo lugar, se considerara una versién modificada en la que se reemplaza
el ancho de banda h por el nimero k de w;s que se toman en consideracién para
calcular el promedio ponderado. Para la estimacién del Kernel y de los k-NN, se

realizan varios procedimientos, el més basico es el caso cuando se fija el parametro
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de suavizado h o k.

e Estimacion del Estimador Kernel Funcional sin seleccién automati-
ca del ancho de banda

En este caso, se debe fijar el parametro h, el cual se da de antemano. Ademaés,
la funcion Kernel a considerar es la Cuadratica. La Rutina Opnopare.kernel calcula

la estimacién para cualquier curva, ver ApéndiceA 4.

e Estimacion del Estimador Kernel Funcional con seleccion automati-
ca del ancho de banda

En este caso, h = gy, donde hgy: se obtiene de los datos por un procedimiento

de validacién cruzada:

hopt = arg min, CV (h)

donde

n

CV(h) = (g — o (@)

i=1
con
o) = Shpa .21
2 k=1 s WG (2, 20) /1)

la funcién Kernel K es la cuandratica. La Rutina Opnopare.kernel.cv calcula

las estimaciones, ver ApéndiceA 4.

e Estimacién del Estimador Kernel con un nimero fijo de vecinos

A qui, h = hy(x) donde hg(x) es un ancho de banda para el cual hay exac-
tamente k curvas entre las ;® talque A3 (xz, x;) < hy(x). La constante k se fija
de antemano y la funcion Kernel es la Cudratica. La Rutina Opnopare.kernel.knn

calcula la estimacién para cualquier curva, ver ApéndiceA 4.
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e Estimacion del Estimador Kernel con eleccion global del nimero
de vecinos

En este caso, h = hy,,, () donde hy,, () es el ancho de banda correspondiente

al del nimero 6ptio de vecinos por una validacion cruzada.

kopt = arg min, GCV (k)

donde

n

GOV (k) = (yi — rf) (w:))?

i=1
con

PN () D YK (dET (@, 25) [ ()
=9 ZZ:L;C# K(dffe””(w, xy)/hi(x))

La Rutina Opnopare.kernel.knn.gcv calcula las estimaciones, ver ApéndiceA 4.

e Estimacion del Estimador Kernel con eleccion local del niimero de
vecinos

En este caso, h = hkopt(%) donde hkopt(%) es el ancho de banda correspondiente
al del nimero 6ptio de vecinos a x;,, donde iy = arg mmi:l,“,ndg@”” (x,x;), obtenido

por: |
2 i io YK (g™ (@iy, ) [ M)
ZZ:l,k;éi K(dger (i, k) [ Mk (e, )

La Rutina Opnopare.kernel.knn.lcv calcula las estimaciones, ver ApéndiceA 4.

kopt(mio) = arg mlnk Yip —

4.3.2. Estimacion de la Mediana Condicional

A diferencia de las técnicas de regresién anteriores, este tipo de estimador intro-
duce un parametro de suavizado para la respuesta ademas del que se necesita para
las curvas. Solo se ha desarrollado el procedimiento mas sofisticado, que es el que
involucra eleccién local automatica de ancho de banda, es decir con eleccion local

del nimero de vecinos.
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El objetivo principal es calcular la cantidad:

kopt sKopt

Vo € (0,1), bV (@) = inf (KN (@) > al,
Yy

con

_ 2iel K(déle””(wa x;)/h)H((y — i)/ 9x)
Zie[ K(df;lem(wa x;)/h) '

hy es definido como anteriormente en regresion y g, es el ancho de banda para el

Flfo];[t]y\;opt (w ) y)

cual hay exactamente s entre las respuestas y;° tal que |y; — y| < g,.
Con el fin de obtener los nimeros 6ptimos de vecinos (kop(T) vy Kopt(y)) aleatoria-

mente dividimos la muestra en dos submuestras de aprendizaje:

(Xiys Yir Jivenns (@igs Yio )isens T N Lo =0, UL, =1

y definimos para cada x, i* = arg ming,es, d2 ™ (x, z;,). Entonces, calculamos Kop

Y Kopt COMO sigue:

(koptu Ropt) =arg I(ll;ll/I)l Yix — ing{Flng(ml*7u> 2 Oé} :
K ue ’

La constante « se fija de antemano y la funcién Kernel es la cudratica. La Ru-
tina Opnopa. f.d.a.cuantil.lcv calcula las estimaciones para o = 0.05,0.5,0.95, ver

ApéndiceA 4.

4.3.3. Estimacién de la Moda Condicional

Como en el caso anterior, el estimador necesita la seleccién de dos parametros
de suavizado en términos de k-vecinos mas cercanos de una manera local (el nimero
k puede variar de una unidad a otra). El procedimiento impulsado por los datos
para la eleccion de estos parametros también involucra dos sub-muestras de apren-
dizaje; una para la construccién del estimador Kernel, y otra para la seleccion de

los parametros de suavizado.
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El objetivo principal es calcular la cantidad:

0NN (@) = arg sup Fo o (@),

Dier K(dg™ (@, @:) /hu) Ko((y — i)/ 9x)
9n D ier K(dge™ (@, 2i) ) '

hi 'y g. son definidos con en caso anterior. Entonces, calculamos kqp ¥ Kope como

i (,y) =

sigue:

(Kopt Fiopt) = arg min |y — arg sup fi X" (i, u)| .
(k“ﬂﬁ) u€es

La funcion Kernel es la cudratica. La Rutina Opnopa.f.d.moda.lcv calcula las

estimaciones, ver ApéndiceA 4.

4.3.4. Prediciendo el contenido de grasa de las curvas de espectrometria

Como lo hemos mencionado las rutinas dadas anteriormente, se aplicaron al
conjunto de datos de espectrometria, y para nuestro interés las tres rutinas usadas
son basadas en la seleccion local del nimero de vecinos por ser las mas sofisticadas.
Para cada unidad i (entre 215 piezas de carne finamente picada), se observa una
curva de espectrometria (x;), que corresponde a la absorbancia medida a 100 canales
de longitud de onda (es decir, &; = (x(A1), ..., x(A100)))- Ademads, para cada unidad
7, tenemos a la mano su contenido de grasa y; obtenido por un proceso quimico
analitico. Dada una nueva curva @ de espectrometria, nuestra tarea principal es
predecir el contenido de materia grasa ¢ correspondiente.

Medida de Rendimiento

Con el fin de destacar el desempeno de estos métodos de prediccion funcional,
dividimos nuestra muestra original en dos submuestras.

La primera, llamada muestra de aprendizaje, contiene las primeras 160 unidades

((3% yz’)z’:L..,mo)-
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La segunda, llamada muestra de prueba, contiene las ltimas 55 unidades ((x;, i )i=161,.. 215)-
La muestra de aprendizaje permite construir el estimador Kernel funcional con
parametros de suavizado éptimos; tanto los a:;s y la correspondiente y;s se utilizan
en esta etapa. La muestra de prueba es 1util para lograr predicciones y la medicién
de su calidad; evaluamos el estimador Kernel funcional (obtenido con la muestra de
aprendizaje) en ®ig1, .., 215 (Y161, --, Yo15 S€ ignoran), el cual nos permite obtener las

respuestas predichas 761, -+, Y215-

Para medir el rendimiento de cada método de prediccion funcional, se considera

= la distribucién de los Errores Cuandrados : se; = (y; — 9;)%,1 = 162, .., 215.

n el Error Cuadrado Medio Empirico : MSE= % 2125161 s€;.

= ANOVA (one way) y prueba de Kruskal-Wallis, para las respuestas verdaderas y

las predichas por los tres métodos de prediccion.

Finalmente, se ejecutan las tres rutinas

Opnopare.kernel.knn.lcv, Opnopa.f.d.a.cuantil.lcv, Opnopa.f.d.moda.lcv en el con-

junto de datos de espectrometria, correspondientes a los tres métodos de prediccion:

la esperanza condicional (Es decir, regresién),la mediana condicional y la moda con-

dicional.

file("http://www.lsp.ups-tlse.fr/staph/npfda/npfda-spectrometric.dat",open="r")

DATA<-read.table("http://www.math.univ-toulouse.fr/staph/npfda/npfda-

spectrometric.dat", header=F)

CURVASPEC <- DATA[,1:100] # muestra de curvas

Respuestas <-DATA[,101] # muestras de respuestas

Aprendizaje <- 1:160

Prueba <- 161:215

CURVASPEC1 <- CURVASPEC[Aprendizaje,] # Muestra de curvas de aprendizaje

CURVASPEC2 <- CURVASPEC [Prueba,] # Muestra de curvas de prueba



Respl <- Respuestas[Aprendizajel

Resp2 <- Respuestas[Prueba]
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# Muestras de respuestas de aprendizaje

# Muestra de respuestas de prueba

prediccion.regresion=0pnopare.kernel.knn.lcv(Respl,CURVASPEC1,CURVASPEC2)

prediccion.mediana=0Opnopa.f.d.a.cuartil.lcv(Respl,CURVASPEC1,CURVASPEC2)

prediccion.moda=0pnopa.f.d.moda.lcv(Respl,CURVASPEC1,CURVASPEC2)

Los resultados se resumen en la Figurad—2, como podemos ver los tres métodos

dan buenas predicciones.

Exper.Cond.: MSE= 1.92

w
i
i ]
e =
=
bt ]
=5 (0]
g2 R
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r o
10 20 30 40
Respuestas de muestra de pruba
Moda.Cond.: MSE= 2.94
w
m
= (=]
=) =
=
bt ]
= 0
w
2] =]
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k]
= L]
=N —
w
oo
o =]

10 20 30 40

Respuestas de muestra de pruba

Mediana.Cond.: MSE=4.84

Respuestas predichas

10 20 30 40

0

10 20 30 40

Respuestas de muestra de pruba

Figura 4—2: Rendimiento de los tres métodos de prediccién
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Debido a que existen algunas diferencias de un método a otro, una forma de
mejorar o no los resultados es producir predicciones promediando los obtenidos con
cada método, la metodologia correspondiente se denomina multimétodos. Como se

muestra en la figurad-3, el resultado es muy interesante.

Multimétodo.: MSE= 2.65 Error Cuandrado

.. o

30
|

20
|

Respuestas predichas

10

[l
|
|}
|

| —

T T T T Exp.Cond Moda'Cond  Med.€ond  Multimétodo
10 20 30 40 MSE=1.92 MSE=294 MSE=4.84 MSE=265

Respuestas de muestra de pruba
Figura 4—-3: Comparando los tres métodos de prediccion y el método multimétodo
No es que haya un aumento significativo en términos del error cuadrado medio
pero si en cuanto a la dispersiéon del error cuandrado, pero ain asi sigue siendo una

alternativa como método adicional.



Capitulo 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

5.1. Conclusiones
De los tres métodos de prediccion desarrollados anteriormente podemos deducir

varios aspectos interesantes:

Son de facil implementacion y dieron buenos resultados de prediccién en el exper-

miento realizado.

Se obtubieron mejores resultados considerando la derivada de segundo orden para

la familia de semi-métrica basada en las derivadas.

Hubo menos dispersién del error cuadrado para el método de prediccién basado en

la esperanza condicional.

Haciendo prueba de ANOVA y prueba no paramétrica de Kruskal-Willes no hubo

diferencias significativas entre los tres métodos de prediccion.
Se pueden lograr mejoras sustanciales en términos de errores de prediccion me-

diante el uso de las tres técnicas de prediccién funcional (por ejemplo, a través de

la media de los tres predictores).
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= La convergencia de los estimadores fueron demostradas en términos de convergencia

casi completa.
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5.2. Trabajos futuros
= [nvestigar el problema de prediccién pero considerando que tanto la variable pre-

dictora como la variable de respuesta sean funcionales.

= Desarrollar una forma de optimizar la familia de semi-métricas a ser considerada

como medida de cercania entre curvas.
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Apéndice A
ALGUNOS RESULTADOS PROBABILISTICOS
E IMPLEMENTACION

A.1. Definiciones y Teoremas Clasicos
Definicién A.1. Sea (Q,.97) un espacio medible y sea {X,}nenw una sucesion de

variables aleatorias sobre (2, .o)
sup X, : Q2 —= R

(sup X,,)(s) = sup X,,(s)
infX,: Q2—R

< n

(i{llf Xn)(s) = igf Xn(s)

\

Definicién A.2. Sea {A,}nen una sucesion de eventos en o/

limsup A,, = ﬂ (U An>

m=1 \n=m

lfim inf A,, = <ﬂ An>
m=1

Teorema A.1. Lema de Borel-Cantelli’s.

Sea (2, o7, P) un espacio de probabilidad y sea { A, }new una sucesion de eventos en

o/ tal que Y P(A,) < oo entonces P(limsup 4,)) =0

85



86

Teorema A.2. Sea X,Y,Z wvariables aleatorias reales, a,b € R, y g : R — R.
Asumiendo que todas las siguiente esperanzas existen, tenemos que:

. Ela|Y]=a

ElaX +b0Z | Y] = aE[X | Y] + bE[Z | Y]

EX|Y]>0 st X > 0.

E[X | Y] =E[X] si X yY son independientes

E[EX | Y]] = E[X]

E[Xg(Y)|Y]=9Y)E[X | Y]. Enparticular E[g(Y) | Y] = g(Y)

EX [Y,g(Y)] = E[X [Y]

ST 2 B R R S

EEX Y, Z]] [ Y] =E[X [Y]

A.2. Convergencia casi Completa
Definicién A.3. Decimos que una sucesion (X, )new de variables aleatorias con-
verge casi completamente a alguna v.a.r X si y solo si
Ve > 0, > P(X,—X|>¢€) <0
nelN

y la convergencia casi completa de (X, )new a X es denotada por nh—>r£10 X, =X, a.co

Esta nocion, puede ser llamada algunas veces como convergencia completa.
La primera parte de la Proposicién 1 a continuacion estudiara la relacion entre
la convergencia casi completa y converge en probabilidad. Este tltimo modo de
convergencia se hace referencia a partir de ahora como convergencia p y es definido

por la siguiente propiedad

lim X,, = X,p <= Ve >0, lim P(]X, — X| >e¢€) =0.

n—o0 n—o0

La segunda parte de la proposicion 1 hace lo mismo pero con la convergencia casi

completa. Este ultimo modo de convergencia es definido por la siguiente propiedad
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lim X, = X,a.s <= P(lim X,, = X) =1,

n—oo n—oo

y serd referido a partir de ahora como convergencia a.s.

Teorema A.3. lim X,, = X, a.s siy solo si P(("*_{|X,, — X| < €}) =1 para todo

n—oo

e>0

Proposicién 1. i lim X,, = X, a.co, entonces tenemos:
n—oo

I. lim X, =X,p

n—o0

II. lim X, = X, a.s.

n—oo
Demostracién: Sin perdida de generalidad mostraremos el resultado pora X = 0.
I. Para todo € > 0, tenemos ) P(|X,| > €) < 0o, entonces por el lema de Borel-
Cantelli’s, tenemos que

P(limsup{| X,| > €}) =0
y por consiguiente como tenemos que
limsup P(|X,,| > €) < P(limsup{|X,| > ¢€}) =0

entonces

limsup P(|X,| >¢€) =0

y por tanto
lim P(|X,,| > €) =0

II. Para todo € > 0, tenemos que > . P(|X,| > €) < oco. Por el lema de Borel-

Cantelli’s, se cumple que
P(limsup{| X,| > €}) =0

P(limsup{|X,| <e€}) =1
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esto equivale a decir que

donde

por lo tanto

P(Ve,In,Ym >n, | X,| <e€) =1.
[l

En la literatura clédsica, la razén de convergencia casi segura a cero(0) para una

sucesion de v.a.r es definida por la condicién

Xn - X = Oa.s(“n) < P(Xn - X = O(u”)) = 1’

<= P(3C < oc0,3In,Ym > n,| X, — X| < Cu,,) = 1.

Que la razon de convergencia en probabilidad es definida por

X, — X =0,(u,) <= lim limsup P(|X,, — X| < mu,) = 1.

m—00 n
Definicién A.4. Decimos que la razén de convergencia casi completa es de orden
Uy St Y Solo St

3o > 0 > P(IXn = X[ > €guy) < 00

nelN

y lo escribimos X,, — X = Og.co(tn)

Proposicién 2. Supongamos que X, — X = O,.co(Uy), tenemos:
1. X, — X =0,(uy)
2. Xn - X = Oa.s(un)
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Proposiciéon 3. Supongamos que lim u, = 0, lim X,, = l,,a.co y lim Y, =
n—oo n—oo n—oo
ly,a.co donde l, y l, son dos nimeros reales deterministicos.
1. tenemos:

a. lim (X, +Y,) =1, +1,,a.co
n—oo
b. lim X,)Y, = 1,0, a.co

n—oo

.1 1 .
c. nh_}rgo Z = E, a.co, siempre que l, # 0.
I st Xy, — 1y = Ogeo(tn) y Yo — by = Og.co(uy,) tenemos:
a. (Xo+Y,)—(l+1) =O04c0(uy),a.co
b. X,.Y, — lly, = Ogco(uyn), a.co
1 1

C. — — — = Oa.co(un)v a.co, Siempre que ly 7& 0.
Yn ly

Demostracién: Sea e > 0

I. a. por hipotesis tenemos que

Y P(Xn—ll>€¢/2) <oo y > P(Yy—1,]>¢/2) <o

nelN nelN

por otra parte
{Xn+Y,— (L +1)| >€} C{|Xn — L] >€/2U{|Y, — 1| >€/2}
por consiguiente
P(| X, +Y,— (I, +1,)| >¢€) < P(|X,, — | >¢€/2) + P(|Y,, — 1| >¢/2)

y por tanto

> P( XY= (la+ly)| > €) <> P(IXy—lo| > €/2)+ > P([Y,—1,| > ¢/2) < .
neN neN neN

IT. a. en esta tultimo desigualdad tomemos € = eyu,,, entonces

Z P(| X, + Y, — (I +1,)| > eoun) < 0.
neN

ya que Xn - la: - Oa.co(un) y Yn - ly - Oa.co(un)
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[. b. Sin pérdida de generalidad, consideremos solo el caso cuando [, = 0.

Sea € > 0 entonces

P(|X,.Y,| > €) P(|X,(Y, — 1) + X,l,| > ¢)

IN

P([Xo[[Yn = ly] > €/2) + P(|Xuly| > €/2)

P(1Xal > V/¢/2) + P([Ya = 1| > V/¢/2) + P(IXaly| > ¢/2)

P(1X,| > €/2) + P(|Y, — 1| > ¢/2) + P(|Xul,| > €/2)

IN

IN

por lo tanto

Y P(IX,Yal > €0) < P(Xa] > €/2)+ > P([Ya—1,| > €/2)+ > P(|X,l,| > €/2) < o0

neN neN neN neN

. de esta tultima ecuaciéon tomemos € = €yu,, entonces

Y P(XY > e=eu) < > P(Xu|>e=eun/2)+ > P(|Yn— 1| > €= euy/2)

neN neN neN
+ ZP(]any| > € = €yuy,/2) < 00.
neN

Haciendo uso de la razén de convergencia X,, — I, = Ogco(tn) v Y, — I, =

Oa.co(un)-

I. c. La convergencia casi completa de Y,, a [, implica que existe § > 0 tal que

D PV, <6) < o0
neN
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entonces

vV

)
N———

I

P\~ 1| > efYaly))

IN

P(|Y, = 1| > e[Yaly| A [Ya] > )

+ P(Yo =y > e[Yaly| A Vo] <0)

IN

P(|Y, — 1| > e[Yaly| A [Va] > )
|4y]
+ P(Y,| < - A, < 6)
e(llyl — 1)
= P(Y, — 1| > e|Yaly| A Y] > )

+ P(|Ya] <9)

IN

P(IY, = ly| > edlly]) + P([Ya] <)

y por tanto
1 1
ZP(Z—E >e) < ST P, -1 > )+ 3 PV <9)
neN neN neN

< o0

II. c. esta prueba sale directamente de la tltima desigualdad

]

Proposicion 4. Supongamos que nh_{go Uy, = 0, nh_g)lo Y, = l,,a.co donde I, es un

maumero real deterministico, muestre que:

L XnYn = Oa.co(un)

X, .
II. v = Ou.co(tty) siempre que l, # 0
Demostracion: .

I. Como Y, converge casi completamente a [, implica que existe > 0 tal que

> P(|Ya| > 6) < o0
neN
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entonces

P(|X,Y,| > eu,) = P(X,Y.| > eu, AY,] <0)+ P(|X,Y5| > eu, AY,| <)

IN

€u 1 1
P (|Xn] > A — > —) + P(|X,Y,| > euyd)
Yul o Yal — 0

< P(IX,| > eu,d7Y) + P(1X,.Y5] > euy,d)
asi que

Y O P(X Yol > euw) <Y P(Xa| > eu,d )+ > P(X, Y| > eu,d)

neN neN neN
< Q.
_ , 1 1
I1. Por la parte (I.c) de la proposicién 3 ~ lim — = — a.co y por la parte I de esta
n—oo Y, ly
L, Xy
proposicion  — = Oy ¢o(Uy)
Y,

A.3. Desigualdad exponencial para v.a.r independientes.

En toda esta seccién Zy, Zs, .., Z, serén r.r.v independiente con media cero(0).
Como podemos ver a lo largo de este documento, la afirmaciéon de propiedades de
convergencia casi completa necesitan hallar cotas superiores para algunas probabi-

lidades que envuelven suma de variables aleatorias tal como

=1

donde eventualmente el nimero real € decrece con n. En este contexto existe una
potente herramienta probabilistica, generalmente llamada desigualdad exponencial.
Nuestro enfoque aqui es la llamda desigualdad de Bernstein’s. Esta eleccién fue he-
cha porque la forma de la desigualdad de Berntein’s es mas fécil para los desarrollos
tedricos en un estadistico funcional que han sido establecidos a lo largo de este do-

cumento.
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Proposicién 5. Supongamos que
Vm > 2,|EZ",| < (m!/2)(a;)*b™?

y sea (A,)? = (a1)® + ... + (an)?, entonces

Ve >0, P Zi| > €A,) <2 exp ——————
) R ]
Corolario A.1. .

I Si¥m >2,3C,, > 0,E|Z"| < Cpa®™=Y | entonces

n e’n
Ve > 0, P(|ZZ’| >en) <2 exp{—2a2(1 -I—e)}
i1

II. Supongamos que las variables dependen de n (esto es, supongamos que Z; = Z; ).
SiVm > 2,3C, > 0,E|Z" < Chna2™ " y si u, = n~'atlogn verifica que

lim u,, = 0, entonces
n—oo

Corolario A.2. .
I. Si3IM < oo, |Z1| < M, y denotando o* = EZ%, tenemos
Ve >0, P(] ile > en) < 2 e:cp{—ez—nM}
— 2a%(1 +€73)
II. Supongamos que las variables dependen de n (esto es, supongamos que Z; = Z; ) y
son tal que AM = M,, < 0o,|Z1| < M y definiendo 0* = EZ?. siu, = n to’logn

verifica que nh_}rglo u, =0, y si M/o? < C < oo, entonces tenemos

1 n
ﬁ Z Zz - Oa.co(\/%)-
=1
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A.4. Algunas Rutinas

Operador Kernel sin seleccion automatica de ancho de banda.

Opnopare.kernel <- function(Respuesta, CURVAS, PRED, ANCHO.DE.BANDA,

{

., Tipo.de.kernel = "quadratic",semi.metrica = "semimetric.deriv")

HEFH R R R R

+*

Ejecuta la prediccion funcional(regresion) de una respuesta escalar

dada una muestra de curvas a traves del estimador kernel funcional.

Se considera un ancho de banda global sin seleccion automatica.
"Respuesta" vector que contiene las observaciones de la respuesta escalar
"CURVAS" matriz que contiene el conjunto de datos de las curvas

(fila por fila) utilizado para la etapa de estimacion

"PRED" matriz que contiene las nuevas curvas usadas para la prediccion
"ANCHO.DE.BANDA" el valor del ancho de banda

"..." argumentos necesarios para la llamada de la funcion de

calculo de la semi-metrica entre las curvas

"Tipo.de.kernel" la funcion kernel usada para el calculo del

estimador kernel; se puede elegir "triangle" o "quadratic (por defecto)
"semi.metrica" la funcion de calculo de la semi-metrica; se puede elegir
"deriv" (default)

Arroja una lista que contiene:

"valor.estimado" vector que contiene las respuestas estimadas para

cada curva de "CURVAS"

"valor.predicho" si PRED es diferente de CURVAS, este vector

contiene las respuestas predichas para cada curva de PRED

"band" valor del ancho de banda concurrente

"Mse" error cuadrado medio entre valores estimados y valores observados
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HESHHAFH AR HHAFH B HAFH B A HBFHHAFH R H RS H R H SRR R A
Respuesta <- as.vector(Respuesta)

if (is.vector (PRED)) PRED <- as.matrix(t(PRED))

testparadim <- sum(dim(CURVAS)==dim(PRED))==2

sdocondato <- T

if (testparadim) sdocondato <- sum(CURVAS==PRED) !=prod(dim(CURVAS))

sm <- get(semi.metrica)

SEMIMETRIC1 <- sm(CURVAS, CURVAS, ...)

kernel <- get(Tipo.de.kernel)

KERNEL1 <- kernel (SEMIMETRIC1/ANCHO.DE.BANDA)

KERNEL1 [KERNEL1 < 0] <- 0

KERNEL1[KERNEL1 > 1] <- 0
diag(KERNEL1) <- 0

RESPKERNEL1 <- KERNEL1 * Respuesta

Denoml <- apply(KERNEL1, 2, sum)

if (sum(Denoml == 0) > 0)

stop(paste("probar un ancho de banda mayor que", ANCHO.DE.BANDA))

Respuesta.estimada <- apply(RESPKERNEL1, 2, sum)/Denoml

Mse.estimado <- sum((Respuesta.estimada - Respuesta)~2)/length(Respuesta)

if (sdocondato) {

SEMIMETRIC2 <- sm(CURVAS, PRED, ...)

KERNEL2 <- kernel (SEMIMETRIC2/ANCHO.DE.BANDA)

KERNEL2 [KERNEL2 < 0] <- 0

KERNEL2 [KERNEL2 > 1] <- 0

Denom2 <- apply(KERNEL2, 2, sum)

if (sum(Denom2 == 0) > 0)

stop(paste("probar un ancho de banda mayor que ",ANCHO.DE.BANDA))
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RESPKERNEL2 <- KERNEL2 * Respuesta

Respuesta.predicha <- apply(RESPKERNEL2, 2, sum)/Denom2

Mse.predicho<- sum((Respuesta.predicha - Resp2)~2)/length(Resp2)

return(list(Valor.Estimado = Respuesta.estimada,

Valor.Predicho = Respuesta.predicha, band = ANCHO.DE.BANDA,

Mse = Mse.estimado, Msel=Mse.predicho))

Yelse {

return(list(Valor.Estimado =Respuesta.estimada , band =

ANCHO.DE.BANDA, Mse = Mse.estimado))

}

}

Operador Kernel con selecciéon automatica de ancho de banda.
Opnopare.kernel.cv <-function(Respuesta,CURVAS,PRED, ...,Tipo.de.kernel
="quadratic",semi.metrica="semimetric.deriv",h.rango = NULL)

{

B s i g S S s

#

Realiza la prediccion funcional (regresion) de respuesta escalar

de una muestra de curvas mediante el estimador kernel funcional.

Un ancho de banda global se selecciona automaticamente

con un procedimiento de validacion cruzada.

"Respuesta" vector que contiene las respuestas escalares

"CURVAS" matriz que contiene el conjunto de datos curvas (fila por fila)
usados para la etapa de estimacion

"PRED" matriz que contiene nuevas curvas almacenadas fila por fila
usadas para el calculo de la prediccion

"..." argumentos necesarios para la llamada de la funcion de

calculo de la semi-metrica entre las curvas
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# "Tipo.de.kernel" la funcion kernel usada para el calculo del

# estimador kernel; se puede elegir "triangle" o '"quadratic (por defecto)

# "semi.metrica" calcula la distancia entre curvas

# "h.rango" un vector de longitud 2 que da el rango para el ancho de banda.

# Por defecto, el procedimiento define una secuencia de candidatos

# de anchos de banda de acuerdo con los valores de las curvas de matriz

# Arroja una lista que contiene:

# "valores.estimados" vector que contiene las respuestas estimadas

# para cada curva de "CURVAS"

# "valores.predichos" si PRED es diferente de CURVAS, este vector

# contiene las respuestas predichas para cada curva de PRED

# "hopt" valor optimo de ancho de banda

# "hseq" la secuencia utilizada de posibles anchos de banda

# "Mse" error cuadrado medio entre valores estimados y valores observados

g
Respuesta <- as.vector(Respuesta)

if (is.vector (PRED)) PRED <- as.matrix(t(PRED))

testparadim <- sum(dim(CURVAS)==dim(PRED))==2

sdocondato <- T

if (testparadim) sdocondato <- sum(CURVAS==PRED) !=prod(dim(CURVAS))

sm <- get(semi.metrica)

SEMIMETRIC1 <- sm(CURVAS, CURVAS, ...)

Semimetricl <- SEMIMETRIC1 [row(SEMIMETRIC1) > col(SEMIMETRIC1)]

if(is.null(h.rango)) {

h.seq <- quantile(Semimetricl, seq(0.05, 0.5, length = 20))

Yelse {

h.seq <- seq(h.rango[1], h.rango[2], length = 20)



}

kernel <- get(Tipo.de.kernel)

contarl <- 0

contar2 <- 0

Mse <- 0

h.seq.correcto <- 0

h.seq.longitud <- length(h.seq)
h <- h.seq[1]

while(countl < h.seq.longitud) {
contarl <- contarl + 1
h<-1.1 xh
KERNEL1 <- kernel (SEMIMETRIC1/h)
diag(KERNEL1) <- 0
KERNEL1 [KERNEL1 < 0] <- 0O
KERNEL1 [KERNEL1 > 1] <- 0
Denoml <- apply(KERNEL1l, 2, sum)
Logic <- (Denoml == 0)
while(sum(Logic) >= 1) {
h<-1.1 xh
KERNEL1 <- kernel (SEMIMETRIC1/h)
diag (KERNEL1) <- 0
KERNEL1 [KERNEL1 < 0] <- 0
KERNEL1 [KERNEL1 > 1] <- 0
Denoml <- apply(KERNEL1l, 2, sum)
Logic <- (Denoml == 0)
}

RESPKERNEL1 <- KERNEL1 * Respuesta
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Respuesta.estimada <- apply(RESPKERNEL1, 2, sum)/Denoml
contar2 <- contar2 + 1
h.seq.correcto[contar2] <- h
Mse[contar2] <- sum((Respuesta.estimada - Respuesta)”2)
}
index.opt <- order (Mse) [1]
h.opt <- h.seq.correcto[index.opt]
KERNEL1 <- kernel (SEMIMETRIC1/h.opt)
KERNEL1[KERNEL1 < 0] <- 0
KERNEL1[KERNEL1 > 1] <- 0
diag (KERNEL1) <- 0
Denoml <- apply(KERNEL1, 2, sum)
RESPKERNEL1 <- KERNEL1 * Respuesta
Respuesta.estimada <- apply(RESPKERNEL1, 2, sum)/Denoml
Mse.estimado <- sum((Respuesta.estimada - Respuesta)”2)/length(Respuesta)
if (sdocondato) {
SEMIMETRIC2 <- sm(CURVAS, PRED, ...)
KERNEL2 <- kernel (SEMIMETRIC2/h.opt)
KERNEL2 [KERNEL2 < 0] <- 0
KERNEL2 [KERNEL2 > 1] <- 0
Denom2 <- apply(KERNEL2, 2, sum)
Logic <- (Denom2 == 0)
while(sum(Logic) >= 1) {
h.opt <- 1.1 * h.opt
KERNEL2 <- kernel (SEMIMETRIC2/h.opt)
diag(KERNEL2) <- 0

KERNEL2 [KERNEL2 < 0] <- 0
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KERNEL2 [KERNEL2 > 1] <- 0

Denom2 <- apply(KERNEL2, 2, sum)

Logic <- (Denom2 == 0)

}

RESPKERNEL2 <- KERNEL2 * Respuesta

Respuesta.predicha <- apply(RESPKERNEL2, 2, sum)/Denom?2

Mse.predicho<- sum((Respuesta.predicha - Resp2)~2)/length(Resp2)

return(list(Valor.Estimado = Respuesta.estimada,

Valor.Predicho = Respuesta.predicha, hopt = h.opt,

hseq = h.seq.correcto, Mse = Mse.estimado,Msel=Mse.predicho))

Yelse {

return(list(Valor.Estimado =Respuesta.estimada, hopt = h.opt,

hseq = h.seq.correcto, Mse = Mse.estimado))

}
}
Operador Kernel con un nimero fijo de vecinos
Opnopare.kernel.knn <-function(Respuesta,CURVAS,PRED,vecinos,...,Tipo.de.kernel

="quadratic",semi.metrica="semimetric.deriv")

{

HHBHFHHHBH A H BB H R R R R R R R R

#

Realiza la prediccion funcional (regresion) de una respuesta escalar

de una muestra de curvas mediante el estimador kernel functional.

Un ancho de banda correspondiente al numero de vecinos, que tiene que ser dado.
"Respuesta" vector que contiene las observaciones de las respuestas escalares
"CURVAS" matriz que contiene el conjunto de datos curvas (fila por fila)

usados para la etapa de estimacion

"PRED" matriz que contiene nuevas curvas almacenadas fila por fila
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# usadas para el calculo de la prediccion

# "..." argumentos necesarios para la llamada de la funcion de

# calculo de la semi-metrica entre las curvas

# "Tipo.de.kernel" la funcion kernel usada para el calculo del

# estimador kernel; se puede elegir "triangle" o '"quadratic (por defecto)

# "semi.metrica" calcula la distancia entre curvas;se utiliza "deriv"

# "vecinos" Numero de vecinos fijo para calcular el estimador kernel funcional

# Arroja una lista que contiene:

# "valores.estimados" vector que contiene las respuestas estimadas

# para cada curva de "CURVAS"

# "valores.predichos" si PRED es diferente de CURVAS, este vector

# contiene las respuestas predichas para cada curva de PRED

# "kKNN" valor del concurrente argumento "vecinos".

# "Mse" error cuadrado medio entre valores estimados y valores observados

g
Respuesta <- as.vector(Respuesta)

if (is.vector (PRED)) PRED <- as.matrix(t(PRED))

testparadim <- sum(dim(CURVAS)==dim(PRED))==2

sdocondato <- T

if (testparadim) sdocondato <- sum(CURVAS==PRED) !=prod(dim(CURVAS))

sm <- get(semi.metrica)

SEMIMETRIC1 <- sm(CURVAS, CURVAS, ...)

kernel <- get(Tipo.de.kernel)

pl <- ncol (SEMIMETRIC1)

nl <- nrow(SEMIMETRIC1)

if (vecinos >= nl)

stop(paste("probar un numero menor de vecinos que", vecinos))
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vecinos.knnl <- 0
for(j in 1:p1) {
Sem <- SEMIMETRIC1[, j]
knn.para.banda <- Sem[order(Sem) [vecinos: (vecinos + 1)]]
vecinos.knnl1[j] <- 0.5 * sum(knn.para.banda)
}
KERNEL1 <- kernel (t(t(SEMIMETRIC1)/vecinos.knnl))
KERNEL1 [KERNEL1 < 0] <- 0
KERNEL1[KERNEL1 > 1] <- 0
diag(KERNEL1) <- 0
RESPKERNEL1 <- KERNEL1 * Respuesta
Denoml <- apply(KERNEL1, 2, sum)
Respuesta.estimada <- apply(RESPKERNEL1, 2, sum)/Denoml
Mse.estimado <- sum((Respuesta.estimada - Respuesta)”2)/length(Respuesta)
if (sdocondato) {
SEMIMETRIC2 <- sm(CURVAS, PRED, ...)
p2 <- ncol (SEMIMETRIC2)
vecinos.knn2 <- 0
for(j in 1:p2) {
Sem <- SEMIMETRIC2[, j]
knn.para.banda <- Sem[order(Sem) [vecinos: (vecinos + 1)]]
vecinos.knn2[j] <- 0.5 * sum(knn.para.banda)
}
KERNEL2 <- kernel (t(t(SEMIMETRIC2)/vecinos.knn?2))
KERNEL2 [KERNEL2 < 0] <- 0
KERNEL2 [KERNEL2 > 1] <- 0

Denom2 <- apply(KERNEL2, 2, sum)



103

RESPKERNEL2 <- KERNEL2 * Respuesta

Respuesta.predicha <- apply(RESPKERNEL2, 2, sum)/Denom2
Mse.predicho<- sum((Respuesta.predicha - Resp2)~2)/length(Resp2)

return(list(Valor.Estimado = Respuesta.estimada,

Valor.Predicho = Respuesta.predicha, kNN=vecinos, Mse = Mse.estimado,

Msel=Mse.predicho))

}

else {

return(list(Valor.Estimado = Respuesta.estimada, knn =

vecinos, Mse = Mse.estimado))

}

}

Operador Kernel con eleccién global del nimero de vecinos.
Opnopare.kernel.knn.gcv <-function(Respuesta,CURVAS,PRED,...,Tipo.de.kernel
= "quadratic",semi.metrica="semimetric.deriv")

{

B L R L T L L L I R R T I RIS ST

# Realiza la prediccion funcional (regresion) de una respuesta escalar
# de una muestra de curvas por medio del estimador kernel funcional.

# Un ancho de banda global (i.e. un numero de vecinos) es

# seleccionado por un procedimiento de validacion-cruzada.

# "Respuesta" vector que contiene las observaciones de la respuesta escalar

# "CURVAS" matriz que contiene el conjunto de datos de las curvas

# (fila por fila) utilizado para la etapa de estimacion

# "PRED" matriz que contiene las nuevas curvas usadas para la prediccion

# "..." argumentos necesarios para la llamada de la funcion de calculo de

# la semi—metrica entre las curvas
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# "Tipo.de.kernel" la funcion kernel usada para el calculo del

# estimador kernel; se puede elegir "triangle" o '"quadratic (por defecto)
# "semi.metrica" la funcion que calcula la distancia entre curvas

# Arroja una lista que contiene:

# "valor.estimado" vector que contiene las respuestas estimadas para cada
# curva de "CURVAS"

# "valor.predicho" si PRED es diferente de CURVAS, este vector

# contiene las respuestas predichas para cada curva de PRED

# "Anchos.de.banda" vector que contiene los anchos de banda Para cada curva

# de la matriz "CURVAS"
# "kvecino.opt" numero optimo de vecinos
# "Mse" error cuadrado medio entre valores estimados y valores observados
HAEHBH B HAH B HAHBHHAHBHHEHBH RS HAH RS HAH RS H AR BH R HEH RS H AR B H AR B HEH
Respuesta <- as.vector(Respuesta)
if (is.vector (PRED)) PRED <- as.matrix(t(PRED))
testparadim <- sum(dim(CURVAS)==dim(PRED))==2
sdocondato <- T
if (testparadim) sdocondato <- sum(CURVAS==PRED) !=prod(dim(CURVAS))
sm <- get(semi.metrica)
SEMIMETRIC1 <- sm(CURVAS, CURVAS, ...)
kernel <- get(Tipo.de.kernel)
nl <- ncol (SEMIMETRIC1)
pasos <- ceiling(n1/100)
if (pasos == 0)
pasos <- 1
Kvecino <- seq(from = 10, to = nl1 %/% 2, by = pasos)

kmax <- max(Kvecino)



# el vector kvecino contiene la sucesion de los k-vecinos
# cercanos usados para calcular el ancho de banda optimo
Respuesta.estimada <- 0
Bandwidth.opt <- 0
HAT.RESP <- matrix(0, nrow = nl, ncol = length(Kvecino))
BANDWIDTH <- matrix(0, nrow = nl, ncol = kmax)
for(i in 1:n1) {
Norm.diff <- SEMIMETRIC1[, il
# "norm.order" da una sucesion k_1, k_2,... tal que
# dq(X_{k_1},X_i) < dq(X_{k_2},X_i) < ...
Norm.order <- order (Norm.diff)
# "zz" contiene dq(X_{k_2},X_i), dq(X_{k_3},X_i),...,
# dq(X_{j_{kmax+2}},X_i)
zz <- sort(Norm.diff) [2: (kmax + 2)]
# BANDWIDTH[i, 1-1] contiene (dq(X_{j_1},X_i) +
# dq(X_{j_1},X_1))/2 for 1=2,...,kmax+2
BANDWIDTH[i, ] <- 0.5 * (zz[-1] + zz[ - (kmax + 1)])
z <- zz[ - (kmax + 1)]
ZMAT <- matrix(rep(z, kmax), nrow = kmax, byrow = T)
UMAT <- ZMAT/BANDWIDTH[i, ]
KMAT <- kernel (UMAT)
KMAT [col (KMAT) > row(KMAT)] <- 0O
Ind.curvas <- Norm.order[2: (kmax + 1)]
Ind.resp <- Respuestal[Ind.curvas]
YMAT <- matrix(rep(Ind.resp, kmax), nrow = kmax, byrow =
HAT.RESP[i, ] <- apply(YMAT[Kvecino, ] * KMAT[Kvecino,

1, sum)/apply(KMAT[Kvecino, ], 1, sum)
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}

CRITERIUM <- (HAT.RESP - Respuesta) 2

Criterium <- apply(CRITERIUM, 2, sum)

index.opt <- order(Criterium) [1]

Respuesta.estimada <- HAT.RESP[, index.opt]

kvecino.opt <- Kvecino[index.opt]

Bandwidth.opt <- BANDWIDTH[, kvecino.opt]

Mse.estimado <- sum((Respuesta.estimada - Respuesta)”2)/nl

if (sdocondato) {

SEMIMETRIC2 <- sm(CURVAS, PRED, ...)

Bandwidth2 <- 0

n2 <- ncol (SEMIMETRIC2)

for(k in 1:n2) {
Sm2 <- SEMIMETRIC2[, k]
Bandwidth2[k] <- sum(sort(Sm2) [kvecino.opt: (kvecino.opt+1)])*0.5
}

KERNEL <- kernel (t(t(SEMIMETRIC2)/Bandwidth?2))

KERNEL [KERNEL < 0] <- O

KERNEL [KERNEL > 1] <- 0

Denom <- apply(KERNEL, 2, sum)

RESPKERNEL <- KERNEL * Respuesta

Respuesta.predicha <- apply(RESPKERNEL, 2, sum)/Denom
Mse.predicho<- sum((Respuesta.predicha - Resp2)~2)/length(Resp2)

return(list(Valor.Estimado = Respuesta.estimada,

Valor.Predicho = Respuesta.predicha, Anchos.de.banda =

Bandwidth.opt, kvecino.opt = kvecino.opt, Mse =

Mse.estimado, Msel=Mse.predicho))
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telse {
return(list(Valor.Estimado = Respuesta.estimada, Anchos.de.banda
= Bandwidth.opt, kvecino.opt = kvecino.opt, Mse =
Mse.estimado))
b
+
Operador Kernel con eleccion local del nimero de vecinos.
Opnopare.kernel.knn.lcv <-function(Respuesta, CURVAS, PRED, ...,
Tipo.de.kernel="quadratic",semi.metrica ="semimetric.deriv")
{
g s s
# Realiza la prediccion funcional (regresion) de respuesta escalar
# de una muestra de curvas mediante el estimador kernel funcional.
# Un ancho de banda local (i.e. un numero local de vecinos) es seleccionado
# por un procedimiento de validacion cruzada.
# "Respuesta" vector que contiene las observaciones de la respuesta escalar
# "CURVAS" matriz que contiene el conjunto de datos de las curvas
# (fila por fila) utilizado para la etapa de estimacion
# "PRED" matriz que contiene las nuevas curvas usadas para la prediccion
# "..." argumentos necesarios para la llamada de la funcion de calculo de
# la semi-metrica entre las curvas
# "Tipo.de.kernel" la funcion kernel usada para el calculo del estimador
# kernel; se puede elegir "triangle" o "quadratic (por defecto)
# "semi.metrica" la funcion de calcula la distancia entre curvas
# Arroja una lista que contiene:
# "valor.estimado" vector que contiene las respuestas estimadas para cada

# curva de "CURVAS"
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# "valor.predicho" si PRED es diferente de CURVAS, este vector
# contiene las respuestas predichas para cada curva de PRED
# "Anchos.de.banda" vector que contiene los datos globales impulsados por
# anchos de banda Para cada curva de la matriz "CURVAS"
# "Mse" error cuadrado medio entre valores estimados y valores observados
DL L R R L I I R T R R I IR I R R R A R IR IR R R R S
Respuesta <- as.vector(Respuesta)
if (is.vector (PRED)) PRED <- as.matrix(t(PRED))
testparadim <- sum(dim(CURVAS)==dim(PRED))==2
sdocondato <- T
if (testparadim) sdocondato <- sum(CURVAS==PRED) !=prod(dim(CURVAS))
sm <- get(semi.mA(Qtrica)
SEMIMETRIC1 <- sm(CURVAS, CURVAS, ...)
kernel <- get(Tipo.de.kernel)
nl <- ncol(SEMIMETRIC1)
pasos <- ceiling(n1/100)
if (pasos == 0)
pasos <- 1
Kvecino <- seq(from = 10, to = nl %/% 2, by = pasos)
kmax <- max(Kvecino)
# el vector kvecino contiene la sucesion de los k-vecinos
# cercanos usados para calcular el ancho de banda optimo
Respuesta.estimada <- 0
Bandwidth.opt <- 0
Knnl <- 0
for(i in 1:n1) {

Norm.diff <- SEMIMETRIC1[, il



# "norm.order" da una sucesion k_1, k_2,... tal que
# dq(X_{k_1},X_i) < dq(X_{k_2},X_i) < ...
Norm.order <- order(Norm.diff)
# "zz" contiene dq(X_{k_2},X_i), dq(X_{k_3},X_i),...,
# dq(X_{j_{kmax+2}},X_i)
zz <- sort(Norm.diff) [2: (kmax + 2)]
# Bandwidth[1-1] contiene (dq(X_{j_1},X_i) +
# dq(X_{j_1},X_1))/2 for 1=2,...,kmax+2
Bandwidth <- 0.5 x (zz[-1] + zz[ - (kmax + 1)])
z <- zz[ - (kmax + 1)]
ZMAT <- matrix(rep(z, kmax), nrow = kmax, byrow = T)
UMAT <- ZMAT/Bandwidth
KMAT <- kernel (UMAT)
KMAT [col (KMAT) > row(KMAT)] <- 0O
Ind.curvas <- Norm.order[2:(kmax + 1)]
Ind.resp <- Respuestal[Ind.curvas]

YMAT <- matrix(rep(Ind.resp, kmax), nrow = kmax, byrow =

Hat.resp <- apply(YMAT[Kvecino, ] * KMAT[Kvecino, ], 1, sum

) /apply (KMAT [Kvecino, ], 1, sum)
Criterium <- abs(Hat.resp - Respuestalil])
index <- order(Criterium) [1]

Knni[i] <- Kvecino[index]
Respuesta.estimadal[i] <- Hat.resplindex]
Bandwidth.opt[i] <- Bandwidth[index]

}

Mse.estimado <- sum((Respuesta.estimada - Respuesta)”~2)/nl

if (sdocondato) {
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SEMIMETRIC2 <- sm(CURVAS, PRED, ...)
Bandwidth2 <- 0
n2 <- ncol (SEMIMETRIC2)
knn2 <- 0
for(k in 1:n2) {
Sm2 <- SEMIMETRIC2[, k]
Sm2.ord <- order (SEMIMETRIC2[, k])
knn2 [k]<-Knn1 [Sm2.ord [1]]
knn <- Knnl[Sm2.ord[1]]
Bandwidth2[k] <- sum(sort(Sm2) [knn: (knn+1)])*0.5
}
KERNEL <- kernel (t(t(SEMIMETRIC2)/Bandwidth?2))
KERNEL [KERNEL < 0] <- O
KERNEL [KERNEL > 1] <- 0
Denom <- apply(as.matrix(KERNEL), 2, sum)
RESPKERNEL <- KERNEL * Respuesta
Respuesta.predicha <- apply(as.matrix(RESPKERNEL), 2, sum)/Denom
Mse.predicho<- sum((Respuesta.predicha - Resp2)~2)/length(Resp2)
return(list(Valor.Estimado = Respuesta.estimada,
Valor.Predicho = Respuesta.predicha, Anchos.de.banda =
Bandwidth.opt, kvecinos.opt = knn2, Mse =
Mse.estimado, Msel=Mse.predicho))
}
else {
return(list(Valor.Estimado = Respuesta.estimada, Anchos.de.banda
= Bandwidth.opt, Mse=Mse.estimado,kvecinos.opt=knnl))

3
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+
Operador Mediana condicional
Opnopa.f.d.a.cuantil.lcv <- function(Respuesta,CURVAS,PRED,...,alpha=
c(0.05, 0.5, 0.95),Tipo.de.kernel="quadratic",semi.metrica="semimetric.deriv")
{
g s s s s s
# realiza la prediccion funcional de una respuesta escalar de una
# de una muestra de curvas por el calculo de la mediana condicional funcional.
# Un ancho de banda local (i.e. un numero local de vecinos) es seleccionado
# por un "trivial" procedimiento de validacion cruzada.
# "Respuesta" vector que contiene las observaciones de la respuesta escalar
# "CURVAS" matriz que contiene el conjunto de datos de las curvas
# (fila por fila) utilizado para la etapa de estimacion
# "PRED" matriz que contiene las nuevas curvas usadas para la prediccion
# "..." argumentos necesarios para la llamada de la funcion de calculo
# de la semi-metrica entre las curvas
# "alpha" vector que da los cuantiles a ser calculados.
# "Tipo.de.kernel" la funcion kernel usada para el calculo del estimador
# kernel; se puede elegir "triangle" o "quadratic" (por defecto)
# "semi.metrica" la funcion de calculo la distancia entre curvas
# Arroja una lista que contiene:
# "valor.estimado" es una matriz cuyas columnas da los correspondientes
# cuantiles condicionales estimados para todas las curvas de aprendizaje
# "valor.predicho" si PRED es diferente de CURVAS, esta matriz
# contiene los cuantiles condicionales predichos para cada curva de PRED
# "Respuestas.originales" vector que contiene las respuestas observadas.

# "Mse" error cuadrado medio entre valores estimados y valores observados
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HESHHAFH AR HHAFHBHHHAFHBAHH AR HHAFH R H RS H R RS RH A
Respuesta <- as.vector(Respuesta)
lalpha <- length(alpha)
logicalpha <- alpha==0.5
testalpha <- lalpha > 1
if (testalpha) posmediana <- (1:lalpha) [logicalpha]
if (is.vector (PRED)) PRED <- as.matrix(t(PRED))
unafila <- nrow(PRED) == 1
testparadim <- sum(dim(CURVAS)==dim(PRED))==2
sdocondato <- T
if (testparadim) sdocondato <- sum(CURVAS==PRED) !=prod(dim(CURVAS))
sm <- get(semi.metrica)
kernel <- get(Tipo.de.kernel)
kernel.int <- get("integrado.quadratic")
laprendizaje <- nrow(CURVAS)
Aprendizajel <- seq(2, laprendizaje, by=2)
lAprendizajel <- length(Aprendizajel)
APRENDIZAJE1 <- CURVAS[Aprendizajel, ]
APRENDIZAJE2 <- CURVAS[ - Aprendizajel, 1]
SMAPRENDIZAJE1 <- sm(APRENDIZAJE1, APRENDIZAJE1l, ...)
SMAPRENDIZAJE12 <- sm(APRENDIZAJE1l, APRENDIZAJE2, ...)
SML12.0RDEN <- apply(SMAPRENDIZAJE12, 2, sort)
Respul <- Respuesta[Aprendizajel]
Respu2 <- Respuestal[ - Aprendizajel]
Resp.rango <- r ange(Respuesta)
Red.Respuestas <- seq(from = Resp.rango[l1] * 0.9, to = Resp.rango[2] *

1.1, length = 100)
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# DIFRESPUESTA[i,jl=yi-yj con yi en Red.Respuestas y yj en Respul
DIFRESPUESTA <- outer(Red.Respuestas, Respul, "-")
DIFRESPU.ORDEN <- t(apply(abs(DIFRESPUESTA), 1, sort))
laprendizaje2 <- nrow(APRENDIZAJE2)
lred <- length(Red.Respuestas)
Kvecino.min <- max(ceiling(lAprendizajel * 0.05), 10)
Kvecino.max <- ceiling(lAprendizajel * 0.25)
if (Kvecino.max <= Kvecino.min){
Kvecino.min <- ceiling(lAprendizajel * 0.05)
}
pasos <- ceiling((Kvecino.max - Kvecino.min)/10)
Kvecino <- seq(Kvecino.min, Kvecino.max, by = pasos)
lkvecino <- length(Kvecino)
BANDL12.CUR <-0.5*(SML12.0RDEN [Kvecino,]+SML12.0RDEN [Kvecino + 1,])
BAND.RESP <-0.5%(DIFRESPU.ORDEN[,Kvecino] +DIFRESPU.ORDEN[,Kvecino+1])
CV <- matrix(0, nrow = lkvecino~”2, ncol = laprendizaje2)
if (testalpha){
CUANT <- array(0, dim = c(lkvecino”2, laprendizaje2, lalpha))
} else {
CUANT <- matrix(0, nrow = lkvecino~2, ncol = laprendizaje2)
}
contar <- 0O
for(kk in 1:1lkvecino) {
ARG <- t(t(SMAPRENDIZAJE12)/BANDL12.CUR [kk,])
KERNEL.CURVAS <- kernel (ARG)
KERNEL . CURVAS [KERNEL.CURVAS < 0] <- 0

KERNEL . CURVAS [KERNEL.CURVAS > 1] <- 0
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Denom <- apply(KERNEL.CURVAS, 2, sum)

for(hh in 1:1lkvecino) {

contar <- contar + 1

KERNELI.RESP <- apply(DIFRESPUESTA/BAND.RESP[, hh], 1,kernel.int)
FDA.EST <- (t(KERNEL.CURVAS)/Denom) %*7% KERNELI.RESP
if (testalpha){

for(ii in 1:lalpha){

Ind.cuant <- apply(FDA.EST<alphal[ii], 1, sum)
Ind.cuant [Ind.cuant==0] <- 1

CUANT [contar, ,ii] <- Red.Respuestas[Ind.cuant]

}

CV[contar,] <- (Respu2 - CUANT[contar, ,posmediana]) "2
} else {

Ind.cuant <- apply(FDA.EST < alpha, 1, sum)

Ind.cuant [Ind.cuant==0] <- 1

CUANT [contar, ] <- Red.Respuestas[Ind.cuant]
CV[contar, ] <- (Respu2 - CUANT[contar, ])°2

1

Ind.kvecino.opt <- apply(CV, 2, order)[1, ]

IND.OPT <- cbind(Ind.kvecino.opt, 1:laprendizaje2)

if (testalpha){

Indkopt <- rep(Ind.kvecino.opt, lalpha)

Units <- rep(l:laprendizaje2, lalpha)

Typeofest <- sort(rep(l:lalpha,laprendizaje2))
RESPUESTA.ESTIMADA <- matrix(CUANT [cbind(Indkopt,Units,Typeofest)],
nrow=laprendizaje2, byrow=F)

dimnames (RESPUESTA.ESTIMADA) <- 1list(NULL, as.character(alpha))
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} else { RESPUESTA.ESTIMADA<- CUANT[IND.OPT]

}

Mse.estimado <- sum(CV[IND.OPT])/laprendizaje2

if (sdocondato) {

SMAPRENDIZAJE2N <- sm(APRENDIZAJE2, PRED, ...)

Nuevo.Orden <- apply(SMAPRENDIZAJE2N, 2, order)[1, ]

if (testalpha){

if (unafila){

RESPUESTA.PREDICHA <- as.matrix(t(RESPUESTA.ESTIMADA [Nuevo.Orden,]))
} else {

RESPUESTA.PREDICHA <- as.matrix(RESPUESTA.ESTIMADA[Nuevo.Orden,])
dimnames (RESPUESTA.PREDICHA) <- 1list(NULL, as.character(alpha))}
} else {

RESPUESTA.PREDICHA <- RESPUESTA.ESTIMADA [Nuevo.Orden]

}

return(list(valor.estimado = RESPUESTA.ESTIMADA,

valor.predicho = RESPUESTA.PREDICHA, Respuestas.originales

= Resp2, Mse = Mse.estimado))

}

else {

return(list(valor.estimado = RESPUESTA.ESTIMADA,
Respuestas.originales = Resp2, Mse = Mse.estimado))

}
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Operador Moda condicional
Opnopa.f.d.moda.lcv <-function(Respuesta,CURVAS,PRED,...,Tipo.de.kernel=
"quadratic", semi.metrica = "semimetric.deriv")
{
g s
# realiza la prediccion funcional de una respuesta escalar de una
# de una muestra de curvas por el calculo de la moda condicional funcional.
# Un ancho de banda local (i.e. un numero local de vecinos) es seleccionado
# por un "trivial" procedimiento de validacion cruzada.
# "Respuesta" vector que contiene las observaciones de la respuesta escalar
# "CURVAS" matriz que contiene el conjunto de datos de las curvas
# (fila por fila) utilizado para la etapa de estimacion
# "PRED" matriz que contiene las nuevas curvas usadas para la prediccion
# "..." argumentos necesarios para la llamada de la funcion de calculo
# de la semi-metrica entre las curvas
# "Tipo.de.kernel" la funcion kernel usada para el calculo del estimador
# kernel; se puede elegir "triangle" o '"quadratic (por defecto)
# "semi.metrica" la funcion de calcula la distancia entre curvas
# Arroja una lista que contiene:
# "valor.estimado" vector que contiene las respuestas estimadas
# para cada curva de "CURVAS"
# "valor.predicho" si PRED es diferente de CURVAS, este vector
# contiene las respuestas predichas para cada curva de PRED
# "Respuestas.originales" vector que contiene las respuestas observadas.
# "Mse" error cuadrado medio entre valores estimados y valores observados
g

Respuesta <- as.vector(Respuesta)
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if (is.vector (PRED)) PRED <- as.matrix(t(PRED))

testparadim <- sum(dim(CURVAS)==dim(PRED))==2

sdocondato <- T

if (testparadim) sdocondato <- sum(CURVAS==PRED) !=prod(dim(CURVAS))
sm <- get(semi.metrica)

kernel <- get(Tipo.de.kernel)

laprendizaje <- nrow(CURVAS)

Aprendizajel <- seq(2, laprendizaje, by=2)

lAprendizajel <- length(Aprendizajel)

APRENDIZAJE1 <- CURVAS[Aprendizajel, ]

APRENDIZAJE2 <- CURVAS[ -Aprendizajel,

SMAPRENDIZAJE1 <- sm(APRENDIZAJE1, APRENDIZAJE1l, ...)
SMAPRENDIZAJE12 <- sm(APRENDIZAJE1l, APRENDIZAJE2, ...)
SML12.0RDEN <- apply(SMAPRENDIZAJE12, 2, sort)

Respul <- Respuesta[Aprendizajel]

Respu2 <- Respuestal - Aprendizajel]

Rango.Resp <- range(Respuesta)

Red.Respuestas <- seq(from = Rango.Resp[1] * 0.9, to = Rango.Resp[2] *
1.1, length = 100)

# DIFRESPUESTA[i,jl=yi-yj con i en Red.Respuestas and j en Respul
DIFRESPUESTA <- outer(Red.Respuestas, Respul, "-")

DIFRES.ORDEN <- t(apply(abs(DIFRESPUESTA), 1, sort))
laprendizaje2 <- nrow(APRENDIZAJE2)

1Red <- length(Red.Respuestas)

Kvecino.min <- max(ceiling(lAprendizajel * 0.05), 10)

Kvecino.max <- ceiling(lAprendizajel * 0.25)

if (Kvecino.max <= Kvecino.min){
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Kvecino.min <- ceiling(lAprendizajel * 0.05)
+
pasos <- ceiling((Kvecino.max - Kvecino.min)/10)
Kvecino <- seq(Kvecino.min, Kvecino.max, by = pasos)
1Kvecino <- length(Kvecino)
BANDL12.CUR <- 0.5 * (SML12.0RDEN[Kvecino,]+SML12.0RDEN [Kvecino+1,])
BAND.RESP <- 0.5%(DIFRES.ORDEN[,Kvecino]+DIFRES.ORDEN[,Kvecino+1])
CV <- matrix(0, nrow = 1lKvecino~”2, ncol = laprendizaje2)
MODA <- matrix(0, nrow = 1lKvecino”2, ncol =laprendizaje2)
contarl <- 0
contar2 <- 0
for(kk in Kvecino) {
contar2 <- contar2 + 1
ARG <- t(t(SMAPRENDIZAJE12)/BANDL12.CUR[contar2, 1)
KERNEL . CURVAS <- kernel (ARG)
KERNEL . CURVAS [KERNEL.CURVAS < 0] <- 0
KERNEL . CURVAS [KERNEL.CURVAS > 1] <- 0
Denom <- apply(KERNEL.CURVAS, 2, sum)
contar3 <- 0
for(hh in Kvecino) {
contarl <- contarl + 1
contar3 <- contar3d + 1
KERNEL.RESP <- apply(abs(DIFRESPUESTA)/BAND.RESP[, contar3], 1, kernel)
KERNEL.RESP [KERNEL.RESP < 0] <- 0
KERNEL .RESP [KERNEL.RESP > 1] <- 0
DENS.ESTIMADA<- (t (KERNEL.CURVAS) /Denom) %*7% (KERNEL . RESP/BAND .RESP [, contar3] )

Ind.moda <-apply(DENSIDAD.ESTIMADA,1,order) [1Red,]
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MODA [contarl, ] <- Red.Respuestas[Ind.moda]
CV[contarl, ] <- (Respu2 - MODA[contarl, ])°2
1}
Ind.Kvecino.opt <- apply(CV, 2, order)[1, ]
IND.OPT <- cbind(Ind.Kvecino.opt, 1:laprendizaje2)
Respuesta.estimada <- MODA[IND.QPT]
Mse.estimado <- sum(CV[IND.OPT])/laprendizaje2
if (sdocondato) {
SMAPRENDIZAJE2N <- sm(APRENDIZAJE2, PRED, ...)
Nuevo.Orden <- apply(SMAPRENDIZAJE2N, 2, order)[1, ]
Respuesta.predicha <- Respuesta.estimada[Nuevo.Orden]
return(list(valor.estimado = Respuesta.estimada,
valor.predicho = Respuesta.predicha, Respuesta.originales
= Respu2, Mse = Mse.estimado))
}
else {
return(list(valor.estimado = Respuesta.estimada,
Respuesta.originales = Respu2, Mse = Mse.estimado))
}

}

Calculando los errores cuadrados
Se.reg <- (Resp2 - prediccion.regresion$Valor.Predicho) "2
Se.moda <- (Resp2 - prediccion.moda$valor.predicho) "2
Se.mediana <- (Resp2 - prediccion.mediana$valor.predichol[,2])"2
mse.reg <- round(sum(Se.reg)/length(Resp2),2)
mse.moda <- round(sum(Se.moda)/length(Resp2),2)

mse.mediana <- round(sum(Se.mediana)/length(Resp2),2)
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Rutima para generar la figura4d—2

HAHHHHAHAH B HAH B HAHBSHAHBHHAHBHHAH B H

# PLOTEANDO RESPUESTAS PREDICHAS #####

HEHBH B HAH B HAH RS HAHBSHAHBHHAHBHHAH B H

par (mfrow=c(2,2), pty="s")

limiteX=range (Resp2)

limiteY=range(c(prediccion.regresion$Valor.Predicho,
prediccion.moda$valor.predicho,prediccion.mediana$valor.predichol[,2]))
plot (Resp2,prediccion.regresion$Valor.Predicho,xlim=limiteX,ylim=1imiteY,
xlab="Respuestas de muestra de pruba",ylab="Respuestas predichas",pch=20)
mtext (paste("Exper.Cond.: MSE=",mse.reg,""), cex=1.15, line=1)
abline(0,1)

plot (Resp2,prediccion.mediana$valor.predicho[,2],xlim=1limiteX,ylim=limiteY,
xlab="Respuestas de muestra de pruba",ylab="Respuestas predichas",pch=20)
mtext (paste("Mediana.Cond.: MSE=" mse.mediana,""), cex=1.15, line=1)
abline(0,1)

plot (Resp2,prediccion.moda$valor.predicho,xlim=limiteX,ylim=1limiteY,
xlab="Respuestas de muestra de pruba",ylab="Respuestas predichas",pch=20)
mtext (paste("Moda.Cond.: MSE=",mse.moda,""), cex=1.15, line=1)
abline(0,1)

Rutima para generar la figura4—3

B L L I L R T L L L I R R L RIS R ST R I
# La mejora de las predicciones mediante el promedio de los tres#
# valores predichos (tres metodos) #

HHBHFHHHBHHHHH BB H R B R R R R R
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result.multimetodo <- (prediccion.regresion$Valor.Predicho+
prediccion.moda$valor.predicho + prediccion.mediana$valor.predichol[,2])/3
Se.multimetodo <-(Resp2 - result.multimetodo) "2
mse.multimetodo <- round(sum(Se.multimetodo)/length(Resp2),2)
nombre.error <- c(paste("Moda.Cond\n MSE=",mse.moda,sep=""),
paste("Exp.Cond \n MSE=",mse.reg,sep=""),
paste("Med.Cond \n MSE=",mse.mediana,sep=""),
paste("Multimetodo \n MSE=",mse.multimetodo,sep=""))
par (mfrow=c(1,2))
plot (Resp2,result.multimetodo,xlim=1limiteX,xlab="Respuestas

de muestra de pruba",ylab="Respuestas predichas",pch=20)
mtext (paste("Multimetodo.: MSE=",mse.multimetodo,""), cex=1.15, line=1)
abline(0,1)
boxplot(Se.reg, Se.moda, Se.mediana, Se.multimetodo, names = nombre.error)
title(" Error Cuandrado")

Rutina para generar las funciones Kernel

HEHBH B HAH B HAHBHHAHEH

# KERNEL CUADRATICO #

HERHHAHH AR HHAFH B H AR

quadratic <- function(u)

{

3/4x(1 - (u)~2)

}

HERHHAFHERHHAFHBHAHBFHRAFHBHHH AR HRAHS

### KERNEL CUADRATICO ASIMETRICO ###

B S R S S



quadratic2 <- function(u)
{

ulu<0] <- 1

ulu>1] <- 1

return(l - (u)"2)

}
HERFHHAHFHBRHHBFHHAFH R H
# Kernel triangular A #
HERSHHAFHBRHHH AR HHAFHBRHH
triangle <- function(u)
{

ulu<0] <- 1

ufu>1] <=1

return( 1 - abs(u))

3

HEFH R
# KERNEL CUADRATICO INTEGRADO#
HEFHHAHH AR

integrado.quadratic <- function(u)

{

resultado <- u

LogicO <- (u <= -1)

Logicl <= (u >= 1)

Logic2 <= (u > -1 & u < 1)
resultado[LogicO] <- 0
resultado[Logicl] <- 1

Dval <- resultado[Logic2]
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esultado[Logic2] <- 0.75 * Dval * (1 - (Dval~2)/3) + 0.5
return(resultado)

}

HESHHAHHERHHAFHBHHHBSHRAHH B HY

# KERNEL TRIANGULAR INTEGRADO #
HESHHAFH AR HHAFHBHHHASHHAFH B HY
integrado.triangle <- function(u)

{

resultado <- u

LogicO <= (u <= -1 | u >= 1)

Logicl <= (u > -1 & u < 0)

Logic2 <= (u >=0 & u < 1)

Dneg <- u[Logic1]

Dpos <- ul[Logic?2]

resultado[Logicl] <- Dneg + (Dneg~2)/2 + 0.5
resultado[Logic2] <- Dpos - (Dpos~2)/2 + 0.5
resultado[LogicO] <- 0

return(resultado)

}

Rutina para generar la semi-métrica

symsolve <- function(Asym, Bmat)

{

#Interpretado por J. 0. Ramsay y disponible en su sitio web
#http://ego.psych.mcgill.ca/misc/fda que contiene una gran cantidad
#de funciones para el analisis de datos funcionales de una manera

#diferente: Resuelve el sistema ASYM X = BMAT
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#para X donde ASYM es simetrica.regresa X

n <- ncol(Asym)

if (max(abs(Asym - t(Asym)))/max(abs(Asym)) > 1le-10)
stop("Argument not symmetric.")

Lmat <- chol(Asym, T)

if (attr(Lmat, "rank") < n)

stop("Argument singular.")

Lmatinv <- solve(Lmat[, order(attr(Lmat, "pivot"))])

Xmat <- Lmatinv %x% t(Lmatinv) %*% Bmat

return(Xmat)

}

HHHHH R

# SEMI-METRICA DERIVADA #

HHHHH R R

semimetric.deriv <- function(DATA1, DATA2, g=2, nknot=20,
range.grid=c(0,1))

{

L s s s s s s s s s s s s s s s s
#Calcula la distancia entre curvas basada en las derivadas.
#"DATA1" matriz que contiene el primer conjunto de curvas
#"DATA2" matriz que contiene el segundo conjunto de curvas
#"q" orden de derivacion

#"nknot" numero de nodos interiores (necesario para la
#definicion de la base B-spline)

#"range.grid" vector de longitud 2 que contiene el rango de
#la red para el cual las curvas son evaluadas

#Retorna
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#"semimetric" una matriz que contiene la medida entre las curvas.

HERFHHAFH AR HHAFHBHHH AR H R H B R AFH R H B RSB H R RS

library(splines)

if(is.vector(DATA1)) DATA1 <- as.matrix(t(DATA1))

if(is.vector (DATA2)) DATA2 <- as.matrix(t(DATA2))

testfordim <- sum(dim(DATA1)==dim(DATA2))==2

twodatasets <- T

if (testfordim) twodatasets <- sum(DATA1==DATA2) !=prod(dim(DATA1))

HHBHFHHHBH A H R R R R R R R R R

#

#

aproximacion B-splines de las curvas contenidas en el conjunto da datos:
"knot" y "x" permiten definir la base B-splines

"coef.matl[, i]" corresponde a la expansion B-splines de las

curvas discretizadas contenidas en DATASETI[i, 1].

la expansion B-splines de las curvas contenidas en "DATA1[i, ]"

es dado por "Bspline %*%, coef.matl[, i]"

HHBHFHHHBH R R R R R R

P

<- ncol (DATA1)

a <- range.grid[1]

b

X

<- range.grid[2]

<- seq(a, b, length = p)

order .Bspline <- q + 3

nknotmax <- (p - order.Bspline - 1)%/%2

if (nknot > nknotmax){

stop(paste("dar un nunero de nodos mas pequeno que

3

',nknotmax, " para evitar una matriz mal condicionada"))
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Knot <- seq(a, b, length = nknot + 2)[- c(1, nknot + 2)]

delta <- sort(c(rep(c(a, b), order.Bspline), Knot))

Bspline <- splineDesign(delta, x, order.Bspline)

Cmat <- crossprod(Bspline)

Dmatl <- crossprod(Bspline, t(DATA1))

coef .matl <- symsolve(Cmat, Dmatl)
HERFHHAHHERHHAFHBHHHAFHBRAH R HAFHBRH B G H B R AR H B RSB H SRR HEHS

# Integracion numerica para el method Gauss:

# Los objetos que terminan por "gauss'" nos permiten calcular numericamente
# integrales por medio del "metodo de Gauss" (1x.gauss=6==>el calculo

# de la integral es exacta para polinomio de grado menor o igual a 11).
g s s s s s s s s s s
point.gauss <- c(-0.9324695142, -0.6612093865, -0.2386191861,
0.2386191861, 0.6612093865, 0.9324695142)

weight.gauss <- ¢(0.1713244924, 0.360761573, 0.4679139346,
0.4679139346,0.360761573, 0.1713244924)

x.gauss <- 0.5 x ((b + a) + (b - a) * point.gauss)

1x.gauss <- length(x.gauss)

Bspline.deriv <- splineDesign(delta, x.gauss, order.Bspline,

rep(q, lx.gauss))

H<-t (Bspline.deriv)%*%(Bspline.deriv*(weight.gauss*0.5%(b-a)))

eigH <- eigen(H, sym = T)

eigH$values[eigH$values < 0] <- 0

Hhalf <- t(eigH$vectors J*%(t(eigH$vectors)*sqrt(eigH$values)))

COEF1 <- t(Hhalf %x*% coef.matl)

if (twodatasets){
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Dmat2 <- crossprod(Bspline, t(DATA2))
coef .mat2 <- symsolve(Cmat, Dmat2)
COEF2 <- t(Hhalf %x*% coef.mat2)

} else {

COEF2 <- COEF1

}

SEMIMETRIC <- O

nbasis <- nrow(H)

for(f in 1:nbasis)

SEMIMETRIC <- SEMIMETRIC +outer(COEF1[, f],COEF2[,f],"-")"2
return(sqrt (SEMIMETRIC))

}



[10]
[11]
[12]

[13]

Bibliografia
Borggaard C. and Thodberg H. H. Optimal Minimal Neural Interpretation of
Spectra. Analytical Chemistry, 1992.
de Boor C. A practical guide to splines. Springer, New York., 1978.
Preda C. and Saporta G. Clusterwise PLS regression on a stochastic process.
Comput.Statist. Data Anal., 2005.
Preda C. and Saporta G. PLS regression on a stochastic process. Com-
put.Statist. Data Anal., 2005.
Bosq D. and Lecoutre J. Théorie de [’estimation fo.nctionnelle (in french).
Economica, 1987.
Nadaraya E. On estimating regression. Theory Proba. Appl., 1964.
Ferraty F. and Vieu P. Nonparametric Functional Data Analysis: Theory and
Practice (Springer Series in Statistics). Springer-Verlag New York, Inc., 2006.
Collomb G. Estimation nonparamétrique de la régression (in french). PhD
Université Paul Sabatier, Toulouse. 1976.
Roussas G. Nonparametric estimation of the transition distribution function of
a Markov process. Annals of Mathematical Statistics, 1969.
Watson G. Smooth regression analysis. Sankhya Ser.A, 1964.
Martens H. and Naes T. Multivariate calibration. 19809.
Wold H. Soft modelling by latent variables; the non linear iterative partialleast
squares approach. in: J. gani (ed.). Perspectives in Probability and Statistics,
Papers in Honour of M.S. Bartlett., Academic Press, London(1975).
Frank I.LE. and Friedman J.H. A statistical view of some chemometrics regres-

sion tools (with discussions)., volume (2). 1993.

128



[14]

[18]

[19]

[20]

129

Dauxois J., Pousse A., and Romain Y. Asymptotic theory for the princi-pal
component analysis of a random vector function: some application tostatistical
inference. J. Multivariate Anal., 1982.

Samanta M. Nonparametric estimation of conditional quantiles. Statist.Proba.
Letters,, 1989.

Schumaker M. Spline functions: basic theory. Wiley., 1981.

Dabo-Niang S. and Rhomari N. Estimation non paramétrique de la régressiona-
vec variable explicative dans un espace métrique (in french). Compte Ren-dus
Acad. Sci. Paris,, 2003.

Leurgans S.E. and Moyeed R.A. Silverman, B.W. Canonical correlation anal-
ysis when the data are curves. J. R. Statist. Soc. B, 1993.

Hardle W. Applied nonparametric regression. Cambridge Univ. Press, UK.,
1990.

Massy W.F. Principal Components Regression in Exploratory Statistical Re-
search. 1965.

Paola Bermolen y Federico Larroca. Cdlculo de la banda de ancho éptima para
el estimador de Nadaraya-Watson. Monografia presentada para la aprobacion
del curso .Automatic Learning Machines”dictado por el Prof. Gonzalo Perera

en el IMERL., 2005.



ANALISIS NO PARAMETRICO PARA LA PREDICCION DE
DATOS FUNCIONALES

Daiver De Jests Vélez Ramos
daiver.velez@Qupr.edu

Departamento de Ciencias Matematicas
Consejero: Edgar Acuna Fernandez Ph.D
Grado: Maestria en Ciencias

Fecha de Graduacion: 2013




	RESUMEN EN ESPAÑOL
	ABSTRACT ENGLISH
	AGRADECIMIENTOS
	Índice de figuras
	LISTA DE SÍMBOLOS Y ABREVIACIONES
	INTRODUCCIÓN
	Objetivos
	Resumen de los Capítulos

	ASPECTOS TEÓRICOS
	Definiciones básicas
	Estadísticos no paramétricos para datos funcionales
	Datos funcionales Quimiométricos
	Descripción de datos espectrométricos
	Primeros estudios y problemática

	Espacio bien adaptado para datos funcionales
	Nociones de cercanía
	La maldición de dimensionalidad

	Semi-métricas en la práctica
	Semi-métrica basada en FPCA
	Semi-métrica basada en PLS
	Semi-métrica basada en las derivadas


	PONDERACIÓN LOCAL KERNEL PARA VARIABLES FUNCIONALES
	Estimación de Densidades
	Histograma
	Histograma Móvil
	Estimación por Kernel

	Ponderación Local y Probabilidad en Vecindades
	Métodos y Modelos de Predicción
	Métodos de Predicción
	Modelos no Paramétricos


	RESULTADOS Y VALIDACIÓN
	Estimadores de los Modelos No Paramétricos
	Estimador del operador regresión
	Estimador del operador f.d.a condicional
	Estimador del operador densidad condicional

	Convergencia de los Estimadores
	Estimador de Regresión
	Estimador Mediana condicional
	Estimador Moda condicional
	Estimador Cuantil condicional

	Reimplementación y Aplicación de los Estimadores
	Estimación por Regresión
	Estimación de la Mediana Condicional
	Estimación de la Moda Condicional
	Prediciendo el contenido de grasa de las curvas de espectrometría


	CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS
	Conclusiones
	Trabajos futuros

	APÉNDICES
	Algunos resultados probabilísticos e implementación
	Definiciones y Teoremas Clásicos
	Convergencia casi Completa
	Desigualdad exponencial para v.a.r independientes.
	Algunas Rutinas


