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En varias investigaciones se ha estudiado la aplicacion de diversas estrategias
de control en la propagacién de enfermedades en una poblacién dada. Ahora bien,
tarea dificil es encontrar la combinacién de estrategias que minimicen los costos
conjuntos del impacto de la enfermedad y la aplicacién de las medidas para lograr
el control de la propagacién en poblaciones acopladas. En la mayoria de ocasiones,
la realidad exige una respuesta casi inmediata por parte de los organismos o institu-
ciones encargadas de la salud publica. En estos casos es donde se hace necesario el
uso de herramientas que generen en forma rapida pero eficiente resultados aproxi-
mados, que proporcionen informacion de las medidas que se deben tomar para evitar
la propagacién masiva de la enfermedad. El objetivo de este proyecto es sugerir a
través de casos especificos, como una técnica de optimizacion estocastica como el
Simulated Annealing puede ser utilizada para dar respuesta rapida a la busqueda de
estrategias de control, con el fin de evitar la propagacion masiva de una enfermedad

en poblaciones acopladas.
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In several investigations there have studied the application of diverse control
strategies in a disease spread in a given population. Now, it is a difficult task to
find the combination of strategies that minimize the joint costs of the impact of
the disease and the application of strategies to achieve the control of the spread
of the disease in coupled populations. In most of the cases, reality demands an
almost inmediate response from the organisms or the institutions in charge of the
public health, hence, becomes important the use of tools that quickly approximates
efficientes results that provides information of measures that can be taken to avoid
the spread of disease. The objetive of this project is to suggest, throught specific
cases, that stochastic optimization techniques as Simulated Annealing may be use
to given a quickly respond to the search of control strategies to avoid a disease

outbreak in coupled populations.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Las busqueda de estrategias 6ptimas para controlar la propagacién de una enfer-
medad, con recursos limitados en poblaciones acopladas por los procesos de emigra-

cién e inmigracion es lo que motiva la realizacion de este proyecto de investigacion.

El mundo actual estd cada vez mas interconectado, gracias a los modernos sis-
temas de transporte la apariciéon de nuevas enfermedades o la reaparicién de viejas
enfermedades en muchos casos pueden atravesar fronteras y propagarse rapidamente
por varias poblaciones. Asi lo demostré la pandemia de gripe AHIN1, cuyos primeros
casos de esta influenza se detectaron en abril del 2009 en México y al cabo de un mes
se extendio a Estados Unidos, luego se expandio a otros paises por medio de personas
infectadas que habian viajado a o desde México y Estados Unidos. De forma similar
el SRAS que surgi6 en China a finales del 2002 y rapidamente se extendié a 32
paises y regiones, provocando en una semana la apariciéon de personas infectadas en
algunas de las principales ciudades del mundo [1, 2]. De estas y otras experiencias se
puede concluir que un factor determinante en la propagacién de una enfermedad es
la movilidad intensa y rapida de la poblacion, sea por transporte maritimo, terrestre
o aereo. Dados los avances a nivel mundial de los medios de transporte, las personas
pueden moverse grandes distancias en cortos periodos de tiempo y asi propiciar la

rapida e incontrolable propagacién de una enfermedad.



Datos histéricos muestran que las pandemias pueden provocar consecuencias
desastrosas en la economia mundial, razén por la cual son de suma importancia las
medidas de prevencién y erradicacion que deben tomar los paises, estados o ciudades
para responder efizcamente al brote de una enfermedad. Por lo tanto, es de interés
para los organismos o instituciones encargadas de la salud publica, conocer cudles
son las estrategias mas convenientes que se deben tomar en un periodo corto de tiem-

po para evitar la propagacion masiva de una enfermedad y asi prevenir la pandemia.

En varios paises, sobre todo los mas desarrollados, la transmision a nivel local
de enfermedades infecciosas ha sido controlado. Esto gracias a que cuentan con una
buena organizacion en cuanto a la salud publica se refiere, ademas de los recursos su-
ficientes para la aplicacién de medidas de control exitosas. Lamentablemente, estos
logros no han sido mundialmente uniformes y las enfermedades infecciosas siguen
siendo causa de mortalidad y morbilidad en algunas regiones del mundo, princi-
palmente en las menos desarrolladas. Como bien se discute en [3], esta situacién
representa una alerta mundial dado que inmigrantes procedentes de zonas donde
las enfermedades persisten, pueden representar un reto importante para el control

y erradicacion de enfermedades.

Supdngase que una enfermedad estd presente en varias regiones, sean paises,
ciudades, donde los procesos de emigracion e inmigracion se dan entre cualquier par
de ellas y que cada region tiene autonomia en cuanto a politicas de salud publica.
Si las autoridades de una de las regiones afectadas, desean poner en préctica alguna
medida de control en la region bajo su supervisién, no habria ninguna garantia de
que se logre controlar la enfermedad en esa region dado que personas infectadas,
de cualquiera de las otras regiones, podrian llegar alterando la dinamica local de

la enfermedad. Es aqui donde toma importancia las medidas que puedan poner en



practica en conjunto todas las regiones, como se menciona en [4] es el mejor mo-
mento para la colaboracion. El proposito de esta investigacién es indentificar la
combinacion optima de estrategias de control que se deben aplicar en el brote de
una enfermedad en regiones interconectadas. De forma tal que se empleen de mejor
manera los rescursos disponibles y se alcance el objetivo primordial, que es reducir

el nimero de individuos infectados en todas las poblaciones o parches involucrados.

La respuesta rapida y eficaz de las autoridades correspondientes durante las
primeras horas o dias después de que se confirme el inicio de un brote, podria te-
ner un impacto significativo en el resultado final del control de la enfermedad. Es
conveniente entonces que los responsables sean capaces de determinar las mejores
estrategias para contener el brote tan pronto como sea posible; de ahi que interese

el calculo de estrategias de control en un periodo corto de tiempo.

Se ha demostrado que los modelos matematicos para describir la dindmica de
transmision de enfermedades, son una herramienta necesaria para la realizacién de
un buen analisis de la relacién costo-eficacia para la aplicacion de medidas de control
en el brote de una enfermedad [5-7]. Segun [8], los costos de la aplicacién de una es-
trategia de control se dividen en dos: costos directos y de productividad. Los costos
directos son los derivados del consumo de recursos sean bienes materiales o de ser-
vicio para enfrentar las consecuencias de una enfermedad (por ejemplo: la atencién
médica, el distanciamiento social) o para prevenir la enfermedad (por ejemplo: la
vacunacién). Los costos de productividad corresponden al valor de servicios produc-
tivos no realizados como consecuencia de la enfermedad (por ejemplo: el absentismo,

la mortalidad, tomar tiempo libre para recibir una vacuna).
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Como consecuencia de lo mencionado anteriormente, surge el siguiente problema

que justifica la realizacion de este proyecto:

Minimaizar el numero de personas infectadas y el costo de aplicar
medidas de control en la propagacion de una enfermedad en un periodo

corto de tiempo en poblaciones acopladas.

Cualquiera pensaria que la respuesta al problema de minimizar el ntimero de
individuos infectados, es tan simple como aplicar algin tipo de tratamiento a todas
las personas enfermas. Pero en la realidad no es asi, dado que el costo econémico
que esto implica puede ser imposible de sobrellevar o porque no se cuenta con la
cantidad de tratamientos para la poblacién total de infectados. Ademéds, hay en-
fermedades en las cuales una persona puede ser infecciosa antes de la aparicién de
los primeros sintomas y asi puede infectar a personas susceptibles antes de que se
le haya aplicado algin tratamiento. Peor atin, como se menciona en [2] el tiempo
de viaje en avion entre dos ciudades puede ser menor que el periodo de incubacién
de muchos patogenos, lo que puede volver incontrolable la propagacion pues influye
considerablemente en la difusién espacial de la enfermedad. Otro aspecto importante
es que si se tiene el caso de la aparicién de una nueva enfermedad para la cual no
existe en el mercado ningtn tratamiento, el plazo necesario para su produccion y
distribucion puede exceder el tiempo para que se alcance la pandemia. Experiencias
del pasado muestran que las vacunas nunca han estado disponibles a tiempo y en
las cantidades suficientes para tener un impacto en la reduccion de la morbilidad y

la mortalidad durante una pandemia [1, 4].

El impacto econémico méas inmediato de una pandemia no se debe a los enfer-
mos o muertos, sino a las medidas para evitar infectarse [9]. Esto fue demostrado

durante la experiencia del SARS, cuando se trat6 de evitar la infeccion reduciendo



al minimo el contacto entre personas. Afectando significativamente la economia de-
bido a una disminucién en la demanda del sector de servicios como el turismo, el
transporte ptublico, ventas al por menor, hoteles y restaurantes, asi como el sector de

oferta debido al ausentismo laboral y la interrupcion de los procesos de produccion.

Las medidas de intervencién pueden estar enfocadas a prevenir (vacunacién),
controlar (hospitalizacién, medicamentos, distanciamiento social) o erradicar la en-
fermedad; pero en cualquiera de las medidas es importante analizar los costos y bene-
ficios dado que su aplicaciéon puede llegar a tener un alto costo humano y econémico.
Uno de los objetivos en esta investigacion es mostrar que las técnicas de optimizacion
estocasticas, pueden ser tutiles en el calculo de esas estrategias que minimizan los

costos para enfermedades modeladas en tiempo discreto.

La eficacia de un programa en el brote de una enfermedad no puede derivarse
de un ensayo experimental en la poblacién afectada, dado los costos y el peligro
que esto puede generar. Segun [8] hay dos maneras de obtener la eficacia general
de un programa: un analisis retrospectivo de datos y simulacién utilizando modelos
matematicos. La idea de este trabajo es el uso simulaciones en modelos matematicos,
para encontrar la mejor combinaciéon de medidas de control que se deben tomar en
un periodo corto de tiempo; con el propdsito de dar una respuesta eficaz y respon-

sable al brote de la enfermedad.

Uno de los objetivos es mostrar que la técnica de optimizacion SA, el cual es
un algoritmo heuristico estocastico, puede ser 1til en la busqueda de respuestas
rapidas y adecuadas para algunos modelos de enfermedades en tiempo discreto. Se
utilizan variantes de dos modelos ampliamente estudiados: SIR y SIS, en poblaciones

acopladas. Esta técnica segtn [10] tiene las siguientes ventajas:



1. Implementaciéon sencilla.

2. Aplicable a muchos problemas de optimizacién con una estructura combinatoria,
que buscan minimizar una funcién que depende de muchos parametros.

3. Capacidad para ofrecer soluciones razonablemente buenas a la mayoria de los pro-
blemas.

El enfoque habitual utilizado en este tipo de problemas es el tedrico, por medio
del principio de Pontryagin [6]. Este método de solucién resulta ser incémodo si
hay un gran ntimero de parches interconectados combinado con un nimero alto de
parametros en el modelo. De ahi la ventaja del uso de simulaciones numéricas para
aproximar las soluciones, la idea es explotar las herramientas matematicas y de si-

mulacién computacional para obtener una buena aproximacion a la solucién éptima.

1.1. Objetivos
El objetivo general de este proyecto de investigacion es demostrar que la técnica
de optimizacién computacional SA puede ser ttil en la biisqueda de la combinacion
de estrategias de control éptimas, cuando se hace frente al brote de una enfermedad

con recursos limitados en poblaciones acopladas.

1.1.1. Objetivos Especificos
1. Determinar la solucion del problema de optimizacion sujeto al modelo SIR plantea-
do en [6] usando la técnica de SA y comparar los resultados con la solucién que

ahi se presenta, de forma analitica.

Lo que se quiere es resolver el problema de control 6ptimo, es decir, de optimizacion
con parametros controlables, por medio de un método practico como lo es el SA y
verificar su funcionamiento por medio de la comparacion con los resultados de la
solucién analitica presentada en [6]. La idea es obtener la solucién de una forma

sencilla, rapida, pero eficiente.
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2. Plantear un modelo matematico discreto epidemiolégico SIR metapoblacional e
implementar la técnica de SA para resolver el problema de optimizacion sujeto ha

dicho modelo.

Cuando intervienen en la dindmica dos o mas poblaciones, que interactian por
medio de los procesos de emigracién e inmigracién, la solucién analitica se complica
debido a que se tienen muchos parametros que son controlables. Es aqui donde es
conveniente aplicar una técnica practica como el SA. Se considerara como base para
la formulacién matematica del modelo SIR metapoblacional, los patrones de mezcla
entre los parches en tiempo continuo presentados en [11]. La idea es responder a
la pregunta:
¢ Qué restricciones se deben aplicar en el flujo de personas infectadas, para
mainimizar el total de infectados en todas las poblaciones involucradas y el costo
de tomar esas medidas de control?

Esto incluye la creacion del funcional objetivo que describa el costo por infectado

y el costo de aplicar las medidadas de control en el flujo de personas infectadas.

3. Implementar la técnica SA al problema de optimizacion sujeto a un modelo SIS
metapoblacional, donde se controlen varios parametros correspondientes a diferen-

tes medidas de control en la propagacion de una enfermedad.

Se usa una ligera variante del modelo SIS para dos parches acoplados planteado y
analizado en [12]. Se incorporan dos pardmetros méas: la proporcién de personas a
las que se les va a aplicar el tratamiento y la proporcién de personas a las que se
le aplicara distanciamiento social; ya el modelo incluye un pardmetro que describe
los flujos migratorios. Este objetivo también involucra la creaciéon del funcional

objetivo que describa el costo por infectado y el costo de aplicar las medidas de



control. En este problema se combinan tres medidas de control: distanciamien-
to social, tratamiento médico y restriccién en el flujo de personas infectadas. El
proposito es dar respuesta a la pregunta:

¢ Cudl combinacion de estrategias de control, minimiza los costos conjuntos del
impacto de la enfermedad y la aplicacion de las estrategias para lograr el control

de la propagacion de la enfermedad?

1.2. Resumen de los capitulos

El trabajo esta organizado como sigue: en el Capitulo 2 se explica el algoritmo
SA usado para resolver el problema planteado. En el Capitulo 3 se estudian los mode-
los matematicos SIR y SIS, para describir la propagacion de enfermedades infecciosas
en tiempo discreto. En el Capitulo 4 se mencionan los problemas de control éptimo
sujetos a modelos de propagacion de enfermedades que se resolvieron, incluyendo la
descripcion de las medidas de control que se consideraron y los funcionales definidos.
En el Capitulo 5 se muestran los detalles de la implementacion del algoritmo para
los problemas especificos y se presentan los resultados computacionales de algunas
simulaciones matematicas, obtenidas mediante la aplicacién del SA. Finalmente, en
el Capitulo 6 se resumen las principales conclusiones obtenidas a partir de los resul-
tados, junto con algunas recomendaciones para futuras investigaciones relacionadas

con el tema.



Capitulo 2
SIMULATED ANNEALING

El SA es un algoritmo de optimizacién que se clasifica dentro de los algoritmos
heuristicos y estocasticos. Heuristico porque la solucién no se determina de forma
directa, sino mediante pruebas iterativas. El método consiste en generar posibles
soluciones al problema de acuerdo a ciertas condiciones dadas; luego estas posibles
soluciones son sometidas a pruebas de acuerdo a algiin criterio para ser aceptadas
o no. Es un algoritmo estocastico porque parte importante de su funcionamiento se
basa en la aleatoriedad, es decir, los procedimientos que emplea usan distribuciones

de probabilidad en su ejecucion.

Esta técnica de optimizacion inspirada en el proceso natural de recocido de
materiales fue presentada por primera vez en [13]. El proceso fisico de recocido (an-
nealing) consiste en un calentamiento hasta una temperatura adecuada y durante un
tiempo determinado, seguido de un enfriamiento lento con algiin objetivo especifico
como modificar las propiedades del material. Cuando la temperatura del material es
alta, las particulas son capaces de moverse y asi cambiar su estructura facilmente.
Cuando se baja la temperatura, los movimientos de las particulas se ven limitados
debido a que el movimiento tiene un alto costo energético. Si la temperatura se en-
fria lentamente el sistema llega a tener una estructura cristalina, pero si se enfria
rapidamente los atomos pueden quedar mal alineados produciendo irregularidades

no deseadas sobre el material.
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Por ejemplo, para la creacién de un cristal se inicia calentando un conjunto
de materiales hasta que se derriten. Una vez derretidos se reduce la temperatura
del liquido hasta que llegue a solidificarse. Si el enfriamiento se da rapidamente el
cristal no se crea correctamente. Este método de recocido de un material de tal for-
ma que se encuentre el estado minimo de energia, se puede adaptar para encontrar
soluciones factibles a un problema de optimizacién con el objetivo de llegar a una

solucién éptima. Idea en la cual se basa el algoritmo SA [13], creado en 1983.

El algoritmo SA comienza con un estado y una temperatura dada que inicial-
mente es alta y se va reduciendo durante la ejecucion hasta aproximarse a cero,
igual que en el proceso de recocido. El estado es una primer solucién para el proble-
ma de optimizacion y en cada iteracion del algoritmo, esta solucion es modificada
aleatoriamente para producir una nueva solucién. La calidad de ambas soluciones
es evaluada, utilizando la funcion objetivo, y una de las dos soluciones se selecciona
para ser el nuevo estado. Cuando la nueva soluciéon es mejor que la soluciéon anterior,
dado que minimiza (o0 maximiza) la funcién objetivo, la nueva solucién es selecciona-
da como el estado. Cuando la nueva solucién es de menor calidad que la solucion
existente, puede ser aceptada con una probabilidad que depende de la temperatura
actual y de la diferencia en la calidad. Soluciones de menor calidad es poco probable
que sean aceptadas conforme la temperatura se aproxima a cero. La calidad de una
solucion se dice ser la energia del estado, el estado minimo energia es la solucion
optima para el problema de optimizacién. En el cuadro 2—-1 se puede obervar una

analogia entre el proceso fisico y el SA.

El algoritmo SA ha tenido una amplia gama de aplicaciones, entre las cuales
estdn su uso en el problema del secuenciamiento de tareas (Job Shop) para mas de-

talles [14, 15], también para detectar la modularidad en redes [16], diseno automético
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Recocido Optimizacién

Estado del sistema Solucién factible
Calidad de la nueva solucion
(valor de la funcién objetivo)

Energia del sistema

Cambio de estado Nueva solucion en el vecindario de la actual
Estado minimo de energia Solucion 6ptima
Temperatura Parametro de control

Cuadro 2-1: Analogia

de circuitos integrados [13, 17], para minimizar costos en diferentes problemas de
la industria. En este proyecto se utiliza para encontrar la combinacién éptima de
estrategias de control que permitan controlar exitosamente el brote de una enfer-

medad infecciosa con escasos recursos.

2.1. Algoritmos de biisqueda local

Los algoritmos de btsqueda local parten de una solucion inicial, que en la ma-
yoria de los casos se genera aleatoriamente, y trata de encontrar mediante alguna
transformacion una mejor solucion en la vecindad de la solucién actual; esto es, una
soluciéon con menor costo en el caso que se esté minimizando. Si se encuentra una
solucién con las caracteristicas deseadas, la solucién actual es reemplazada por esta
solucion. De lo contrario el algoritmo sigue con la solucién actual, continuando el
proceso hasta que no sea posible ninguna mejora. Esto significa que la busqueda
finaliza en un 6ptimo local, que no necesariamente es el global, es decir, una buena

solucién pero no necesariamente la solucién éptima [17].

Una forma de tratar de evitar el problema del estancamiento en un éptimo
local, es permitir que algunas de las transformaciones sean hacia soluciones peores,
pero de un modo controlado. Es decir, que se permitan transiciones correspondien-
tes a un incremento en el valor del funcional objetivo si se est4 minimizando, como

se muestra en la figura 2-1. Esta alternativa es considerada por el algoritmo SA,
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que permite la aceptacion de peores soluciones controlada mediante una distribuciéon
de probabilidad. Esta distribucién debe estar definida de forma tal que disminuya
la posibilidad de aceptar soluciones peores conforme avanza la busqueda, esto es,
conforme se va reduciendo la temperatura. Con este procedimiento se disminuye la
probabilidad de estancarse en un minimo local, que es una de las ventajas del algo-

ritmo SA.

Minimo local

Minimo global

Figura 2-1: Simulated Annealing

2.2. Algunos conceptos
Consideremos el siguiente problema
Sea S = {s1, 89, ..., s} el conjunto de soluciones factibles y f una funcion tal que
f:S— R, el objetivo es encontrar s; tal que f(s;) sea el valor minimo (o

maximo) de f en S.

Para un nimero grande de soluciones factibles, k, la bisqueda del minimo no
es sencilla, puesto que serd computacionalmente extensa. El procedimiento de pro-
bar con todas las soluciones factibles hasta hallar el minimo resulta imposible en
la mayoria de los problemas reales, debido a la gran cantidad de elementos en el
espacio solucion S. Por lo tanto, se vuelve necesario la busqueda de métodos com-

putacionales viables, como el SA.
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En el contexto del SA al conjunto finito de soluciones factibles, S, se le llama
espacio de estados y a la solucién factible s; € S se le llama el estado . A la solucion

optima se le llama el estado de menor energia.

El algoritmo SA se basa en el algoritmo de cadenas de Markov Monte Car-
lo. Antes de explicar este algoritmo es importante repasar algunos conceptos sobre
cadenas de Markov, base tedrica del algoritmo. A continuacién, se presentara una

recopilacion de conceptos basicos para un mejor entendimiento del algoritmo.

2.2.1. Cadenas de Markov
En teoria de probabilidad una cadena es un proceso en tiempo discreto en el

que una variable aleatoria X, va cambiando con el paso del tiempo.

Las cadenas de Markov son un tipo especial de procesos estocasticos con la
siguiente propiedad: conocido el estado del proceso en un momento dado, su com-
portamiento futuro no depende de todo lo sucedido en el pasado si no solo del evento
inmediatamente anterior. Dicho de otro modo, dado el presente, el futuro depende
unicamente de lo sucedido en este momento. Las cadenas de este tipo se dice tienen
memoria, dado que recuerdan el tltimo evento y esto condiciona la posibilidad del

evento futuro. En este trabajo se tendran espacios de estados y tiempo discretos.

Definicién 1. Una sucesion de variables aleatorias (Xo, X1, ...) con espacio de es-
tados finito S = {so,....,sk} se dice que es una CM si para todo s;,s; € S y

10y -y in_1 € {1,...,k} se tiene que

P (Xn+1 = Sj‘XO = Sioqu = 82'1, --aXn—l = Sinflan = Si) = P (Xn+1 = 8j|Xn = 82‘)
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La definicién anterior indica que la probabilidad de que en el tiempo n + 1 se
estard en el estado j solo depende de que en el tiempo n se esta en el estado 2, no

depende de donde se haya estado en los tiempos anteriores.

Definicién 2. La probabilidad condicionada
Pij = P(Xn+1 = Sj‘Xn = 82‘)

se denomina probabilidad de transicion del estado © en el tiempo n, al estado j en

el tiempo n + 1.
Una CM es homogénea en el tiempo si

Vi,j €8, ¥neN, P(Xp =s;/X,=s;) =Py (2.1)

Es decir, una CM se dice homogénea si la probabilidad de ir del estado i al
estado 7 en un paso no depende del tiempo en el que se encuentra la cadena, si
no que es constante durante todo el proceso. A estas cadenas también se les llama
Markovianas invariantes en el tiempo. Si para alguna o varias parejas de estados en
algin tiempo n la propiedad 2.1 no se cumple diremos que la cadena de Markov es

no homogénea en el tiempo.

Definicién 3. La matriz P, de dimension k x k, con elementos {P;; :i,j =1,...,k}

se denomina matriz de transicion.

La matriz de transicion es la matriz que contiene todas las propabilidades de
transicién entre los estados del sistema en una etapa. Asi, la probabilidad de ir del

estado ¢ al estado j en n unidades de tiempo esta dada por

P (X, = s5;|Xo = 5;) = P

v
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donde P™ es la matriz de transicién en n pasos o etapas.

Teorema 1. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

St P es la matriz de transicion de una cadena de Markov entonces
pn) — p.p-1) _ p. . p.pn-2) _ _ pn

Lo cual indica que la n-ésima potencia de la matriz de transicion es la matriz
de transicion en n etapas del tiempo.
Definicién 4. El vector p™ = (,ugn), w$ ™, ) de probabilidades ™ =
P(X, = s;), si € S, se denomina distribucion en la n-ésima etapa de la CM (X,,)nen-

El vector 19 se denomina distribucion inicial.

Teorema 2. Si ;¥ es la distribucion inicial de una CM con matriz de transicion

P entonces

= O pn

Con este teorema se puede encontrar la distribucién de la cadena en cualquier
paso del tiempo. El algoritmo MCMC trabaja bajo ciertos supuestos sobre las CM

que se consideraran a continuacion.

Se dice que un estado s; se comunica con otro estado s;, si la cadena tiene
una probabilidad positiva de siempre alcanzar s; cuando se parte de s;. En otras

palabras, s; se comunica con s; si existe un n tal que
P(Xpsm = 5| X =51) >0

lo que indica que podemos ir del estado ¢ al estado j en n pasos.
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Definicién 5. Una CM (X,),en con espacio de estados S = {si,..., s} es irre-
ducible si para todo s;, s; € S tenemos que s; se comunica con s; y viceversa. De lo

contrario la cadena se dice que es reducible.

La propiedad de irreducibilidad indica, que todos los estados de la CM se pueden
acceder desde cualquier otro estado en un niimero finito de pasos, de esta forma para
n lo suficientemente grande P™ tiene entradas no nulas. Se considerara ahora el con-

cepto de aperiodicidad.

Definicién 6. Para todo s; € S, se denomina periodo de s; y se denota por d(s;)
d(s;) =m.c.d.(n >0,P >0)
si d(s;) =1, el estado s; se denomina estado aperiddico

La definicién anterior indica que el periodo de un estado s; es el maximo comun
divisor del niimero de veces que la cadena puede devolverse a s;, dado que se inicia
con Xy = s;. Asi el estado ¢ sélo puede ser visitado en pasos multiplos de d(s;).
Por lo que si d(s;) = 1 entonces existen 2 niimeros consecutivos n y n + 1 tales que
el proceso puede encontrarse en el estado ¢ en los tiempos n y n + 1, se dice que
el estado tiene periodo 1 y se llama estado aperiédico. Por lo tanto un estado es
aperiodico si existen dos pasos del tiempo consecutivos donde la cadena puede estar

en el mismo estado.

Definicién 7. Una CM se dice que es aperiodica si todos sus estados son aperiodicos.

De lo contrario la cadena se dice que es periodica.

Combinando las propiedades de aperiodicidad e irreducibilidad, se obtienen

resultados importantes utilizados en el algoritmo de MCMC. Para estudiar estos
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resultados primero se definira el concepto de distribucion estacionaria, el objetivo es
determinar las distribuciones sobre el conjunto de estados S tales que la distribucion

del proceso X,, en cualquier instante sea la misma que en el instante inicial Xj.

Definicién 8. Sea (Xo, X1,...) una CM con espacio de estados S = {sq,...,sx} v
matriz de transicion P. Un vector fila m = (mq, ..., ) se dice que es una distribucion
estacionaria para la CM, siempre que cumpla

1. my>0parai=1,..k nyzlm =1

2. P =, es decir, Zle P, =m,Vi=1,..k

El primer requisito es para asegurarse que sea una distribucién de probabilidad
en S. La segunda afirmacién implica que si la distribucién inicial p(?) es igual T,

entonces la distribucién ) de la cadena en el momento 1 satisface
pV =pOpP=7P=r

y similarmente se tiene que ™ = 7, para cada n. Por lo tanto, la distribucién de

la CM en cualquier instante es la misma que en el instante inicial.

A continuacion se presentan tres resultados importantes sobre distribuciones

estacionarias, para su demostracion consultar [18].

Teorema 3. Para cualquier CM irreducible y aperiodica, existe al menos una dis-

tribucion estacionaria.

Teorema 4. Sea (Xo, X1,...) una CM irreducible y aperiddica con espacio de es-
tados S = {s1,...,sx} y matriz de transicion P, u©) distribucion inicial arbitraria.

Entonces, para cualquier distribucion estacionaria m de la cadena se tiene ™ — 1
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Del teorema anterior se puede deducir que si se corre una CM irreducible y
aperiddica para un n lo suficientemente grande, entonces, independientemente de la
distribucién inicial, la distribuciéon de la CM en el momento n se aproximara a la

distribucién estacionaria.

Teorema 5. Cualquier CM irreducible y aperiodica tiene exactamente una distribu-

cion estacionaria.

Los teoremas 3 y 5 dan la existencia y unicidad de la distribucién estacionaria
para cualquier CM irreducible y aperiddica. Con este breve resumen sobre algunos

conceptos y resultados de CM, se puede estudiar el algoritmo MCMC.

2.2.2. Algoritmo de cadenas de Markov Monte Carlo
MCMC es una técnica que simula una CM cuyos estados siguen una probabili-

dad dada en un estado de espacios de grandes dimensiones.

El algoritmo MCMC se basa en la siguiente idea, explicada en [18]: Suponga-
mos que se puede construir una CM irreducible y aperiédica (X,,),en, cuya tnica
distribucion estacionaria es 7, garantizada su existencia y unicidad por los teoremas
3y 5. Si se corre la cadena con una distribucién inicial arbitraria, entonces cuan-
do n — oo el teorema 4 demuestra la convergencia de la cadena de Markov a la
distribucion 7. Por lo tanto, si se corre la cadena durante un tiempo n lo suficiente-
mente grande la distribucién de X,, se aproximara a 7. Es importante destacar que

la convergencia no depende de la distribucion inicial.
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Existen varios algoritmos MCMC, para este trabajo se eligié el algoritmo de

Metrépolis aplicable a cualquier espacio de estados.

Cadena de Metrépolis

Se describira brevemente una forma de construir una cadena de Metropolis
para simular una distribucién de probabilidad dada m = (71, ..., T) en un conjunto
S = {s1, ..., Sk}, mencionada en [18]. El objetivo es generar una cadena de Markov

cuya distribucion estacionaria sea 7.

Sea d; el nimero de vecinos del estado s;, que se calcula para cada problema en
particular. La cadena de Metrépolis es una CM con las probabilidades de transicion

definidas de la siguiente manera

( 1 , 7Tjd2‘ . .
— min 1 sl s; y $; se comunican
di 7T2‘d'
j
Pj=4¢0 si s; # s; no se comunican
1 fmd, . .
1-— E — min 1 si 1 =7
di mid,
!

donde la suma es sobre todos los estados s; que son vecinos de s;.

\

El mecanismo de transicion es el siguiente: Supongamos que en el tiempo n
se esta en el estado 7, X,, = s;. Primero se elige un estado s; de acuerdo a una
distribucién uniforme en el conjunto de todos los vecinos de s;, cada vecino es elegido

con probabilidad d%_. Entonces,

s; con probabilidad min {:73?, 1}
Xn+1 = ;

s; con probabilidad 1 — min {”"d" 1}

J
mid;’

En [18] se demuestra que esta cadena tiene una unica distribucién estacionaria 7.
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Examinados estos conceptos se estudiara el eje central de este capitulo: el algo-

ritmo SA.

2.3. Algoritmo simulated annealing

Como se menciona en [18] la idea del SA es la siguiente: Supongamos que se
corre una CM irreducible y aperidédica con espacio de estados S, cuya tnica dis-
tribucion estacionaria coloca la mayor parte de su probabilidad sobre estados s € S
tal que f(s) es un valor pequeno. Si se corre la cadena durante un tiempo lo su-
ficientemente grande, entonces es probable que termine en un estado s con esas
caracteristicas. Supongamos ahora que se ejecuta otra CM cuya tnica distribucion
estacionaria concentra atin mas su probabilidad en los estados s que reduzcan al
minimo f(s). Luego una nueva CM con una preferencia més fuerte por los estados
que minimicen f, y asi sucesivamente. Parece razonable esperar que si este sistema
se construye con cuidado, entonces la probabilidad de terminar en un estado s que

minimiza a f en el tiempo n, con n — oo, tiende a 1.

Si la primera CM tiene matriz de transicion P y se ejecuta por un tiempo
Ny, la segunda CM tiene matriz de transicion P’y se ejecuta por un tiempo Na, y
asi sucesivamente, entonces el algoritmo completo puede ser visto como una CM no

homogénea.

La convergencia de este algoritmo estd matematicamente probada, y en el pe-
or de los casos, la soluciéon éptima se alcanzara en un ntmero infinito de pasos. El

proceso converge a la distribucion estacionaria independientemente del estado inicial.

Asfi el objetivo es construir una CM irreducible y aperiodica con una distribu-

ciéon de probabilidad estacionaria en S, que ponga la mayor parte de su masa de
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probabilidad sobre los estados que minimicen a f. Veamos como se puede lograr es-
to: por medio del algoritmo MCMC podemos construir una CM con una distribucion
dada, utilizando la distribucién de Boltzmann definida a continuacién se construye

la distribucién estacionaria con las caracteristicas deseadas.

Definicién 9. La distribucion de Boltzmann 7 definida en un conjunto S, con fun-
cion de energia f : S — R y temperatura T > 0, es una distribucion de probabilidad

en S que a cada elemento s € S le asigna probabilidad

r(s) = %emp <‘fT(S)) (2.2)

donde

5 ()

ses

Metrépolis model6 el proceso fisico de recocido de materiales mencionado ante-
riormente, simulando los cambios energéticos en un sistema de particulas conforme
decrece la temperatura hasta que converge a un estado estable. Las leyes de ter-
modinamica indican que para una temperatura ¢ el incremento energético de mag-

nitud AE se puede aproximar por
—AFE
P(AFE) = —
(AE) = exp ( m )

siendo k una constante fisica denominada Boltzmann. De aqui es donde se toma
la distribucién de Boltzmann para el algoritmo SA, aunque la constante k no se

considera debido a que no tiene significado en los problemas de optimizacion.

En [18] se demuestra que la distribucién de Boltzmann para un valor pequeno
del parametro de la temperatura 7T tiene las propiedades deseadas. Asi, la probabi-

lidad de que el sistema se encuentre en el estado j es m(s;).
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Conociendo esto se puede estudiar el diseno del algoritmo SA para encontrar

un elemento s € S que minimice a f:

1. Construir una cadena MCMC para la simulacion de la distribucion de Boltzmann
sobre el espacio de estados. Para esto se puede utilizar el procedimiento para la
construccién de una cadena de Metrépolis, adaptado al SA, como se describe en
[19]: Supdngase que el estado actual es s y el valor de la funcién correspondien-
te a ese estado es f(s), la probabilidad de que el siguiente punto se esté en el
estado s’ depende de la diferencia en los valores de la funcién en estos dos estados
AE = f(s') — f(s), el valor de la probabilidad P (f(s")) se calcula utilizando la

distribucién de Boltzmann

P () = min {1 geon (35 )}

Si AE < 0, la probabilidad es 1 y el estado s’ es aceptado, dado que el valor de
la funcién en s’ es mejor que en s en el contexto del problema de minimizacién.
Si AE > 0 implica que el valor de la funcién en s’ es peor que en s, asi que es
aceptado con cierta probabilidad que depende de la magnitud de AFE y el valor de

la temperatura T'. Asi el seudo-codigo se presenta en el algoritmo 1.

Algoritmo 1 Metrépolis para SA
Entrada: s, T
Salida: s
1: Generar s', vecino de s
AE — f(s') = f(s)
si AE < 0 entonces
s« s

si no
z < numero de vecinos de s
si min {exp[—~AE/T], 1} > rand(0,1) entonces
5+ s
fin si
fin si

>—~
<




23

Se define el vecindario de un estado como el conjunto formado por los estados
obtenidos a partir de él por medio de una operacion basica, que se elige para cada
problema particular. Si el estado inicial es s, el siguiente estado a ser probado s
pertenece al vecindario de s denotado por N(s), es decir, s’ es un vecino de s. La
eleccion adecuada de la estructura de un vecino es de vital importancia, puesto
que asegura que cualquier solucion puede conseguirse a partir de otra en ntimero
limitado de pasos, lo que corresponde a la propiedad de irreducibilidad requerida

para la convergencia.

Se fija una sucesién decreciente de temperaturas 77 > Ty > ... con T; — 0 cuando
i — 00 y una sucesion de numeros enteros positivos Ny, No, .... A partir de un esta-
do inicial arbitrario en .S, se corre la cadena a la temperatura T para N; unidades
de tiempo, y asi sucesivamente. Cada N; indica el niimero de iteraciones por nivel
de temperatura, es decir, el nimero maximo de vecinos probados antes de bajar la

temperatura.

La eleccién de las temperaturas (77, T, ...) es de suma importancia para que fun-
cione correctamente el algoritmo. Existen teoremas que indican que si la temperatu-
ra se aproxima a 0 lo suficientemente lento, entonces la probabilidad de minimizar
f en un tiempo n tiende a 1 cuando n — oo. El significado de lo suficientemente
lento depende del problema en particular. En muchos casos se tiene que esperar
un n demasiado grande para encontrar la temperatura baja deseada de forma tal

que se minimice la funcion.

Se debe tener cuidado de no realizar un enfriamiento con demasiada rapidez, al
igual que en el proceso fisico, pues se corre el riesgo de que la CM se estanque en

un minimo local y no se llegue al estado éptimo. Asi que la eleccién del proceso
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de enfriamiento en la practica es muy delicado pues por un lado, se quiere que
sea lo suficientemente rapido como para conseguir la convergencia en un tiempo
razonable, pero por otro lado, se quiere que sea lo suficientemente lento como para
evitar la convergencia a un elemento que no sea el minimo global. Esto requiere la

experimentacion con los parametros que intervienen en el algoritmo.

La eleccién del nuimero de iteraciones para cada temperatura (N7, Na,...), que
corresponde al ntimero de vecinos a probar para una temperatura dada, influye
considerablemente en los tiempos de ejecucién del algoritmo. Cuando la tempera-
tura es alta existe mas probabilidad de que estados no 6ptimos sean aceptados,
esta probabilidad va disminuyendo conforme disminuye la temperatura. Razdén por
la cual es conveniente iniciar probando pocos e ir aumentando conforme la tem-

peratura disminuya para no perder tiempo probando estados que no son 6ptimos.

Por lo tanto, un paso crucial para un buen funcionamiento del SA es el meca-
nismo de enfriamiento 7'(t), donde T es la temperatura y t es una medida de tiempo
computacional, la iteracion actual. Aunque un mecanismo de enfriamiento no tiene
reglas generales, segin [20] ha sido demostrado que para los siguientes mecanismos

de enfriamiento para el SA se encuentra la solucién 6ptima.

B a

b+ log(t)

donde a y b son constantes positivas que dependen del problema especifico.

= T(t)
s T(t)=a—bt

donde a es la temperatura inicial y b el tamano de paso para disminuir la tempe-

ratura, generalmente b € [0.01, 0.2].

T(t) = ab' (2.3)
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donde a en la temperatura inicial y b es la tasa de enfriamiento, usualmente

b € [0.8, 0.999].

Existen otros mecanismos de enfriamiento, pero es importante destacar que sea
cual sea la funcién de enfriamiento a utilizar no conviene pasar demasiado tiempo

en temperaturas altas donde la mayoria de las soluciones son aceptadas.

Algoritmo 2 Simulated Annealing
Entrada: Ty, N,, T}.
Salida: s*, f(s*)

1: Generar s, solucién inicial

2: mientras T > T hacer

3:  mientras K < N, hacer

4: Generar s" en N(s)

5: si f(s') — f(s) < 0 entonces

6: s«

7: si no

8: z «+— numero de vecinos de s

9: si min {Zexp[(f(s) — f(5'))/T],1} > rand(0,1) entonces
10: s« s

11: fin si

12: fin si

13: K—K+1

14:  fin mientras
15:  Actualizar T" con el mecanismo de enfriamiento elegido
16: K«~—0

17: fin mientras

El seudo-codigo del SA se presenta en el algoritmo 2. En este algoritmo Tj es la
temperatura inicial, N, el nimero maximo de vecinos a evaluar en cada temperatu-
ra, Ty la temperatura final, s* el estado (solucién) éptimo y f(s*) el valor 6ptimo. En
este algoritmo se pueden diferenciar dos tipos de parametros, que se pueden adecuar
para que la ejecucién del mismo sea la mas eficaz de acuerdo con el problema que

se desea resolver:
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1. Los parametros que no dependen del problema, aunque se deben ajustar para el
problema concreto son llamados parametros genéricos.
= Temperatura inicial: 7.

= Mecanismo de enfriamiento.

Numero maximo de repeticiones: N,,.

Condicién de parada: T' > T¥.

Temperatura final: T7.

El ajuste de estos parametros se hace por medio de la experimentacion y en oca-
siones puede requerir de mucha paciencia y tiempo, aunque son importantes pues

controlan el buen funcionamiento del algoritmo.

2. Parametros que dependen del problema particular que se esta resolviendo.
= Espacio de estados: S, conjunto de soluciones factibles.
» Estructura de vecindad: N(s), un mecanismo de generacién que permite des-
plazarse de una solucién a otra.
= Funcién objetivo: f(s).

= Solucién inicial.

La eleccion adecuada de todos estos parametros condicionard la velocidad de
convergencia del algoritmo. Un fenémeno que con frecuencia aparece en la aplicacién
del SA, es que en ocasiones la solucion final dada por el algoritmo no corresponde al
6ptimo global, esto se da debido a que la implementacién del algoritmo no satisface

todos los requisitos tedricos para que se de la convergencia.
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2.3.1. Implementacion del simulated annealing

En cualquier implementacién del algoritmo SA, la convergencia puede ser so-
lamente aproximada. Es evidente que el niimero de transiciones en cada escalén de
temperatura, (Ni, Na, ...), s6lo puede ser finito y que la condicién T; — 0 cuando
1 — oo es solo aproximada. Debido a que en la préactica se dan estas aproximaciones,
no se puede garantizar la convergencia del algoritmo al minimo global con probabi-
lidad 1 como lo indica la teoria. El algoritmo converge a la solucién éptima bajo las

condiciones adecuadas, que se pueden lograr mediante la experimentacion.

La experiencia muestra que la fijacion adecuada de los pardmetros es la parte
mas costosa de implementar. Una vez fijado los parametros y la estructura del vecin-

dario el algoritmo es facil de implementar.



Capitulo 3
MODELOS DE TRANSMISION DE
ENFERMEDADES INFECCIOSAS EN TIEMPO
DISCRETO

Los modelos matematicos han sido sin duda alguna una herramienta clave para
resolver innumerables problemas de la vida real, dado que pueden describir, explicar
y hasta predecir comportamientos especificos del ser humano. En epidemiologia han
sido muchos los estudios que se han realizado con el propédsito de analizar la propa-

gacién de distintas enfermedades en poblaciones.

La importancia de la construcciéon de los modelos matematicos para enfer-
medades se debe a varias razones, algunas de ellas son:

. Describen las caracteristicas bésicas de la dindmica de transmisiéon de una enfer-
medad en una o varias poblaciones.

. Proveen informacién que posibilita entender la propagacion de una enfermedad a
través de una poblacién especifica, bajo diferentes escenarios que se asemejen a
diferentes casos que se pueden presentar en la vida real.

. Permite predecir las consecuencias de introducir cambios especificos [21]. Ayudando
a prevenir pandemias o interviniendo en las politicas para la erradicacion o el
control de la enfermedad.

. Revelan los parametros que son més influyentes y susceptibles de controlar [5] para

disenar medidas eficaces de control, que es uno de los objetivos de este proyecto.

28
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Asi, los modelos matematicos se pueden utilizar para simular diferentes esce-
narios y proporcionar informacién sobre los posibles costos, beneficios y la eficacia

de estrategias de prevencién y control ante el brote de una enfermedad.

Para describir la propagacion de una enfermedad cuyo periodo es relativamente
corto es conveniente utilizar un modelo en tiempo discreto [22]. Para los objetivos
de esta investigacion se trabajara con modelos en tiempo discreto, debido a que la
técnica de optimizacion utilizada es estocastica donde habitualmente se supone dis-
tribuciones discretas. Es importante destacar que en los modelos de tiempo discreto,
el orden de los acontecimientos dentro de un intervalo de tiempo es crucial, lo que

se debe tener en cuenta cuando se construye uno de estos modelos.

La aplicacion de las matematicas a la epidemiologia se remonta al menos hasta
el ano 1760 cuando Daniel Bernoulli publicé un tratado sobre la epidemia causada
por la viruela que en ese entonces abatia Europa. El objetivo era encontrar una for-
ma de comparar el beneficio a largo plazo de la inoculacion con el riesgo inminente
de morir [23]. En este articulo Bernoulli propuso algunos modelos matematicos de
ecuaciones diferenciales para modelar algunas enfermedades infecciosas, es el primer
articulo conocido que incluye un modelo explicito para una enfermedad infecciosa.
Mas tarde, Ronald Ross formulé un modelo matematico sencillo como apoyo a su ar-
gumentacion de que la malaria se puede erradicar simplemente reduciendo el nimero
de mosquitos, sin necesariamente extinguirlos [23]. Uno de los trabajos mateméticos
mas importantes y pioneros en la modelacién de enfermedades fue desarrollado por
Kermack y McKendrick en [24]. Ellos formularon un modelo matemadtico para des-
cribir la epidemia que asoté la India en 1906 y que ha servido como base para la

introduccién de nuevos modelos.
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A continuacién se presentaran algunos modelos muy utilizados en la transmisién
de enfermedades, que describen la dindmica de la propagacion de una enfermedad
infecciosa dividiendo a los individuos de la poblacién en diferentes estados. En cada
uno de estos modelos se asume que la interaccion entre los individuos es aleatoria.
Ademas se supondra que la poblacién es homogénea, es decir, no son considerados
en los modelos aspectos como el género, la edad, u otras caracteristicas de los indi-
viduos de la poblacién. Por ultimo, las tasas de infeccién y de recuperacién natural

son consideradas constantes.

En particular, se estudiaran los modelos SIR y SIS los cuales son herramientas
matematicas muy utilizadas para la prevencién y control de epidemias. Aunque estos

modelos son sencillos permiten obtener una aproximacion valida y 1til de la realidad.

3.1. Modelo SIR
Si un pequeno grupo de individuos infectados es introducido en una poblacion,
un problema basico es describir la propagacion de la enfermedad en dicha poblacién
en funcién del tiempo [25]. Si bien esto depende de una gran variedad factores que

intervienen en el proceso, se trabaja bajo algunos supuestos razonables.

Supongamos que en el periodo inicial hay I; personas infectadas. En la propa-
gacién de enfermedades uno de los aspectos mas importantes a estudiar es cémo la
enfermedad se expande con el transcurrir del tiempo. Asi, lo que se quiere saber en la
mayoria de los casos es la cantidad de personas infectadas que habra en un periodo
determinado de tiempo [26], es decir, queremos conocer Iy, Is,...,1,. Se quiere cono-
cer las caracteristicas del progreso de la propagacién de la enfermedad para tomar

las medidas necesarias con el fin de controlar la enfermedad y evitar consecuencias
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desastrozas.

El modelo mateméatico SIR presenta una descripcién de los movimientos entre
tres subgrupos, llamados clases o estados. Se parte del supuesto de que los indivi-

duos se encuentran en uno de los siguientes estados posibles:

1. Susceptibles (S): individuos de la poblacién que pueden infectarse al tener contacto
con una persona infectada.

2. Infectados (I): individuos que tienen la enfermedad y la pueden transmitir a los
susceptibles con cierta probabilidad.

3. Removidos (R): individuos que se recuperaron de la enfermedad, son inmunes,
murieron o que ya no participan de la dindmica por aislamiento o alguna otra cir-

cunstancia.

Entonces, en cada momento ¢ la poblacién de tamano N se divide en S(t) sus-
ceptibles, I(t) infectados y R(t) removidos, donde t es el tiempo y la sucesiéon de
estados es S — I — R como se muestra en la figura 3-1. Los individuos que salen
de la clase I no pueden ser infectados nuevamente, sino que terminan en la clase
R de los removidos, es decir para el propésito del modelamiento estos individu-
os se consideran inmunes, muertos o aislados. Los individuos de una poblaciéon no
necesariamente pasan por todos los estados, algunos permaneceran siempre en la
clase de susceptibles dado que no tuvieron contacto con una persona enferma. Otros
seran inmunizados artificialmente por vacunacion, o algin otro método y pasaran
a la clase R sin haber estado infectados. Cuando la ultima persona infectada no
puede interactuar con cualquier persona susceptible, la enfermedad desaparece. Los

modelos con esta estructura general se llaman modelos de tipo SIR, muy utilizados
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para modelar la gripe, la viruela [5], sarampion, varicela.

suceptibles - infectados - removidos

O [ @)
Poblacién inicial generacion 1 generacion 2 generacion 3 Poblacion final
O 0 O O o ®-0 o Qo o @ 0
O O (@) (@)
(Ogo o.iooO OO«I\/A‘OO OOO‘?O OOoOO
O
1 infectado 2 infectados 3 infectados 2 infectados 0 infectados

Figura 3-1: Ejemplo sucesién de estados es S — I — R

Para obtener un modelo en tiempo discreto se asume que el periodo latente, pe-
riodo entre la infeccion y la aparicion de los primeros sintomas, tiene una duracion
constante 1 y que el periodo infeccioso se reduce a un punto. Asi, un susceptible que
se infecta en el instante ¢, seria infeccioso en ¢+ 1 y después removido en t + 2. Otro
aspecto a tomar en cuenta en un modelo de tiempo discreto es la positividad de
las componentes, razon por la cual en ocasiones es conveniente utilizar un pequeno
numero de pasos de tiempo, tomando en cuenta las acciones de control ante un brote

de una enfermedad en un periodo corto de tiempo.

Para los objetivos de este trabajo se considera el modelo SIR planteado en [6],
donde se introduce un tratamiento para obtener informacién importante sobre el

efecto de éste en el impacto de la enfermedad. Asi el sistema es

Skt = Sk(1 —u) = B(Sk(1 — )L

Iipr = I, + BSp(1 —w) I}, — doly, (3.1)

Ryt = Ry + uSk
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donde (3 es la tasa de transmision, ds es la tasa de muerte maés la tasa de infeccién
y u es la proporciéon de la poblacién que se le aplicard algin tipo de tratamiento.
Los valores de los parametros  y dy son elegidos con base a estimaciones basadas

en datos reales o con base a suposiciones [5].

Como se mencioné anteriormente, en los modelos de tiempo discreto el orden

de los acontecimientos es importante, para este modelo se tiene el siguiente orden:

1. En primer lugar ocurre la aplicacion del tratamiento, lo que significa que una
proporcion de personas susceptibles dada por .S, se mueve de esa clase a la
inmune Rjq.

2. Luego se da la interaccién de las personas susceptibles no inmunes con los infecta-
dos, es decir, el proceso de infeccién. Por lo que el término de infectividad esta dado
por,

pues el resto de personas susceptibles, personas que no reciben tratamiento, esta da-
do por Sk(1 — u) después del movimiento de las personas susceptibles tratadas a

la clase inmune.

3.2. Modelo SIS
En este modelo la poblacién se dividird en dos grupos de personas, las que han
sido infectadas por la enfermedad y son infecciosas, y los que son susceptibles de ser

infectados por la enfermedad.

Los modelos SIS se usan para enfermedades donde no hay inmunidad, sino que
una vez que los infectados se recuperan pasan a ser de nuevo susceptibles. Por lo

tanto, la progresion de la enfermedad desde el punto de vista de un individuo es
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susceptible-infectado-susceptible. Este modelo es muy 1til para la mayor parte de

las enfermedades de transmision sexual.

Para este trabajo se considerara el modelo SIS siguiente:

Skr1 = 7Gr Sk + ’Y(l — O‘T)[k

Iy = 7(1 — Gk)Sk + yotly

—ad,
Gk:emp< §k>
k

es la probabilidad se seguir siendo susceptible del tiempo k£ a k+ 1y «a es una

donde,

1
constante que pondera el papel de la prevalencia de ﬁk en la transmision de la en-
k
fermedad en el momento k, I son los infectados en el tiempo k y N}, es la poblacion

total en el tiempo k.

Este modelo es una variante del modelo planteado en [12], donde ademads se ha

considerado la aplicacién de un tratamiento.

Bajo la suposicién de que la poblacién es constante N, = Sy + I, en cada mo-
mento k, es decir, no se considera la dinamica demografica de la poblacion. Por lo
tanto, el cambio en el grupo de personas infectadas siempre es igual al cambio en el

grupo de susceptibles.

Si v es la probabilidad de sobrevivir a la enfermedad entonces YGpSy es el
grupo de personas que siguen siendo susceptibles en k + 1 y (1 — G§)Sk es la
cantidad de personas que dejan de ser susceptibles y pasan a pertenecer al grupo de

infectados.
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Si (1 —0) es la probabilidad de recuperacién natural (sin tratamiento) y (1 —7)
es la probabilidad de recuperacion con tratamiento efectivo entonces ~vo7l, es el
grupo de personas que siguen siendo infectados en el tiempo k£ + 1, v(1 — o)1) son
los infectados que pasan a ser susceptibles por recuperacién natural y (1 — 7)o},
es la cantidad de personas que no se recuper6 naturalmente pero si se recuperaron
por la aplicacién del tratamiento, asi los infectados que pasan a ser susceptibles en

k + 1 estd dado por

Y1 —=o)lpy+~v(1—7)olpy =~v(1 —o71)I

Estos dos modelos describen la dinamica de propagacién de la enfermedad en
una poblacién dada, para los objetivos de este proyecto interesa la propagacién de
enfermedades en varias poblaciones que interactien por medio de los procesos de
emigracién e inmigracién. Asi que se estudiaran otros modelos que consideren pobla-

ciones con varios parches.

3.3. Modelos Metapoblacionales
El estudio de la dinamica de metapoblaciones es relativamente reciente en
el campo de la biologia matematica, aunque han sido ampliamente utilizados en
ecologia. En [12, 27, 28] realizan un estudio interesante sobre la dindmica de la

propagacién de enfermedades en metapoblaciones para modelos en tiempo discreto.

La ubicacion espacial de las poblaciones es un elemento clave en el entendimien-
to de la dindmica de la propagacion de una efermedad, debido a los patrones actuales
de desplazamiento entre paises, ciudades, pueblos. Dado que los seres humanos se
desplazan de manera casi incontrolable, el hecho de conocer la influencia de estos
flujos migratorios en la propagacion de una enfermedad puede permitir aplicar algin

tipo de control en la dispersién y asi minimizar el impacto de la enfermedad. Por
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lo tanto, es bueno tomar en cuenta en los sistemas que modelan enfermedades el
comportamiento de dos o mas poblaciones que se caracterizan por la conectividad y

movilidad mutua.

El concepto de metapoblacion fue propuesto por [29] para referirse a una poblacién
de la misma especie, fragmentada y en la que las subpoblaciones que ocupan los dis-
tintos fragmentos, llamados también parches, interactian a través del intercambio
de individuos por los eventos de emigracién e inmigracién (dispersion). La dispersién
se basa en el supuesto de que todos los parches tienen libre intercambio de personas
y la inmigracion y la emigracion dependen sélo del tamano de la poblacién local,

pero no de la distancia entre los parches, su area u otros aspectos [30].

Una metapoblacién es una poblacién con varias poblaciones locales, es decir,
un sistema de poblaciones locales conectados por los individuos en dispersién. Las
metapoblaciones se producen de forma natural o por la actividad humana como
consecuencia de la pérdida y fragmentacion del habitat [30] o por las necesidades

del ser humano, por lo general los individuos se agrupan en las zonas mas favorables.

Comprender las caracteristicas de la propagacion de una enfermedad en sub-
poblaciones, cada una con su propia dinamica, pero conectadas por el movimiento
de personas entre si es de gran importancia para la salud publica. El desarrollo de las
epidemias dentro de los parches se ve afectado por el movimiento de personas entre
ellos, y el contagio que se produce entre las subpoblaciones depende del desarrollo

de la epidemia en la subpoblacién a la que el migrante lleg [28].

En varios de los objetivos de este proyecto se trabaja con modelos metapobla-

cionales, por ser una primera investigacién se considera el caso de dos poblaciones
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acopladas, por ejemplo, x e y. La dinamica de la enfermedad de cada parche se
describe con ecuaciones de tiempo discreto, la captura de los procesos de infeccién
y la migracién en cada unidad de tiempo (dias). Se utiliza un modelo SIR que
forma parte de la propuesta del proyecto y un modelo SIS que es una variante al
modelo presentado en [12]. En ambos casos se supone que el sistema no permite la
introduccion de individuos fuera de los parches definidos y que dentro de ellos los
individuos son homogéneamente mezclados. Ademas, se asume que la enfermedad
evoluciona lo suficientemente rapido como para ignorar los efectos demograficos. La
atencion se centrard en la propagacion de la enfermedad entre las poblaciones sélo

para los primeros dias después que un brote aparece en uno de los parches.

3.3.1. Modelos que incluyen el parche de residencia
Los modelos metapoblacionales multi-parches describen el intercambio de indi-
viduos, sin perder de vista el parche en el que un individuo reside, asi como el parche

en que una persona estd en un determinado tiempo [31].

Para los objetivos de este trabajo se plantea el siguiente modelo multi-parches,
clasificado dentro del esquema SIR, que describe la dinamica de la enfermedad en
cada parche. Las siguientes ecuaciones capturan la dinamica en cada paso del tiem-
po para el parche x, para el parche y las ecuaciones son similares y se obtienen

intercambiando x y y. Siguiendo las ideas sobre los patrones de mezcla presentados



38
n [11], se formula el modelo de tiempo discreto:
St - ﬁszyu,fy +1)

75" (
P (Si" = BSET(IE" + 1))
(LY + BSPIY + 1Y) — dI}Y)

= (L= o) (S — BSP (I + 1)) +
Sity = (= TS = BSPUE + 1) +

T2y = (L= pP) " + OSE U + 1) — dI) +
)+

Lty = (=) + BS (7 + L) — dI) + pr (I + BSEE (" + 1Y) — dI)

(3.3)

Estas ecuaciones representan el proceso de infeccién y la subsiguiente migracién

en cada paso del tiempo, para z,y = 1,2, x # y. Es decir, se supone que el proceso
de infeccién ocurre primero y luego la dispersion entre los individuos de los parches.

El tiempo se mide en unidades discretas de 1 dia.

A}V representa el nimero de individuos que pertenece a la clase A, con A €
{S, I}, y al grupo x pero que se encuentra actualmente localizados en el momento k
en el grupo y. Es decir, el primer niimero del superindice es el parche al que perten-
cen y el segundo es el parche donde se encuentran en el tiempo k. A veces, el flujo
de personas de un parche a otro puede no ser simétrico y seria conveniente hacer un
seguimiento de la cantidad de individuos de una poblacién que se encuentran en un
parche diferente. Por lo tanto, p?’ es la tasa de emigracién del parche x al parche y,
es decir, la tasa a la cual los individuos de la clase A se trasladan del grupo = al y.
74" es la tasa de inmigracién de y a z, es decir, la tasa a la cual los individuos de la
clase A dejan el grupo y para ir al grupo z. [ corresponde a la tasa de transmisién de

la enfermedad y d la tasa de eliminacion natural mas la tasa de recuperacion natural.

Se analizara con detalle una de las ecuaciones de susceptibles y una de los infec-

tados para un mejor entendimiento del lector. El niimero de individuos susceptibles
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Trr

de x que estdn en x en el instante k + 1, S;’7,, estd dado por

Spt = BT + L) + 757 (5" = BS (L + 1)) — ps” (S5 — BSEE (I + L))

a los susceptibles de x que estan en x en el instante k les restamos los que pasaron
a ser infectados, asi el término de infectividad es BSE*(IF* + I}*). Los susceptibles
de x que estan en x interactian con todos los infectados que esten en x no importa
si pertenecen a x o a y, de ahi el producto S{*(I}* 4+ I}*). Ademds de restar los
que pasan a ser infectados, se debe de sumar los susceptibles que sobrevivieron al
proceso de infeccién en y y llegan a x, término 75°(S,Y — BSY(1;Y + IY)). De la
misma forma restamos los susceptibles que sobrevivieron al proceso de infeccién en
x y se van para y, término p¢’(SF* — BSFE(IF* 4+ I)7)). Si se simplifica se tiene la

ecuacion
Siir = (1= p") (S = BSE" (L™ + L)) + 787 (S = BSL (1Y + 1Y)

El nimero de individuos infectados de x que estan en y en el instante k + 1,

1Y, esta dado por
LY+ BSI(L" + L) — 7 (L + B (LY + L) — dIY)+

IR + BSTE(IE + V) — dIE") — I}

a los infectados de = que estdn en y en el instante k les sumamos los nuevos infec-
tados infectados, 5S,Y(1;Y + I}Y). Los susceptibles de x que estan en y interactian
con todos los infectados que esten en y, es decir, I y I}Y. Se deben restar los
individuos infectados de x que estan en y, no murieron y regresan a x, término
(1Y 4 BSY(IY + 1)Y) — dIY). Luego, sumar los infectados de = que estaban x,
no murieron y se van para y, término p7’([j* + BSF*(IF* + I}). Por dltimo, restar
los infectados de x que estaban en y y se recuperaron o murieron, término dI;”.

Simplificando se tiene
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— VLY + 8BS (LY + 1Y) — dLY) + plV (155 + BSEE (I + 1)) — dIE®)

Asi en cada instante k del tiempo se tienen 8 subgrupos para los susceptibles e

infectados, ver figura 3-2.

S

XX

‘ I

k

Yy I yy

yx yx
S, L

Xy
k

Parche x

Parche y

Figura 3-2: Subgrupos de cada parche en el instante k

El intercambio de individuos susceptibles se da de la siguiente forma: los sus-
ceptibles que estan x y se trasladan hacia y salen de los subgrupos S** y S¥* y llegan
a los subgrupos S* y S, respectivamente, ver figura 3-3. Ese flujo de personas se
mide con los pardmetros pg’ y 7o”. Similarmente, los susceptibles que estan y y se
trasladan hacia z salen de los subgrupos S%” y S y llegan a los subgrupos S¥* y
S*¥_ respectivamente, ver figura 3—4. Ese flujo de personas se mide con los parame-
tros p" y 74", Por lo tanto, las tasas de emigracion para los parches z y y son p¢’
y p&’. Y las tasas de inmigracién para los parches z y y son 75" y 757 Un proceso
similar ocurre para los individuos infectados, que se mide con los pardmetros: p7¥,
Py

Es importante tener en cuenta que las variaciones en la poblacién de cada
parche pueden causar cambios en la tasa de contacto. Sin embargo, se supone que
cada parche tiene un gran niimero de personas y que el intercambio de personas
entre los parches se hace solo en una pequena cantidad de individuos comparados

con la poblacion total. Por lo tanto, se ignoran las fluctuaciones de (.
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Figura 3-3: Traslacion de susceptibles del parche x al parche y

7

k

S, X I,

Parche x  1» Parche y

Figura 3-4: Traslacion de susceptibles del parche y al parche x

3.3.2. Modelo SIS metapoblacional

El segundo modelo considerado es una ligera variante del modelo de SIS para dos
parches acoplados, originalmente presentado y analizado en [12]. Se denota con z el
parche, asi z € {1,2}. Sea S} el grupo de susceptibles y I¥ el grupo de infectados en
el tiempo k y del parche z. En el parche x las personas sobreviven con probabilidad
~*, mientras que los infectados se recuperan naturalmente con probabilidad (1—o%).
Los susceptibles empiezan a ser infectados con probabilidad 1 — G%. Supongamos
que una fraccién 1 — 7% de los individuos infectados que no se recuperd de forma

natural es tratada y vuelve a la clase susceptible. En primer lugar, las ecuaciones
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que describen la dinamica de la enfermedad dentro de cada parche estan dadas por:

F=GESE + (1 — "7

=01~ GOt + 7T (34

Este modelo fue explicado con detalle en la seccion 3.2. Ecuaciones similares se
obtienen para el parche y sustituyendo la x por y. Ahora, se considera la dispersion
de individuos entre los parches: Dg y Dy son las fracciones de individuos susceptibles
e infectados de cada poblacion que se intercambian en cada paso del tiempo, se le
asignan superindices para distinguir las fracciones asociadas a cada parche. Asi el

sistema SIS para una metapoblacién con dos parches se define

Sty = (1— D%)SE + DLS}

If, = (1 — D)If + DUI}

k+1 ( N I) k If (35)
S = DeSE + (1 — Dg)S),

I, =D} +(1-D))I]

§,f y Ef representa la dindmica local de cada parche descrita por el sistema

(3.4).

Una vez estudiados los modelos a utilizar en esta investigacion (3.1), (3.3) y
(3.5), examinaremos con detalle qué pardmetros son controlables en cada uno de

ellos para definir los problemas de control éptimo que se quieren resolver.



Capitulo 4
CONTROL OPTIMO DE LA PROPAGACION
DE UNA ENFERMEDAD

En los problemas de control 6ptimo, la idea es ajustar los controles en un sis-
tema dinamico para alcanzar un objetivo especifico. El sistema puede tener una
variedad de tipos de ecuaciones tales como ecuaciones diferenciales ordinarias, ecua-
ciones diferenciales parciales o ecuaciones en diferencias. Como se ha mencionado
anteriormente, en este trabajo se consideraran solo los sistemas de ecuaciones que

son discretos en el tiempo, asi que se trabaja con ecuaciones en diferencias.

La idea de control puede ser entendida como el proceso mediante el cual se
ejerce influencia sobre el comportamiento de un sistema dindamico, controlando uno
o varios parametros, para alcanzar un objetivo previamente fijado. Ahora bien, si
ademas se desea hallar el control que minimice o maximice un funcional de costo

asociado al sistema, entonces este es un problema de control 6ptimo.

Una parte importante de cualquier problema de control es el proceso de modelar
el sistema dindmico. El objetivo es llegar a una descripciéon matematica que sea bas-
tante simple para poder trabajarlo, pero lo suficientemente realista para que tenga
sentido y sea ttil. Los modelos de los sistemas para los propésitos de este trabajo

se limitan a los sistemas de propagacion de enfermedades estudiados en el capitulo 3.

43
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Los modelos matematicos epidemiolégicos han sido ampliamente utilizados para
evaluar la eficacia de diferentes estrategias de intervencién, para estimar el esfuerzo
necesario para controlar o eliminar una enfermedad de la poblacién; algunos ejem-
plos se pueden encontrar en [1, 27, 32]. Aunque sigue siendo complicado para los
encargados de la salud publica determinar la combinacién 6ptima de estrategias de
intervencién, que permitan controlar el brote de una enfermedad en poblaciones

acopladas y con recursos limitados.

La forma comun de resolver los problemas de control éptimo es el enfoque tedri-
co, la teoria de control éptimo ha sido desarrollada desde principios de los anos 50
por un equipo de matematicos rusos dirigidos por Pontryagin. A continuacién se

menciona muy brevemente este enfoque para dar una idea general.

4.1. Teoria de control 6ptimo
La teoria de control 6ptimo estudia las condiciones necesarias y suficientes para
la existencia y unicidad del control éptimo, asi como también del desarrollo de

metodologias para su determinacion y célculo.

Consideremos el sistema en tiempo discreto definido por:
Tt = G5 (k) s T()s U(L k) s Ulmik) K) (4.1)
donde z denota los estados y u el control, con

;= (2(,0), TGy, s TGT))

Para k=0,1,2,....T — 1y j=1,2,...,n; k es el indice de los pasos en el tiempo y
J es el indice para los estados. Hay m controles, n estados y 1" pasos de tiempo. El

problema de control 6ptimo que se quiere resolver es el siguiente:
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Encontrar la sucesion de control uz*m k) que minimiza el funcional

J(U) = ¢ (x(l,T)a sy I(n,T)) + .f (x(l,k)a cey x(n,k)a u(l,k)> cey u(m,k)a k) (42)
0

~

B
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sujeto al sistema (4.1). El término ¢ (I(LT), ...,:E(n,T)), es el costo asociado al
estado final [33].

Las condiciones necesarias que un control éptimo y el correspondiente estado
deben satisfacer se pueden derivar con una generalizacién del Principio del Maximo
de Pontryagin [6]. El Principio del Maximo de Pontryagin, presentado por primera
vez en [34], proporciona las condiciones necesarias para poder obtener una ley de
control éptimo en forma local y global bajo ciertas restricciones para un problema

especifico.

La idea clave es la introduccién de una funcién adjunta para vincular el sistema
asociado con el funcional objetivo, resultando la creacion de la funcion llamada
Hamiltoniana. Este principio convierte el problema de encontrar el control que opti-
miza el funcional objetivo, sujeto al sistema de ecuaciones con condicién inicial, en
encontrar el control para optimizar la funcién Hamiltoniana, siempre con respecto

al control.

Segtn [6] el hamiltoniano que vincula el sistema (4.1) y el funcional (4.2) en
cada paso del tiempo k esta dado por
Hy, = f(Z(1k5 s Tnk)s ULk - Uy B)F D AGa41) 5 (T8 -oos T ULk +oos Uik )
=0

donde A(;r4+1) es una variable adjunta para cada variable de estado.

La condicién necesaria de los estados es que el hamiltoniano se maximice en

cada paso con respecto al control u(m, k) para hallar el control 6ptimo u*(m, k).
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Las ecuaciones adjuntas y las correspondientes condiciones de tiempo final también
se dan. Si no se tiene ninguna limitacién para el control, en [6] se muestra que las

condiciones necesarias para la posible éptimalidad son

N 0H,,
(4:k) =
T O
¢

)‘ j y ey M(n
0H,,

=0 para (U] gy, Uiy, 4.3
T (6347 i) (4.3)

Para k=0,1,2,....T—1,j=1,2,..nyi1=0,1,2,..,m.

Si los controles son restringidos, lo cual suele suceder en muchos de los proble-
mas biolégicos, supéngase que a < g,y < b para cada k, entonces estos limites
necesitan aplicarse después de resolver la ecuacién de optimalidad (4.3) para cada

componente del control en cada paso del tiempo.

Este enfoque tedrico resulta ser complicado si hay un nimero elevado de parame-
tros sobre los cuales se quiere ejercer control en el modelo, muchos de los problemas
de control 6ptimo no se pueden resolver analiticamente. De ahi la ventaja de uti-
lizar otras técnicas que usen métodos numéricos para al menos, obtener respuestas
aproximadas en poco tiempo. Por lo tanto, se decidié abordar el problema mediante
la utilizacion de simulaciones numéricas para aproximar las soluciones éptimas por

medio de la técnica de optimizacion SA.

4.2. Variables de control en los modelos de propagacion de
enfermedades

El control de una enfermedad infecciosa se hace mediante la intervencion di-

recta o mediante la reducciéon de la susceptibilidad de una poblacién. Realizando
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un analisis detallado de los modelos mencionados en el capitulo 3, se puede ejercer
control sobre varios parametros que representen la aplicacién de estrategias para un

control 6ptimo de la enfermedad.

Se consideraron tres estrategias de intervencién para el control de una enfer-

medad, representadas en los modelos mediante las variables de control:

1. Aplicar tratamiento: sea un programa de vacunacién o la aplicacién de un deter-
minado farmaco. Si hay recursos suficientes todas las personas infectadas pueden
ser tratadas, de lo contrario, el tratamiento es asignado con el fin de reducir al
minimo el total de infectados [35]. La inmunizacién permanente o temporal, por
medio de algin tratamiento, ha sido muy utilizada como estrategia para contro-
lar la propagacién de una enfermedad. Por ejemplo, la viruela ha sido erradicada
gracias a una exitosa campana de vacunacién en todo el mundo [22].

2. En ausencia de un tratamiento o vacuna, el aislamiento de los individuos diagnosti-
cados, al cual se le llamard distanciamiento social, y la cuarentena de las personas
expuestas a la enfermedad se pueden utilizar para controlar la propagacion de la
enfermedad. Restricciones de las actividades sociales, por ejemplo, la cancelacién
de eventos publicos masivos (conciertos, eventos deportivos, cine, obras de teatro,
festivales), el cierre temporal de instalaciones de recreacién (restaurantes, piscinas,
clubes sociales, gimnasios), cierre de oficinas, escuelas y sistemas de transporte
ptblico, segin [4] son medidas potencialmente eficaces. En el distanciamiento so-
cial la persona enferma se separa de las personas que no estan enfermas, ésta puede
ser atendida en un centro médico o en su hogar. Si una persona fue expuesta a una
enfermedad contagiosa, aiin puede ser infecciosa y transmitir la enfermedad a otras
personas, por lo que una medida a tomar es la cuarentena donde también se le se-

para de los demas aunque la persona no ha sido diagnosticada como enferma. En
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[1] se muestra que el tamano y la duracién de un brote puede ser influenciado
por la aplicacién oportuna de un programa de aislamiento social, cuando ésta se
aplica a la brevedad. En esta misma investigacion se realizé una comparacién del
impacto de la cuarentena y el impacto del distanciamiento social de las personas
diagnosticadas con la enfermedad, revelando que ésta tltima es notablemente mas
beneficiosa que la cuarentena siempre y cuando el programa se aplique rapida-
mente. Sin embargo, si el aislamiento se retrasa, entonces la cuarentena se vuelve
igualmente, o méas efectiva que el aislamiento. Para efectos de esta investigacién
se considerara el distanciamiento social, dado que se trabaja en la aplicacion de
estrategias de control en un corto periodo de tiempo.

Restricciones sobre la dispersion: la imposicion de controles sobre los parametros
que regulan el flujo migratorio entre los parches de una metapoblaciéon, limitando
la tasa de dispersion de individuos infectados, lo que seria equivalente a controles
de frontera entre los parches [35]. Aunque tal vez en la realidad no sea posible
restringir en su totalidad el flujo de personas infectadas entre los parches, si es
posible aplicar algin tipo de restriccion. Para enfrentar el impacto de la disper-
sion en el desarrollo de la enfermedad se establece mayor vigilancia en los puestos
fronterizos para la deteccién de individuos infectados, medidas de vigilancia tales
como inspeccién visual, cuestionarios, medicién de la temperatura (utilizando ar-
cos térmicos), imagenes térmicas [2], pruebas de laboratorio répidas, entre otros
métodos de inspeccion pueden ser adoptados.

La aplicacién de cualquiera de estas medidas tiene un costo econémico debido a
su impacto significativo en el desarrollo de la enfermedad en la poblacién. Por ejem-
plo, la detencién de entrada y/o salida de viajeros en las fronteras internacionales
puede incurrir en gastos considerables. Aunque en [32] demuestran que el costo de
aplicar restricciones en los viajes dereos son minimos en comparacién con los benefi-

ciones que puede tener en el control de la enfermedad. Cualquier medida por sencilla



49

que sea, solo el hecho de organizarla implica gastos y el ponerla en practica ain mas.

A continuacion se presentaran las variables de control que se definieron en cada
uno de los tres modelos con que se trabajo, los modelos del capitulo 3, y los fun-

cionales asociados a dichos modelos.

4.3. Problemas de control 6ptimo sujeto a modelos de propagacién de
enfermedades

Dados algunos sistemas que modelan la propagaciéon de una enfermedad infec-
ciosa, la idea es estudiar los parametros que son mas influyentes de controlar y su
control tiene un impacto positivo en la propagacién de la enfermedad. El objetivo es
minimizar el nimero de individuos infectados y el costo de aplicar esas medidas de

control, por lo que también se debe define el funcional objetivo para cada problema.

4.3.1. Modelo SIR para una poblacién
Si se considera el sistema (3.1) se puede tomar como variable de control u, la
proporcion de la poblacion que se le aplicara algiun tipo de tratamiento como se hace

en [6]. Asi se tiene el siguiente sistema:

Skr = Sk(1 —ug) — B(SK(1 — u)) Iy
Tewr = I + BSK(1 — wp) Iy — doly, (4.4)

Riv1 = Ry + ui Sy

Donde k£ = 1,2,...,T — 1, la interpretaciéon de las demas constantes es igual
que en (3.1). Una de las politicas de salud ptblica méds importante y practica es
la del diseno de programas de vacunacién [36], asi se supone que uy representa la

proporcion de la poblacion que se va a vacunar en el instante £ con la restriccion
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0<u,<l1-dy0<d< 1.

Como se menciona en [36] el objetivo de una vacuna, ademés de proporcionar
inmunidad a la persona que la recibe, es proteger a la poblacién ya sea previniendo
brotes epidémicos o erradicando la enfermedad, es decir, disminuyendo o eliminan-
do la poblacién de infectados. Lo que se desea es determinar qué proporcién de
la poblacién debe ser vacunada en cada instante del tiempo k& con el proposito de
minimizar el total de personas infectadas en un nimero dado de dias, pero ademas

minimizar el costo de aplicar el programa de vacunacion.

Todo programa de vacunacién tiene costos asociados, por ejemplo: materia pri-
ma, divulgacién, equipo y personal para su aplicacién, entre otros. Asi el funcional
definido en [6] para el problema de control éptimo sujeto al sistema (4.4) estda dado

por

S

-1
1

B
Il

donde T es el tiempo final. Las constantes B y B son los coeficientes de costos
de la aplicacién del control ug. Si se analiza bien este funcional, se puede observar
que el objetivo es minimizar el niimero de personas infectadas durante los pasos de
tiempo de k=1 a T — 1y en el momento final, I;. También se minimiza el costo
de administrar el control en este caso la vacunacion, se consideran dos costos: lineal

y cuadratico.

4.3.2. Modelo SIR metapoblacional

Si se considera el modelo multiparche (3.3), se puede definir como variables de
control las tasas de emigracion e inmigracién de personas infectadas entre los dos
parches, descritas por los pardmetros p; y 7;. Los vectores p7¥ = (pﬁ’, P17, pﬁ{il)

y1r = (12,17, ..., 777 ) realizan un seguimiento en el tiempo del movimiento de
I Io > "Iy v "lp g
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individuos infectados permitido entre los parches. Asi, se puede aplicar algun tipo
de restriccion en el flujo migratorio de individuos infectados entre los parches con
el propdsito de disminuir su impacto negativo en la propagacién de la enfermedad.

Luego, el sistema para el problema de control 6ptimo esta dado por
ri = (1= pg) (S = BS (" + L)) + 757 (S — SIy(Lfy + 1))

75 (
ps' (Si" = BSE" (" + 1))
7, (

S = sz><szy—ﬁsmy<ﬂy+fyy>>
It = (U= pOUE + BSE I+ 1) = A1) + (I 4+ A5 (I + 1) = dI}?)
I = (=) + BSPUE + 1) = dIE) + gt (I + BSE (" + 1) = 1)

(4.6)

Es importante observar en el modelo 4.6 que s6lo se desea ejercer control sobre

las tasas de emigracién e inmigracién de personas infectadas, no asi en las tasas de
personas susceptibles que seguiran siendo parametros fijos. Tampoco se considera

ninguna otra estrategia de control.

Para analizar el impacto de ejercer algin tipo de control sobre el flujo de per-
sonas infectadas, en la figura 4-1 se muestra el nimero total de personas infectadas a
lo largo de 30 dias en los dos parches x y y, variando p;¥ (igual a 77”) en el intervalo
de [0, p&’]. Para este ejemplo se supone que el parche y estd inicialmente libre de la
enfermedad y que se estd interesado en ejercer control en el flujo de personas infec-
tadas hacia este parche. Se simularon tres casos, mostrados en las gréficas a), b) y
c) de la figura 4-1 para tres valores distintos de IJ*. Para los demds valores iniciales
se tom6 ST* = SYY = 1500 y S7¥ = S7* =0 y = 1000. Los valores para los pardme-
tros se eligieron a partir de estimaciones tipicas en el brotes de influenza utilizados

n [25], 8 = 1073 /dia, d = 0.44/dia. Los valores para las fracciones de individuos

que se mueven entre los parches se eligieron en un rango estimado para parches
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con alta conectividad para la gripe porcina 757 = p¢’ = 0.03, 7 = p&" = 0.02 y

7" = p¥" = 0.02 tomados de [37].
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Figura 4-1: Impacto en el nimero total de infectados al variar p;¥ para I7¥ = 0 con
a) I5* = 1,b) I* = 10 y ¢) I¥* = 100

En las tres gréaficas de la figura 4-1 se puede observar una onda re-emergente
en el numero total de personas infectadas, causada por la aplicacion de restricciones
(reduccion) en el flujo de las personas infectadas del parche x al parche y, el parche
y esta inicialmente libre de la enfermedad. Por lo tanto, disminuir el control sobre el
flujo de personas infectadas hacia el grupo y provoca una aparente fusién de los dos
maximos, como seria de esperar. Esto se interpreta como un pequeno pero impor-

tante retraso en la propagacion de la enfermedad, como otros estudios lo reflejan [32].

Ahora bien, la accion de detener el flujo de inmigrantes o emigrantes enfermos
tiene un costo econémico. El objetivo siempre es disminuir el total de individuos
infectados en las dos poblaciones, y en este caso, también disminuir el costo de
aplicar restricciones en el flujo de personas infectadas entre los dos parches. Asi el

funcional objetivo esta dado por
1

3 (Ti (& () + Ba (o —72) 4 Bs (o pgyf) + (f;f) (47)

T,y k=1

0.03
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~ w4 1v
con [} = N que representa la prevalencia de infectados en el grupo x en el
k
momento k.

N} es la poblacién total de infectados y susceptibles, del parche x en el instante
k. By representa el costo de un infectado, en el funcional se trabaja con la proporcion
de individuos infectados dado que los controles sobre la dispersién son proporciones.
Si se hace By = 1 entonces B, y B3 son los costos relativos, con respecto a los costos
generados por cada persona infectada, de aplicar restricciones en los flujos migrato-
rios de personas infectadas. Especificamente, Bs es el costo de aplicar restricciones
en el flujo de personas que retornan al parche x y Bs es el costo de aplicar restric-
ciones en el flujo de personas que dejan el parche x.

Si se aplica algun tipo de restriccion sobre el flujo de infectados el valor de 7'}/:
y p}ﬂi’ disminuye pero el costo debe aumentar. Es decir, el costo de aplicar restric-
ciones en la dispersion es inversamente proporcional a la proporcion de individuos
infectados que se dejan pasar de un parche a otro. Para modelar esta situacion se

’

usoé
yx Yy 2 Ty xy\ 2
(le —-78)" v (Pfk - rs’)
ambos decrecientes en los intervalos [0, 7¢"] y [0, p¢’], respectivamente, cuando 0 <
Yy

76" <1y 0<pd’ <178y p’ corresponden a los valores maximos que 77" y p7’

pueden tomar, respectivamente.

En este modelo se ha considerado solamente como medida de control las res-
tricciones en el flujo de personas infectadas. Sin embargo, estudios demuestran que
si esta estrategia no se combina con otras medidas la gravedad de la epidemia local

puede aumentar [32]. Es asi como se considera otro modelo donde se combinan varias
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estrategias de control.

4.3.3. Modelo SIS metapoblacional

Para el modelo (3.5) se consideraron varias variables de control. De la misma
forma que el sistema anterior se puede controlar la dispersién de personas infectadas
entre las dos poblaciones, directamente capturado por los parametros D7 y DY. Se
puede tomar como variable de control 7%, donde 1 — 7% es la proporcién de la
poblacién que se le aplicara algin tipo de tratamiento en el parche x. El impacto de
las medidas de intervencion directa, como el distanciamiento social produce cambios
en el valor de 3. Mds precisamente, se define 5 = (1 — f*) como el pardmetro de
transmision dentro del grupo = después de que las estrategias de intervencion se han
aplicadas para reducir la transmision, que se mide por el parametro f*. Después de

la introduccién de estos controles, las ecuaciones para cada parche son

Si.. = (1— D%)SP + DYSY
It = (1-— D}Ck)l,f + Dﬁ’k]}j

B B (4.8)
Sty = DESE 4 (1 — DY) Sy,
iy = Di Iy + (1= Dj ) Iy
donde la dinamica local de cada parche estaria dada por el sistema
k &k ( i1 (4.9)

It =7 (1= GPSE + 70" i I}

—3(1 — fzf)[k)
Ny

Gi = ezp(

las constantes tienen la misma interpretacion que en el modelo 3.4.

De igual forma que en los dos modelos anteriores, interesa minimizar la cantidad

de infectados y el costo de aplicar las medidas de control, en este caso tres: dispersion,
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tratamiento y distanciamiento social. Si a cada medida se le asigna un costo, el

funcional objetivo queda definido de la siguiente forma

) <Z (Bl () + B2 () + Ba (1 — =) + B (D5, - D§)2) + (féﬁf)

T,y k=1
(4.10)
I
con [} = ka que representa la prevalencia de la enfermedad en el parche x.
k

En el funcional 4.10 las constantes B; representan los costos relativos de las
medidas de control. By representa el costo de un infectado, By es el costo relati-
vo correspondiente a la aplicaciéon de distanciamiento social, B3 el costo de aplicar
algin tipo de tratamiento y By el costo de aplicar control sobre la dispersién de
infectados. Si se hace By = 1 entonces By, By y By son los costos relativos con
respecto a los costos generados por cada persona infectada. Se asumird By = 10B3
[7], las simulaciones se llevaran acabo bajo el supuesto de que los costos asociados

al distanciamiento social son mas altos que los asociados al tratamiento.

La relaciéon entre la proporcién de personas a las que se le aplica tratamiento y el
costo de hacerlo, asi como la relacion entre las personas a las que se le aplica distan-
ciamiento social y el costo de tomar esta medida son directamente proporcionales,
a mayor proporcion se tiene un mayor costo. No sucede esto con la proporcion de
individuos infectados que pasan de un parche a otro, entre menor sea la proporcién,
dado que se aplica algin tipo de restriccién, entonces mayor debe ser el costo. Por
esta razon el término en el funcional correspondiente a la aplicacién de restricciones

sobre la dispersion de individuos infectados estd dado por

(D — D%)”
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que es decreciente en el intervalo [0, DE] con 0 < D% < 1, D% es el mayor valor que
puede tomar D con lo que nos aseguramos que el costo es cero cuando no se aplica

ningun tipo de restriccion.

Definidos los modelos, las variables que se desean controlar en cada uno de los
modelos y el funcional de costo asociado a cada sistema; se pasé a resolver cada uno

de los problemas de control 6ptimo usando la técnica de optimizacién SA.



Capitulo 5
ESTRATEGIAS DE CONTROL

Para encontrar la mejor combinacién de estrategias de control ante el brote de
una enfermedad, en un periodo corto de tiempo, se aplicé el método de optimizacién
estocastica SA a los sistemas del capitulo 4 que incluyen varias variables de control.
Para la implementacién del algoritmo se eligio el software matematico MATLAB,
se desarrollaron varias simulaciones para diferentes escenarios que se asemejan a
diversas situaciones de la vida real. Con el fin de evaluar las condiciones para las
cuales el algoritmo alcanza su mejor desempeno, se realizaron muchos experimen-
tos con los que se logré determinar los parametros que inciden significativamente

en éste y los valores para los cuales se da la convergencia en el menor tiempo posible.

Primero se aplico la técnica para los modelos que describen la dindmica de una
enfermedad en una sola poblacién, modelo (4.4), para verificar su funcionamiento y
convergencia. Luego se extendié a modelos metapoblacionales, modelos (4.6) y (4.8),

especificamente para una poblacion con dos parches.

5.1. Implementaciéon del SA para problemas de control 6ptimo sujeto a
modelos de propagacién de enfermedades

Implementar el algoritmo de SA requirié tomar un conjunto de decisiones: el
espacio de estados, la definicién de la estructura de la vecindad, el total de posibles
estados vecinos para una solucion dada, el ntimero de iteraciones para cada tem-

peratura, temperatura inicial, temperatura final y el mecanismo de enfriamiento. A

57
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continuacion se explica la eleccion de dichas consideraciones para los problemas de

valor optimo explicados en el capitulo 4.

5.1.1. Espacio de estados
Los estados corresponden a las variables de control que se definieron en cada

uno de los problemas.

= Problema 1: Proporcién de la poblacion que sera vacunada, representada por el
parametro uy.

= Problema 2: Proporcién de individuos infectados que se dejardn pasar de un parche
a otro, representada por los paramtros p7’, pi., 717, 77"

= Problema 3: Proporcion de la poblaciéon que se le aplicarda tratamiento médico,
proporcion de la poblacion que se le aplicara distanciamiento social y proporcion

de individuos infectados que se dejaran pasar de un parche a otro. Representadas

por los pardmetros 1 — 77, 1 — 7/, fi, f, v Di , Dj , respectivamente.

Asi, dado un instante i se define el estado s; como:

- 1 1 1 2 2 2 n n n
SZ — (Ci17ci2’ "'7Cik7ci17 i27 ...7Cik7 "'7Ci17ci27 ...’Cik)

siendo n el nimero de variables de control que incluye el problema y £ el niimero de
dias transcurridos. En este proyecto se trabajé con n < 6, es decir, con un maximo
de tres variables de control. ¢ es la proporcién de la poblacién que se le aplicard el

tm

control p en el dia m.

5.1.2. Estructura de la vecindad
Segtn la teoria, el mecanismo de generacion de un estado vecino debe permitir

pasar de una solucién a otra, el procedimiento para elegir el vecino se explica a
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continuacion.

Dada una solucién s; se obtiene la solucién s;; modificando, mediante el in-
cremento o disminucién, a entradas del vector solucion s; de cualquiera de los n
controles. La eleccion de la variable a modificar serd aleatoria, asi como la decisién

de si se incrementa o disminuye su valor. Es decir, dada la solucion

_ 1 1 1 2 2 2 n n n
SZ — (Ci17ci2’ "'7Cik7ci17 i2’ ...7Cik7 "'7Ci170i27 ”"Cik‘)

el incremento o disminuciéon depende del control que se vaya a modificar, asi si uno
de los controles a modificar es p con p € {1,...,n}, se definié el cambio en el valor

de la variable como

Valor maximo dec? — Valor minimo de c?

Ac —
¢ 100

la modificacién puede hacerse en cualquiera de los k£ valores correspondientes al

control p. Luego los posibles vecinos para s; cambiando el control p son

1 1 1 n o.n n
(cil,ciz,...,cik,...,cfl+Ac, Z-2,...,cfk,...,cil,ci2,...,cik)
1 1 1 n o n n
(cil,ciz,...,cik,...,cf1 — Ac, h,...,cﬁ’k,...,cil,cm,...,cik)
( 1 1 1 cp ‘I‘A Cp no.n n)
CZ1’0Z2’.-.’CZk’-.-’ Zl’ Z2 C’ ceey ik’-.-’cll’cl2’-.-’clk
1 1 1 n o n n
(Cil’ciZ’n.’Cik’”" ’i17 i2_AC””7C§]€7"'7CZ'O7CZ'27"'7Cik)
1 1 1 n o n n
(cil,ciz,...,cik,..., A h,...,cfk+Ac,...,ci1,ci2,...,cik)
1 1 1 n o .n n
(Cil’ciZ’.”’Cik"”’ i170§)27"'7 ik_AC7"'7ci17c’i27"'7cik)

siempre y cuando ¢} , con m € {1,...,k}, no sea ninguno de los valores extremos del

control. Si cfm es el valor minimo que puede tomar el control entonces sélo se tiene la
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posibilidad de incremento, de la misma forma si ¢} ~es el valor maximo entonces sélo
se tiene la posibilidad de disminuir su valor. Por lo tanto, el conjunto de soluciones
candidatas a ser s;;; seran los vectores resultantes después de modificar al azar a

entradas del vector s;.

Para la implementacion del algoritmo 2 interesa conocer cuantos posibles esta-
dos vecinos tiene s;, a continuacion se explicara la forma en que se hizo este calculo.
Sea N la dimensién del vector s;, convenientemente se dividirda N en dos grupos:
los puntos limite, Ny, que corresponden a las entradas del vector que toman el valor
maximo o minimo del control correspondiente y el total de puntos interiores, /Ny, que
serfan las entradas que no son puntos limites. Esto porque para los puntos limites
solo se tiene una opcién: el incremento o la disminucién, pero para los puntos in-
teriores se tienen las dos opciones. Si se van a modificar al azar a entradas, éstas
pueden ser seleccionadas de cualquiera de los dos grupos Ny, Ny o de ambos. Luego,

el total de posibles vecinos de s; estaria dado por

N1 N() Nl NO
20 4 20t 4 4
a 0 a—1 1 0 a

N No 50

El primer término corresponde al caso en que los a valores a cambiar son pun-

. . p . 1 C .
tos interiores, asi se tienen formas distintas de elegir esos a valores, el 2¢
a

corresponde a que para los a valores se tienen las dos opciones: incremento o dis-

o : N1 No - .
minucién; entonces se tienen 2% posibilidades para ser vecino de
a 0

s; escogiendo para cambiar a entradas con valores interiores. Ahora, existe la posi-

bilidad de que alguna de las entradas escogidas para cambiar sea un valor extremo,

) R : M No ) .
de ahi los demas términos. Por ejemplo, 29~1 serfan los posibles
a—1 1

vecinos al cambiar a entradas del vector donde una de las entradas tiene el valor
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maximo o minimo del control, para la cual solo se tendria una de las opciones de
incrementar o disminuir su valor. Asi sucesivamente hasta llegar al caso de que las

a entradas a modificar corresponan a valores extremos de los controles donde se

Ny Ny
tendrian 29 posibles vecinos para s;. Considerando todas posibili-
0 a

dades para la eleccién de a entradas al azar y elegir al azar si se suma o resta Ac,
con la restriccion de los puntos limite, se tiene que el total de posibles vecinos de s;

esta dado por

a
N Ny .
> P (5.1)
i=0 a—1 1
El valor de a es elegido experimentalmente para obtener una convergencia mas rapi-

da.

La solucién es elegida de forma completamente aleatoria, como se explicd ante-
riormente. Asi el comportamiento del algoritmo es estocastico, la ejecucién del mismo
problema dos veces no tiene porque dar el mismo resultado en las dos ocasiones pero

si resultados muy similares, dado que tedricamente si se da la convergencia.

5.1.3. Temperaturas

En la implementacion de algoritmo 2 las temperaturas son pardamentros elegi-
dos por el usuario que no dependen del problema pero deben ser ajustados para
cada problema en particular. Asi la temperatura inicial y final fueron seleccionadas
experimentalmente para cada uno de los problemas tras muchas simulaciones, una

tarea que requirié de mucho tiempo sobre todo por ser una primera implementacion.

Para la temperatura inicial se eligié Ty = 10000 para el modelo SIR de una

sola poblacion y Ty = 20 000 para los modelos SIR y SIS metapoblacionales.
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El parametro de control temperatura desciende hasta que se considera que el
sistema ha alcanzado el estado minimo de energia. Para el algoritmo se fija un valor
tal que T < € donde € = 102 para el modelo SIR de una sola poblacién y e = 107

para los modelos SIR y SIS metapoblacionales.

El mecanismo de enfriamiento utilizado fue el exponencial (2.3)
T(K) = Tp(0.999)*

donde K es el numero de iteraciones que se esta dispuesto a trabajar en cada etapa,
equivalente a la cantidad de tiempo que se va a esperar para que el sistema alcance

su equilibrio térmico para una temperatura dada.

5.1.4. Numero maximo de iteraciones, N,

Define cuanto tiempo estara el algoritmo buscando soluciones en una tempera-
tura dada. El nimero méaximo de repeticiones se determiné de forma experimental
con la restricciéon

N, < Numero maximo de vecinos

El nimero maximo de vecinos estd dado por (5.1).

Una vez estudiado con detalle la eleccién de los parametros del algoritmo 2 se
mostraran los resultados de la aplicacion de este algoritmo a cada uno de los pro-

blemas de valor 6ptimo sujeto a los modelos de propagaciéon de enfermedades.
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5.2. Simulated annealing aplicado al modelo SIR en una poblacién
Se desea resolver el problema de optimizacién, explicado en la seccion 4.3.1,

siguiente

S

-1
min (I, + Bu; + Byug) + I
1

s.t. Sk—l—l = Sk(l — uk) — B(Sk(l — uk))fk
Iy = I + ﬁSk(l — uk)Ik — dyl},

B
Il

(5.2)

Riy1 = Ry, + up Sy

Para todos los casos se trabajé con S; = 100, Iy = 1, § = 0.02, dy = 0.01,
d=0.2 y T = 4, valores tomados de [6] pues el objetivo es verificar el funcionamien-

to del SA comparando los resultados obtenidos con los ahi presentados.

Se supone que el programa de vacunacién comienza en el instante t = 1, es

decir, en el instante en que se detecta la enfermedad.

Primero se analizo el peor de los escenarios, es decir, la propagacion de la en-
fermedad por la poblacion si no se aplica ningun tipo de control. Los resultados son

presentados en la figura 5-1.

En la figura 5-1 se puede observar que si no se aplica ningun tipo de control,
que en este caso corresponde a no aplicar el programa de vacunacion, para k = 4
el total de infectados es Iy = 85. Es decir, un 84.2 % de la poblacién termina en la

clase de infectados transcurrido 4 instantes de tiempo.

Se aplicd el SA para resolver el problema (5.2), el objetivo es indentificar

qué proporcién de la poblaciéon se debe vacunar cada dia con el fin de disminuir
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Figura 5-1: S, I, R sin control

el impacto de la enfermedad pero ademas minimizar el costo de aplicar el programa
de vacunacién. Se analizaron los mismos casos que en [6], estos casos son produc-
to de hacer cambios en los parametros del funcional objetivo, asumiendo diferentes

valores para el costo de aplicar el control.

Primer caso: Costo del control cuadratico (haciendo By = 0). Se realizaron
simulaciones para distintos valores de B que corresponde al costo cuadratico del
control, se trabajaron los siguientes valores B = 1, 10, 20, 50; figuras 52, 5-3, 54
y 5-5, respectivamente, con el objetivo de analizar los cambios en las clases (S, I,

R) y el control (proporcién de personas vacunadas).

Para los cuatro valores de B se obtuvieron los mismos resultados que en [6]. Se
puede observar que el numero de infectados se reduce significativamente al aplicar

la medida de control, en los 4 casos el niimero de infectados para kK = 4 es menor
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Figura 5-3: S, I, R y estrategia de control para B = 10
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o igual que 11 reduciéndose en hasta un 73.3% el total de infectados en el peor de
los casos que corresponde al mayor costo. Conforme B toma valores mas grandes,
lo que corresponde a un incremento en el costo de aplicar el control, la efectividad
del control disminuye. Un aumento de 150 % en el coeficiente de costo para la apli-
cacion del control, de B = 20 a B = 50, aumenta en apenas un 2.0 % la cantidad de
infectados. Es decir, conforme aumentan los costos la efectividad de la medida de

control va disminuyendo aunque es una dismunucion leve.

Segundo caso: Costo para el control aproximadamente lineal (haciendo B =
0.01). Para la figura 5-6, se trabaj6é con B; = 1 para aproximar el costo lineal. Se
observa que el control para los dos primeros pasos del tiempo llega al valor méximo,
entonces se reduce al valor minimo para el tercer instante cuando ya el ntimero de

personas infectadas empieza a disminuir.
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Figura 5-6: S, I, R y estrategia de control para B =0.01y By =1
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En la figura 5-7, se trabajé con B; = 10. Se puede observar que el control para

k =1 llega al valor maximo, entonces se reduce al valor minimo para k =2y k = 3.

Asi que para minimizar el total de infectados y el costo de aplicar vacunacién,
en el caso de un costo aproximadamente lineal, figuras 5-6 y 57, el control éptimo

solo toma los valores extremos.

100% 10 *
80 9
(%]
2 8 *
o)
=] 60 E 8
S 40 g 7
(/) o
@ , = *
0 * % * 6
0 5
1 2 3 4 1 2 3 4
Tiempo Tiempo
80 * * * 0.8
» 60 0.6
o —_
2 g
> =
g 40 S 04
o) @)
® 20 0.2
0 0 *
1 2 3 4 1 1.5 2 2.5 3
Tiempo Tiempo

Figura 5-7: S, I, R y estrategia de control para B = 0.01 y B; = 10

Analizando los dos casos: costo cuadrético y costo aproximadamente lineal, los
resultados obtenidos para el control 6ptimo y las clases en los dos casos ilustran que
los parametros del funcional objetivo tienen un impacto significativo en los resul-
tados. Por lo tanto, es claro que para este problema el control éptimo depende del

funcional objetivo y sus correspondientes parametros.
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5.3. Simulated annealing aplicado al modelo SIR metapoblacional
El objetivo es resolver el problema de optimizacion, explicado en la seccion

4.3.2, siguiente

min 3 Cz_f (31 () + Ba (7 = 72) 4 Ba (7 - pgw)z) + (fgﬁ>2>

st Spty = (1= pd)(SE* = BSF (I + 1) + 767 (SpY = BSU(IY + 1Y)
Siti = (1= pg")(SY = BSP(IYY + L)) + 75" (SY* — BSW(I“Hﬁ))
Seti = (1 =78 (S = BSP (LY + L)) + o (Si* = BS (I + 1Y)
Siii = (L= 78" (SY" = BSE (I + 1)) + pg" (SY — Syy(lyszy))
Iy = (1= pp JUET + BSEE(IET + 1Y) — dIi®) + 70 (LY + BS (LY + 1Y) — dIyY)
IV = (1= i)Y + BSYP I + I1Y) — dIY) + 73 (I + BSY™ (1Y + IF) — dI}")
LYy = (L= O+ BSEP (LY + IY) — dIY) + pp (T + BSEE (I + 1Y) — dI}i)
Iy = (= mp) (I + BSEE(IE + I§") — dIY) + pf (1Y + BSYY (LY + 1Y) — dI})
0< Pl <p¥, 0< T <7l 0<plV <pl, 0< 7y <rg

(5.3)

Se desea identificar que proporcién de individuos infectados se va a dejar pasar

de un parche a otro cada dia, es decir, si se va a aplicar algin tipo de restriccién
en el flujo de personas infectadas. Esto se puede hacer a través de pruebas de la-
boratorio rapidas, aplicacién de cuestionarios, mediciéon de temperatura, seguido de
la aplicacion de restricciones del movimiento. El objetivo es minimizar el impacto

de la enfermedad en las dos poblaciones y minimizar el costo de aplicar esas medidas.

En la tabla 5-1 se presentan los valores para los parametros del modelo que se

fijaron para todas las simulaciones.

Se analizaron varios casos, con el objetivo de simular diferentes escenarios de

la realidad. En todas las simulaciones se grafica el peor de los casos, graficas color



‘ Parametro ‘ Valor ‘ Definicion ‘ Fuente ‘
T 30 Dias transcurridos
¢ 1073 Tasa de infeccién [25]
d 0.44 Tasa de muertg,mas 25]
la tasa de recuperacién natural
g 1500 Ntumero inicial de/susceptibles de
T que estan en x
W 1000 Ntmero inicial de/susceptibles de
Yy que estan en y
gy 0 Ntumero inicial de susceptibles de
! x que estan en y
que 0 Numero inicial de susceptibles de
! y que estdn en x
e 0 Ntmero inicial de infectados de
! x que estan en y
I 0 Ntumero inicial de infectados de
! Y que estdn en x
v 0.03 Tasa de inmigracién de susceptibles 37)
dexz ay
- T - — T
i 0.03 asa de emigracion de susceptibles 37)
dexz ay
v 0.02 Tasa de inmigracién de susceptibles 37)
deyax
vz 0.02 Tasa de emigracion de susceptibles 37)
deyacx
By 1 Costo de un infectado (7], [6]

Cuadro 5-1: Valor de los paramatros modelo SIR metapoblacional.
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negro (marcadores @), que es el caso en que no se aplica ningun tipo de control.

Ademas de graficar los resultados de aplicar el minimizador para resolver el proble-

ma de optimizacion dado, gréficas color azul (marcadores ).

Primer caso: Se aplica el minimizador, suponiendo que se puede restringir

en su totalidad el paso de personas infectadas de un parche a otro. Asi las cotas

para los controles, que corresponden al valor méaximo y minimo que pueden tomar

diariamente, estan dadas por

P € [0,0.03], pi" € [0,0.02] y ¥ € [0,0.03], 72" € [0,0.02]
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para todas las simulaciones se trabajo con By = Bs = 0.2, es decir, el costo de
aplicar restricciones en el flujo de personas infectadas 80 % mas barato que el costo

de un infectado.

Se trabajaron tres simulaciones correspondientes a variar I con I{¥ = 0. Los
resultados se presentan en las figuras 5-8, 5-9, 5-10; para I7* = 1,10, 100 respec-
tivamente. Las medidas de control resultantes, gréficas d), son muy similares, se
aplica restriccion en el flujo de personas infectadas en la poblacion x dado que es

ahi donde inicialmente esta el grupo de personas infectadas.

Si se comparan las figuras c¢) de los tres casos 5-8, 5-9 y 5-10, se puede concluir
que el minimizador depende del grupo inicial de personas infectadas y va perdiendo
efectividad conforme aumenta el niimero de personas infectadas inicialmente. Esto
quiere decir que la medida de control de aplicar restricciones en el flujo de infectados

de un parche a otro tiene mayor éxito si se aplican lo mas pronto posible.

Observando las estrategias de control, graficas d) de las figuras 5-8, 5-9 y 5-10,
se tiene que inicialmente se restringue totalmente el niimero de personas infectadas
que salen de grupo x y conforme el niimero de infectados va disminuyendo se dejan de
aplicar restricciones en el flujo. No se aplica ningtn tipo de restriccion en el flujo de
personas que salen del grupo y, donde inicialmente no hay infectados. Si se compara
los tres casos, conforme aumenta el nimero de personas infectadas inicialmente las
restricciones se dejan de aplicar en un tiempo mas temprano. Esto dado que el pico
de infectados se da méas rapido para mayor nimero de infectados iniciales, graficas
b), en otras palabras, el niimero de infectados disminuye més réapido para un mayor

nimero de personas infectadas inicialmente.
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Figura 5-8: Resultados restringiendo totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.2 para I* = 1y I}¥ = 0. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

Dado que la estrategia de control resultante restringue la entrada de personas

infectadas al parche y, este se mantiene la mayoria del tiempo libre de infectados

esto se puede observar en las gréficas a) y b) de las figuras 5-8, 5-9 y 5-10. Al final

se da un leve aumento, debido a que conforme disminuye la cantidad de infectados
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Figura 5-9: Resultados restringiendo totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.2 para IT* = 10y I}Y = 0. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

en el parche z las restricciones en el flujo se van eliminando.

En el cuadro 5-2 se puede observar el valor del funcional para las tres simu-

laciones presentadas en las figuras 5-8, 5-9 y 5-10; asi como el valor del funcional
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Figura 5-10: Resultados permitiento la restriccién total del flujo de infectados, con
coeficientes de costo By = Bz = 0.2 para IT* = 100 y I{¥ = 0. a) Susceptibles e
infectados en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones.
c¢) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

para el PC que corresponderia al costo de los infectados. Se puede observar que

conforme aumenta el niimero inicial de infectados el minimizador va perdiendo efec-

tividad. Para el caso I* = 1 los costos se reducen hasta en un 49.9 %, para I7*

10
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se reducen en un 44.0 % y en un 37.8 % para el caso de I7* = 100, con respecto al PC.

| I{* | Funcional PC | Minimizador |

1 6.2093 3.1085
10 6.2430 3.4962
100 6.9650 4.3289

Cuadro 5-2: Valor funcional SIR metapoblacional variando I{* y permitiento la
restriccion total del flujo de infectados, con coeficientes de costo By = By = (.2

Se trabajaron dos simulaciones mas considerando personas infectadas inicial-
mente en los dos parches. La figura 5-11 corresponde a I§* = 10y I}¥ =5y para la
figura 5-12 se tomé I7* = 10 y I{¥ = 15. Si se comparan las gréificas b), de ambas
figuras, se puede observar que el pico de los infectados en el parche x para el mini-
mizador es mayor que en el PC, pero para el grupo y es menor y la diferencia es més
significativa, lo que se refleja en las graficas ¢) donde se nota la reduccion en el total
de infectados. Para el primer caso la reduccién en el ntimero infectados es mayor
que en el segundo caso, también se observa que la disminucién de los infectados es

mas lenta si se aplica el minimizador aunque la diferencia no es mucha.

Con respecto a las estrategias de control para estos dos casos, se puede observar
en las graficas d) de las figuras 5-11 y 5-12 que alrededor de los 10 primeros dias
se aplica total restriccion en el flujo de personas infectadas que salen del grupo =
pero luego esta restriccion se elimina o se reduce. Al inicio no se aplica restriccion
en el flujo de infectados del grupo y, pero conforme aumentan los infectados se llega
aplicar el maximo de restriccion para luego disminuir la restriccion cuando se re-

ducen los infectados.

En el cuadro 5-3 se muestra el valor del funcional para el PC y el minimizador.

Si se comparan estos resultados con los del cuadro 52 se observa que el minimizador
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Figura 5-11: Resultados restringiendo totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.2 para IT* = 10y I}¥ = 5. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

es menos efectivo pues reduce menos los costos. Para el primer caso se tiene que el

costo se reduce en un 9.2 % y en un 3.7 % para el segundo caso, con respecto al PC.
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Figura 5-12: Resultados restringiendo totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.2 para IT* = 10y I}¥ = 15. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de

infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

Segundo caso: Se aplica el minimizador, suponiendo que no se puede restringir

en su totalidad el paso de personas infectadas de un parche a otro, con el mismo

valor del primer caso para los coeficientes del funcional By = Bz = 0.2. Dado

que en la realidad la restriccién total de individuos es complicada, puede darse el




78

| 17" | I}V | Funcional PC | Minimizador |
10 | 5 6.5120 5.9088
10 | 15 6.7006 6.4499

Cuadro 5-3: Valor funcional SIR metapoblacional variando I{* y I{¥, ademas de
permitir la restriccién total del flujo de infectados y con coeficientes de costo By =
Bg - 02

caso de que un individuo infectado no presente sintomas entonces se le deje pasar
o simplemente que un individuo viole las restricciones impuestas. Por lo que se

definieron las siguientes cotas para los controles
p7’ €10.001,0.03], p7’ €[0.001,0.02] y 777 € [0.001,0.03], 7/* € [0.001,0.02]

Se analizaron los mismos escenarios que el primer caso. Primero se varié I
dejando fijo I = 0. Los resultados se muestran en las figuras 5-13, 5-14, 5-15 para

los valores de IT* = 1,10, 100 respectivamente.

La diferencia entre el primer y el segundo caso es notable si se comparan las
graficas c) de las figuras 5-13, 5-14, 5-15 con las gréficas c¢) de 5-8, 5-9 y 5-10.
El aplicar control en el flujo de personas infectadas, sin lograr la restriccién total,
tiene como consecuencia una doble ola de infeccion. Disminuyendo el impacto de
una sola ola de infecciéon que se puede observar en el primer caso, lo que se refleja

en un pequeno pero importante retraso en la propagacién de la enfermedad.

Los resultados en las estrategias, figuras d) en 5-13, 5-14, 5-15, son muy si-
milares al caso primero. Se inicia aplicando el maximo de restriccién en los parches
donde inicialmente hay personas infectadas y conforme van disminuyendo los infec-
tados entonces disminuyen las restricciones. No se aplica ningun tipo de restricciéon

en el flujo de personas que salen del parche y.



1500 w5 3 500 1500 (*v, b) 600
x 1000 ’, “ o ‘ ‘ 500 .
0 500 ' = g . o3
. ’ 1000 400 ;
0 LI} asee 0lossent® %, % ¢ .
0 10 20 0 10 20 00 . >.300 :
Tiempo (dias) Tiempo (dias) . ® e
400 200 500 . 200 * .
> (LI . " H
£ oaoof et e T 2 100 o . 100 K '
R I RN = R o Tewssisaiiisieis oloaens? IV
T ."2,0"":““30 % P — 0 10 20 % 0 10 20 30
Tiempo (dias) Tiempo (dias) Tiempo (dias) Tiempo (dias)
1000 ""‘nuu* 400 1200 FPLLIIAEN 400 .
2 oty > DL 1000}e** .
T’)SOO .°. ‘*** >‘_200 .. ut****** . ** 300 .
0 *teesanesiiiii 0 P OPPTLAR TP 800 oo .
0 10 20 30 0 10 20 30 > o
: ) - ’ 600 . > 200 ot
Tiempo (dias) Tiempo (dias) n . i . ** X
400 . v .« v
20 100 . 100 . * .
s N . e A
2 100} ye0ey % 50 KRS 200 * e SR .
0 . 9.“””****””“ - N ’.‘ 0 ®eceecsscsce 0 “..:“*** *eenae
ok feestesensecnt ! LIHT 0 10 20 30 0 10 20 30
0 Tﬁmpo (di:SO) o 0 Tlioempo : di:g) 30 Tiempo (dias) Tiempo (dias)
c) d)
700 LA 0.02 .
\ L]
‘/ . 0.025
600k « : 0.02 0015|
/ x
| , % —0.015 2~ 001
g 01 ‘/,’\ | 0.01 .
g P 0.005 . 0.005
S 400f [ \ 1 .
€ | « 0 5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
o " \ ! Tiempo (dias) Tiempo (dias)
T 300f h ot |
9 ] (3 .
o ) A 0.03 0.02
200 3 el kN 0.025
\ . 0.015
N \ N 0.02
100} & N 1= X
K . %, |%g o015 Lo & oo1f
‘e 'S
4
0 %“41 i i i \.‘Qrs_.J 0.01 .o
0 5 10 15 20 25 3 0.005 o 0.005
Tiempo (dias) .
5 10 15 20 25 5

79

Tiempo (dias)

10 15 20 25
Tiempo (dias)

Figura 5-13: Resultados sin restringir totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.2 para I* = 1y I}¥ = 0. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

En el cuadro 54 se muestra los valores del funcional para el PC y el mini-

mizador. Si se compara los valores de este cuadro con los valores del cuadro 5-2

se puede observar que el minimizador es mas efectivo en el primer caso, donde se

permite la restriccion total en el flujo de personas infectadas ya que se obtiene un
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Figura 5-14: Resultados sin restringir totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.2 para IT* = 10y I}Y = 0. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

valor menor para el funcional.

El segundo andlisis para este caso se trabajé variando I y I{Y, con valores no

nulos para I7Y. En las figuras 5-16 y 5-17 se muestran los resultados para I{*

10,
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Figura 5-15: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo By = B3y = 0.2 a) Susceptibles e infectados en todos los parches

Trr
para I3

100 y I{Y = 0. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones para

IF® =100 c) Total de infectados en las dos poblaciones para I7* = 100. d) Estrategia

de control minimizante I{*

=5y I

100

10, I}Y = 15, respectivamente.
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‘ I® ‘ Funcional PC ‘ Minimizador ‘

1 6.2093 4.5240
10 6.2430 4.5481
100 6.9650 5.0497

Cuadro 5-4: Valor funcional SIR metapoblacional variando I{* y sin restringir to-
talmente el flujo de infectados, con coeficientes de costo By = By = 0.2

Observando las gréficas c¢) de las figuras 5-16 y 5-17 se presenta una sola ola de
infectados, a diferencia de las figuras c) de las tres primeras simulaciones 5-13, 514,
5-15 donde la aplicacion de restricciones en el flujo tuvo el impacto de producir una
segunda ola de infectados, esto cuando se tiene inicialmente infectados en una sola

de las poblaciones.

Los resultados de estas dos tltimas simulaciones, que se muestran en las figuras
5-16 y 517 donde hay inicialmente infectados en las dos poblaciones; son muy sim-

ilares a las del primer caso, resultados presentados en las figuras 5-11 y 5-12.

Las estrategias de control resultantes para este segundo andlisis, se pueden
observar en las graficas d) de las figuras 5-16 y 5-17, indican la aplicacién de res-
tricciones en el parche x los primeros dias y conforme va disminuyendo el niimero de
infectados se van eliminando las restricciones. Para el parche y no se aplica ninguna
restriccion los primeros dias, luego se aplica el maximo de restriccién para finalizar

eliminando las restricciones.

| I7* | I}V | Funcional PC | Minimizador |
10 | 5 6.5120 5.9454
10 | 15 6.7006 6.4689

Cuadro 5-5: Valor funcional SIR metapoblacional variando I7* y I}, ademés sin
restringir totalmente el flujo de infectados y con coeficientes de costo By = B3 = 0.2
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Figura 5-16: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.2 para IT* = 10y I}¥ = 5. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

En el cuadro 5-5 se muestra el valor del funcional para el PC y el minimizador.

Si se comparan estos resultados con los del cuadro 5-3 para el primer caso, se ob-

serva que el minimizador es més efectivo en el segundo caso.
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Figura 5-17: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.2 para IT* = 10y I}¥ = 15. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

Tercer caso: Se aplica el minimizador, suponiendo que no se puede restringir

en su totalidad el paso de personas infectadas de un parche a otro. Similar al segundo

caso pero ahora considerando un incremento en los coeficientes de costo, correspon-

dientes a la aplicacion de restricciones en el flujo de personas infectadas, para todas
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las simulaciones se trabajo con By = B3 = 0.4.

Se trabajaron las mismas simulaciones del primer caso variando I{* con I{¥ = 0.
Los resultados se presentan las figuras 5-18, 5-19, 5-20; para I{* = 1,10, 100 res-

pectivamente.

Un aumento en los costos para el caso de un infectado inicialmente en el parche
z, I{* = 1y I}Y = 0, no produce ningtin cambio significativo en el total de personas
infectadas en las dos poblaciones, esto de puede observar comparando las graficas c)
de las figuras 5-13 y 5-18. La diferencia se muestra en las graficas d) de las mismas
figuras, la restriccién del flujo de personas que salen del parche x se aplica por mas
dias cuando el costo es menor y esto refleja un pequeno aumento en el valor del mi-
nimizador segiin los datos mostrados en los cuadros 5-4 y 5-6. Resultados similares
se obtienen para los casos I{* = 10, I{¥ = 0 y I{* = 100, I}¥ = 0, el cambio se da

en el namero de dias que se aplica la medida de control.

‘ e ‘ Funcional PC ‘ Minimizador ‘

1 6.2093 4.5316
10 6.2430 4.5548
100 6.9650 5.0553

Cuadro 5-6: Valor funcional SIR metapoblacional variando I{* y sin restringir to-
talmente el flujo de infectados, con coeficientes de costo B, = By = 0.4

Si se comparan las gréaficas de las figuras 5-14 y 5-15, que corresponden a los
casos en que hay inicialmente infectados en las dos poblaciones I7* = 10, I}¥ =
y IF* = 10, I}¥ = 15 para By = B3z = 0.2, con las graficas de las figuras 5-19 y
5-20 que son los mismos casos pero con un aumento en los coeficientes de costo

By = B3 = 0.4 se puede observar que no hay diferencias perceptibles a simple vista
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Figura 5-18: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.4 para I{* = 1y I}¥ = 0. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

en el nimero de personas infectadas ni en la estrategia de control. La tinica diferen-

cia entre estos dos casos ocurre en el valor del funcional aplicando el minimizador,

datos de los cuadros 5-5 y 5-7, de donde se puede concluir que el minimizador es
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Figura 5-19: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.4 para IT* = 10y I}Y = 0. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

mas eficiente para un mayor valor de los coeficientes de costo.

De los analisis del primer y segundo caso se puede concluir que un incremento

en los coeficientes de costo del funcional objetivo no produce cambios significativos
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Figura 5-20: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo By = B3 = 0.4 para IT* = 100y I7¥ = 0. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

en los resultados
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Figura 5-21: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo By = By = 0.4 para IT* = 10y I}Y = 5. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

5.4.

Simulated annealing aplicado al modelo SIS metapoblacional

Ahora se considera el problema de optimizacion explicado en la seccion 4.3.3.
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Figura 5-22: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo By = B3 = 0.4 para IT* = 10y I{¥ = 15. a) Susceptibles e infectados
en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. ¢) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

El propésito es identificar la mejor combinacion de las 3 estrategias de inter-

vencion: tratamiento, distanciamiento social y restricciones en el flujo de individuos

infectados; que logra minimizar el nimero de personas infectadas y ademas genera

un menor costo. Se desea saber a qué proporcion de la poblacién se le debe aplicar
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| 17" | I}V | Funcional PC | Minimizador |
10 | 5 6.5120 5.9156
10 | 15 6.7006 6.4557

Cuadro 5-7: Valor funcional SIR metapoblacional variando I7* y I}¥, ademés sin
restringir totalmente el flujo de infectados y con coeficientes de costo By = B = 0.4

diariamente cada una de las medidas para minimizar el impacto de la enfermedad

en ambas poblaciones y el costo de la aplicacién de esas medidas de control.

Asi el problema a resolver es

-1
win Y (Z (B0 () B (520 + B o)+ B (DF, = D3 + @2)
zy \k=1
st. S¢., = (1—D%)S¢ + DYSY

Ii = (1= D)I} + Dy I}

SIZ+1 = Dgg,f +(1- Dg)gg

Y., = Di Ir 4 (1— DY)V

0< Dj <D 0< DY <DY

0<7F<my, 0<7/<my

0< fi <ms, 0< fi <my

m; con i € {1,2,3,4} son las cotas para los controles.

En la tabla 58 se presentan los valores para los parametros del modelo que se

fijaron para todas las simulaciones.

Se trabajé con las siguientes cotas para los controles
fx, [y €10,0.2], 7, 7, € [0,0.05] (tomados de [7])

D¥ €[0.001, D% y DY € [0.001, DY]
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‘ Parametro ‘ Valor ‘ Definicién ‘ Fuente ‘

T 50 Dias transcurridos
g 1.94 Tasa de transmision [7]

Or, Oy - Fraccion de recuperados naturalmente 7]
ST 1500 Ntumero inicial de susceptibles en X
Sy 1500 Ntumero inicial de susceptibles en Y’
Dg 0.03 | Fraccion de susceptibles que emigran de X | [37]
DY, 0.03 | Fraccién de susceptibles que emigran de Y | [37]
By 1 Costo de un infectado 7], [6]

Cuadro 5-8: Valor de los pardamatros modelo SIS metapoblacional.

Lo que representa el valor minimo y méaximo diario para los controles.

Pimer caso: Se trabaja con I{ = 100 y I = 0. Se aplica control solo en la
poblacién y donde inicialmente no hay infectados y se quiere evitar que inicie un
brote de la enfermedad, se analizan dos posibles escenarios. En la figura 5-23 se
muestran los resultados al aplicar el minimizador sobre los tres controles: distan-
ciamiento social, tratamiento y dispersion. Los resultados de aplicar el minimizador
solo sobre el distancimiento y tratamiento, aplicando la restricciéon maxima sobre
la dispersién de personas infectadas, es decir se fija DY = 0.001, se muestran en la

figura 5-24.

Si se aplica las tres medidas de control en la poblacién donde inicialmente no
hay infectados, con el objetivo de disminuir al méximo el impacto de la enfermedad,
se observa que a pesar de que el menor costo lo tiene la aplicacién de restricciones
sobre la dispersion, la estrategia que minimiza los costos es aplicar el maximo dis-
tanciamiento social, el maximo de tratamiento y no aplicar restricciones sobre la
dispersion, esto se puede observar en la gréfica ¢) de la figura 5-23. En la gréfica
a) de la misma figura podemos observar, comparando el PC con el minimizador,
que en la poblacién x donde no se aplica ninguna medida de control el ntimero de

infectados de los dos casos es muy similar no asi en la poblacion y donde el nimero
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Figura 5-23: Resultados aplicando los tres controles en la poblacién y, con coefi-
cientes de costo By = 0.002, By = 0.0002 y B, = 0.00002 para I{ = 100 y I{ =
a) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. b) Total de infectados en las dos
poblaciones. ¢) Estrategia de control minimizante.

de infectados disminuye dado que se esta aplicando la estrategia de control que min-

imiza los costos.

Observando las graficas de la figura 5-23, nace la inquietud de ver los resu-
tados si fijamos en la segunda poblacién la aplicacion de la méaxima restriccion en
la dispersién, es decir, DY = 0.001 y se varfan las otras dos medidas de control: el

distanciamiento social y el tratamiento; con el objetivo de identificar cual estrategia
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Figura 5-24: Resultados aplicando el minimizador en la poblacién y sobre el dis-
tancimiento y tratamiento, pero aplicando restriccion méaxima sobre la dispersion,
con coeficientes de costo By = 0.002, Bs = 0.0002 y B4 = 0.00002 para I{ = 100 y
I} = 0. a) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. b) Total de infectados
en las dos poblaciones. ¢) Estrategia de control minimizante.

genera el valor minimo del funcional. Se obtiene una solucién muy similar al caso
de la figura 5-23, ésta se muestra en la figura 5-24. La estrategia es la mostrada
en la gréfica ¢), la aplicacién del méximo del distanciamiento social y el maximo
tratamiento, junto con la maxima restriccion de la dispersion de infectados que era
lo que se habia fijado. Si se comparan las graficas b) de las figuras 5-23 y 5-24 se

concluye que no hay un cambio significativo en el total de personas infectadas, pero

observando las gréficas a) de las mismas figuras si se puede ver un cambio. En la
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segunda simulacién en ambas poblaciones, x y y, disminuye el ntimero de infecta-

dos, no asi en la primera simulaciéon donde la disminucién se da solo en la poblacion y.

En el cuadro 5-9 se presentan los resultados del valor del funcional, como era
de esperar hay un pequeno aumento cuando se fija D7 en el valor minimo, lo que
corresponde a la maxima restriccion en el flujo de individuos infectados, dado que
el valor minimo del funcional cuando se consideran las tres medidas de control se
alcanza cuando no se aplica ningun tipo de restriccion en la dispersion de personas

infectadas.

‘ Caso ‘ Minimizador ‘
Variando f?, 7%y DY 4.1519
Variando f? y 72, D? valor minimo 4.4214

Cuadro 5-9: Valor funcional SIS metapoblacional I7 = 100 y I} = 0 aplicando
control solo en la poblacién y con coeficientes de costo By = 0.002, B3 = 0.0002 y
B, = 0.00002

Segundo caso: Se aplica medidas de control en ambas poblaciones trabajando
con If =100y I{ = 0, el propésito es examinar cudl combinacién de medidas de
control minimiza el costo del impacto de la enfermedad y los costos de aplicar esas
medidas. Esto se hace para diferentes valores de los coeficientes de costo con el fin de
estudiar el impacto que tienen los parametros del funcional objetivo en la solucién.
Se simularon tres casos distintos, los resultados se presentan en las figuras 5-25,

5-26 v 5-27.

Observando las graficas a) de las figuras 5-25, 5-26 y 5-27 se puede observar
que al aplicar el minimizador se dan mejores resultados en la poblacién y, donde ini-
cialmente no hay infectados. El niimero de infectados disminuye considerablemente

con respecto al PC en la poblacion y, mientras que en la poblacion x disminuye muy
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Figura 5-25: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control, con coeficientes de costo By = 0.002, B3 = 0.0002
y By = 0.00002 para I = 100 y I{ = 0. a) Susceptibles e infectados en las dos
poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. ¢) Estrategia de control

minimizante.

poco. El impacto global de aplicar las medidas de control se puede observar en las

graficas b) de las mismas figuras, la aplicacién de las medidas retrasa el maximo de

infectados ademas de disminuirlo. También se observa que las medidas de control

producen una pequena segunda ola de infectados.
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Figura 5-26: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control, con coeficientes de costo By = 0.04, B3 = 0.004 y
By = 0.0004 para I¥ = 100 y I/ = 0. a) Susceptibles e infectados en las dos
poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control

minimizante.

En los tres casos analizados, cuyos resultados se muestran en las figuras 5-25,
5-26 y 5-27, la estrategia resultante que genera el costo minimo son muy similares,
graficas c) de las figuras. En la poblacién z, donde inicialmente hay individuos infec-
tados, se aplica el méaximo de las tres medidas de control: maximo distanciamiento
social, maximo tratamiento y méxima restriccién en el flujo de personas infectadas

hacia la poblacién y. En la poblacion y se aplica maximo distanciamiento social, a
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Figura 5-27: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control, con coeficientes de costo By = 0.04, B3 = 0.004 y
By = 0.4 para I{ =100 y I{ = 0. a) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones.
b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

pesar de que en los dos primeros casos esta medida tiene el mayor costo y en el tercer
caso se cambia para que las restricciones sobre la dispersion tenga el mayor costo.
La aplicacion del tratamiento va en crecimiento conforme aumenta el nimero de

infectados hasta alcanzar el valor maximo alrededor del dia 10 en los tres casos para

la poblacién y, en la poblacion x desde el inicio se aplica el maximo tratamiento.
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Recordando que inicialmente en la poblacién y no hay infectados, el contro 6pti-
mo da como resultado en los tres casos que no se aplique ninguna restriccién en el
flujo de personas infectadas para la poblacién y, pero la maxima restriccion en la

poblacién x.

En general, en este segundo caso se puede concluir que los coeficientes de costos
para las medidas de control no tienen un impacto significativo en las soluciones ni

tampoco en el valor del funcional como se observa en el cuadro 5-10.

‘ Caso ‘ Minimizador ‘
By, =0.002, B3 = 0.0002 y B, = 0.00002 7.6616
By =0.04, B3 = 0.004 y By = 0.0004 7.8103
By =0.04, B3 =0.004y B, =04 7.8259

Cuadro 5-10: Valor funcional SIS metapoblacional para I¥ = 100 y I{ = 0 para
diferentes valores de los coeficientes de costo.

Tercer caso: Se aplica medidas de control en ambas poblaciones, se trabajan
diferentes valores para IT y I{ pero en el funcional objetivo solo se considera el total
de infectados, asi el funcional a minimizar es

> (X (@) (3)))
zy \k=1

En la primera simulacién, figura 5-28; se consideré I7 = 100 y I = 0. Si com-
paramos este caso con los resultados de las simulaciones mostrados en las figuras
5-25, 526 y 5-27 donde se tiene la misma poblacién inicial solo que aplicando el
minimizador sobre el costo de cada infectado y el costo de aplicar las medidas de
control, se puede llegar a la conclusion de que el funcional objetivo no es sensible a
las cambios en el valor de los coeficientes de costo correspondientes a las medidas
de control dado que los resultados son muy similares. Ahora, es importante notar

que se esta trabajando con valores para los coeficientes de costo, correspondientes
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En este caso también las medidas de control producen una segunda ola de infectados.
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Figura 5-28: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control. Minimizando unicamente el costo del impacto de
la enfermedad para I7 = 100 y I/ = 0. a) Susceptibles e infectados en las dos
poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control

minimizante.

En las siguientes simulaciones, figuras 5-29, 5-30 y 5-31, lo que se hizo fue vari-

ar los valores de I{ y I{ para analizar el impacto en los resultados del minimizador.
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Se obtienen resultados muy similares, por ejemplo si se compara las gréaficas de
la figura 5-29 con las de la figura 528 los resultados se intercambian. Ahora el
minimizador tiene un mayor impacto en la poblaciéon x dado que inicialmente no
hay infectados, grafica a) de 5-29. Las medidas de control con respecto al flujo de
personas infectadas cambian, ahora se aplica maxima restriccion en la poblacién y
donde hay inicialmente infectados y se deja libre el paso de individuos en x. Se aplica
maximo tratamiento en la poblacion y y en la poblacion x inicialmente la aplicacién
de tratamiento es baja pero luego aumenta conforme va aumentado el niimero de
personas infectadas. El impacto de la aplicacién de medidas de control es la misma,

se produce una segunda ola de infectados.

En las figuras 5-30 y 5-31 se trabajé con individuos infectados en ambas pobla-
ciones, los resultados dependen de donde inicialmente se tienen mas personas in-
fectadas. El minimizador tiene un mejor impacto donde inicialmente hay menos
personas infectadas, graficas a) de dichas figuras. El impacto global en el total de
individuos infectados de ambas poblaciones es similar. La estrategia de control resul-
tante, que se puede observar en las gréficas c), es aplicar el maximo distanciamiento
social y maximo tratamiento en ambas poblaciones; aplicar méxima restriccion en el
flujo de personas infectadas en la poblacién donde inicialmente hay més infectados

y ningun tipo de restriccién en la poblacién donde hay menos infectados.
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Figura 5-29: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control. Minimizando tnicamente el costo del impacto de
la enfermedad para I{ = 0y I = 100. a) Susceptibles e infectados en las dos
poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control

minimizante.
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Figura 5-30: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control. Minimizando tnicamente el costo del impacto de
la enfermedad para I7 = 50 y I{ = 100. a) Susceptibles e infectados en las dos
poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control

minimizante.
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Figura 5-31: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control. Minimizando tnicamente el costo del impacto de
la enfermedad para I7 = 100 y I} = 50. a) Susceptibles e infectados en las dos
poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control

minimizante.



Capitulo 6
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

6.1. Conclusiones

Como resultado de esta investigacién se presentan las siguientes conclusiones:

1. En el caso en que se conocia una solucion, se ha comprobado la consistencia de las
soluciones encontradas por el algoritmo SA. Fue asi como se comprobé la validez
del algoritmo para determinar la solucién del problema de control éptimo sujeto

al modelo SIR para una poblacién planteado en [6].

2. Se demostré que la técenica de optimizacion estocastica SA puede ser utilizada para
dar una respuesta rapida a la busqueda de estrategias de control, proporcionando
valiosas aproximaciones con el fin de evitar la expansién de una enfermedad infec-

ciosa en una poblacién y/o en poblaciones acopladas.

3. El algoritmo SA probé ser efectivo para solucionar el problema planteado en este
proyecto; sin embargo su desempeno depende en gran medida del valor de los

parametros lo que requiere de mucho tiempo para la experimentacién.
4. Las aproximaciones obtenidas por medio del SA son una herramienta valiosa para

evaluar el riesgo de la propagacién de enfermedades en poblaciones acopladas y

asi tener una idea del impacto que tiene la aplicacién de diferentes medidas de
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control si los recursos con que se cuenta son escasos.

5. Aunque se trabajaron casos especificos, los problemas de optimizacion planteados
pueden ser utilizados para cualquier enfermedad infecciosa que se pueda modelar

con los esquemas SIR y SIS metapoblaciones.

6. En los resultados obtenidos se hace evidente que el propdsito principal de las restric-
ciones en el flujo de personas infectadas es retrasar la propagacién de la enfermedad
hasta que otras intervenciones pueden ser desarrolladas y aplicadas, o combinarla
con otras medidas de control. Ese retraso puede ser de gran ayuda en el desarrollo
de la conciencia publica, la aplicaciéon de distanciamiento social, la organizacién
de centros de atencion y la preparacién de otros medios de contencion de la en-
fermedad. Todo tiempo adicional que permita preparse es una oportunidad para

mitigar los efectos potenciales de varias enfermedades.

7. Los resultados presentados en este trabajo de investigacién proporcionan informa-
cion ttil de las medidas de control que se deben tomar para lograr controlar la

enfermedad a tiempo y evitar consecuencias desastrosas.

6.2. Trabajos futuros
A pesar de haber obtenido buenos resultados, ain quedan algunas cuestiones

por probar. Esto pudiera ser motivo de futuras investigaciones.

1. Desarrollar estrategias matematicas en la eleccion de la temperatura inicial y final
para la implementacion del algoritmo SA, y asi no invertir tanto tiempo realizando

experimentos.
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2. Aumentar el nimero de parches a considerar en la dinamica de la propagacion de

la enfermedad.

3. Utilizar esta técnica de optimizacion en otros modelos de propagacién de enfer-
medades infecciosas que incluyan la heterogeneidad de la poblacién, como la edad

de la poblacién, el género.
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En este trabajo se utiliza la técnica de optimizacion estocastica Simulated An-
nealing para calcular estrategias con el fin de controlar el brote de una enfermedad.
Ahora bien, la aplicacién de cualquier medida de control implica costos asi que lo
que se quiere es determinar la combinacién 6ptima de estrategias, es decir, la com-
binaciéon que minimiza el nimero de infectados y el costo de aplicar las medidas de
control. Interesa el caso especial de las poblaciones interconectadas por los procesos
de emigracion e inmigracion lo que llamamos poblaciones acopladas. El propésito
es generar en forma réapida pero eficiente resultados aproximados que proporcionen
informacion 1til de las medidas de control que se deben tomar para lograr controlar

la enfermedad a tiempo y evitar consecuencias desastrosas.
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