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En varias investigaciones se ha estudiado la aplicación de diversas estrategias

de control en la propagación de enfermedades en una población dada. Ahora bien,

tarea dif́ıcil es encontrar la combinación de estrategias que minimicen los costos

conjuntos del impacto de la enfermedad y la aplicación de las medidas para lograr

el control de la propagación en poblaciones acopladas. En la mayoŕıa de ocasiones,

la realidad exige una respuesta casi inmediata por parte de los organismos o institu-

ciones encargadas de la salud pública. En estos casos es donde se hace necesario el

uso de herramientas que generen en forma rápida pero eficiente resultados aproxi-

mados, que proporcionen información de las medidas que se deben tomar para evitar

la propagación masiva de la enfermedad. El objetivo de este proyecto es sugerir a

través de casos espećıficos, como una técnica de optimización estocástica como el

Simulated Annealing puede ser utilizada para dar respuesta rápida a la búsqueda de

estrategias de control, con el fin de evitar la propagación masiva de una enfermedad

en poblaciones acopladas.
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In several investigations there have studied the application of diverse control

strategies in a disease spread in a given population. Now, it is a difficult task to

find the combination of strategies that minimize the joint costs of the impact of

the disease and the application of strategies to achieve the control of the spread

of the disease in coupled populations. In most of the cases, reality demands an

almost inmediate response from the organisms or the institutions in charge of the

public health, hence, becomes important the use of tools that quickly approximates

efficientes results that provides information of measures that can be taken to avoid

the spread of disease. The objetive of this project is to suggest, throught specific

cases, that stochastic optimization techniques as Simulated Annealing may be use

to given a quickly respond to the search of control strategies to avoid a disease

outbreak in coupled populations.
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ρxy
A Tasa de emigración de A, con A ∈ {S, I}, de x y que son de x.

τ yx
A Tasa de inmigración de A, con A ∈ {S, I}, hacia x y que son de x.

ρyx
S Tasa de emigración de A, con A ∈ {S, I}, de x y que son de x.

γx Probabilidad de sobrevivencia en el parche x.
Gx

k Probabilidad de seguir siendo susceptible en x en el instante k.
1− τx

k Proporción de la población de x que recibe tratamiento médico en el
instante k.

1− σx Tasa de recuperación natural en el parche x.
fx

k Proporción de la población de x que se le aplica distanciamiento social
en el instante k.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

Las búsqueda de estrategias óptimas para controlar la propagación de una enfer-

medad, con recursos limitados en poblaciones acopladas por los procesos de emigra-

ción e inmigración es lo que motiva la realización de este proyecto de investigación.

El mundo actual está cada vez más interconectado, gracias a los modernos sis-

temas de transporte la aparición de nuevas enfermedades o la reaparición de viejas

enfermedades en muchos casos pueden atravesar fronteras y propagarse rápidamente

por varias poblaciones. Aśı lo demostró la pandemia de gripe AH1N1, cuyos primeros

casos de esta influenza se detectaron en abril del 2009 en México y al cabo de un mes

se extendió a Estados Unidos, luego se expandió a otros páıses por medio de personas

infectadas que hab́ıan viajado a o desde México y Estados Unidos. De forma similar

el SRAS que surgió en China a finales del 2002 y rápidamente se extendió a 32

páıses y regiones, provocando en una semana la aparición de personas infectadas en

algunas de las principales ciudades del mundo [1, 2]. De estas y otras experiencias se

puede concluir que un factor determinante en la propagación de una enfermedad es

la movilidad intensa y rápida de la población, sea por transporte maŕıtimo, terrestre

o áereo. Dados los avances a nivel mundial de los medios de transporte, las personas

pueden moverse grandes distancias en cortos periodos de tiempo y aśı propiciar la

rápida e incontrolable propagación de una enfermedad.

1
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Datos históricos muestran que las pandemias pueden provocar consecuencias

desastrosas en la economı́a mundial, razón por la cual son de suma importancia las

medidas de prevención y erradicación que deben tomar los páıses, estados o ciudades

para responder efizcamente al brote de una enfermedad. Por lo tanto, es de interés

para los organismos o instituciones encargadas de la salud pública, conocer cuáles

son las estrategias más convenientes que se deben tomar en un periodo corto de tiem-

po para evitar la propagación masiva de una enfermedad y aśı prevenir la pandemia.

En varios páıses, sobre todo los más desarrollados, la transmisión a nivel local

de enfermedades infecciosas ha sido controlado. Esto gracias a que cuentan con una

buena organización en cuanto a la salud pública se refiere, además de los recursos su-

ficientes para la aplicación de medidas de control exitosas. Lamentablemente, estos

logros no han sido mundialmente uniformes y las enfermedades infecciosas siguen

siendo causa de mortalidad y morbilidad en algunas regiones del mundo, princi-

palmente en las menos desarrolladas. Como bien se discute en [3], esta situación

representa una alerta mundial dado que inmigrantes procedentes de zonas donde

las enfermedades persisten, pueden representar un reto importante para el control

y erradicación de enfermedades.

Supóngase que una enfermedad está presente en varias regiones, sean páıses,

ciudades, donde los procesos de emigración e inmigración se dan entre cualquier par

de ellas y que cada región tiene autonomı́a en cuanto a poĺıticas de salud pública.

Si las autoridades de una de las regiones afectadas, desean poner en práctica alguna

medida de control en la región bajo su supervisión, no habŕıa ninguna garant́ıa de

que se logre controlar la enfermedad en esa región dado que personas infectadas,

de cualquiera de las otras regiones, podŕıan llegar alterando la dinámica local de

la enfermedad. Es aqúı donde toma importancia las medidas que puedan poner en
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práctica en conjunto todas las regiones, como se menciona en [4] es el mejor mo-

mento para la colaboración. El propósito de esta investigación es indentificar la

combinación óptima de estrategias de control que se deben aplicar en el brote de

una enfermedad en regiones interconectadas. De forma tal que se empleen de mejor

manera los rescursos disponibles y se alcance el objetivo primordial, que es reducir

el número de individuos infectados en todas las poblaciones o parches involucrados.

La respuesta rápida y eficaz de las autoridades correspondientes durante las

primeras horas o d́ıas después de que se confirme el inicio de un brote, podŕıa te-

ner un impacto significativo en el resultado final del control de la enfermedad. Es

conveniente entonces que los responsables sean capaces de determinar las mejores

estrategias para contener el brote tan pronto como sea posible; de ah́ı que interese

el cálculo de estrategias de control en un periodo corto de tiempo.

Se ha demostrado que los modelos matemáticos para describir la dinámica de

transmisión de enfermedades, son una herramienta necesaria para la realización de

un buen análisis de la relación costo-eficacia para la aplicación de medidas de control

en el brote de una enfermedad [5–7]. Según [8], los costos de la aplicación de una es-

trategia de control se dividen en dos: costos directos y de productividad. Los costos

directos son los derivados del consumo de recursos sean bienes materiales o de ser-

vicio para enfrentar las consecuencias de una enfermedad (por ejemplo: la atención

médica, el distanciamiento social) o para prevenir la enfermedad (por ejemplo: la

vacunación). Los costos de productividad corresponden al valor de servicios produc-

tivos no realizados como consecuencia de la enfermedad (por ejemplo: el absentismo,

la mortalidad, tomar tiempo libre para recibir una vacuna).
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Como consecuencia de lo mencionado anteriormente, surge el siguiente problema

que justifica la realización de este proyecto:

Minimizar el número de personas infectadas y el costo de aplicar

medidas de control en la propagación de una enfermedad en un periodo

corto de tiempo en poblaciones acopladas.

Cualquiera pensaŕıa que la respuesta al problema de minimizar el número de

individuos infectados, es tan simple como aplicar algún tipo de tratamiento a todas

las personas enfermas. Pero en la realidad no es aśı, dado que el costo económico

que esto implica puede ser imposible de sobrellevar o porque no se cuenta con la

cantidad de tratamientos para la población total de infectados. Además, hay en-

fermedades en las cuales una persona puede ser infecciosa antes de la aparición de

los primeros śıntomas y aśı puede infectar a personas susceptibles antes de que se

le haya aplicado algún tratamiento. Peor aún, como se menciona en [2] el tiempo

de viaje en avión entre dos ciudades puede ser menor que el periodo de incubación

de muchos patógenos, lo que puede volver incontrolable la propagación pues influye

considerablemente en la difusión espacial de la enfermedad. Otro aspecto importante

es que si se tiene el caso de la aparición de una nueva enfermedad para la cual no

existe en el mercado ningún tratamiento, el plazo necesario para su producción y

distribución puede exceder el tiempo para que se alcance la pandemia. Experiencias

del pasado muestran que las vacunas nunca han estado disponibles a tiempo y en

las cantidades suficientes para tener un impacto en la reducción de la morbilidad y

la mortalidad durante una pandemia [1, 4].

El impacto económico más inmediato de una pandemia no se debe a los enfer-

mos o muertos, sino a las medidas para evitar infectarse [9]. Esto fue demostrado

durante la experiencia del SARS, cuando se trató de evitar la infección reduciendo
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al mı́nimo el contacto entre personas. Afectando significativamente la economı́a de-

bido a una disminución en la demanda del sector de servicios como el turismo, el

transporte público, ventas al por menor, hoteles y restaurantes, aśı como el sector de

oferta debido al ausentismo laboral y la interrupción de los procesos de producción.

Las medidas de intervención pueden estar enfocadas a prevenir (vacunación),

controlar (hospitalización, medicamentos, distanciamiento social) o erradicar la en-

fermedad; pero en cualquiera de las medidas es importante analizar los costos y bene-

ficios dado que su aplicación puede llegar a tener un alto costo humano y económico.

Uno de los objetivos en esta investigación es mostrar que las técnicas de optimización

estocásticas, pueden ser útiles en el cálculo de esas estrategias que minimizan los

costos para enfermedades modeladas en tiempo discreto.

La eficacia de un programa en el brote de una enfermedad no puede derivarse

de un ensayo experimental en la población afectada, dado los costos y el peligro

que esto puede generar. Según [8] hay dos maneras de obtener la eficacia general

de un programa: un análisis retrospectivo de datos y simulación utilizando modelos

matemáticos. La idea de este trabajo es el uso simulaciones en modelos matemáticos,

para encontrar la mejor combinación de medidas de control que se deben tomar en

un periodo corto de tiempo; con el propósito de dar una respuesta eficaz y respon-

sable al brote de la enfermedad.

Uno de los objetivos es mostrar que la técnica de optimización SA, el cual es

un algoritmo heuŕıstico estocástico, puede ser útil en la búsqueda de respuestas

rápidas y adecuadas para algunos modelos de enfermedades en tiempo discreto. Se

utilizan variantes de dos modelos ampliamente estudiados: SIR y SIS, en poblaciones

acopladas. Esta técnica según [10] tiene las siguientes ventajas:
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1. Implementación sencilla.

2. Aplicable a muchos problemas de optimización con una estructura combinatoria,

que buscan minimizar una función que depende de muchos parámetros.

3. Capacidad para ofrecer soluciones razonablemente buenas a la mayoŕıa de los pro-

blemas.

El enfoque habitual utilizado en este tipo de problemas es el teórico, por medio

del principio de Pontryagin [6]. Este método de solución resulta ser incómodo si

hay un gran número de parches interconectados combinado con un número alto de

parámetros en el modelo. De ah́ı la ventaja del uso de simulaciones numéricas para

aproximar las soluciones, la idea es explotar las herramientas matemáticas y de si-

mulación computacional para obtener una buena aproximación a la solución óptima.

1.1. Objetivos

El objetivo general de este proyecto de investigación es demostrar que la técnica

de optimización computacional SA puede ser útil en la búsqueda de la combinación

de estrategias de control óptimas, cuando se hace frente al brote de una enfermedad

con recursos limitados en poblaciones acopladas.

1.1.1. Objetivos Espećıficos

1. Determinar la solución del problema de optimización sujeto al modelo SIR plantea-

do en [6] usando la técnica de SA y comparar los resultados con la solución que

ah́ı se presenta, de forma anaĺıtica.

Lo que se quiere es resolver el problema de control óptimo, es decir, de optimización

con parámetros controlables, por medio de un método práctico como lo es el SA y

verificar su funcionamiento por medio de la comparación con los resultados de la

solución anaĺıtica presentada en [6]. La idea es obtener la solución de una forma

sencilla, rápida, pero eficiente.
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2. Plantear un modelo matemático discreto epidemiológico SIR metapoblacional e

implementar la técnica de SA para resolver el problema de optimización sujeto ha

dicho modelo.

Cuando intervienen en la dinámica dos o más poblaciones, que interactúan por

medio de los procesos de emigración e inmigración, la solución anaĺıtica se complica

debido a que se tienen muchos parámetros que son controlables. Es aqúı donde es

conveniente aplicar una técnica práctica como el SA. Se considerará como base para

la formulación matemática del modelo SIR metapoblacional, los patrones de mezcla

entre los parches en tiempo continuo presentados en [11]. La idea es responder a

la pregunta:

¿Qué restricciones se deben aplicar en el flujo de personas infectadas, para

minimizar el total de infectados en todas las poblaciones involucradas y el costo

de tomar esas medidas de control?

Esto incluye la creación del funcional objetivo que describa el costo por infectado

y el costo de aplicar las medidadas de control en el flujo de personas infectadas.

3. Implementar la técnica SA al problema de optimización sujeto a un modelo SIS

metapoblacional, donde se controlen varios parámetros correspondientes a diferen-

tes medidas de control en la propagación de una enfermedad.

Se usa una ligera variante del modelo SIS para dos parches acoplados planteado y

analizado en [12]. Se incorporan dos parámetros más: la proporción de personas a

las que se les va a aplicar el tratamiento y la proporción de personas a las que se

le aplicará distanciamiento social; ya el modelo incluye un parámetro que describe

los flujos migratorios. Este objetivo también involucra la creación del funcional

objetivo que describa el costo por infectado y el costo de aplicar las medidas de
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control. En este problema se combinan tres medidas de control: distanciamien-

to social, tratamiento médico y restricción en el flujo de personas infectadas. El

propósito es dar respuesta a la pregunta:

¿Cuál combinación de estrategias de control, minimiza los costos conjuntos del

impacto de la enfermedad y la aplicación de las estrategias para lograr el control

de la propagación de la enfermedad?

1.2. Resumen de los caṕıtulos

El trabajo está organizado como sigue: en el Caṕıtulo 2 se explica el algoritmo

SA usado para resolver el problema planteado. En el Caṕıtulo 3 se estudian los mode-

los matemáticos SIR y SIS, para describir la propagación de enfermedades infecciosas

en tiempo discreto. En el Caṕıtulo 4 se mencionan los problemas de control óptimo

sujetos a modelos de propagación de enfermedades que se resolvieron, incluyendo la

descripción de las medidas de control que se consideraron y los funcionales definidos.

En el Caṕıtulo 5 se muestran los detalles de la implementación del algoritmo para

los problemas espećıficos y se presentan los resultados computacionales de algunas

simulaciones matemáticas, obtenidas mediante la aplicación del SA. Finalmente, en

el Caṕıtulo 6 se resumen las principales conclusiones obtenidas a partir de los resul-

tados, junto con algunas recomendaciones para futuras investigaciones relacionadas

con el tema.



Caṕıtulo 2

SIMULATED ANNEALING

El SA es un algoritmo de optimización que se clasifica dentro de los algoritmos

heuŕısticos y estocásticos. Heuŕıstico porque la solución no se determina de forma

directa, sino mediante pruebas iterativas. El método consiste en generar posibles

soluciones al problema de acuerdo a ciertas condiciones dadas; luego estas posibles

soluciones son sometidas a pruebas de acuerdo a algún criterio para ser aceptadas

o no. Es un algoritmo estocástico porque parte importante de su funcionamiento se

basa en la aleatoriedad, es decir, los procedimientos que emplea usan distribuciones

de probabilidad en su ejecución.

Esta técnica de optimización inspirada en el proceso natural de recocido de

materiales fue presentada por primera vez en [13]. El proceso f́ısico de recocido (an-

nealing) consiste en un calentamiento hasta una temperatura adecuada y durante un

tiempo determinado, seguido de un enfriamiento lento con algún objetivo espećıfico

como modificar las propiedades del material. Cuando la temperatura del material es

alta, las part́ıculas son capaces de moverse y aśı cambiar su estructura fácilmente.

Cuando se baja la temperatura, los movimientos de las part́ıculas se ven limitados

debido a que el movimiento tiene un alto costo energético. Si la temperatura se en-

fŕıa lentamente el sistema llega a tener una estructura cristalina, pero si se enfŕıa

rápidamente los átomos pueden quedar mal alineados produciendo irregularidades

no deseadas sobre el material.

9
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Por ejemplo, para la creación de un cristal se inicia calentando un conjunto

de materiales hasta que se derriten. Una vez derretidos se reduce la temperatura

del ĺıquido hasta que llegue a solidificarse. Si el enfriamiento se da rápidamente el

cristal no se crea correctamente. Este método de recocido de un material de tal for-

ma que se encuentre el estado mı́nimo de enerǵıa, se puede adaptar para encontrar

soluciones factibles a un problema de optimización con el objetivo de llegar a una

solución óptima. Idea en la cual se basa el algoritmo SA [13], creado en 1983.

El algoritmo SA comienza con un estado y una temperatura dada que inicial-

mente es alta y se va reduciendo durante la ejecución hasta aproximarse a cero,

igual que en el proceso de recocido. El estado es una primer solución para el proble-

ma de optimización y en cada iteración del algoritmo, esta solución es modificada

aleatoriamente para producir una nueva solución. La calidad de ambas soluciones

es evaluada, utilizando la función objetivo, y una de las dos soluciones se selecciona

para ser el nuevo estado. Cuando la nueva solución es mejor que la solución anterior,

dado que minimiza (o maximiza) la función objetivo, la nueva solución es selecciona-

da como el estado. Cuando la nueva solución es de menor calidad que la solución

existente, puede ser aceptada con una probabilidad que depende de la temperatura

actual y de la diferencia en la calidad. Soluciones de menor calidad es poco probable

que sean aceptadas conforme la temperatura se aproxima a cero. La calidad de una

solución se dice ser la enerǵıa del estado, el estado mı́nimo enerǵıa es la solución

óptima para el problema de optimización. En el cuadro 2–1 se puede obervar una

analoǵıa entre el proceso f́ısico y el SA.

El algoritmo SA ha tenido una amplia gama de aplicaciones, entre las cuales

están su uso en el problema del secuenciamiento de tareas (Job Shop) para más de-

talles [14, 15], también para detectar la modularidad en redes [16], diseño automático
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Recocido Optimización

Estado del sistema Solución factible

Enerǵıa del sistema
Calidad de la nueva solución
(valor de la función objetivo)

Cambio de estado Nueva solución en el vecindario de la actual
Estado mı́nimo de enerǵıa Solución óptima

Temperatura Parámetro de control

Cuadro 2–1: Analoǵıa

de circuitos integrados [13, 17], para minimizar costos en diferentes problemas de

la industria. En este proyecto se utiliza para encontrar la combinación óptima de

estrategias de control que permitan controlar exitosamente el brote de una enfer-

medad infecciosa con escasos recursos.

2.1. Algoritmos de búsqueda local

Los algoritmos de búsqueda local parten de una solución inicial, que en la ma-

yoŕıa de los casos se genera aleatoriamente, y trata de encontrar mediante alguna

transformación una mejor solución en la vecindad de la solución actual; esto es, una

solución con menor costo en el caso que se esté minimizando. Si se encuentra una

solución con las caracteŕısticas deseadas, la solución actual es reemplazada por esta

solución. De lo contrario el algoritmo sigue con la solución actual, continuando el

proceso hasta que no sea posible ninguna mejora. Esto significa que la búsqueda

finaliza en un óptimo local, que no necesariamente es el global, es decir, una buena

solución pero no necesariamente la solución óptima [17].

Una forma de tratar de evitar el problema del estancamiento en un óptimo

local, es permitir que algunas de las transformaciones sean hacia soluciones peores,

pero de un modo controlado. Es decir, que se permitan transiciones correspondien-

tes a un incremento en el valor del funcional objetivo si se está minimizando, como

se muestra en la figura 2–1. Esta alternativa es considerada por el algoritmo SA,
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que permite la aceptación de peores soluciones controlada mediante una distribución

de probabilidad. Esta distribución debe estar definida de forma tal que disminuya

la posibilidad de aceptar soluciones peores conforme avanza la búsqueda, esto es,

conforme se va reduciendo la temperatura. Con este procedimiento se disminuye la

probabilidad de estancarse en un mı́nimo local, que es una de las ventajas del algo-

ritmo SA.

Mínimo local

Mínimo global

1

2

3

4

Figura 2–1: Simulated Annealing

2.2. Algunos conceptos

Consideremos el siguiente problema

Sea S = {s1, s2, ..., sk} el conjunto de soluciones factibles y f una función tal que

f : S → R, el objetivo es encontrar si tal que f(si) sea el valor mı́nimo (o

máximo) de f en S.

Para un número grande de soluciones factibles, k, la búsqueda del mı́nimo no

es sencilla, puesto que será computacionalmente extensa. El procedimiento de pro-

bar con todas las soluciones factibles hasta hallar el mı́nimo resulta imposible en

la mayoŕıa de los problemas reales, debido a la gran cantidad de elementos en el

espacio solución S. Por lo tanto, se vuelve necesario la búsqueda de métodos com-

putacionales viables, como el SA.
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En el contexto del SA al conjunto finito de soluciones factibles, S, se le llama

espacio de estados y a la solución factible si ∈ S se le llama el estado i. A la solución

óptima se le llama el estado de menor enerǵıa.

El algoritmo SA se basa en el algoritmo de cadenas de Markov Monte Car-

lo. Antes de explicar este algoritmo es importante repasar algunos conceptos sobre

cadenas de Markov, base teórica del algoritmo. A continuación, se presentará una

recopilación de conceptos básicos para un mejor entendimiento del algoritmo.

2.2.1. Cadenas de Markov

En teoŕıa de probabilidad una cadena es un proceso en tiempo discreto en el

que una variable aleatoria Xn va cambiando con el paso del tiempo.

Las cadenas de Markov son un tipo especial de procesos estocásticos con la

siguiente propiedad: conocido el estado del proceso en un momento dado, su com-

portamiento futuro no depende de todo lo sucedido en el pasado si no sólo del evento

inmediatamente anterior. Dicho de otro modo, dado el presente, el futuro depende

únicamente de lo sucedido en este momento. Las cadenas de este tipo se dice tienen

memoria, dado que recuerdan el último evento y esto condiciona la posibilidad del

evento futuro. En este trabajo se tendrán espacios de estados y tiempo discretos.

Definición 1. Una sucesión de variables aleatorias (X0, X1, ...) con espacio de es-

tados finito S = {s0, ..., sk} se dice que es una CM si para todo si, sj ∈ S y

i0, ..., in−1 ∈ {1, ..., k} se tiene que

P
(
Xn+1 = sj|X0 = si0, X1 = si1, .., Xn−1 = sin−1

, Xn = si

)
= P (Xn+1 = sj |Xn = si)
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La definición anterior indica que la probabilidad de que en el tiempo n + 1 se

estará en el estado j solo depende de que en el tiempo n se está en el estado i, no

depende de donde se haya estado en los tiempos anteriores.

Definición 2. La probabilidad condicionada

Pij = P (Xn+1 = sj |Xn = si)

se denomina probabilidad de transición del estado i en el tiempo n, al estado j en

el tiempo n + 1.

Una CM es homogénea en el tiempo si

∀i, j ∈ S, ∀n ∈ N, P (Xn+1 = sj|Xn = si) = Pij (2.1)

Es decir, una CM se dice homogénea si la probabilidad de ir del estado i al

estado j en un paso no depende del tiempo en el que se encuentra la cadena, si

no que es constante durante todo el proceso. A estas cadenas también se les llama

Markovianas invariantes en el tiempo. Si para alguna o varias parejas de estados en

algún tiempo n la propiedad 2.1 no se cumple diremos que la cadena de Markov es

no homogénea en el tiempo.

Definición 3. La matriz P , de dimensión k×k, con elementos {Pi,j : i, j = 1, ..., k}

se denomina matriz de transición.

La matriz de transición es la matriz que contiene todas las propabilidades de

transición entre los estados del sistema en una etapa. Aśı, la probabilidad de ir del

estado i al estado j en n unidades de tiempo está dada por

P (Xn = sj|X0 = si) = P
(n)
ij
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donde P (n) es la matriz de transición en n pasos o etapas.

Teorema 1. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Si P es la matriz de transición de una cadena de Markov entonces

P (n) = P · P (n−1) = P · P · P (n−2) = ... = P n

Lo cual indica que la n-ésima potencia de la matriz de transición es la matriz

de transición en n etapas del tiempo.

Definición 4. El vector µ(n) =
(
µ

(n)
1 , µ

(n)
2 , ..., µ

(n)
i , ...

)
de probabilidades µ

(n)
i =

P (Xn = si), si ∈ S, se denomina distribución en la n-ésima etapa de la CM (Xn)n∈N.

El vector µ(0) se denomina distribución inicial.

Teorema 2. Si µ(0) es la distribución inicial de una CM con matriz de transición

P entonces

µ(n) = µ(0) · P n

Con este teorema se puede encontrar la distribución de la cadena en cualquier

paso del tiempo. El algoritmo MCMC trabaja bajo ciertos supuestos sobre las CM

que se considerarán a continuación.

Se dice que un estado si se comunica con otro estado sj , si la cadena tiene

una probabilidad positiva de siempre alcanzar sj cuando se parte de si. En otras

palabras, si se comunica con sj si existe un n tal que

P (Xn+m = sj|Xm = si) > 0

lo que indica que podemos ir del estado i al estado j en n pasos.



16

Definición 5. Una CM (Xn)n∈N con espacio de estados S = {s1, ..., sk} es irre-

ducible si para todo si, sj ∈ S tenemos que si se comunica con sj y viceversa. De lo

contrario la cadena se dice que es reducible.

La propiedad de irreducibilidad indica, que todos los estados de la CM se pueden

acceder desde cualquier otro estado en un número finito de pasos, de esta forma para

n lo suficientemente grande P (n) tiene entradas no nulas. Se considerará ahora el con-

cepto de aperiodicidad.

Definición 6. Para todo si ∈ S, se denomina peŕıodo de si y se denota por d(si)

d(si) = m.c.d.(n ≥ 0, P n
ii > 0)

si d(si) = 1, el estado si se denomina estado aperiódico

La definición anterior indica que el peŕıodo de un estado si es el máximo común

divisor del número de veces que la cadena puede devolverse a si, dado que se inicia

con X0 = si. Aśı el estado i sólo puede ser visitado en pasos múltiplos de d(si).

Por lo que si d(si) = 1 entonces existen 2 números consecutivos n y n + 1 tales que

el proceso puede encontrarse en el estado i en los tiempos n y n + 1, se dice que

el estado tiene peŕıodo 1 y se llama estado aperiódico. Por lo tanto un estado es

aperiódico si existen dos pasos del tiempo consecutivos donde la cadena puede estar

en el mismo estado.

Definición 7. Una CM se dice que es aperiódica si todos sus estados son aperiódicos.

De lo contrario la cadena se dice que es periódica.

Combinando las propiedades de aperiodicidad e irreducibilidad, se obtienen

resultados importantes utilizados en el algoritmo de MCMC. Para estudiar estos
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resultados primero se definirá el concepto de distribución estacionaria, el objetivo es

determinar las distribuciones sobre el conjunto de estados S tales que la distribución

del proceso Xn en cualquier instante sea la misma que en el instante inicial X0.

Definición 8. Sea (X0, X1, ...) una CM con espacio de estados S = {s1, ..., sk} y

matriz de transición P . Un vector fila π = (π1, ..., πk) se dice que es una distribución

estacionaria para la CM, siempre que cumpla

1. πi ≥ 0 para i = 1, ..., k y
∑k

i=1 πi = 1

2. πP = π, es decir,
∑k

i=1 πiPi,j = πj, ∀j = 1, ..., k

El primer requisito es para asegurarse que sea una distribución de probabilidad

en S. La segunda afirmación implica que si la distribución inicial µ(0) es igual π,

entonces la distribución µ(1) de la cadena en el momento 1 satisface

µ(1) = µ(0)P = πP = π

y similarmente se tiene que µ(n) = π, para cada n. Por lo tanto, la distribución de

la CM en cualquier instante es la misma que en el instante inicial.

A continuación se presentan tres resultados importantes sobre distribuciones

estacionarias, para su demostración consultar [18].

Teorema 3. Para cualquier CM irreducible y aperiódica, existe al menos una dis-

tribución estacionaria.

Teorema 4. Sea (X0, X1, ...) una CM irreducible y aperiódica con espacio de es-

tados S = {s1, ..., sk} y matriz de transición P , µ(0) distribución inicial arbitraria.

Entonces, para cualquier distribución estacionaria π de la cadena se tiene µ(n) → π
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Del teorema anterior se puede deducir que si se corre una CM irreducible y

aperiódica para un n lo suficientemente grande, entonces, independientemente de la

distribución inicial, la distribución de la CM en el momento n se aproximará a la

distribución estacionaria.

Teorema 5. Cualquier CM irreducible y aperiódica tiene exactamente una distribu-

ción estacionaria.

Los teoremas 3 y 5 dan la existencia y unicidad de la distribución estacionaria

para cualquier CM irreducible y aperiódica. Con este breve resumen sobre algunos

conceptos y resultados de CM, se puede estudiar el algoritmo MCMC.

2.2.2. Algoritmo de cadenas de Markov Monte Carlo

MCMC es una técnica que simula una CM cuyos estados siguen una probabili-

dad dada en un estado de espacios de grandes dimensiones.

El algoritmo MCMC se basa en la siguiente idea, explicada en [18]: Suponga-

mos que se puede construir una CM irreducible y aperiódica (Xn)n∈N, cuya única

distribución estacionaria es π, garantizada su existencia y unicidad por los teoremas

3 y 5. Si se corre la cadena con una distribución inicial arbitraria, entonces cuan-

do n → ∞ el teorema 4 demuestra la convergencia de la cadena de Markov a la

distribución π. Por lo tanto, si se corre la cadena durante un tiempo n lo suficiente-

mente grande la distribución de Xn se aproximará a π. Es importante destacar que

la convergencia no depende de la distribución inicial.
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Existen varios algoritmos MCMC, para este trabajo se eligió el algoritmo de

Metrópolis aplicable a cualquier espacio de estados.

Cadena de Metrópolis

Se describirá brevemente una forma de construir una cadena de Metrópolis

para simular una distribución de probabilidad dada π = (π1, ..., πk) en un conjunto

S = {s1, ..., sk}, mencionada en [18]. El objetivo es generar una cadena de Markov

cuya distribución estacionaria sea π.

Sea di el número de vecinos del estado si, que se calcula para cada problema en

particular. La cadena de Metrópolis es una CM con las probabilidades de transición

definidas de la siguiente manera

Pij =






1

di

mı́n

{
πjdi

πidj

, 1

}
si si y sj se comunican

0 si si 6= sj no se comunican

1−
∑

l

1

di

mı́n

{
πldi

πidl

, 1

}
si i = j

donde la suma es sobre todos los estados sl que son vecinos de si.

El mecanismo de transición es el siguiente: Supongamos que en el tiempo n

se está en el estado i, Xn = si. Primero se elige un estado sj de acuerdo a una

distribución uniforme en el conjunto de todos los vecinos de si, cada vecino es elegido

con probabilidad 1
di

. Entonces,

Xn+1 =






sj con probabilidad mı́n
{

πjdi

πidj
, 1
}

si con probabilidad 1−mı́n
{

πjdi

πidj
, 1
}

En [18] se demuestra que esta cadena tiene una única distribución estacionaria π.
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Examinados estos conceptos se estudiará el eje central de este caṕıtulo: el algo-

ritmo SA.

2.3. Algoritmo simulated annealing

Como se menciona en [18] la idea del SA es la siguiente: Supongamos que se

corre una CM irreducible y aperiódica con espacio de estados S, cuya única dis-

tribución estacionaria coloca la mayor parte de su probabilidad sobre estados s ∈ S

tal que f(s) es un valor pequeño. Si se corre la cadena durante un tiempo lo su-

ficientemente grande, entonces es probable que termine en un estado s con esas

caracteŕısticas. Supongamos ahora que se ejecuta otra CM cuya única distribución

estacionaria concentra aún más su probabilidad en los estados s que reduzcan al

mı́nimo f(s). Luego una nueva CM con una preferencia más fuerte por los estados

que minimicen f , y aśı sucesivamente. Parece razonable esperar que si este sistema

se construye con cuidado, entonces la probabilidad de terminar en un estado s que

minimiza a f en el tiempo n, con n→∞, tiende a 1.

Si la primera CM tiene matriz de transición P y se ejecuta por un tiempo

N1, la segunda CM tiene matriz de transición P ′ y se ejecuta por un tiempo N2, y

aśı sucesivamente, entonces el algoritmo completo puede ser visto como una CM no

homogénea.

La convergencia de este algoritmo está matemáticamente probada, y en el pe-

or de los casos, la solución óptima se alcanzará en un número infinito de pasos. El

proceso converge a la distribución estacionaria independientemente del estado inicial.

Aśı el objetivo es construir una CM irreducible y aperiodica con una distribu-

ción de probabilidad estacionaria en S, que ponga la mayor parte de su masa de
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probabilidad sobre los estados que minimicen a f . Veamos como se puede lograr es-

to: por medio del algoritmo MCMC podemos construir una CM con una distribución

dada, utilizando la distribución de Boltzmann definida a continuación se construye

la distribución estacionaria con las caracteŕısticas deseadas.

Definición 9. La distribución de Boltzmann π definida en un conjunto S, con fun-

ción de enerǵıa f : S → R y temperatura T > 0, es una distribución de probabilidad

en S que a cada elemento s ∈ S le asigna probabilidad

π(s) =
1

Z
exp

(
−f(s)

T

)
(2.2)

donde

Z =
∑

s∈S

(
−f(s)

T

)

Metrópolis modeló el proceso f́ısico de recocido de materiales mencionado ante-

riormente, simulando los cambios energéticos en un sistema de part́ıculas conforme

decrece la temperatura hasta que converge a un estado estable. Las leyes de ter-

modinámica indican que para una temperatura t el incremento energético de mag-

nitud ∆E se puede aproximar por

P (∆E) = exp

(
−∆E

tk

)

siendo k una constante f́ısica denominada Boltzmann. De aqúı es donde se toma

la distribución de Boltzmann para el algoritmo SA, aunque la constante k no se

considera debido a que no tiene significado en los problemas de optimización.

En [18] se demuestra que la distribución de Boltzmann para un valor pequeño

del parámetro de la temperatura T tiene las propiedades deseadas. Aśı, la probabi-

lidad de que el sistema se encuentre en el estado j es π(sj).
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Conociendo esto se puede estudiar el diseño del algoritmo SA para encontrar

un elemento s ∈ S que minimice a f :

1. Construir una cadena MCMC para la simulación de la distribución de Boltzmann

sobre el espacio de estados. Para esto se puede utilizar el procedimiento para la

construcción de una cadena de Metrópolis, adaptado al SA, como se describe en

[19]: Supóngase que el estado actual es s y el valor de la función correspondien-

te a ese estado es f(s), la probabilidad de que el siguiente punto se esté en el

estado s′ depende de la diferencia en los valores de la función en estos dos estados

∆E = f(s′) − f(s), el valor de la probabilidad P (f(s′)) se calcula utilizando la

distribución de Boltzmann

P (f(s′)) = mı́n

{
1,

1

Z
exp

(
−∆E

T

)}

Si ∆E ≤ 0, la probabilidad es 1 y el estado s′ es aceptado, dado que el valor de

la función en s′ es mejor que en s en el contexto del problema de minimización.

Si ∆E > 0 implica que el valor de la función en s′ es peor que en s, aśı que es

aceptado con cierta probabilidad que depende de la magnitud de ∆E y el valor de

la temperatura T . Aśı el seudo-código se presenta en el algoritmo 1.

Algoritmo 1 Metrópolis para SA

Entrada: s, T
Salida: s
1: Generar s′, vecino de s
2: ∆E ← f(s′)− f(s)
3: si ∆E < 0 entonces

4: s← s′

5: si no

6: z ← número de vecinos de s
7: si mı́n {1

z
exp[−∆E/T ], 1} > rand(0, 1) entonces

8: s← s′

9: fin si

10: fin si
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Se define el vecindario de un estado como el conjunto formado por los estados

obtenidos a partir de él por medio de una operación básica, que se elige para cada

problema particular. Si el estado inicial es s, el siguiente estado a ser probado s′

pertenece al vecindario de s denotado por N(s), es decir, s′ es un vecino de s. La

elección adecuada de la estructura de un vecino es de vital importancia, puesto

que asegura que cualquier solución puede conseguirse a partir de otra en número

limitado de pasos, lo que corresponde a la propiedad de irreducibilidad requerida

para la convergencia.

2. Se fija una sucesión decreciente de temperaturas T1 > T2 > ... con Ti → 0 cuando

i→∞ y una sucesión de números enteros positivos N1, N2, .... A partir de un esta-

do inicial arbitrario en S, se corre la cadena a la temperatura T1 para N1 unidades

de tiempo, y aśı sucesivamente. Cada Ni indica el número de iteraciones por nivel

de temperatura, es decir, el número máximo de vecinos probados antes de bajar la

temperatura.

La elección de las temperaturas (T1, T2, ...) es de suma importancia para que fun-

cione correctamente el algoritmo. Existen teoremas que indican que si la temperatu-

ra se aproxima a 0 lo suficientemente lento, entonces la probabilidad de minimizar

f en un tiempo n tiende a 1 cuando n → ∞. El significado de lo suficientemente

lento depende del problema en particular. En muchos casos se tiene que esperar

un n demasiado grande para encontrar la temperatura baja deseada de forma tal

que se minimice la función.

Se debe tener cuidado de no realizar un enfriamiento con demasiada rapidez, al

igual que en el proceso f́ısico, pues se corre el riesgo de que la CM se estanque en

un mı́nimo local y no se llegue al estado óptimo. Aśı que la elección del proceso
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de enfriamiento en la práctica es muy delicado pues por un lado, se quiere que

sea lo suficientemente rápido como para conseguir la convergencia en un tiempo

razonable, pero por otro lado, se quiere que sea lo suficientemente lento como para

evitar la convergencia a un elemento que no sea el mı́nimo global. Esto requiere la

experimentación con los parámetros que intervienen en el algoritmo.

La elección del número de iteraciones para cada temperatura (N1, N2, ...), que

corresponde al número de vecinos a probar para una temperatura dada, influye

considerablemente en los tiempos de ejecución del algoritmo. Cuando la tempera-

tura es alta existe más probabilidad de que estados no óptimos sean aceptados,

esta probabilidad va disminuyendo conforme disminuye la temperatura. Razón por

la cual es conveniente iniciar probando pocos e ir aumentando conforme la tem-

peratura disminuya para no perder tiempo probando estados que no son óptimos.

Por lo tanto, un paso crucial para un buen funcionamiento del SA es el meca-

nismo de enfriamiento T (t), donde T es la temperatura y t es una medida de tiempo

computacional, la iteración actual. Aunque un mecanismo de enfriamiento no tiene

reglas generales, según [20] ha sido demostrado que para los siguientes mecanismos

de enfriamiento para el SA se encuentra la solución óptima.

T (t) =
a

b + log(t)

donde a y b son constantes positivas que dependen del problema espećıfico.

T (t) = a− bt

donde a es la temperatura inicial y b el tamaño de paso para disminuir la tempe-

ratura, generalmente b ∈ [0.01, 0.2].

T (t) = abt (2.3)
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donde a en la temperatura inicial y b es la tasa de enfriamiento, usualmente

b ∈ [0.8, 0.999].

Existen otros mecanismos de enfriamiento, pero es importante destacar que sea

cual sea la función de enfriamiento a utilizar no conviene pasar demasiado tiempo

en temperaturas altas donde la mayoŕıa de las soluciones son aceptadas.

Algoritmo 2 Simulated Annealing

Entrada: T0, Nv, Tf .
Salida: s∗, f(s∗)
1: Generar s, solución inicial
2: mientras T ≥ Tf hacer

3: mientras K ≤ Nv hacer

4: Generar s′ en N(s)
5: si f(s′)− f(s) < 0 entonces

6: s← s′

7: si no

8: z ← número de vecinos de s
9: si mı́n {1

z
exp[(f(s)− f(s′))/T ], 1} > rand(0, 1) entonces

10: s← s′

11: fin si

12: fin si

13: K ← K + 1
14: fin mientras

15: Actualizar T con el mecanismo de enfriamiento elegido
16: K ← 0
17: fin mientras

El seudo-código del SA se presenta en el algoritmo 2. En este algoritmo T0 es la

temperatura inicial, Nv el número máximo de vecinos a evaluar en cada temperatu-

ra, Tf la temperatura final, s∗ el estado (solución) óptimo y f(s∗) el valor óptimo. En

este algoritmo se pueden diferenciar dos tipos de parámetros, que se pueden adecuar

para que la ejecución del mismo sea la más eficaz de acuerdo con el problema que

se desea resolver:
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1. Los parámetros que no dependen del problema, aunque se deben ajustar para el

problema concreto son llamados parámetros genéricos.

Temperatura inicial: T0.

Mecanismo de enfriamiento.

Número máximo de repeticiones: Nv.

Condición de parada: T ≥ Tf .

Temperatura final: Tf .

El ajuste de estos parámetros se hace por medio de la experimentación y en oca-

siones puede requerir de mucha paciencia y tiempo, aunque son importantes pues

controlan el buen funcionamiento del algoritmo.

2. Parámetros que dependen del problema particular que se está resolviendo.

Espacio de estados: S, conjunto de soluciones factibles.

Estructura de vecindad: N(s), un mecanismo de generación que permite des-

plazarse de una solución a otra.

Función objetivo: f(s).

Solución inicial.

La elección adecuada de todos estos parámetros condicionará la velocidad de

convergencia del algoritmo. Un fenómeno que con frecuencia aparece en la aplicación

del SA, es que en ocasiones la solución final dada por el algoritmo no corresponde al

óptimo global, esto se da debido a que la implementación del algoritmo no satisface

todos los requisitos teóricos para que se de la convergencia.
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2.3.1. Implementación del simulated annealing

En cualquier implementación del algoritmo SA, la convergencia puede ser so-

lamente aproximada. Es evidente que el número de transiciones en cada escalón de

temperatura, (N1, N2, ...), sólo puede ser finito y que la condición Ti → 0 cuando

i→∞ es sólo aproximada. Debido a que en la práctica se dan estas aproximaciones,

no se puede garantizar la convergencia del algoritmo al mı́nimo global con probabi-

lidad 1 como lo indica la teoŕıa. El algoritmo converge a la solución óptima bajo las

condiciones adecuadas, que se pueden lograr mediante la experimentación.

La experiencia muestra que la fijación adecuada de los parámetros es la parte

más costosa de implementar. Una vez fijado los parámetros y la estructura del vecin-

dario el algoritmo es fácil de implementar.



Caṕıtulo 3

MODELOS DE TRANSMISIÓN DE

ENFERMEDADES INFECCIOSAS EN TIEMPO

DISCRETO

Los modelos matemáticos han sido sin duda alguna una herramienta clave para

resolver innumerables problemas de la vida real, dado que pueden describir, explicar

y hasta predecir comportamientos espećıficos del ser humano. En epidemioloǵıa han

sido muchos los estudios que se han realizado con el propósito de analizar la propa-

gación de distintas enfermedades en poblaciones.

La importancia de la construcción de los modelos matemáticos para enfer-

medades se debe a varias razones, algunas de ellas son:

1. Describen las caracteŕısticas básicas de la dinámica de transmisión de una enfer-

medad en una o varias poblaciones.

2. Proveen información que posibilita entender la propagación de una enfermedad a

través de una población espećıfica, bajo diferentes escenarios que se asemejen a

diferentes casos que se pueden presentar en la vida real.

3. Permite predecir las consecuencias de introducir cambios espećıficos [21]. Ayudando

a prevenir pandemias o interviniendo en las poĺıticas para la erradicación o el

control de la enfermedad.

4. Revelan los parámetros que son más influyentes y susceptibles de controlar [5] para

diseñar medidas eficaces de control, que es uno de los objetivos de este proyecto.

28



29

Aśı, los modelos matemáticos se pueden utilizar para simular diferentes esce-

narios y proporcionar información sobre los posibles costos, beneficios y la eficacia

de estrategias de prevención y control ante el brote de una enfermedad.

Para describir la propagación de una enfermedad cuyo peŕıodo es relativamente

corto es conveniente utilizar un modelo en tiempo discreto [22]. Para los objetivos

de esta investigación se trabajará con modelos en tiempo discreto, debido a que la

técnica de optimización utilizada es estocástica donde habitualmente se supone dis-

tribuciones discretas. Es importante destacar que en los modelos de tiempo discreto,

el orden de los acontecimientos dentro de un intervalo de tiempo es crucial, lo que

se debe tener en cuenta cuando se construye uno de estos modelos.

La aplicación de las matemáticas a la epidemioloǵıa se remonta al menos hasta

el año 1760 cuando Daniel Bernoulli publicó un tratado sobre la epidemia causada

por la viruela que en ese entonces abat́ıa Europa. El objetivo era encontrar una for-

ma de comparar el beneficio a largo plazo de la inoculación con el riesgo inminente

de morir [23]. En este art́ıculo Bernoulli propuso algunos modelos matemáticos de

ecuaciones diferenciales para modelar algunas enfermedades infecciosas, es el primer

art́ıculo conocido que incluye un modelo expĺıcito para una enfermedad infecciosa.

Más tarde, Ronald Ross formuló un modelo matemático sencillo como apoyo a su ar-

gumentación de que la malaria se puede erradicar simplemente reduciendo el número

de mosquitos, sin necesariamente extinguirlos [23]. Uno de los trabajos matemáticos

más importantes y pioneros en la modelación de enfermedades fue desarrollado por

Kermack y McKendrick en [24]. Ellos formularon un modelo matemático para des-

cribir la epidemia que asotó la India en 1906 y que ha servido como base para la

introducción de nuevos modelos.
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A continuación se presentarán algunos modelos muy utilizados en la transmisión

de enfermedades, que describen la dinámica de la propagación de una enfermedad

infecciosa dividiendo a los individuos de la población en diferentes estados. En cada

uno de estos modelos se asume que la interacción entre los individuos es aleatoria.

Además se supondrá que la población es homogénea, es decir, no son considerados

en los modelos aspectos como el género, la edad, u otras caracteŕısticas de los indi-

viduos de la población. Por último, las tasas de infección y de recuperación natural

son consideradas constantes.

En particular, se estudiarán los modelos SIR y SIS los cuales son herramientas

matemáticas muy utilizadas para la prevención y control de epidemias. Aunque estos

modelos son sencillos permiten obtener una aproximación válida y útil de la realidad.

3.1. Modelo SIR

Si un pequeño grupo de individuos infectados es introducido en una población,

un problema básico es describir la propagación de la enfermedad en dicha población

en función del tiempo [25]. Si bien esto depende de una gran variedad factores que

intervienen en el proceso, se trabaja bajo algunos supuestos razonables.

Supongamos que en el peŕıodo inicial hay I1 personas infectadas. En la propa-

gación de enfermedades uno de los aspectos más importantes a estudiar es cómo la

enfermedad se expande con el transcurrir del tiempo. Aśı, lo que se quiere saber en la

mayoŕıa de los casos es la cantidad de personas infectadas que habrá en un peŕıodo

determinado de tiempo [26], es decir, queremos conocer I2, I3,...,In. Se quiere cono-

cer las caracteŕısticas del progreso de la propagación de la enfermedad para tomar

las medidas necesarias con el fin de controlar la enfermedad y evitar consecuencias
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desastrozas.

El modelo matemático SIR presenta una descripción de los movimientos entre

tres subgrupos, llamados clases o estados. Se parte del supuesto de que los indivi-

duos se encuentran en uno de los siguientes estados posibles:

1. Susceptibles (S): individuos de la población que pueden infectarse al tener contacto

con una persona infectada.

2. Infectados (I): individuos que tienen la enfermedad y la pueden transmitir a los

susceptibles con cierta probabilidad.

3. Removidos (R): individuos que se recuperaron de la enfermedad, son inmunes,

murieron o que ya no participan de la dinámica por aislamiento o alguna otra cir-

cunstancia.

Entonces, en cada momento t la población de tamaño N se divide en S(t) sus-

ceptibles, I(t) infectados y R(t) removidos, donde t es el tiempo y la sucesión de

estados es S − I − R como se muestra en la figura 3–1. Los individuos que salen

de la clase I no pueden ser infectados nuevamente, sino que terminan en la clase

R de los removidos, es decir para el propósito del modelamiento estos individu-

os se consideran inmunes, muertos o aislados. Los individuos de una población no

necesariamente pasan por todos los estados, algunos permanecerán siempre en la

clase de susceptibles dado que no tuvieron contacto con una persona enferma. Otros

serán inmunizados artificialmente por vacunación, o algún otro método y pasarán

a la clase R sin haber estado infectados. Cuando la última persona infectada no

puede interactuar con cualquier persona susceptible, la enfermedad desaparece. Los

modelos con esta estructura general se llaman modelos de tipo SIR, muy utilizados
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para modelar la gripe, la viruela [5], sarampión, varicela.

suceptibles - infectados - removidos

Población inicial generación 1

1 infectado 2 infectados

generación 2

3 infectados

generación 3

2 infectados

Poblacion !nal

0 infectados

Figura 3–1: Ejemplo sucesión de estados es S − I − R

Para obtener un modelo en tiempo discreto se asume que el periodo latente, pe-

riodo entre la infección y la aparición de los primeros śıntomas, tiene una duración

constante 1 y que el periodo infeccioso se reduce a un punto. Aśı, un susceptible que

se infecta en el instante t, seŕıa infeccioso en t+1 y después removido en t+2. Otro

aspecto a tomar en cuenta en un modelo de tiempo discreto es la positividad de

las componentes, razón por la cual en ocasiones es conveniente utilizar un pequeño

número de pasos de tiempo, tomando en cuenta las acciones de control ante un brote

de una enfermedad en un periodo corto de tiempo.

Para los objetivos de este trabajo se considera el modelo SIR planteado en [6],

donde se introduce un tratamiento para obtener información importante sobre el

efecto de éste en el impacto de la enfermedad. Aśı el sistema es

Sk+1 = Sk(1− u)− β(Sk(1− u))Ik

Ik+1 = Ik + βSk(1− u)Ik − d2Ik

Rk+1 = Rk + uSk

(3.1)
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donde β es la tasa de transmisión, d2 es la tasa de muerte más la tasa de infección

y u es la proporción de la población que se le aplicará algún tipo de tratamiento.

Los valores de los parámetros β y d2 son elegidos con base a estimaciones basadas

en datos reales o con base a suposiciones [5].

Como se mencionó anteriormente, en los modelos de tiempo discreto el orden

de los acontecimientos es importante, para este modelo se tiene el siguiente orden:

1. En primer lugar ocurre la aplicación del tratamiento, lo que significa que una

proporción de personas susceptibles dada por uSk se mueve de esa clase a la

inmune Rk+1.

2. Luego se da la interacción de las personas susceptibles no inmunes con los infecta-

dos, es decir, el proceso de infección. Por lo que el término de infectividad está dado

por,

βSk(1− u)Ik

pues el resto de personas susceptibles, personas que no reciben tratamiento, está da-

do por Sk(1− u) después del movimiento de las personas susceptibles tratadas a

la clase inmune.

3.2. Modelo SIS

En este modelo la población se dividirá en dos grupos de personas, las que han

sido infectadas por la enfermedad y son infecciosas, y los que son susceptibles de ser

infectados por la enfermedad.

Los modelos SIS se usan para enfermedades donde no hay inmunidad, sino que

una vez que los infectados se recuperan pasan a ser de nuevo susceptibles. Por lo

tanto, la progresión de la enfermedad desde el punto de vista de un individuo es
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susceptible-infectado-susceptible. Este modelo es muy útil para la mayor parte de

las enfermedades de transmisión sexual.

Para este trabajo se considerará el modelo SIS siguiente:

Sk+1 = γGkSk + γ(1− στ)Ik

Ik+1 = γ(1−Gk)Sk + γστIk

(3.2)

donde,

Gk = exp

(
−αIk

Nk

)

es la probabilidad se seguir siendo susceptible del tiempo k a k + 1 y α es una

constante que pondera el papel de la prevalencia de
Ik

Nk

en la transmisión de la en-

fermedad en el momento k, Ik son los infectados en el tiempo k y Nk es la población

total en el tiempo k.

Este modelo es una variante del modelo planteado en [12], donde además se ha

considerado la aplicación de un tratamiento.

Bajo la suposición de que la población es constante Nk = Sk + Ik en cada mo-

mento k, es decir, no se considera la dinámica demográfica de la población. Por lo

tanto, el cambio en el grupo de personas infectadas siempre es igual al cambio en el

grupo de susceptibles.

Si γ es la probabilidad de sobrevivir a la enfermedad entonces γGkSk es el

grupo de personas que siguen siendo susceptibles en k + 1 y γ(1 − Gk)Sk es la

cantidad de personas que dejan de ser susceptibles y pasan a pertenecer al grupo de

infectados.
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Si (1−σ) es la probabilidad de recuperación natural (sin tratamiento) y (1−τ)

es la probabilidad de recuperación con tratamiento efectivo entonces γστIk es el

grupo de personas que siguen siendo infectados en el tiempo k + 1, γ(1− σ)Ik son

los infectados que pasan a ser susceptibles por recuperación natural y γ(1− τ)σIk

es la cantidad de personas que no se recuperó naturalmente pero śı se recuperaron

por la aplicación del tratamiento, aśı los infectados que pasan a ser susceptibles en

k + 1 está dado por

γ(1− σ)Ik + γ(1− τ)σIk = γ(1− στ)Ik

Estos dos modelos describen la dinámica de propagación de la enfermedad en

una población dada, para los objetivos de este proyecto interesa la propagación de

enfermedades en varias poblaciones que interactúen por medio de los procesos de

emigración e inmigración. Aśı que se estudiarán otros modelos que consideren pobla-

ciones con varios parches.

3.3. Modelos Metapoblacionales

El estudio de la dinámica de metapoblaciones es relativamente reciente en

el campo de la bioloǵıa matemática, aunque han sido ampliamente utilizados en

ecoloǵıa. En [12, 27, 28] realizan un estudio interesante sobre la dinámica de la

propagación de enfermedades en metapoblaciones para modelos en tiempo discreto.

La ubicación espacial de las poblaciones es un elemento clave en el entendimien-

to de la dinámica de la propagación de una efermedad, debido a los patrones actuales

de desplazamiento entre páıses, ciudades, pueblos. Dado que los seres humanos se

desplazan de manera casi incontrolable, el hecho de conocer la influencia de estos

flujos migratorios en la propagación de una enfermedad puede permitir aplicar algún

tipo de control en la dispersión y aśı minimizar el impacto de la enfermedad. Por
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lo tanto, es bueno tomar en cuenta en los sistemas que modelan enfermedades el

comportamiento de dos o más poblaciones que se caracterizan por la conectividad y

movilidad mutua.

El concepto de metapoblación fue propuesto por [29] para referirse a una población

de la misma especie, fragmentada y en la que las subpoblaciones que ocupan los dis-

tintos fragmentos, llamados también parches, interactúan a través del intercambio

de individuos por los eventos de emigración e inmigración (dispersión). La dispersión

se basa en el supuesto de que todos los parches tienen libre intercambio de personas

y la inmigración y la emigración dependen sólo del tamaño de la población local,

pero no de la distancia entre los parches, su área u otros aspectos [30].

Una metapoblación es una población con varias poblaciones locales, es decir,

un sistema de poblaciones locales conectados por los individuos en dispersión. Las

metapoblaciones se producen de forma natural o por la actividad humana como

consecuencia de la pérdida y fragmentación del hábitat [30] o por las necesidades

del ser humano, por lo general los individuos se agrupan en las zonas más favorables.

Comprender las caracteŕısticas de la propagación de una enfermedad en sub-

poblaciones, cada una con su propia dinámica, pero conectadas por el movimiento

de personas entre śı es de gran importancia para la salud pública. El desarrollo de las

epidemias dentro de los parches se ve afectado por el movimiento de personas entre

ellos, y el contagio que se produce entre las subpoblaciones depende del desarrollo

de la epidemia en la subpoblación a la que el migrante llegó [28].

En varios de los objetivos de este proyecto se trabaja con modelos metapobla-

cionales, por ser una primera investigación se considera el caso de dos poblaciones
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acopladas, por ejemplo, x e y. La dinámica de la enfermedad de cada parche se

describe con ecuaciones de tiempo discreto, la captura de los procesos de infección

y la migración en cada unidad de tiempo (d́ıas). Se utiliza un modelo SIR que

forma parte de la propuesta del proyecto y un modelo SIS que es una variante al

modelo presentado en [12]. En ambos casos se supone que el sistema no permite la

introducción de individuos fuera de los parches definidos y que dentro de ellos los

individuos son homogéneamente mezclados. Además, se asume que la enfermedad

evoluciona lo suficientemente rápido como para ignorar los efectos demográficos. La

atención se centrará en la propagación de la enfermedad entre las poblaciones sólo

para los primeros d́ıas después que un brote aparece en uno de los parches.

3.3.1. Modelos que incluyen el parche de residencia

Los modelos metapoblacionales multi-parches describen el intercambio de indi-

viduos, sin perder de vista el parche en el que un individuo reside, aśı como el parche

en que una persona está en un determinado tiempo [31].

Para los objetivos de este trabajo se plantea el siguiente modelo multi-parches,

clasificado dentro del esquema SIR, que describe la dinámica de la enfermedad en

cada parche. Las siguientes ecuaciones capturan la dinámica en cada paso del tiem-

po para el parche x, para el parche y las ecuaciones son similares y se obtienen

intercambiando x y y. Siguiendo las ideas sobre los patrones de mezcla presentados
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en [11], se formula el modelo de tiempo discreto:

Sxx
k+1 = (1− ρxy

S )(Sxx
k − βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k )) + τ yx
S (Sxy

k − βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k ))

Sxy
k+1 = (1− τ yx

S )(Sxy
k − βSxy

k (Ixy
k + Iyy

k )) + ρxy
S (Sxx

k − βSxx
k (Ixx

k + Iyx
k ))

Ixx
k+1 = (1− ρxy

I )(Ixx
k + βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k )− dIxx
k ) + τ yx

I (Ixy
k + βSxy

k (Ixy
k + Iyy

k )− dIxy
k )

Ixy
k+1 = (1− τ yx

I )(Ixy
k + βSxy

k (Ixy
k + Iyy

k )− dIxy
k ) + ρxy

I (Ixx
k + βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k )− dIxx
k )

(3.3)

Estas ecuaciones representan el proceso de infección y la subsiguiente migración

en cada paso del tiempo, para x, y = 1, 2, x 6= y. Es decir, se supone que el proceso

de infección ocurre primero y luego la dispersión entre los individuos de los parches.

El tiempo se mide en unidades discretas de 1 d́ıa.

Axy
k representa el número de individuos que pertenece a la clase A, con A ∈

{S, I}, y al grupo x pero que se encuentra actualmente localizados en el momento k

en el grupo y. Es decir, el primer número del supeŕındice es el parche al que perten-

cen y el segundo es el parche donde se encuentran en el tiempo k. A veces, el flujo

de personas de un parche a otro puede no ser simétrico y seŕıa conveniente hacer un

seguimiento de la cantidad de individuos de una población que se encuentran en un

parche diferente. Por lo tanto, ρxy
A es la tasa de emigración del parche x al parche y,

es decir, la tasa a la cual los individuos de la clase A se trasladan del grupo x al y.

τ yx
A es la tasa de inmigración de y a x, es decir, la tasa a la cual los individuos de la

clase A dejan el grupo y para ir al grupo x. β corresponde a la tasa de transmisión de

la enfermedad y d la tasa de eliminación natural más la tasa de recuperación natural.

Se analizará con detalle una de las ecuaciones de susceptibles y una de los infec-

tados para un mejor entendimiento del lector. El número de individuos susceptibles
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de x que están en x en el instante k + 1, Sxx
k+1, está dado por

Sxx
k − βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k ) + τ yx
S (Sxy

k − βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k ))− ρxy

S (Sxx
k − βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k ))

a los susceptibles de x que están en x en el instante k les restamos los que pasaron

a ser infectados, aśı el término de infectividad es βSxx
k (Ixx

k + Iyx
k ). Los susceptibles

de x que están en x interactúan con todos los infectados que esten en x no importa

si pertenecen a x o a y, de ah́ı el producto Sxx
k (Ixx

k + Iyx
k ). Además de restar los

que pasan a ser infectados, se debe de sumar los susceptibles que sobrevivieron al

proceso de infección en y y llegan a x, término τ yx
S (Sxy

k − βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k )). De la

misma forma restamos los susceptibles que sobrevivieron al proceso de infección en

x y se van para y, término ρxy
S (Sxx

k − βSxx
k (Ixx

k + Iyx
k )). Si se simplifica se tiene la

ecuación

Sxx
k+1 = (1− ρxy

S )(Sxx
k − βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k )) + τ yx
S (Sxy

k − βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k ))

El número de individuos infectados de x que están en y en el instante k + 1,

Ixy
k+1, está dado por

Ixy
k + βSxy

k (Ixy
k + Iyy

k )− τ yx
I (Ixy

k + βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k )− dIxy

k )+

ρxy
I (Ixx

k + βSxx
k (Ixx

k + Iyx
k )− dIxx

k )− dIxy
k

a los infectados de x que están en y en el instante k les sumamos los nuevos infec-

tados infectados, βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k ). Los susceptibles de x que están en y interactúan

con todos los infectados que esten en y, es decir, Ixy
k y Iyy

k . Se deben restar los

individuos infectados de x que están en y, no murieron y regresan a x, término

τ yx
I (Ixy

k + βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k )− dIxy

k ). Luego, sumar los infectados de x que estaban x,

no murieron y se van para y, término ρxy
I (Ixx

k + βSxx
k (Ixx

k + Iyx
k ). Por último, restar

los infectados de x que estaban en y y se recuperaron o murieron, término dIxy
k .

Simplificando se tiene
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Ixy
k+1 = (1− τ yx

I )(Ixy
k + βSxy

k (Ixy
k + Iyy

k )− dIxy
k ) + ρxy

I (Ixx
k + βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k )− dIxx
k )

Aśı en cada instante k del tiempo se tienen 8 subgrupos para los susceptibles e

infectados, ver figura 3–2.

S
xx

S
yx

I
xx

I
yx

S
yy

S
xy

I
yy

I
xy

Parche x Parche y

k k

k k

k k

k k

Figura 3–2: Subgrupos de cada parche en el instante k

El intercambio de individuos susceptibles se da de la siguiente forma: los sus-

ceptibles que están x y se trasladan hacia y salen de los subgrupos Sxx y Syx y llegan

a los subgrupos Sxy y Syy, respectivamente, ver figura 3–3. Ese flujo de personas se

mide con los parámetros ρxy
S y τxy

S . Similarmente, los susceptibles que están y y se

trasladan hacia x salen de los subgrupos Syy y Sxy y llegan a los subgrupos Syx y

Sxx, respectivamente, ver figura 3–4. Ese flujo de personas se mide con los paráme-

tros ρyx
S y τ yx

S . Por lo tanto, las tasas de emigración para los parches x y y son ρxy
S

y ρyx
S . Y las tasas de inmigración para los parches x y y son τ yx

S y τxy
S . Un proceso

similar ocurre para los individuos infectados, que se mide con los parámetros: ρxy
I ,

ρyx
I , τ yx

I y τxy
I .

Es importante tener en cuenta que las variaciones en la población de cada

parche pueden causar cambios en la tasa de contacto. Sin embargo, se supone que

cada parche tiene un gran número de personas y que el intercambio de personas

entre los parches se hace sólo en una pequeña cantidad de individuos comparados

con la población total. Por lo tanto, se ignoran las fluctuaciones de β.
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Figura 3–3: Traslación de susceptibles del parche x al parche y
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Figura 3–4: Traslación de susceptibles del parche y al parche x

3.3.2. Modelo SIS metapoblacional

El segundo modelo considerado es una ligera variante del modelo de SIS para dos

parches acoplados, originalmente presentado y analizado en [12]. Se denota con x el

parche, aśı x ∈ {1, 2}. Sea Sx
k el grupo de susceptibles y Ix

k el grupo de infectados en

el tiempo k y del parche x. En el parche x las personas sobreviven con probabilidad

γx, mientras que los infectados se recuperan naturalmente con probabilidad (1−σx).

Los susceptibles empiezan a ser infectados con probabilidad 1 − Gx
k. Supongamos

que una fracción 1 − τx de los individuos infectados que no se recuperó de forma

natural es tratada y vuelve a la clase susceptible. En primer lugar, las ecuaciones
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que describen la dinámica de la enfermedad dentro de cada parche están dadas por:

S̃x
k = γxGx

kS
x
k + γx(1− σxτx)Ix

k

Ĩx
k = γx(1−Gx

k)S
x
k + γxσxτxIx

k
(3.4)

Este modelo fue explicado con detalle en la sección 3.2. Ecuaciones similares se

obtienen para el parche y sustituyendo la x por y. Ahora, se considera la dispersión

de individuos entre los parches: DS y DI son las fracciones de individuos susceptibles

e infectados de cada población que se intercambian en cada paso del tiempo, se le

asignan supeŕındices para distinguir las fracciones asociadas a cada parche. Aśı el

sistema SIS para una metapoblación con dos parches se define

Sx
k+1 = (1−Dx

S)S̃x
k + Dy

SS̃y
k

Ix
k+1 = (1−Dx

I )Ĩx
k + Dy

I Ĩ
y
k

Sy
k+1 = Dx

SS̃x
k + (1−Dy

S)S̃y
k

Iy
k+1 = Dx

I Ĩ
x
k + (1−Dy

I )Ĩ
y
k

(3.5)

S̃x
k y Ĩx

k representa la dinámica local de cada parche descrita por el sistema

(3.4).

Una vez estudiados los modelos a utilizar en esta investigación (3.1), (3.3) y

(3.5), examinaremos con detalle qué parámetros son controlables en cada uno de

ellos para definir los problemas de control óptimo que se quieren resolver.



Caṕıtulo 4

CONTROL ÓPTIMO DE LA PROPAGACIÓN

DE UNA ENFERMEDAD

En los problemas de control óptimo, la idea es ajustar los controles en un sis-

tema dinámico para alcanzar un objetivo espećıfico. El sistema puede tener una

variedad de tipos de ecuaciones tales como ecuaciones diferenciales ordinarias, ecua-

ciones diferenciales parciales o ecuaciones en diferencias. Como se ha mencionado

anteriormente, en este trabajo se considerarán sólo los sistemas de ecuaciones que

son discretos en el tiempo, aśı que se trabaja con ecuaciones en diferencias.

La idea de control puede ser entendida como el proceso mediante el cual se

ejerce influencia sobre el comportamiento de un sistema dinámico, controlando uno

o varios parámetros, para alcanzar un objetivo previamente fijado. Ahora bien, si

además se desea hallar el control que minimice o maximice un funcional de costo

asociado al sistema, entonces este es un problema de control óptimo.

Una parte importante de cualquier problema de control es el proceso de modelar

el sistema dinámico. El objetivo es llegar a una descripción matemática que sea bas-

tante simple para poder trabajarlo, pero lo suficientemente realista para que tenga

sentido y sea útil. Los modelos de los sistemas para los propósitos de este trabajo

se limitan a los sistemas de propagación de enfermedades estudiados en el caṕıtulo 3.

43
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Los modelos matemáticos epidemiológicos han sido ampliamente utilizados para

evaluar la eficacia de diferentes estrategias de intervención, para estimar el esfuerzo

necesario para controlar o eliminar una enfermedad de la población; algunos ejem-

plos se pueden encontrar en [1, 27, 32]. Aunque sigue siendo complicado para los

encargados de la salud pública determinar la combinación óptima de estrategias de

intervención, que permitan controlar el brote de una enfermedad en poblaciones

acopladas y con recursos limitados.

La forma común de resolver los problemas de control óptimo es el enfoque teóri-

co, la teoŕıa de control óptimo ha sido desarrollada desde principios de los años 50

por un equipo de matemáticos rusos dirigidos por Pontryagin. A continuación se

menciona muy brevemente este enfoque para dar una idea general.

4.1. Teoŕıa de control óptimo

La teoŕıa de control óptimo estudia las condiciones necesarias y suficientes para

la existencia y unicidad del control óptimo, aśı como también del desarrollo de

metodoloǵıas para su determinación y cálculo.

Consideremos el sistema en tiempo discreto definido por:

xj,k+1 = gj

(
x(1,k), ..., x(n,k), u(1,k), ..., u(m,k), k

)
(4.1)

donde x denota los estados y u el control, con

xj =
(
x(j,0), x(j,1), ..., x(j,T )

)

Para k = 0, 1, 2, ..., T − 1 y j = 1, 2, ..., n; k es el ı́ndice de los pasos en el tiempo y

j es el ı́ndice para los estados. Hay m controles, n estados y T pasos de tiempo. El

problema de control óptimo que se quiere resolver es el siguiente:
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Encontrar la sucesión de control u∗

(m,k) que minimiza el funcional

J(u) = φ
(
x(1,T ), ..., x(n,T )

)
+

T−1∑

k=0

f
(
x(1,k), ..., x(n,k), u(1,k), ..., u(m,k), k

)
(4.2)

sujeto al sistema (4.1). El término φ
(
x(1,T ), ..., x(n,T )

)
, es el costo asociado al

estado final [33].

Las condiciones necesarias que un control óptimo y el correspondiente estado

deben satisfacer se pueden derivar con una generalización del Principio del Máximo

de Pontryagin [6]. El Principio del Máximo de Pontryagin, presentado por primera

vez en [34], proporciona las condiciones necesarias para poder obtener una ley de

control óptimo en forma local y global bajo ciertas restricciones para un problema

espećıfico.

La idea clave es la introducción de una función adjunta para vincular el sistema

asociado con el funcional objetivo, resultando la creación de la función llamada

Hamiltoniana. Este principio convierte el problema de encontrar el control que opti-

miza el funcional objetivo, sujeto al sistema de ecuaciones con condición inicial, en

encontrar el control para optimizar la función Hamiltoniana, siempre con respecto

al control.

Según [6] el hamiltoniano que vincula el sistema (4.1) y el funcional (4.2) en

cada paso del tiempo k está dado por

Hk = f(x(1,k), ..., x(n,k), u(1,k), .., u(m,k), k)+

n∑

j=0

λ(j,k+1)gj(x(1,k), ..., x(n,k), u(1,k), ..., u(m,k), k)

donde λ(j,k+1) es una variable adjunta para cada variable de estado.

La condición necesaria de los estados es que el hamiltoniano se maximice en

cada paso con respecto al control u(m, k) para hallar el control óptimo u∗(m, k).
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Las ecuaciones adjuntas y las correspondientes condiciones de tiempo final también

se dan. Si no se tiene ninguna limitación para el control, en [6] se muestra que las

condiciones necesarias para la posible óptimalidad son

λ(j,k) =
∂Hk

∂x(j,k)

λ(j,T ) =
∂φ

∂x(j,T )

(x(1,T ), ..., x(n,T ))

∂Hk

∂u(i,k)

= 0 para (u∗

1,k), ..., u
∗

(m,k)) (4.3)

Para k = 0, 1, 2, ..., T − 1, j = 1, 2, .., n y i = 0, 1, 2, .., m.

Si los controles son restringidos, lo cual suele suceder en muchos de los proble-

mas biológicos, supóngase que a ≤ u(m,k) ≤ b para cada k, entonces estos ĺımites

necesitan aplicarse después de resolver la ecuación de optimalidad (4.3) para cada

componente del control en cada paso del tiempo.

Este enfoque teórico resulta ser complicado si hay un número elevado de paráme-

tros sobre los cuales se quiere ejercer control en el modelo, muchos de los problemas

de control óptimo no se pueden resolver anaĺıticamente. De ah́ı la ventaja de uti-

lizar otras técnicas que usen métodos numéricos para al menos, obtener respuestas

aproximadas en poco tiempo. Por lo tanto, se decidió abordar el problema mediante

la utilización de simulaciones numéricas para aproximar las soluciones óptimas por

medio de la técnica de optimización SA.

4.2. Variables de control en los modelos de propagación de

enfermedades

El control de una enfermedad infecciosa se hace mediante la intervención di-

recta o mediante la reducción de la susceptibilidad de una población. Realizando
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un análisis detallado de los modelos mencionados en el caṕıtulo 3, se puede ejercer

control sobre varios parámetros que representen la aplicación de estrategias para un

control óptimo de la enfermedad.

Se consideraron tres estrategias de intervención para el control de una enfer-

medad, representadas en los modelos mediante las variables de control:

1. Aplicar tratamiento: sea un programa de vacunación o la aplicación de un deter-

minado fármaco. Si hay recursos suficientes todas las personas infectadas pueden

ser tratadas, de lo contrario, el tratamiento es asignado con el fin de reducir al

mı́nimo el total de infectados [35]. La inmunización permanente o temporal, por

medio de algún tratamiento, ha sido muy utilizada como estrategia para contro-

lar la propagación de una enfermedad. Por ejemplo, la viruela ha sido erradicada

gracias a una exitosa campaña de vacunación en todo el mundo [22].

2. En ausencia de un tratamiento o vacuna, el aislamiento de los individuos diagnosti-

cados, al cual se le llamará distanciamiento social, y la cuarentena de las personas

expuestas a la enfermedad se pueden utilizar para controlar la propagación de la

enfermedad. Restricciones de las actividades sociales, por ejemplo, la cancelación

de eventos públicos masivos (conciertos, eventos deportivos, cine, obras de teatro,

festivales), el cierre temporal de instalaciones de recreación (restaurantes, piscinas,

clubes sociales, gimnasios), cierre de oficinas, escuelas y sistemas de transporte

público, según [4] son medidas potencialmente eficaces. En el distanciamiento so-

cial la persona enferma se separa de las personas que no están enfermas, ésta puede

ser atendida en un centro médico o en su hogar. Si una persona fue expuesta a una

enfermedad contagiosa, aún puede ser infecciosa y transmitir la enfermedad a otras

personas, por lo que una medida a tomar es la cuarentena donde también se le se-

para de los demás aunque la persona no ha sido diagnosticada como enferma. En
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[1] se muestra que el tamaño y la duración de un brote puede ser influenciado

por la aplicación oportuna de un programa de aislamiento social, cuando ésta se

aplica a la brevedad. En esta misma investigación se realizó una comparación del

impacto de la cuarentena y el impacto del distanciamiento social de las personas

diagnosticadas con la enfermedad, revelando que ésta última es notablemente más

beneficiosa que la cuarentena siempre y cuando el programa se aplique rápida-

mente. Sin embargo, si el aislamiento se retrasa, entonces la cuarentena se vuelve

igualmente, o más efectiva que el aislamiento. Para efectos de esta investigación

se considerará el distanciamiento social, dado que se trabaja en la aplicación de

estrategias de control en un corto periodo de tiempo.

3. Restricciones sobre la dispersión: la imposición de controles sobre los parámetros

que regulan el flujo migratorio entre los parches de una metapoblación, limitando

la tasa de dispersión de individuos infectados, lo que seŕıa equivalente a controles

de frontera entre los parches [35]. Aunque tal vez en la realidad no sea posible

restringir en su totalidad el flujo de personas infectadas entre los parches, si es

posible aplicar algún tipo de restricción. Para enfrentar el impacto de la disper-

sión en el desarrollo de la enfermedad se establece mayor vigilancia en los puestos

fronterizos para la detección de individuos infectados, medidas de vigilancia tales

como inspección visual, cuestionarios, medición de la temperatura (utilizando ar-

cos térmicos), imágenes térmicas [2], pruebas de laboratorio rápidas, entre otros

métodos de inspección pueden ser adoptados.

La aplicación de cualquiera de estas medidas tiene un costo económico debido a

su impacto significativo en el desarrollo de la enfermedad en la población. Por ejem-

plo, la detención de entrada y/o salida de viajeros en las fronteras internacionales

puede incurrir en gastos considerables. Aunque en [32] demuestran que el costo de

aplicar restricciones en los viajes áereos son mı́nimos en comparación con los benefi-

ciones que puede tener en el control de la enfermedad. Cualquier medida por sencilla
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que sea, solo el hecho de organizarla implica gastos y el ponerla en práctica aún más.

A continuación se presentarán las variables de control que se definieron en cada

uno de los tres modelos con que se trabajó, los modelos del caṕıtulo 3, y los fun-

cionales asociados a dichos modelos.

4.3. Problemas de control óptimo sujeto a modelos de propagación de

enfermedades

Dados algunos sistemas que modelan la propagación de una enfermedad infec-

ciosa, la idea es estudiar los parámetros que son más influyentes de controlar y su

control tiene un impacto positivo en la propagación de la enfermedad. El objetivo es

minimizar el número de individuos infectados y el costo de aplicar esas medidas de

control, por lo que también se debe define el funcional objetivo para cada problema.

4.3.1. Modelo SIR para una población

Si se considera el sistema (3.1) se puede tomar como variable de control u, la

proporción de la población que se le aplicará algún tipo de tratamiento como se hace

en [6]. Aśı se tiene el siguiente sistema:

Sk+1 = Sk(1− uk)− β(Sk(1− uk))Ik

Ik+1 = Ik + βSk(1− uk)Ik − d2Ik

Rk+1 = Rk + ukSk

(4.4)

Donde k = 1, 2, ..., T − 1, la interpretación de las demás constantes es igual

que en (3.1). Una de las poĺıticas de salud pública más importante y práctica es

la del diseño de programas de vacunación [36], aśı se supone que uk representa la

proporción de la población que se va a vacunar en el instante k con la restricción
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0 ≤ uk ≤ 1− d y 0 ≤ d ≤ 1.

Como se menciona en [36] el objetivo de una vacuna, además de proporcionar

inmunidad a la persona que la recibe, es proteger a la población ya sea previniendo

brotes epidémicos o erradicando la enfermedad, es decir, disminuyendo o eliminan-

do la población de infectados. Lo que se desea es determinar qué proporción de

la población debe ser vacunada en cada instante del tiempo k con el propósito de

minimizar el total de personas infectadas en un número dado de d́ıas, pero además

minimizar el costo de aplicar el programa de vacunación.

Todo programa de vacunación tiene costos asociados, por ejemplo: materia pri-

ma, divulgación, equipo y personal para su aplicación, entre otros. Aśı el funcional

definido en [6] para el problema de control óptimo sujeto al sistema (4.4) está dado

por
T−1∑

k=1

(Ik + Bu2
k + B1uk) + IT (4.5)

donde T es el tiempo final. Las constantes B y B1 son los coeficientes de costos

de la aplicación del control uk. Si se analiza bien este funcional, se puede observar

que el objetivo es minimizar el número de personas infectadas durante los pasos de

tiempo de k = 1 a T − 1 y en el momento final, IT . También se minimiza el costo

de administrar el control en este caso la vacunación, se consideran dos costos: lineal

y cuadrático.

4.3.2. Modelo SIR metapoblacional

Si se considera el modelo multiparche (3.3), se puede definir como variables de

control las tasas de emigración e inmigración de personas infectadas entre los dos

parches, descritas por los parámetros ρI y τI . Los vectores ρxy
I =

(
ρxy

I0
, ρxy

I1
, ..., ρxy

IT−1

)

y τxy
I =

(
τxy
I0

, τxy
I1

, ..., τxy
IT−1

)
realizan un seguimiento en el tiempo del movimiento de
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individuos infectados permitido entre los parches. Aśı, se puede aplicar algún tipo

de restricción en el flujo migratorio de individuos infectados entre los parches con

el propósito de disminuir su impacto negativo en la propagación de la enfermedad.

Luego, el sistema para el problema de control óptimo está dado por

Sxx
k+1 = (1− ρxy

S )(Sxx
k − βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k )) + τ yx
S (Sxy

k − βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k ))

Sxy
k+1 = (1− τ yx

S )(Sxy
k − βSxy

k (Ixy
k + Iyy

k )) + ρxy
S (Sxx

k − βSxx
k (Ixx

k + Iyx
k ))

Ixx
k+1 = (1− ρxy

Ik
)(Ixx

k + βSxx
k (Ixx

k + Iyx
k )− dIxx

k ) + τ yx
Ik

(Ixy
k + βSxy

k (Ixy
k + Iyy

k )− dIxy
k )

Ixy
k+1 = (1− τ yx

Ik
)(Ixy

k + βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k )− dIxy

k ) + ρxy
Ik

(Ixx
k + βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k )− dIxx
k )

(4.6)

Es importante observar en el modelo 4.6 que sólo se desea ejercer control sobre

las tasas de emigración e inmigración de personas infectadas, no aśı en las tasas de

personas susceptibles que seguirán siendo parámetros fijos. Tampoco se considera

ninguna otra estrategia de control.

Para analizar el impacto de ejercer algún tipo de control sobre el flujo de per-

sonas infectadas, en la figura 4–1 se muestra el número total de personas infectadas a

lo largo de 30 d́ıas en los dos parches x y y, variando ρxy
I (igual a τxy

I ) en el intervalo

de [0, ρxy
S ]. Para este ejemplo se supone que el parche y está inicialmente libre de la

enfermedad y que se está interesado en ejercer control en el flujo de personas infec-

tadas hacia este parche. Se simularon tres casos, mostrados en las gráficas a), b) y

c) de la figura 4–1 para tres valores distintos de Ixx
0 . Para los demás valores iniciales

se tomó Sxx
1 = Syy

1 = 1500 y Sxy
1 = Syx

1 = 0 y = 1000. Los valores para los paráme-

tros se eligieron a partir de estimaciones t́ıpicas en el brotes de influenza utilizados

en [25], β = 10−3/d́ıa, d = 0.44/d́ıa. Los valores para las fracciones de individuos

que se mueven entre los parches se eligieron en un rango estimado para parches
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con alta conectividad para la gripe porcina τxy
S = ρxy

S = 0.03, τ yx
S = ρyx

S = 0.02 y

τ yx
I = ρyx

I = 0.02 tomados de [37].
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Figura 4–1: Impacto en el número total de infectados al variar ρxy
I para Iyy

1 = 0 con
a) Ixx

1 = 1, b) Ixx
1 = 10 y c) Ixx

1 = 100

En las tres gráficas de la figura 4–1 se puede observar una onda re-emergente

en el número total de personas infectadas, causada por la aplicación de restricciones

(reducción) en el flujo de las personas infectadas del parche x al parche y, el parche

y está inicialmente libre de la enfermedad. Por lo tanto, disminuir el control sobre el

flujo de personas infectadas hacia el grupo y provoca una aparente fusión de los dos

máximos, como seŕıa de esperar. Esto se interpreta como un pequeño pero impor-

tante retraso en la propagación de la enfermedad, como otros estudios lo reflejan [32].

Ahora bien, la acción de detener el flujo de inmigrantes o emigrantes enfermos

tiene un costo económico. El objetivo siempre es disminuir el total de individuos

infectados en las dos poblaciones, y en este caso, también disminuir el costo de

aplicar restricciones en el flujo de personas infectadas entre los dos parches. Aśı el

funcional objetivo está dado por

∑

x,y

(
T−1∑

k=1

(
B1

(
Îx
k

)2

+ B2

(
τ yx
Ik
− τ yx

S

)2
+ B3

(
ρxy

Ik
− ρxy

S

)2
)

+
(
Îx
T

)2
)

(4.7)
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con Îx
k =

Ixx
k + Iyx

Nx
k

, que representa la prevalencia de infectados en el grupo x en el

momento k.

Nx
k es la población total de infectados y susceptibles, del parche x en el instante

k. B1 representa el costo de un infectado, en el funcional se trabaja con la proporción

de individuos infectados dado que los controles sobre la dispersión son proporciones.

Si se hace B1 = 1 entonces B2 y B3 son los costos relativos, con respecto a los costos

generados por cada persona infectada, de aplicar restricciones en los flujos migrato-

rios de personas infectadas. Espećıficamente, B2 es el costo de aplicar restricciones

en el flujo de personas que retornan al parche x y B3 es el costo de aplicar restric-

ciones en el flujo de personas que dejan el parche x.

Si se aplica algún tipo de restricción sobre el flujo de infectados el valor de τ yx
Ik

y ρxy
Ik

disminuye pero el costo debe aumentar. Es decir, el costo de aplicar restric-

ciones en la dispersión es inversamente proporcional a la proporción de individuos

infectados que se dejan pasar de un parche a otro. Para modelar esta situación se

usó
(
τ yx
Ik
− τ yx

S

)2
y
(
ρxy

Ik
− ρxy

S

)2

ambos decrecientes en los intervalos [0, τ yx
S ] y [0, ρxy

S ], respectivamente, cuando 0 ≤

τ yx
S ≤ 1 y 0 ≤ ρxy

S ≤ 1. τ yx
S y ρxy

S corresponden a los valores máximos que τ yx
Ik

y ρxy
Ik

pueden tomar, respectivamente.

En este modelo se ha considerado solamente como medida de control las res-

tricciones en el flujo de personas infectadas. Sin embargo, estudios demuestran que

si esta estrategia no se combina con otras medidas la gravedad de la epidemia local

puede aumentar [32]. Es aśı como se considera otro modelo donde se combinan varias
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estrategias de control.

4.3.3. Modelo SIS metapoblacional

Para el modelo (3.5) se consideraron varias variables de control. De la misma

forma que el sistema anterior se puede controlar la dispersión de personas infectadas

entre las dos poblaciones, directamente capturado por los parámetros Dx
I y Dy

I . Se

puede tomar como variable de control τx, donde 1 − τx es la proporción de la

población que se le aplicará algún tipo de tratamiento en el parche x. El impacto de

las medidas de intervención directa, como el distanciamiento social produce cambios

en el valor de β. Más precisamente, se define βx = (1− fx)β como el parámetro de

transmisión dentro del grupo x después de que las estrategias de intervención se han

aplicadas para reducir la transmisión, que se mide por el parámetro fx. Después de

la introducción de estos controles, las ecuaciones para cada parche son

Sx
k+1 = (1−Dx

S)S̃x
k + Dy

SS̃y
k

Ix
k+1 = (1−Dx

Ik
)Ĩx

k + Dy
Ik

Ĩy
k

Sy
k+1 = Dx

SS̃x
k + (1−Dy

S)S̃y
k

Iy
k+1 = Dx

Ik
Ĩx
k + (1−Dy

Ik
)Ĩy

k

(4.8)

donde la dinámica local de cada parche estaŕıa dada por el sistema

S̃x
k = γxGx

kS
x
k + γx(1− σxτx

k )Ix
k

Ĩx
k = γx(1−Gx

k)S
x
k + γxσxτx

k Ix
k

(4.9)

y

Gx
k = exp

(
−β(1− fx

k )Ik

Nk

)

las constantes tienen la misma interpretación que en el modelo 3.4.

De igual forma que en los dos modelos anteriores, interesa minimizar la cantidad

de infectados y el costo de aplicar las medidas de control, en este caso tres: dispersión,
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tratamiento y distanciamiento social. Si a cada medida se le asigna un costo, el

funcional objetivo queda definido de la siguiente forma

∑

x,y

(
T−1∑

k=1

(
B1

(
Îx
k

)2

+ B2 (fx
k )2 + B3 (1− τx

k )2 + B4

(
Dx

Ik
−Dx

S

)2
)

+
(
Îx
T

)2
)

(4.10)

con Îx
k =

Ix
k

Nx
k

que representa la prevalencia de la enfermedad en el parche x.

En el funcional 4.10 las constantes Bi representan los costos relativos de las

medidas de control. B1 representa el costo de un infectado, B2 es el costo relati-

vo correspondiente a la aplicación de distanciamiento social, B3 el costo de aplicar

algún tipo de tratamiento y B4 el costo de aplicar control sobre la dispersión de

infectados. Si se hace B1 = 1 entonces B2, B3 y B4 son los costos relativos con

respecto a los costos generados por cada persona infectada. Se asumirá B2 = 10B3

[7], las simulaciones se llevarán acabo bajo el supuesto de que los costos asociados

al distanciamiento social son más altos que los asociados al tratamiento.

La relación entre la proporción de personas a las que se le aplica tratamiento y el

costo de hacerlo, aśı como la relación entre las personas a las que se le aplica distan-

ciamiento social y el costo de tomar esta medida son directamente proporcionales,

a mayor proporción se tiene un mayor costo. No sucede esto con la proporción de

individuos infectados que pasan de un parche a otro, entre menor sea la proporción,

dado que se aplica algún tipo de restricción, entonces mayor debe ser el costo. Por

esta razón el término en el funcional correspondiente a la aplicación de restricciones

sobre la dispersión de individuos infectados está dado por

(
Dx

Ik
−Dx

S

)2
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que es decreciente en el intervalo [0, Dx
S] con 0 ≤ Dx

S ≤ 1, Dx
S es el mayor valor que

puede tomar Dx
Ik

con lo que nos aseguramos que el costo es cero cuando no se aplica

ningún tipo de restricción.

Definidos los modelos, las variables que se desean controlar en cada uno de los

modelos y el funcional de costo asociado a cada sistema; se pasó a resolver cada uno

de los problemas de control óptimo usando la técnica de optimización SA.



Caṕıtulo 5

ESTRATEGIAS DE CONTROL

Para encontrar la mejor combinación de estrategias de control ante el brote de

una enfermedad, en un periodo corto de tiempo, se aplicó el método de optimización

estocástica SA a los sistemas del caṕıtulo 4 que incluyen varias variables de control.

Para la implementación del algoritmo se eligió el software matemático MATLAB,

se desarrollaron varias simulaciones para diferentes escenarios que se asemejan a

diversas situaciones de la vida real. Con el fin de evaluar las condiciones para las

cuales el algoritmo alcanza su mejor desempeño, se realizaron muchos experimen-

tos con los que se logró determinar los parámetros que inciden significativamente

en éste y los valores para los cuales se da la convergencia en el menor tiempo posible.

Primero se aplicó la técnica para los modelos que describen la dinámica de una

enfermedad en una sola población, modelo (4.4), para verificar su funcionamiento y

convergencia. Luego se extendió a modelos metapoblacionales, modelos (4.6) y (4.8),

espećıficamente para una población con dos parches.

5.1. Implementación del SA para problemas de control óptimo sujeto a

modelos de propagación de enfermedades

Implementar el algoritmo de SA requirió tomar un conjunto de decisiones: el

espacio de estados, la definición de la estructura de la vecindad, el total de posibles

estados vecinos para una solución dada, el número de iteraciones para cada tem-

peratura, temperatura inicial, temperatura final y el mecanismo de enfriamiento. A

57
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continuación se explica la elección de dichas consideraciones para los problemas de

valor óptimo explicados en el caṕıtulo 4.

5.1.1. Espacio de estados

Los estados corresponden a las variables de control que se definieron en cada

uno de los problemas.

Problema 1: Proporción de la población que será vacunada, representada por el

parámetro uk.

Problema 2: Proporción de individuos infectados que se dejarán pasar de un parche

a otro, representada por los parámtros ρxy
Ik

, ρyx
Ik

, τxy
Ik

, τ yx
Ik

.

Problema 3: Proporción de la población que se le aplicará tratamiento médico,

proporción de la población que se le aplicará distanciamiento social y proporción

de individuos infectados que se dejarán pasar de un parche a otro. Representadas

por los parámetros 1− τx
k , 1− τ y

k , fx
k , f y

k , y Dx
Ik

, Dy
Ik

, respectivamente.

Aśı, dado un instante i se define el estado si como:

si =
(
c1
i1
, c1

i2
, ..., c1

ik
, c2

i1
, c2

i2
, ..., c2

ik
, ..., cn

i1
, cn

i2
, ..., cn

ik

)

siendo n el número de variables de control que incluye el problema y k el número de

d́ıas transcurridos. En este proyecto se trabajó con n ≤ 6, es decir, con un máximo

de tres variables de control. cp
im

es la proporción de la población que se le aplicará el

control p en el d́ıa m.

5.1.2. Estructura de la vecindad

Según la teoŕıa, el mecanismo de generación de un estado vecino debe permitir

pasar de una solución a otra, el procedimiento para elegir el vecino se explica a
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continuación.

Dada una solución si se obtiene la solución si+1 modificando, mediante el in-

cremento o disminución, a entradas del vector solución si de cualquiera de los n

controles. La elección de la variable a modificar será aleatoria, aśı como la decisión

de si se incrementa o disminuye su valor. Es decir, dada la solución

si =
(
c1
i1
, c1

i2
, ..., c1

ik
, c2

i1
, c2

i2
, ..., c2

ik
, ..., cn

i1
, cn

i2
, ..., cn

ik

)

el incremento o disminución depende del control que se vaya a modificar, aśı si uno

de los controles a modificar es p con p ∈ {1, ..., n}, se definió el cambio en el valor

de la variable como

∆c =
Valor máximo de cp − Valor mı́nimo de cp

100

la modificación puede hacerse en cualquiera de los k valores correspondientes al

control p. Luego los posibles vecinos para si cambiando el control p son

(
c1
i1
, c1

i2
, ..., c1

ik
, ..., cp

i1
+ ∆c, cp

i2
, ..., cp

ik
, ..., cn

i1
, cn

i2
, ..., cn

ik

)

(
c1
i1
, c1

i2
, ..., c1

ik
, ..., cp

i1
−∆c, cp

i2
, ..., cp

ik
, ..., cn

i1
, cn

i2
, ..., cn

ik

)

(
c1
i1
, c1

i2
, ..., c1

ik
, ..., cp

i1
, cp

i2
+ ∆c, ..., cp

ik
, ..., cn

i1
, cn

i2
, ..., cn

ik

)

(
c1
i1
, c1

i2
, ..., c1

ik
, ..., cp

i1
, cp

i2
−∆c, ..., cp

ik
, ..., cn

i0
, cn

i2
, ..., cn

ik

)

...

(
c1
i1
, c1

i2
, ..., c1

ik
, ..., cp

i1
, cp

i2
, ..., cp

ik
+ ∆c, ..., cn

i1
, cn

i2
, ..., cn

ik

)

(
c1
i1
, c1

i2
, ..., c1

ik
, ..., cp

i1
, cp

i2
, ..., cp

ik
−∆c, ..., cn

i1
, cn

i2
, ..., cn

ik

)

siempre y cuando cp
im

, con m ∈ {1, ..., k}, no sea ninguno de los valores extremos del

control. Si cp
im

es el valor mı́nimo que puede tomar el control entonces sólo se tiene la
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posibilidad de incremento, de la misma forma si cp
im

es el valor máximo entonces sólo

se tiene la posibilidad de disminuir su valor. Por lo tanto, el conjunto de soluciones

candidatas a ser si+1 serán los vectores resultantes después de modificar al azar a

entradas del vector si.

Para la implementación del algoritmo 2 interesa conocer cuántos posibles esta-

dos vecinos tiene si, a continuación se explicará la forma en que se hizo este cálculo.

Sea N la dimensión del vector si, convenientemente se dividirá N en dos grupos:

los puntos ĺımite, N0, que corresponden a las entradas del vector que toman el valor

máximo o mı́nimo del control correspondiente y el total de puntos interiores, N1, que

seŕıan las entradas que no son puntos ĺımites. Esto porque para los puntos ĺımites

solo se tiene una opción: el incremento o la disminución, pero para los puntos in-

teriores se tienen las dos opciones. Si se van a modificar al azar a entradas, éstas

pueden ser seleccionadas de cualquiera de los dos grupos N1, N0 o de ambos. Luego,

el total de posibles vecinos de si estaŕıa dado por


 N1

a




 N0

0


2a +


 N1

a− 1




 N0

1


2a−1 + ... +


 N1

0




 N0

a


20

El primer término corresponde al caso en que los a valores a cambiar son pun-

tos interiores, aśı se tienen



 N1

a



 formas distintas de elegir esos a valores, el 2a

corresponde a que para los a valores se tienen las dos opciones: incremento o dis-

minución; entonces se tienen


 N1

a




 N0

0


2a posibilidades para ser vecino de

si escogiendo para cambiar a entradas con valores interiores. Ahora, existe la posi-

bilidad de que alguna de las entradas escogidas para cambiar sea un valor extremo,

de ah́ı los demás términos. Por ejemplo,



 N1

a− 1







 N0

1



2a−1 seŕıan los posibles

vecinos al cambiar a entradas del vector donde una de las entradas tiene el valor
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máximo o mı́nimo del control, para la cual solo se tendŕıa una de las opciones de

incrementar o disminuir su valor. Aśı sucesivamente hasta llegar al caso de que las

a entradas a modificar corresponan a valores extremos de los controles donde se

tendŕıan



 N1

0







 N0

a



20 posibles vecinos para si. Considerando todas posibili-

dades para la elección de a entradas al azar y elegir al azar si se suma o resta ∆c,

con la restricción de los puntos ĺımite, se tiene que el total de posibles vecinos de si

está dado por
a∑

i=0


 N1

a− i




 N0

i


2a−i (5.1)

El valor de a es elegido experimentalmente para obtener una convergencia más rápi-

da.

La solución es elegida de forma completamente aleatoria, como se explicó ante-

riormente. Aśı el comportamiento del algoritmo es estocástico, la ejecución del mismo

problema dos veces no tiene porque dar el mismo resultado en las dos ocasiones pero

śı resultados muy similares, dado que teóricamente śı se da la convergencia.

5.1.3. Temperaturas

En la implementación de algoritmo 2 las temperaturas son parámentros elegi-

dos por el usuario que no dependen del problema pero deben ser ajustados para

cada problema en particular. Aśı la temperatura inicial y final fueron seleccionadas

experimentalmente para cada uno de los problemas tras muchas simulaciones, una

tarea que requirió de mucho tiempo sobre todo por ser una primera implementación.

Para la temperatura inicial se eligió T0 = 10 000 para el modelo SIR de una

sola población y T0 = 20 000 para los modelos SIR y SIS metapoblacionales.
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El parámetro de control temperatura desciende hasta que se considera que el

sistema ha alcanzado el estado mı́nimo de enerǵıa. Para el algoritmo se fija un valor

tal que Tf < ε donde ε = 10−3 para el modelo SIR de una sola población y ε = 10−8

para los modelos SIR y SIS metapoblacionales.

El mecanismo de enfriamiento utilizado fue el exponencial (2.3)

T (K) = T0(0.999)K

donde K es el número de iteraciones que se esta dispuesto a trabajar en cada etapa,

equivalente a la cantidad de tiempo que se va a esperar para que el sistema alcance

su equilibrio térmico para una temperatura dada.

5.1.4. Número máximo de iteraciones, Nv

Define cuánto tiempo estará el algoritmo buscando soluciones en una tempera-

tura dada. El número máximo de repeticiones se determinó de forma experimental

con la restricción

Nv ≤ Número máximo de vecinos

El número máximo de vecinos está dado por (5.1).

Una vez estudiado con detalle la elección de los parámetros del algoritmo 2 se

mostrarán los resultados de la aplicación de este algoritmo a cada uno de los pro-

blemas de valor óptimo sujeto a los modelos de propagación de enfermedades.
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5.2. Simulated annealing aplicado al modelo SIR en una población

Se desea resolver el problema de optimización, explicado en la sección 4.3.1,

siguiente

mı́n

T−1∑

k=1

(Ik + Bu2
k + B1uk) + IT

s.t. Sk+1 = Sk(1− uk)− β(Sk(1− uk))Ik

Ik+1 = Ik + βSk(1− uk)Ik − d2Ik

Rk+1 = Rk + ukSk

0 ≤ uk ≤ 1− d

(5.2)

Para todos los casos se trabajó con S1 = 100, I1 = 1, β = 0.02, d2 = 0.01,

d = 0.2 y T = 4, valores tomados de [6] pues el objetivo es verificar el funcionamien-

to del SA comparando los resultados obtenidos con los ah́ı presentados.

Se supone que el programa de vacunación comienza en el instante t = 1, es

decir, en el instante en que se detecta la enfermedad.

Primero se analizó el peor de los escenarios, es decir, la propagación de la en-

fermedad por la población si no se aplica ningún tipo de control. Los resultados son

presentados en la figura 5–1.

En la figura 5–1 se puede observar que si no se aplica ningún tipo de control,

que en este caso corresponde a no aplicar el programa de vacunación, para k = 4

el total de infectados es I4 = 85. Es decir, un 84.2 % de la población termina en la

clase de infectados transcurrido 4 instantes de tiempo.

Se aplicó el SA para resolver el problema (5.2), el objetivo es indentificar

qué proporción de la población se debe vacunar cada d́ıa con el fin de disminuir
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Figura 5–1: S, I, R sin control

el impacto de la enfermedad pero además minimizar el costo de aplicar el programa

de vacunación. Se analizaron los mismos casos que en [6], estos casos son produc-

to de hacer cambios en los parámetros del funcional objetivo, asumiendo diferentes

valores para el costo de aplicar el control.

Primer caso: Costo del control cuadrático (haciendo B1 = 0). Se realizaron

simulaciones para distintos valores de B que corresponde al costo cuadrático del

control, se trabajaron los siguientes valores B = 1, 10, 20, 50; figuras 5–2, 5–3, 5–4

y 5–5, respectivamente, con el objetivo de analizar los cambios en las clases (S, I,

R) y el control (proporción de personas vacunadas).

Para los cuatro valores de B se obtuvieron los mismos resultados que en [6]. Se

puede observar que el número de infectados se reduce significativamente al aplicar

la medida de control, en los 4 casos el número de infectados para k = 4 es menor
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Figura 5–2: S, I, R y estrategia de control para B = 1

1 2 3 4
0

20

40

60

80

100

S
us

ce
pt

ib
le

s

Tiempo
1 2 3 4

5

6

7

8

9

In
fe

ct
ad

os

Tiempo

1 2 3 4
0

20

40

60

80

100

R
em

ov
id

os

Tiempo
1 1.5 2 2.5 3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

C
on

tr
ol

Tiempo

Figura 5–3: S, I, R y estrategia de control para B = 10
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Figura 5–4: S, I, R y estrategia de control para B = 20
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Figura 5–5: S, I, R y estrategia de control para B = 50
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o igual que 11 reduciéndose en hasta un 73.3 % el total de infectados en el peor de

los casos que corresponde al mayor costo. Conforme B toma valores más grandes,

lo que corresponde a un incremento en el costo de aplicar el control, la efectividad

del control disminuye. Un aumento de 150 % en el coeficiente de costo para la apli-

cación del control, de B = 20 a B = 50, aumenta en apenas un 2.0 % la cantidad de

infectados. Es decir, conforme aumentan los costos la efectividad de la medida de

control va disminuyendo aunque es una dismunución leve.

Segundo caso: Costo para el control aproximadamente lineal (haciendo B =

0.01). Para la figura 5–6, se trabajó con B1 = 1 para aproximar el costo lineal. Se

observa que el control para los dos primeros pasos del tiempo llega al valor máximo,

entonces se reduce al valor mı́nimo para el tercer instante cuando ya el número de

personas infectadas empieza a disminuir.
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Figura 5–6: S, I, R y estrategia de control para B = 0.01 y B1 = 1
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En la figura 5–7, se trabajó con B1 = 10. Se puede observar que el control para

k = 1 llega al valor máximo, entonces se reduce al valor mı́nimo para k = 2 y k = 3.

Aśı que para minimizar el total de infectados y el costo de aplicar vacunación,

en el caso de un costo aproximadamente lineal, figuras 5–6 y 5–7, el control óptimo

solo toma los valores extremos.
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Figura 5–7: S, I, R y estrategia de control para B = 0.01 y B1 = 10

Analizando los dos casos: costo cuadrático y costo aproximadamente lineal, los

resultados obtenidos para el control óptimo y las clases en los dos casos ilustran que

los parámetros del funcional objetivo tienen un impacto significativo en los resul-

tados. Por lo tanto, es claro que para este problema el control óptimo depende del

funcional objetivo y sus correspondientes parámetros.
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5.3. Simulated annealing aplicado al modelo SIR metapoblacional

El objetivo es resolver el problema de optimización, explicado en la sección

4.3.2, siguiente

mı́n
∑

x,y

(
T−1∑

k=1

(
B1

(
Îx
k

)2

+ B2

(
τ yx
Ik
− τ yx

S

)2
+ B3

(
ρyx

Ik
− ρyx

S

)2
)

+
(
Îx
T

)2
)

s.t. Sxx
k+1 = (1− ρxy

S )(Sxx
k − βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k )) + τ yx
S (Sxy

k − βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k ))

Syy
k+1 = (1− ρyx

S )(Syy
k − βSyy

k (Iyy
k + Ixy

k )) + τxy
S (Syx

k − βSyx
k (Iyx

k + Ixx
k ))

Sxy
k+1 = (1− τ yx

S )(Sxy
k − βSxy

k (Ixy
k + Iyy

k )) + ρxy
S (Sxx

k − βSxx
k (Ixx

k + Iyx
k ))

Syx
k+1 = (1− τxy

S )(Syx
k − βSyx

k (Iyx
k + Ixx

k )) + ρyx
S (Syy

k − βSyy
k (Iyy

k + Ixy
k ))

Ixx
k+1 = (1− ρxy

Ik
)(Ixx

k + βSxx
k (Ixx

k + Iyx
k )− dIxx

k ) + τ yx
Ik

(Ixy
k + βSxy

k (Ixy
k + Iyy

k )− dIxy
k )

Iyy
k+1 = (1− ρyx

Ik
)(Iyy

k + βSyy
k (Iyy

k + Ixy
k )− dIyy

k ) + τxy
Ik

(Iyx
k + βSyx

k (Iyx
k + Ixx

k )− dIyx
k )

Ixy
k+1 = (1− τ yx

Ik
)(Ixy

k + βSxy
k (Ixy

k + Iyy
k )− dIxy

k ) + ρxy
Ik

(Ixx
k + βSxx

k (Ixx
k + Iyx

k )− dIxx
k )

Iyx
k+1 = (1− τxy

Ik
)(Iyx

k + βSyx
k (Iyx

k + Ixx
k )− dIyx

k ) + ρyx
Ik

(Iyy
k + βSyy

k (Iyy
k + Ixy

k )− dIyy
k )

0 ≤ ρyx
Ik
≤ ρyx

S , 0 ≤ τ yx
Ik
≤ τ yx

S , 0 ≤ ρxy
Ik
≤ ρxy

S , 0 ≤ τxy
Ik
≤ τxy

S

(5.3)

Se desea identificar que proporción de individuos infectados se va a dejar pasar

de un parche a otro cada d́ıa, es decir, si se va a aplicar algún tipo de restricción

en el flujo de personas infectadas. Esto se puede hacer a través de pruebas de la-

boratorio rápidas, aplicación de cuestionarios, medición de temperatura, seguido de

la aplicación de restricciones del movimiento. El objetivo es minimizar el impacto

de la enfermedad en las dos poblaciones y minimizar el costo de aplicar esas medidas.

En la tabla 5–1 se presentan los valores para los parámetros del modelo que se

fijaron para todas las simulaciones.

Se analizaron varios casos, con el objetivo de simular diferentes escenarios de

la realidad. En todas las simulaciones se grafica el peor de los casos, gráficas color
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Parámetro Valor Definición Fuente

T 30 Dı́as transcurridos
β 10−3 Tasa de infección [25]

d 0.44
Tasa de muerte más

la tasa de recuperación natural
[25]

Sxx
1 1500

Número inicial de susceptibles de
x que están en x

Syy
1 1000

Número inicial de susceptibles de
y que están en y

Sxy
1 0

Número inicial de susceptibles de
x que están en y

Syx
1 0

Número inicial de susceptibles de
y que están en x

Ixy
1 0

Número inicial de infectados de
x que están en y

Iyx
1 0

Número inicial de infectados de
y que están en x

τxy
S 0.03

Tasa de inmigración de susceptibles
de x a y

[37]

ρxy
S 0.03

Tasa de emigración de susceptibles
de x a y

[37]

τ yx
S 0.02

Tasa de inmigración de susceptibles
de y a x

[37]

ρyx
S 0.02

Tasa de emigración de susceptibles
de y a x

[37]

B1 1 Costo de un infectado [7], [6]

Cuadro 5–1: Valor de los parámatros modelo SIR metapoblacional.

negro (marcadores •), que es el caso en que no se aplica ningún tipo de control.

Además de graficar los resultados de aplicar el minimizador para resolver el proble-

ma de optimización dado, gráficas color azul (marcadores ∗).

Primer caso: Se aplica el minimizador, suponiendo que se puede restringir

en su totalidad el paso de personas infectadas de un parche a otro. Aśı las cotas

para los controles, que corresponden al valor máximo y mı́nimo que pueden tomar

diariamente, están dadas por

ρxy
Ik
∈ [0, 0.03], ρyx

Ik
∈ [0, 0.02] y τxy

Ik
∈ [0, 0.03], τ yx

Ik
∈ [0, 0.02]
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para todas las simulaciones se trabajó con B2 = B3 = 0.2, es decir, el costo de

aplicar restricciones en el flujo de personas infectadas 80 % más barato que el costo

de un infectado.

Se trabajaron tres simulaciones correspondientes a variar Ixx
1 con Iyy

1 = 0. Los

resultados se presentan en las figuras 5–8, 5–9, 5–10; para Ixx
1 = 1, 10, 100 respec-

tivamente. Las medidas de control resultantes, gráficas d), son muy similares, se

aplica restricción en el flujo de personas infectadas en la población x dado que es

ah́ı donde inicialmente está el grupo de personas infectadas.

Si se comparan las figuras c) de los tres casos 5–8, 5–9 y 5–10, se puede concluir

que el minimizador depende del grupo inicial de personas infectadas y va perdiendo

efectividad conforme aumenta el número de personas infectadas inicialmente. Esto

quiere decir que la medida de control de aplicar restricciones en el flujo de infectados

de un parche a otro tiene mayor éxito si se aplican lo más pronto posible.

Observando las estrategias de control, gráficas d) de las figuras 5–8, 5–9 y 5–10,

se tiene que inicialmente se restringue totalmente el número de personas infectadas

que salen de grupo x y conforme el número de infectados va disminuyendo se dejan de

aplicar restricciones en el flujo. No se aplica ningún tipo de restricción en el flujo de

personas que salen del grupo y, donde inicialmente no hay infectados. Si se compara

los tres casos, conforme aumenta el número de personas infectadas inicialmente las

restricciones se dejan de aplicar en un tiempo más temprano. Esto dado que el pico

de infectados se da más rápido para mayor número de infectados iniciales, gráficas

b), en otras palabras, el número de infectados disminuye más rápido para un mayor

número de personas infectadas inicialmente.
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Figura 5–8: Resultados restringiendo totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.2 para Ixx

1 = 1 y Iyy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

Dado que la estrategia de control resultante restringue la entrada de personas

infectadas al parche y, este se mantiene la mayoŕıa del tiempo libre de infectados

esto se puede observar en las gráficas a) y b) de las figuras 5–8, 5–9 y 5–10. Al final

se da un leve aumento, debido a que conforme disminuye la cantidad de infectados
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Figura 5–9: Resultados restringiendo totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.2 para Ixx

1 = 10 y Iyy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

en el parche x las restricciones en el flujo se van eliminando.

En el cuadro 5–2 se puede observar el valor del funcional para las tres simu-

laciones presentadas en las figuras 5–8, 5–9 y 5–10; aśı como el valor del funcional
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Figura 5–10: Resultados permitiento la restricción total del flujo de infectados, con
coeficientes de costo B2 = B3 = 0.2 para Ixx

1 = 100 y Iyy
1 = 0. a) Susceptibles e

infectados en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones.
c) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

para el PC que correspondeŕıa al costo de los infectados. Se puede observar que

conforme aumenta el número inicial de infectados el minimizador va perdiendo efec-

tividad. Para el caso Ixx
1 = 1 los costos se reducen hasta en un 49.9 %, para Ixx

1 = 10
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se reducen en un 44.0 % y en un 37.8 % para el caso de Ixx
1 = 100, con respecto al PC.

Ixx
1 Funcional PC Minimizador

1 6.2093 3.1085
10 6.2430 3.4962
100 6.9650 4.3289

Cuadro 5–2: Valor funcional SIR metapoblacional variando Ixx
1 y permitiento la

restricción total del flujo de infectados, con coeficientes de costo B2 = B3 = 0.2

Se trabajaron dos simulaciones más considerando personas infectadas inicial-

mente en los dos parches. La figura 5–11 corresponde a Ixx
1 = 10 y Iyy

1 = 5 y para la

figura 5–12 se tomó Ixx
1 = 10 y Iyy

1 = 15. Si se comparan las gráficas b), de ambas

figuras, se puede observar que el pico de los infectados en el parche x para el mini-

mizador es mayor que en el PC, pero para el grupo y es menor y la diferencia es más

significativa, lo que se refleja en las gráficas c) donde se nota la reducción en el total

de infectados. Para el primer caso la reducción en el número infectados es mayor

que en el segundo caso, también se observa que la disminución de los infectados es

más lenta si se aplica el minimizador aunque la diferencia no es mucha.

Con respecto a las estrategias de control para estos dos casos, se puede observar

en las gráficas d) de las figuras 5–11 y 5–12 que alrededor de los 10 primeros d́ıas

se aplica total restricción en el flujo de personas infectadas que salen del grupo x

pero luego esta restricción se elimina o se reduce. Al inicio no se aplica restricción

en el flujo de infectados del grupo y, pero conforme aumentan los infectados se llega

aplicar el máximo de restricción para luego disminuir la restricción cuando se re-

ducen los infectados.

En el cuadro 5–3 se muestra el valor del funcional para el PC y el minimizador.

Si se comparan estos resultados con los del cuadro 5–2 se observa que el minimizador
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Figura 5–11: Resultados restringiendo totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.2 para Ixx

1 = 10 y Iyy
1 = 5. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

es menos efectivo pues reduce menos los costos. Para el primer caso se tiene que el

costo se reduce en un 9.2 % y en un 3.7 % para el segundo caso, con respecto al PC.
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Figura 5–12: Resultados restringiendo totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.2 para Ixx

1 = 10 y Iyy
1 = 15. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

Segundo caso: Se aplica el minimizador, suponiendo que no se puede restringir

en su totalidad el paso de personas infectadas de un parche a otro, con el mismo

valor del primer caso para los coeficientes del funcional B2 = B3 = 0.2. Dado

que en la realidad la restricción total de individuos es complicada, puede darse el



78

Ixx
1 Iyy

1 Funcional PC Minimizador

10 5 6.5120 5.9088
10 15 6.7006 6.4499

Cuadro 5–3: Valor funcional SIR metapoblacional variando Ixx
1 y Iyy

1 , además de
permitir la restricción total del flujo de infectados y con coeficientes de costo B2 =
B3 = 0.2

caso de que un individuo infectado no presente śıntomas entonces se le deje pasar

o simplemente que un individuo viole las restricciones impuestas. Por lo que se

definieron las siguientes cotas para los controles

ρxy
Ik
∈ [0.001, 0.03], ρyx

Ik
∈ [0.001, 0.02] y τxy

Ik
∈ [0.001, 0.03], τ yx

Ik
∈ [0.001, 0.02]

Se analizaron los mismos escenarios que el primer caso. Primero se varió Ixx
1

dejando fijo Iyy
1 = 0. Los resultados se muestran en las figuras 5–13, 5–14, 5–15 para

los valores de Ixx
1 = 1, 10, 100 respectivamente.

La diferencia entre el primer y el segundo caso es notable si se comparan las

gráficas c) de las figuras 5–13, 5–14, 5–15 con las gráficas c) de 5–8, 5–9 y 5–10.

El aplicar control en el flujo de personas infectadas, sin lograr la restricción total,

tiene como consecuencia una doble ola de infección. Disminuyendo el impacto de

una sola ola de infección que se puede observar en el primer caso, lo que se refleja

en un pequeño pero importante retraso en la propagación de la enfermedad.

Los resultados en las estrategias, figuras d) en 5–13, 5–14, 5–15, son muy si-

milares al caso primero. Se inicia aplicando el máximo de restricción en los parches

donde inicialmente hay personas infectadas y conforme van disminuyendo los infec-

tados entonces disminuyen las restricciones. No se aplica ningún tipo de restricción

en el flujo de personas que salen del parche y.
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Figura 5–13: Resultados sin restringir totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.2 para Ixx

1 = 1 y Iyy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

En el cuadro 5–4 se muestra los valores del funcional para el PC y el mini-

mizador. Si se compara los valores de este cuadro con los valores del cuadro 5–2

se puede observar que el minimizador es más efectivo en el primer caso, donde se

permite la restricción total en el flujo de personas infectadas ya que se obtiene un
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Figura 5–14: Resultados sin restringir totalmente el paso de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.2 para Ixx

1 = 10 y Iyy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

valor menor para el funcional.

El segundo análisis para este caso se trabajó variando Ixx
1 y Iyy

1 , con valores no

nulos para Iyy
1 . En las figuras 5–16 y 5–17 se muestran los resultados para Ixx

1 = 10,
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Figura 5–15: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.2 a) Susceptibles e infectados en todos los parches
para Ixx

1 = 100 y Iyy
1 = 0. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones para

Ixx
1 = 100 c) Total de infectados en las dos poblaciones para Ixx

1 = 100. d) Estrategia
de control minimizante Ixx

1 = 100

Iyy
1 = 5 y Ixx

1 = 10, Iyy
1 = 15, respectivamente.



82

Ixx
1 Funcional PC Minimizador

1 6.2093 4.5240
10 6.2430 4.5481
100 6.9650 5.0497

Cuadro 5–4: Valor funcional SIR metapoblacional variando Ixx
1 y sin restringir to-

talmente el flujo de infectados, con coeficientes de costo B2 = B3 = 0.2

Observando las gráficas c) de las figuras 5–16 y 5–17 se presenta una sola ola de

infectados, a diferencia de las figuras c) de las tres primeras simulaciones 5–13, 5–14,

5–15 donde la aplicación de restricciones en el flujo tuvo el impacto de producir una

segunda ola de infectados, esto cuando se tiene inicialmente infectados en una sola

de las poblaciones.

Los resultados de estas dos últimas simulaciones, que se muestran en las figuras

5–16 y 5–17 donde hay inicialmente infectados en las dos poblaciones; son muy sim-

ilares a las del primer caso, resultados presentados en las figuras 5–11 y 5–12.

Las estrategias de control resultantes para este segundo análisis, se pueden

observar en las gráficas d) de las figuras 5–16 y 5–17, indican la aplicación de res-

tricciones en el parche x los primeros d́ıas y conforme va disminuyendo el número de

infectados se van eliminando las restricciones. Para el parche y no se aplica ninguna

restricción los primeros d́ıas, luego se aplica el máximo de restricción para finalizar

eliminando las restricciones.

Ixx
1 Iyy

1 Funcional PC Minimizador

10 5 6.5120 5.9454
10 15 6.7006 6.4689

Cuadro 5–5: Valor funcional SIR metapoblacional variando Ixx
1 y Iyy

1 , además sin
restringir totalmente el flujo de infectados y con coeficientes de costo B2 = B3 = 0.2
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Figura 5–16: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.2 para Ixx

1 = 10 y Iyy
1 = 5. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

En el cuadro 5–5 se muestra el valor del funcional para el PC y el minimizador.

Si se comparan estos resultados con los del cuadro 5–3 para el primer caso, se ob-

serva que el minimizador es más efectivo en el segundo caso.
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Figura 5–17: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.2 para Ixx

1 = 10 y Iyy
1 = 15. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

Tercer caso: Se aplica el minimizador, suponiendo que no se puede restringir

en su totalidad el paso de personas infectadas de un parche a otro. Similar al segundo

caso pero ahora considerando un incremento en los coeficientes de costo, correspon-

dientes a la aplicación de restricciones en el flujo de personas infectadas, para todas
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las simulaciones se trabajó con B2 = B3 = 0.4.

Se trabajaron las mismas simulaciones del primer caso variando Ixx
1 con Iyy

1 = 0.

Los resultados se presentan las figuras 5–18, 5–19, 5–20; para Ixx
1 = 1, 10, 100 res-

pectivamente.

Un aumento en los costos para el caso de un infectado inicialmente en el parche

x, Ixx
1 = 1 y Iyy

1 = 0, no produce ningún cambio significativo en el total de personas

infectadas en las dos poblaciones, esto de puede observar comparando las gráficas c)

de las figuras 5–13 y 5–18. La diferencia se muestra en las gráficas d) de las mismas

figuras, la restricción del flujo de personas que salen del parche x se aplica por más

d́ıas cuando el costo es menor y esto refleja un pequeño aumento en el valor del mi-

nimizador según los datos mostrados en los cuadros 5–4 y 5–6. Resultados similares

se obtienen para los casos Ixx
1 = 10, Iyy

1 = 0 y Ixx
1 = 100, Iyy

1 = 0, el cambio se da

en el número de d́ıas que se aplica la medida de control.

Ixx
1 Funcional PC Minimizador

1 6.2093 4.5316
10 6.2430 4.5548
100 6.9650 5.0553

Cuadro 5–6: Valor funcional SIR metapoblacional variando Ixx
1 y sin restringir to-

talmente el flujo de infectados, con coeficientes de costo B2 = B3 = 0.4

Si se comparan las gráficas de las figuras 5–14 y 5–15, que corresponden a los

casos en que hay inicialmente infectados en las dos poblaciones Ixx
1 = 10, Iyy

1 = 5

y Ixx
1 = 10, Iyy

1 = 15 para B2 = B3 = 0.2, con las gráficas de las figuras 5–19 y

5–20 que son los mismos casos pero con un aumento en los coeficientes de costo

B2 = B3 = 0.4 se puede observar que no hay diferencias perceptibles a simple vista
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Figura 5–18: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.4 para Ixx

1 = 1 y Iyy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

en el número de personas infectadas ni en la estrategia de control. La única diferen-

cia entre estos dos casos ocurre en el valor del funcional aplicando el minimizador,

datos de los cuadros 5–5 y 5–7, de donde se puede concluir que el minimizador es
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Figura 5–19: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.4 para Ixx

1 = 10 y Iyy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

más eficiente para un mayor valor de los coeficientes de costo.

De los análisis del primer y segundo caso se puede concluir que un incremento

en los coeficientes de costo del funcional objetivo no produce cambios significativos
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Figura 5–20: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.4 para Ixx

1 = 100 y Iyy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

en los resultados.
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Figura 5–21: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.4 para Ixx

1 = 10 y Iyy
1 = 5. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

5.4. Simulated annealing aplicado al modelo SIS metapoblacional

Ahora se considera el problema de optimización explicado en la sección 4.3.3.
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Figura 5–22: Resultados sin restringir totalmente el flujo de infectados, con coefi-
cientes de costo B2 = B3 = 0.4 para Ixx

1 = 10 y Iyy
1 = 15. a) Susceptibles e infectados

en todos los parches. b) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. c) Total de
infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

El propósito es identificar la mejor combinación de las 3 estrategias de inter-

vención: tratamiento, distanciamiento social y restricciones en el flujo de individuos

infectados; que logra minimizar el número de personas infectadas y además genera

un menor costo. Se desea saber a qué proporción de la población se le debe aplicar



91

Ixx
1 Iyy

1 Funcional PC Minimizador

10 5 6.5120 5.9156
10 15 6.7006 6.4557

Cuadro 5–7: Valor funcional SIR metapoblacional variando Ixx
1 y Iyy

1 , además sin
restringir totalmente el flujo de infectados y con coeficientes de costo B2 = B3 = 0.4

diariamente cada una de las medidas para minimizar el impacto de la enfermedad

en ambas poblaciones y el costo de la aplicación de esas medidas de control.

Aśı el problema a resolver es

mı́n
∑

x,y

(
T−1∑

k=1

(
B1

(
Îx
k

)2

+ B2 (fx
k )2 + B3 (τx

k )2 + B4

(
Dx

Ik
−Dx

S

)2
)

+
(
Îx
T

)2
)

s.t. Sx
k+1 = (1−Dx

S)S̃x
k + Dy

SS̃y
k

Ix
k+1 = (1−Dx

Ik
)Ĩx

k + Dy
Ik

Ĩy
k

Sy
k+1 = Dx

SS̃x
k + (1−Dy

S)S̃y
k

Iy
k+1 = Dx

Ik
Ĩx
k + (1−Dy

Ik
)Ĩy

k

0 < Dx
Ik
≤ Dx

S, 0 < Dy
Ik
≤ Dy

S

0 ≤ τx
k ≤ m1, 0 ≤ τ y

k ≤ m2

0 ≤ fx
k ≤ m3, 0 ≤ f y

k ≤ m4

(5.4)

mi con i ∈ {1, 2, 3, 4} son las cotas para los controles.

En la tabla 5–8 se presentan los valores para los parámetros del modelo que se

fijaron para todas las simulaciones.

Se trabajó con las siguientes cotas para los controles

fx, fy ∈ [0, 0.2], τx, τy ∈ [0, 0.05] (tomados de [7])

Dx
I ∈ [0.001, Dx

S] y Dy
I ∈ [0.001, Dy

S]
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Parámetro Valor Definición Fuente

T 50 Dı́as transcurridos
β 1.94 Tasa de transmisión [7]

σx, σy
1
7

Fracción de recuperados naturalmente [7]
Sx

1 1500 Número inicial de susceptibles en X
Sy

1 1500 Número inicial de susceptibles en Y
Dx

S 0.03 Fracción de susceptibles que emigran de X [37]
Dy

S 0.03 Fracción de susceptibles que emigran de Y [37]
B1 1 Costo de un infectado [7], [6]

Cuadro 5–8: Valor de los parámatros modelo SIS metapoblacional.

Lo que representa el valor mı́nimo y máximo diario para los controles.

Pimer caso: Se trabaja con Ix
1 = 100 y Iy

1 = 0. Se aplica control solo en la

población y donde inicialmente no hay infectados y se quiere evitar que inicie un

brote de la enfermedad, se analizan dos posibles escenarios. En la figura 5–23 se

muestran los resultados al aplicar el minimizador sobre los tres controles: distan-

ciamiento social, tratamiento y dispersión. Los resultados de aplicar el minimizador

solo sobre el distancimiento y tratamiento, aplicando la restricción máxima sobre

la dispersión de personas infectadas, es decir se fija Dy
I = 0.001, se muestran en la

figura 5–24.

Si se aplica las tres medidas de control en la población donde inicialmente no

hay infectados, con el objetivo de disminuir al máximo el impacto de la enfermedad,

se observa que a pesar de que el menor costo lo tiene la aplicación de restricciones

sobre la dispersión, la estrategia que minimiza los costos es aplicar el máximo dis-

tanciamiento social, el máximo de tratamiento y no aplicar restricciones sobre la

dispersión, esto se puede observar en la gráfica c) de la figura 5–23. En la gráfica

a) de la misma figura podemos observar, comparando el PC con el minimizador,

que en la población x donde no se aplica ninguna medida de control el número de

infectados de los dos casos es muy similar no aśı en la población y donde el número
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Figura 5–23: Resultados aplicando los tres controles en la población y, con coefi-
cientes de costo B2 = 0.002, B3 = 0.0002 y B4 = 0.00002 para Ix

1 = 100 y Iy
1 = 0.

a) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. b) Total de infectados en las dos
poblaciones. c) Estrategia de control minimizante.

de infectados disminuye dado que se está aplicando la estrategia de control que min-

imiza los costos.

Observando las gráficas de la figura 5–23, nace la inquietud de ver los resu-

tados si fijamos en la segunda población la aplicación de la máxima restricción en

la dispersión, es decir, Dy
I = 0.001 y se vaŕıan las otras dos medidas de control: el

distanciamiento social y el tratamiento; con el objetivo de identificar cuál estrategia
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Figura 5–24: Resultados aplicando el minimizador en la población y sobre el dis-
tancimiento y tratamiento, pero aplicando restricción máxima sobre la dispersión,
con coeficientes de costo B2 = 0.002, B3 = 0.0002 y B4 = 0.00002 para Ix

1 = 100 y
Iy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones. b) Total de infectados

en las dos poblaciones. c) Estrategia de control minimizante.

genera el valor mı́nimo del funcional. Se obtiene una solución muy similar al caso

de la figura 5–23, ésta se muestra en la figura 5–24. La estrategia es la mostrada

en la gráfica c), la aplicación del máximo del distanciamiento social y el máximo

tratamiento, junto con la máxima restricción de la dispersión de infectados que era

lo que se hab́ıa fijado. Si se comparan las gráficas b) de las figuras 5–23 y 5–24 se

concluye que no hay un cambio significativo en el total de personas infectadas, pero

observando las gráficas a) de las mismas figuras si se puede ver un cambio. En la
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segunda simulación en ambas poblaciones, x y y, disminuye el número de infecta-

dos, no aśı en la primera simulación donde la disminución se da solo en la población y.

En el cuadro 5–9 se presentan los resultados del valor del funcional, como era

de esperar hay un pequeño aumento cuando se fija Dy
I en el valor mı́nimo, lo que

corresponde a la máxima restricción en el flujo de individuos infectados, dado que

el valor mı́nimo del funcional cuando se consideran las tres medidas de control se

alcanza cuando no se aplica ningún tipo de restricción en la dispersión de personas

infectadas.

Caso Minimizador

Variando f 2, τ 2 y Dy
I 4.1519

Variando f 2 y τ 2, D2
I valor mı́nimo 4.4214

Cuadro 5–9: Valor funcional SIS metapoblacional Ix
1 = 100 y Iy

1 = 0 aplicando
control solo en la población y con coeficientes de costo B2 = 0.002, B3 = 0.0002 y
B4 = 0.00002

Segundo caso: Se aplica medidas de control en ambas poblaciones trabajando

con Ix
1 = 100 y Iy

1 = 0, el propósito es examinar cuál combinación de medidas de

control minimiza el costo del impacto de la enfermedad y los costos de aplicar esas

medidas. Esto se hace para diferentes valores de los coeficientes de costo con el fin de

estudiar el impacto que tienen los parámetros del funcional objetivo en la solución.

Se simularon tres casos distintos, los resultados se presentan en las figuras 5–25,

5–26 y 5–27.

Observando las gráficas a) de las figuras 5–25, 5–26 y 5–27 se puede observar

que al aplicar el minimizador se dan mejores resultados en la población y, donde ini-

cialmente no hay infectados. El número de infectados disminuye considerablemente

con respecto al PC en la población y, mientras que en la población x disminuye muy
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Figura 5–25: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control, con coeficientes de costo B2 = 0.002, B3 = 0.0002
y B4 = 0.00002 para Ix

1 = 100 y Iy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados en las dos

poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. c) Estrategia de control
minimizante.

poco. El impacto global de aplicar las medidas de control se puede observar en las

gráficas b) de las mismas figuras, la aplicación de las medidas retrasa el máximo de

infectados además de disminuirlo. También se observa que las medidas de control

producen una pequeña segunda ola de infectados.
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Figura 5–26: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control, con coeficientes de costo B2 = 0.04, B3 = 0.004 y
B4 = 0.0004 para Ix

1 = 100 y Iy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados en las dos

poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control
minimizante.

En los tres casos analizados, cuyos resultados se muestran en las figuras 5–25,

5–26 y 5–27, la estrategia resultante que genera el costo mı́nimo son muy similares,

gráficas c) de las figuras. En la población x, donde inicialmente hay individuos infec-

tados, se aplica el máximo de las tres medidas de control: máximo distanciamiento

social, máximo tratamiento y máxima restricción en el flujo de personas infectadas

hacia la población y. En la población y se aplica máximo distanciamiento social, a
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Figura 5–27: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control, con coeficientes de costo B2 = 0.04, B3 = 0.004 y
B4 = 0.4 para Ix

1 = 100 y Iy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados en las dos poblaciones.

b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control minimizante.

pesar de que en los dos primeros casos esta medida tiene el mayor costo y en el tercer

caso se cambia para que las restricciones sobre la dispersión tenga el mayor costo.

La aplicación del tratamiento va en crecimiento conforme aumenta el número de

infectados hasta alcanzar el valor máximo alrededor del d́ıa 10 en los tres casos para

la población y, en la población x desde el inicio se aplica el máximo tratamiento.
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Recordando que inicialmente en la población y no hay infectados, el contro ópti-

mo da como resultado en los tres casos que no se aplique ninguna restricción en el

flujo de personas infectadas para la población y, pero la máxima restricción en la

población x.

En general, en este segundo caso se puede concluir que los coeficientes de costos

para las medidas de control no tienen un impacto significativo en las soluciones ni

tampoco en el valor del funcional como se observa en el cuadro 5–10.

Caso Minimizador

B2 = 0.002, B3 = 0.0002 y B4 = 0.00002 7.6616
B2 = 0.04, B3 = 0.004 y B4 = 0.0004 7.8103

B2 = 0.04, B3 = 0.004 y B4 = 0.4 7.8259

Cuadro 5–10: Valor funcional SIS metapoblacional para Ix
1 = 100 y Iy

1 = 0 para
diferentes valores de los coeficientes de costo.

Tercer caso: Se aplica medidas de control en ambas poblaciones, se trabajan

diferentes valores para Ix
1 y Iy

1 pero en el funcional objetivo solo se considera el total

de infectados, aśı el funcional a minimizar es

∑

x,y

(
T−1∑

k=1

(
B1

(
Îx
k

)2

+
(
Îx
T

)2
))

En la primera simulación, figura 5–28, se consideró Ix
1 = 100 y Iy

1 = 0. Si com-

paramos este caso con los resultados de las simulaciones mostrados en las figuras

5–25, 5–26 y 5–27 donde se tiene la misma población inicial solo que aplicando el

minimizador sobre el costo de cada infectado y el costo de aplicar las medidas de

control, se puede llegar a la conclusión de que el funcional objetivo no es sensible a

las cambios en el valor de los coeficientes de costo correspondientes a las medidas

de control dado que los resultados son muy similares. Ahora, es importante notar

que se está trabajando con valores para los coeficientes de costo, correspondientes
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a la aplicación de las medidas de control, pequeños en comparación con el valor

B1 = 1 para el costo de un infectado esta relación entre los valores se tomó de [7].

En este caso también las medidas de control producen una segunda ola de infectados.

10 20 30 40
0

500

1000

1500

S
x

Tiempo (días)

a)

10 20 30 40
0

500

1000

1500

S
y

Tiempo (días)

10 20 30 40
0

500

1000

1500

Ix

Tiempo (días)

10 20 30 40
0

500

1000

1500

Iy

Tiempo (días)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

Tiempo (días)

T
o

ta
l 

d
e

 i
n

fe
c

ta
d

o
s

b)

10 20 30 40
0

0.1

0.2

f x

Tiempo (días)

c)

10 20 30 40
0

0.1

0.2

f y

Tiempo (días)

10 20 30 40
0

0.05

1
−

τx

Tiempo (días)
10 20 30 40

0

0.05

1
−

τy

Tiempo (días)

10 20 30 40

0.01

0.02

0.03

D
x I

Tiempo (días)
10 20 30 40

0.01

0.02

0.03

D
y I

Tiempo (días)

Figura 5–28: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control. Minimizando únicamente el costo del impacto de
la enfermedad para Ix

1 = 100 y Iy
1 = 0. a) Susceptibles e infectados en las dos

poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control
minimizante.

En las siguientes simulaciones, figuras 5–29, 5–30 y 5–31, lo que se hizo fue vari-

ar los valores de Ix
1 y Iy

1 para analizar el impacto en los resultados del minimizador.
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Se obtienen resultados muy similares, por ejemplo si se compara las gráficas de

la figura 5–29 con las de la figura 5–28 los resultados se intercambian. Ahora el

minimizador tiene un mayor impacto en la población x dado que inicialmente no

hay infectados, gráfica a) de 5–29. Las medidas de control con respecto al flujo de

personas infectadas cambian, ahora se aplica máxima restricción en la población y

donde hay inicialmente infectados y se deja libre el paso de individuos en x. Se aplica

máximo tratamiento en la población y y en la población x inicialmente la aplicación

de tratamiento es baja pero luego aumenta conforme va aumentado el número de

personas infectadas. El impacto de la aplicación de medidas de control es la misma,

se produce una segunda ola de infectados.

En las figuras 5–30 y 5–31 se trabajó con individuos infectados en ambas pobla-

ciones, los resultados dependen de donde inicialmente se tienen más personas in-

fectadas. El minimizador tiene un mejor impacto donde inicialmente hay menos

personas infectadas, gráficas a) de dichas figuras. El impacto global en el total de

individuos infectados de ambas poblaciones es similar. La estrategia de control resul-

tante, que se puede observar en las gráficas c), es aplicar el máximo distanciamiento

social y máximo tratamiento en ambas poblaciones; aplicar máxima restricción en el

flujo de personas infectadas en la población donde inicialmente hay más infectados

y ningún tipo de restricción en la población donde hay menos infectados.
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Figura 5–29: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control. Minimizando únicamente el costo del impacto de
la enfermedad para Ix

1 = 0 y Iy
1 = 100. a) Susceptibles e infectados en las dos

poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control
minimizante.
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Figura 5–30: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control. Minimizando únicamente el costo del impacto de
la enfermedad para Ix

1 = 50 y Iy
1 = 100. a) Susceptibles e infectados en las dos

poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control
minimizante.
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Figura 5–31: Resultados aplicando el minimizador en las dos poblaciones consideran-
do las tres medidas de control. Minimizando únicamente el costo del impacto de
la enfermedad para Ix

1 = 100 y Iy
1 = 50. a) Susceptibles e infectados en las dos

poblaciones. b) Total de infectados en las dos poblaciones. d) Estrategia de control
minimizante.



Caṕıtulo 6

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

6.1. Conclusiones

Como resultado de esta investigación se presentan las siguientes conclusiones:

1. En el caso en que se conoćıa una solución, se ha comprobado la consistencia de las

soluciones encontradas por el algoritmo SA. Fue aśı como se comprobó la validez

del algoritmo para determinar la solución del problema de control óptimo sujeto

al modelo SIR para una población planteado en [6].

2. Se demostró que la técnica de optimización estocástica SA puede ser utilizada para

dar una respuesta rápida a la búsqueda de estrategias de control, proporcionando

valiosas aproximaciones con el fin de evitar la expansión de una enfermedad infec-

ciosa en una población y/o en poblaciones acopladas.

3. El algoritmo SA probó ser efectivo para solucionar el problema planteado en este

proyecto; sin embargo su desempeño depende en gran medida del valor de los

parámetros lo que requiere de mucho tiempo para la experimentación.

4. Las aproximaciones obtenidas por medio del SA son una herramienta valiosa para

evaluar el riesgo de la propagación de enfermedades en poblaciones acopladas y

aśı tener una idea del impacto que tiene la aplicación de diferentes medidas de
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control si los recursos con que se cuenta son escasos.

5. Aunque se trabajaron casos espećıficos, los problemas de optimización planteados

pueden ser utilizados para cualquier enfermedad infecciosa que se pueda modelar

con los esquemas SIR y SIS metapoblaciones.

6. En los resultados obtenidos se hace evidente que el propósito principal de las restric-

ciones en el flujo de personas infectadas es retrasar la propagación de la enfermedad

hasta que otras intervenciones pueden ser desarrolladas y aplicadas, o combinarla

con otras medidas de control. Ese retraso puede ser de gran ayuda en el desarrollo

de la conciencia pública, la aplicación de distanciamiento social, la organización

de centros de atención y la preparación de otros medios de contención de la en-

fermedad. Todo tiempo adicional que permita preparse es una oportunidad para

mitigar los efectos potenciales de varias enfermedades.

7. Los resultados presentados en este trabajo de investigación proporcionan informa-

ción útil de las medidas de control que se deben tomar para lograr controlar la

enfermedad a tiempo y evitar consecuencias desastrosas.

6.2. Trabajos futuros

A pesar de haber obtenido buenos resultados, aún quedan algunas cuestiones

por probar. Esto pudiera ser motivo de futuras investigaciones.

1. Desarrollar estrategias matemáticas en la elección de la temperatura inicial y final

para la implementación del algoritmo SA, y aśı no invertir tanto tiempo realizando

experimentos.
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2. Aumentar el número de parches a considerar en la dinámica de la propagación de

la enfermedad.

3. Utilizar esta técnica de optimización en otros modelos de propagación de enfer-

medades infecciosas que incluyan la heterogeneidad de la población, como la edad

de la población, el género.
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En este trabajo se utiliza la técnica de optimización estocástica Simulated An-

nealing para calcular estrategias con el fin de controlar el brote de una enfermedad.

Ahora bien, la aplicación de cualquier medida de control implica costos aśı que lo

que se quiere es determinar la combinación óptima de estrategias, es decir, la com-

binación que minimiza el número de infectados y el costo de aplicar las medidas de

control. Interesa el caso especial de las poblaciones interconectadas por los procesos

de emigración e inmigración lo que llamamos poblaciones acopladas. El propósito

es generar en forma rápida pero eficiente resultados aproximados que proporcionen

información útil de las medidas de control que se deben tomar para lograr controlar

la enfermedad a tiempo y evitar consecuencias desastrosas.
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