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ABSTRACT

Hilbert space frame theory has a great impact in some of the deepest
problems in pure and applied mathematics. Equal norm Parseval frames turn out
to be significantly important to applications; nevertheless, their class is one of the
least understood classes of frames. Because of the difficulty of finding equal norm
Parseval frames the Paulsen problem was of great interest.

In this investigation we study the fundamental aspects of Hilbert space finite
frame theory. We analized the relationship between the chordal distance of two
subspaces to the distance between their orthogonal projections, as well as the
connection between the distance of proyections and the distance between the
corresponding ranges of the analysis operators for Parseval frames. Finally, we
analized the equivalence beetwen the Paulsen problem and a fundamental problem
in operator theory known as the projection problem, besides, we present a proof

of the equivalence between two generalizations of these problems.

II



RESUMEN

La teoria de marcos en espacios de Hilbert tiene un gran impacto en al-
gunos de los problemas mas profundos en matemadticas puras y aplicadas. los
marcos Parseval de igual norma son significativamente importantes en cuanto a
sus aplicaciones; sin embargo, son una de las clases menos comprendidas hasta el
momento. Debido a la dificultad para encontrar marcos Parseval de igual norma
el problema de Paulsen presentaba gran interés .

En esta investigacion, estudiamos los aspectos fundamentales de la teoria de mar-
cos en espacios de Hilbert de dimensién finita. Analizamos la relacién entre la
distancia cordal de dos subespacios y la distancia entre sus proyecciones ortogo-
nales, asi como la conexion entre la distancia de dos proyecciones y la distancia
entre los correspondientes rangos de los operadores de analisis para marcos Par-
seval. Finalmente, analizamos la equivalencia entre el problema de Paulsen y un
problema fundamental en teoria de operadores conocido como el problema de la
proyeccion, ademés presentamos una prueba de la equivalencia entre dos genera-

lizaciones de estos problemas.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

El concepto de base es uno de los conceptos mas importantes en el estudio
de los espacios de Hilbert. Las bases permiten representar cada vector del espacio
de manera tunica. Los marcos son sistemas generadores que proveen representa-
ciones las cuales no son necesariamente tnicas. Esta propiedad proporciona una
mayor flexibilidad al momento de escoger la representacion adecuada.
Formalmente una sucesién {fx}%2; de elementos en un espacio de Hilbert H es

un marco, si existen constantes positivas A y B tales que

AlFIP <D W FP < BIFIP, VfeH
k=1

A pesar de que la transformada de Fourier ha sido una herramienta muy
utilizada durante anos, esta presenta una falla en el analisis de senales debido a
que oculta informacion respecto al momento de emisién y la duracién de una senal.
Los marcos, sin embargo, son estructuras que presentan mayor robustez respecto
al ruido por lo que proporcionan mayor estabilidad al momento de reproducir una
senal, por otra parte, una de las ventajas que se tienen al trabajar con marcos en
lugar de bases ortonormales es la escasa rigidez estructural que presenta un marco

a diferencia de una base ortonormal.



Un conjunto {f;}72, de elementos en un espacio de Hilbert H es llamado

un Marco Parseval para H si para cada f € H:

LFIP =D I P
k=1

Ademas, si existe una constante ¢ tal que || fx|| = ¢, para todo k& € N se dice que

el conjunto {fx}72, es un marco de igual norma.

Los marcos Parseval de igual norma son de gran importancia, sin embargo,
son una de las clases menos comprendidas, la razén es que dado un marco { fx}32,
con operador S, el marco Parseval mas cercano es el marco Parseval candnico
{87121 |, el cual no es a menudo de igual norma. Por otra parte, el marco
Parseval y el marco de igual norma mas cercanos a un marco dado son conocidos,
no obstante, a pesar del gran esfuerzo hecho hasta ahora es muy poco lo que se
conoce acerca del marco Parseval de igual norma més cercano a un marco dado.

Este interrogante es conocido en teoria de Marcos como el Problema de Paulsen.

El problema de Paulsen demostré ser uno de los problemas més intratables
en teoria de marcos. En este trabajo se estudia la equivalencia entre el problema
de Paulsen y un problema fundamental en teoria de operadores conocido como
problema de la proyeccién, ademas, se estudia la equivalencia entre dos generali-

zaciones de estos problemas.



Capitulo 2

PUBLICACIONES PREVIAS

El concepto de marco para un espacio de Hilbert fue introducido por Duffin
y Schaeffer [11] en el ano 1952 con el fin de estudiar ciertos problemas sobre series
de Fourier no arménicas. Este tranajo no generd mayor interés en otro campo que
no fuesen las series de Fourier no armonicas. En 1986, Daubechies, Grossmann
y Meyer [10] aplicaron el concepto de marco con el objetivo de estudiar ciertas
herramientas conocidas actualmente como wavelets, trabajo en el cual los autores
observaron que los marcos podian ser utilizados para encontrar expansiones en se-

ries de funciones en L?(R) muy similares a las que proveen las bases ortonormales.

El problema de Paulsen ha resultado ser uno de los més dificiles en teoria
de marcos. A pesar de ser profundamente estudiado por més de una década, no
se obtuvo ningun avance que condujera a su soluciéon. En el ano 2003 Holmes y
Paulsen [13] introducen un algoritmo que permite transformar un marco Parseval
en un marco Parseval de igual norma, sin embargo este no probaba la existencia

de un marco Parseval de igual norma que se encontrase en las proximidades de un



marco casi-de igual norma y casi-Parseval. Siete anos después, Bodmann y Ca-
sazza [2] presentan un método para la construccién de marcos Parseval de igual
norma basado en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias mediante el
cual generan un flujo en el conjunto de marcos Parseval que termina convergien-
do a marcos Parseval de igual norma, no obstante, Bodmann y Casazza asumian
que la dimension del espacio y la cantidad de vectores en el marco eran primos
relativos. Dos anos mds tarde, en 2010 Casazza, Fickus y Mixon [5] construyen
un algoritmo iterativo basado en el potencial del marco el cual preserva ciertas
estructuras de grupo presentes en el marco inicial, con esto plantearon una solu-

ciéon completamente diferente a la propuesta por Bodmann y Casazza.

En 2011, J. Cahill y P.G. Casazza [4] demostraron que el problema de
Paulsen y el problema de la proyeccion son equivalentes. los primeros en notar
que deberia haber una conexién entre estos dos problemas fueron Bodmann y

Casazza [2].

Los avances mas recientes sobre el problema de Paulsen se deben a Kwok,
Lap, Lee y Ramachandran [14], quienes presentaron una solucién para el proble-
ma de Paulsen y calcularon una cota para la funcién distancia en el orden de
O(eM*'3/2). Recientemente, L. Hamilton y A. Moitra [12] presentaron una prueba
mas simple de el problema de Paulsen, basados en la nocién de posicion isotropica

radial, y ademas mejoraron la cota para la funcién distancia dentro de un orden

de O(eM?).



Capitulo 3

PRELIMINARES

3.1. Espacios de Hilbert

Un espacio con producto interno o pre-Hilbert es un espacio vectorial V'
en el que se define una aplicacién (-,-) : V- x V. — C que cumple las siguientes

propiedades:

L. (Aditiva) {(az + By, 2) = alz, 2) + By, 2);

2. (Hermitica) (z,y) = (y, z);

3. (definida positiva) (x,z) > 0y (x,z) = 0siy solo si x = 0.

En cualquier espacio pre-Hilbert podemos definir la norma asociada como
|z|| = v/{(x,x), por lo cual, todo espacio pre-Hilbert es en particular un espacio
normado, ademas podemos definir la metrica asociada como d(x,y) = ||z — y||.
los espacios pre-Hilbert que son completos (respecto a la metrica asociada) son

llamados espacios de Hilbert.



Proposicion 3.1.1 Sean z,y € Hy

» Desigualdad de Cauchy-Schwarz

[z 9)| <l llllyll

la igualdad se cumple si y solo si x, y son linealmente dependientes.

» Desiqualdad triangular
2+ yll < =]l + lyll

la 1gualdad se cumple si y solo siy=0 o0x =cy, c>0.
» [dentidad de polarizacion

1. Si Hy es real, (x,y) = {lllv+ylI* = ||z — y|?]

2. Si Hy es complejo,

1
Re(z,y) = Zlllz +ylI” = lle = yl),

1 . .
Imw,y) = 7lllz +iyll* — [lz — iy[’

Dado un espacio de Hilbert Hy dos vectores x,y de Hy son ortogonales,
y escribimos z L gy, cuando (z,y) = 0. si W es un subespacio de Hy, un vector
xr € Hy se dice que es ortogonal a W y se denota x L W cuando (z,y) =
0 para todo y € W, dos subespacios W y V se dicen subespacios ortogonales y se
denota W LV si W C V*.

El complemento ortogonal de W es el conjunto W+ = {z € Hy : x L W}.



Definicién. 3.1.2 Un sistema {e;}¥_, de vectores en Hy es llamado ortogonal si

para todo 1 # j, los vectores e; y ej son ortogonales

Proposicién 3.1.3 (Teorema de pitagoras) Sea (x;), € Hy un conjunto de

vectores ortogonales dos a dos, entonces se cumple lo siguiente

M 2 M
Z%’ = Z 11
i=1 =1

Proposicion 3.1.4 Sean Hy un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado

de Hy. Entonces Hy = M @ M*.

Definicién. 3.1.5 Sea (W,)X, una familia de subespacios de H. Entonces la su-

ma directa ortogonal estd definida como el espacio

M
(Z@WZ) =Wy X - X Wiy
=1

EQ

con un producto interno definido por

i=1 =1

M M
(x,7) = Z(azz,fl> para todo x = (z;)M, &= (&)X, € (Z @W)
2

Definicién. 3.1.6 Un sistema {e;}}_, de vectores en Hy es llamado ortonormal

st es ortogonal y cada e; tiene norma 1.

Teorema. 3.1.7 (Desigualdad de Bessel) Sea Hy un espacio pre-Hilbert, {z;}?_,
un sistema ortonormal en Hy, y € Hy arbitrario. Entonces, ¥ x1,...,x, € A se

tiene que:

n

> Ky < Nyl

=1



Los elementos (y, x;) se llaman coeficientes de Fourier de”y” respecto del conjunto

ortonormal {z;}"_,.

Demostracién. Sea «; = (y, z;). De este modo,

0< <y—iaﬂm y—i%‘l‘z‘>
i=1 i=1
=yl = D eilwy) — D @y + YD gz, ;)
i=1 i—1

i=1 j=1
n

= lyl* = > lal

=1

n
Esto implica que [Jy||? > Z [y, 2:)]?. O
i=1
Un sistema {e;}¥_, de vectores en Hy se dice completo (o un conjunto
generador) si span{e;}¥_, = Hy. Un sistema ortonormal que ademas es completo

se le llama una base ortonormal.

El siguiente es un resultado fundamental en teoria de espacios de Hilbert.

Proposicién 3.1.8 (Identidad de Parseval) Si {e;}X, es una base ortonormal

para Hy, entonces, para cada x € Hy, tenemos

N
Izl = 1w, e .
=1

Una consecuencia inmediata de la identidad de Parseval es que un vector
x puede ser reconstruido a partir de los coeficientes {(x, e;) }; mediante un pro-
cedimiento simple. Este resultado puede ser interpretado como una formula de

reconstruccion.



Corolario. 3.1.9 Si{e;}Y | es una base ortonormal para Hy, entonces, para cada

xr € Hy, tenemos

3.2. Operadores en Espacios de Hilbert

Sean Hy v Hg espacios de Hilbert. Un operador lineal es una funcion 7' :
Hy — Hg tal que para todo o, f € Cy x,y € Hy, T(ax+ py) = oT'(x) + ST (y).

El nicleo de un operador lineal T" esta definido como
N(T):={x € Hy : Tz = 0}.
La tmagen de T es el conjunto
Im(T) :={Tx:x € Hy}.

El rango de T, denotado R(T) es la dimensién de la imagen de T

Un operador lineal T" para el cual N(T') = {0} se dice que es inyectivo,
si Im(T) = Hp el operador es sobreyectivo. Si T es inyectivo y sobreyectivo,
entonces se dice que T es biyectivo (o invertible).

La norma de un operador T esta definida por
||| := sup{||Tz| : ||| = 1}.

Definicién. 3.2.1 Sea T : Hy — Hg un operador lineal, sea {e;}Y., una base

ortonormal de Hy, y sea {g;}X, una base ortonormal de Hy. Entonces la matriz



de respresentacion de T (respecto a las bases ortonormales {e;}1, y {gi},) es

una matriz de tamano K x N y esta dada por A = (aij)f(:’fszl, donde
a;; = (Tej, g;).
Para todo x € Hy con ¢ = {(x,e;)}¥, tenemos
Tz = Ac.

Definicién. 3.2.2 Sea T : Hy — Hg un operador lineal, el operador adjunto de
T* de T es el operador
A HK — HN

tal que:
(Tx,y) = (x, T"y) para todo x € Hy, y € Hg.

Definicién. 3.2.3 Un operador lineal se dice auto-adjunto si T = T™

En el conjunto de los operadores auto-adjuntos sobre un espacio de Hilbert,
debido a que (T'z,z) es real, se puede introducir una relacién de orden definida

de la siguiente manera:
Definicién. 3.2.4 Sean Ty y T, operadores auto-adjuntos.

Ty < Ty si (Thx,z) < (Tyx,x), para todo x € Hy
Proposicién 3.2.5

(i) Sea T : Hy — Hy un operador lineal. Entonces

dim Hy = dim N(T)+ R(T).

10



ademas, st T es inyectivo, entonces T* T también es inyectivo.

(i1) Sea T : Hy — Hy un operador lineal. Entonces T es inyectivo si y solo si

es sobreyectivo. Mds aiin, N(T) = (Im(T*))*, por lo tanto

Hy = N(T) & Im(T*).

Si T : Hy — Hy es un operador inyectivo, entonces T' es invertible. Si un
operador 7' : Hy — Hg no es inyectivo, podemos hacer que sea inyectivo si lo
restringimos a (N(T'))*. Sin embargo, T'| y(r)+ puede atin no ser invertible debido

a que no necesariamente es sobreyectivo. Esto se puede asegurar considerando el

operador T : (N(T))*t — Im(T) el cual es invertible.

Definicién. 3.2.6 Sea T' : Hy — Hyg un operador lineal inyectivo. El inverso

Moore-Penrose de T, denotado T%, esta definido por

Th = (T"T)~"'T".

El operador Moore-Penrose T de un operador inyectivo T', proporciona un

inverso a izquierda” para el operador T'.

Proposicion 3.2.7 Si T : Hy — Hg es un operador lineal inyectivo. Entonces

T =1.

Teorema. 3.2.8 Dada una matriz A de tamano M x N existe una matriz U de
tamano M x M tal que U*U = I, una matrizV de tamano N X N tal que V*V =1,

y una matriz diagonal ¥ de tamano M x N , con entradas reales decrecientes no

11



negativas sobre la diagonal tales que

A=UXV".

Definicién. 3.2.9 Sea A una matriz de tamano M x N, y sean U, X2, y V como
en el Teorema anterior. Entonces A = UXV™ se conoce como la descomposicion
en valores singulares (SVD) de A. Los vectores columna de U son llamados vec-
tores singulares de izquierda, y los vectores columna de V' son llamados vectores

singulares de derecha.

La matriz pseudo-inversa de A, denotada A", puede escribirse a partir de

su SVD, como se observa en el siguiente resultado.

Teorema. 3.2.10 Sea A una matriz de tamano M x N, y sea A = UXV* su

descomposicion en valores singulares. Entonces

AT = VST,

donde X1 es la matriz diagonal M x N que se obtiene de X* tomando el reciproco

de cada entrada diferente de cero sobre la diagonal.

A continuacién presentamos una lista de propiedades importantes de los

operadores lineales que seran de utilidad en capitulos posteriores.

Definiciéon. 3.2.11 Un operador lineal T : Hy — Hyg es:
a) Normal, si Hy = Hi y T*T =TT*.

b) Una isometria, si |Tx| = ||z|| para todo x € H.

12



c¢) Positivo, si Hy = Hi, T es auto-adjunto, y (Tx,z) > 0 para todo x € H.

d) Unitario, si es una isometria sobreyectiva.

En la siguiente proposicion presentamos una serie de relaciones basicas y
resultados referentes a la definicion anterior los cuales serdan utilizados posterior-

mente.
Proposicién 3.2.12 Sea T': H — K un operador lineal.
i) |[T*T| = ||T]?, y T*T y TT* son auto-adjuntos.
ii) Si H =K, las siguientes condiciones son equivalentes.

1. T es auto-adjunto.
2. (Tx,z) = (x,T%) para todo x,% € H.

3. Si H es complejo, (Tx,z) € R para todo z € H.
ii1) Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. T es una isometria.
2. T*T = 1.

3. (Tx,TZ) = (x,%) para todo x,% € H.
iv) Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. T es unitario.

2. T yT* son isomélricos.

3. TT =1 yT*T = Id.

v) Si U es un operador unitario, entonces |UT|| = ||T|| = ||TU].

13



Una de las herramientas que se utiliza frecuentemente para entender la

accion de un operador es la diagonalizacion.

Definicién. 3.2.13 Sea T : Hy — Hy un operador lineal. Un vector distinto de
cero x € Hy es un autovector de T con autovalor A\, st Tx = \x. El operador T
se dice diagonalizable ortogonalmente, si existe una base ortonormal e;Y., de Hy

formada por autovectores de T.

Proposicion 3.2.14 Para cualquier operador lineal T : Hy — Hp, los autova-

lores distintos de cero de T*T y TT* son los mismos.

El siguiente resultado, el cual es una consecuencia inmediata de la propo-
siciéon 3.2.12. brinda informacion acerca de los autovalores de un operador en el

caso que este sea unitario, autoadjunto o positivo.
Corolario. 3.2.15 Sea T : Hy — Hy un operador lineal.

1. Si T es unitario, entonces sus autovalores tienen modulo uno.
2. Si'T es auto-adjunto, entonces sus autovalores son reales.
3. 81T es positivo, entonces sus autovalores son no neqgativos.

A continuacién presntamos un resultado fundamental en teoria de opera-

dores conocido como teorema espectral.

Teorema. 3.2.16 Sea Hy un espacio de Hilbert complejo y sea T : Hy — Hy
un operador lineal. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) T es normal.

(11) T es diagonalizable ortogonalmente.

14



(111) Existe una matriz de representacion de T que es diagonal.

w) Emiste una base ortonormal {e; Y., de Hy vy escalares \,--- , Ax tal que
=1

N
Ty = Z Xi(z,e;)e; para todo x € Hy.

i=1

En este caso

IT] = max |\

1<i<N

Puesto que todo operador auto-adjunto es normal, una consecuencia in-
mediata det teorema 3.2.16. es que todo operador auto-adjunto es diagonizable
ortogonalmente. Otra consecuencia del teorema 3.2.16 es el siguiente resultado,

El cual permite definir la raiz n-ésima de un operador positivo.

Corolario. 3.2.17 Sea T : Hy — Hx un operador invertible positivo con auto-
vectores normalizados {e;}Y., y respectivamente autovalores {\;}Y,, sea a € R,

definamos un operador T* : Hy — Hy por
N
T = Z Az, e;)e; para todo x € H.
i=1

Entonces T es un operador positivo y TT® = T para a,b € R. En particular,

T y T=Y2 son operadores positivos.

Definicién. 3.2.18 Sea T : Hy — Hy un operador. Entonces, la traza de T esta

definida por

N
TrT= Z<T€i,€i>,

i=1

Donde {e;}Y., es una base ortonormal arbitraria de Hy.

15



Corolario. 3.2.19 Sea T : Hy — Hy un operador diagonalizable ortogonalmen-

te, y sea {\}¥, el conjunto de sus autovalores. Entonces

N
TrT = Z ;.
i=1

En la seccién anterior recordamos la nocion de base ortonormal. Sin em-
bargo, en algunas ocasiones el requisito de ortonormalidad resulta ser demasiado
fuerte, pero la unicidad en cuanto a la descomposicién de los vectores sigue siendo
una propiedad deseable, por lo cual se introduce a continuacién la nocion de base
de Riesz, la cual, como se podra observar en el capitulo siguiente resulta estar

intimamente relacionada a la definicién de marco.

Definicién. 3.2.20 Una familia de vectores {@;}X, en un espacio de Hilbert Hy
es una base de Riesz con cota inferior A y cota superior B, si, para cualquier
conjunto de escalares {a;},, se tiene
2 N
< B il
i=1

N N
AZ"%"Q < Zai%’
i=1 i=1

Proposicién 3.2.21 Sea {p;}¥, una familia de vectores. Entonces las siquientes

condiciones son equivalentes.

. N . . . .
i) {@i}il, es una base de Riesz para Hy con cota inferior A y cota superior

B.

i) Para cualquier base ortonormal {e;}Y., de Hy, el operador T : Hy — Hy
definido por Te; = @; para todo i = 1,2,..., N es un operador invertible con

ITN* < By [IT7H7* = A.

16



3.3. Proyecciones

Un operador lineal P : Hy — Hy, es llamado una proyeccién, si P2 = P.
Si P es ademés auto-adjunto, entonces se dice que P es una proyeccion ortogonal.
Dado cualquier subespacio W de Hy, existe una inica proyeccién ortogonal P
de Hy tal que Im(P) = W. Esta proyeccién puede construirse de la siguiente
manera:
Sea m la dimensién de W, y sea {e;}/™, una base ortonormal de . Entonces

para cada x € Hy definimos

Si P es una proyeccién ortogonal sobre Hy entonces Hy = W @& (W*)*.
En la siguiente proposicién enunciamos algunas de las propiedades basicas

de las proyecciones.

Proposicién 3.3.1 Sea P una proyeccion y supongamos que Im(P) = W y
N(P)t = W*. Entonces P*, I — P y I — P* son proyecciones y se cumple lo
siguiente:

1. Im(P*)=W* y N(P*) = W,

2. Im(I—P)=(W** yNI—-P)=W,

3. Im(I —P*)=W+ y NI - P*)=W*.
Ademds, P es un operador invertible sobre W* que mapea W* sobre W'.

Ahora, mostramos que la descomposicién en valores sigulares de una pro-

yeccién tiene una propiedad especial:
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Proposicion 3.3.2 Supongase que P es una proyeccion de rango N, sean {&j}j-v:l
Y {bj}j»v:l los vectores singulares de izquierda y los vectores singulares de derecha

respectivamente, correspondientes a los valores singulares {o;}X,. Entonces

(aj,bp) =

para todo j, k € {1,--- ,N}.

Definicién. 3.3.3 Sean Wi y Wy subespacios de dimension finita N de un espacio

de Hilbert, definimos la N-tupla (01,09, ,0n) de la siguiente manera:

v =mazx{{a,b) : a € Wi,b € Wy, ||a]| = [|b]| = 1} = (a1, b1).

Para 2 <1< N,

v; = max{{a,b) : |la|| = ||b]| =1, {ak,a) =0 = (b, b), para 1 <k < j—1},

donde

i = {aj,bj).
La N-tupla (01,02, ,0y) con 0; = cos™(v;) es llamada los angulos principales
entre Wy, Ws.

El siguiente lema muestra que una proyeccion ortogonal P tiene la propie-
dad de que mapea cada vector de Hy en el vector mas cercano en la imagen de

P.

Lema. 3.3.4 Sea W un subespacio de Hy, sea P la proyeccion ortogonal sobre
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W, y sea x € Hy. Entonces

|z — Px|| < ||z — Z|| para todo T € W.

Ademds, si ||z — Pz|| = ||z — Z|| para algun T € W, entonces ¥ = Px.

El siguiente resultado da una relacion entre la traza y el rango de una

proyeccion.

Proposicion 3.3.5 Sea P la proyeccion ortogonal sobre un subespacio W de Hy,
y sea m = dim W. Entonces P es diagonalizable ortogonalmente con autovalor 1
de multiplicidad m y autovalor 0 de multiplicidad N —m. En particular, tenemos

que TrP=m.
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Capitulo 4

MARCOS EN ESPACIOS DE
HILBERT

4.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicién. 4.1.1 Una familia de vectores ® = {p}M | en un espacio de Hilbert

N-dimensional Hy es un marco si existen constantes A, B > 0 tales que

M
ANFIP < Y1 fen) < BIFIP,  Vf € Hy. (4.1)
k=1

Los nimeros A, B son llamados cotas del marco, estos no son unicos. La
cota inferior optima del marco es el supremo sobre todas las cotas inferiores y la
cota superior optima es el infimo sobre todas las cotas superiores. Diremos que

un marco @ es ajustado si podemos escoger A = B en la definicion, i. e., si

M
ST foe)P = AlfI2, paratodo f € Hy. (4.2)
k=1
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Para un marco ajustado, el valor exacto A en (4.2) es llamado cota del
marco; en el caso A = 1, se dice que ® es un marco Parseval, si existe una
constante ¢ tal que ||¢g|| = ¢, para todo k = 1, ..., M diremos que ® es un marco
de igual norma, en particular se dice marco de norma unitaria en el caso que ¢ = 1.
Si existe ¢ tal que |(fx, fi)] = ¢, para todo k # [ el marco se dice equiangular. Los
valores {(f, ¢x) HZL, son llamados los coeficientes de marco del vector f respecto
al marco P.

En este trabajo, solo consideraremos familias finitas {¢x}2L,. Con esta
restriccion, la desigualdad de Cauchy—Schwarz muestra que
M M
D Lo < lleell®IFIP, Vf € Hy,
= k=1

k=1

i. e., la condicion de la cota superior para el marco se satisface automaticamente.
Para que la condicién de la cota inferior en (4.1) se cumpla, es necesario que
span{pr L, = Hy. Esta condicién se vuelve suficiente; de hecho, toda sucesién
finita es un marco para el span de los elementos, como se observa en la siguiente

proposicion.

Proposicién 4.1.2 Sea ® = {¢}2L, una sucesion en Hy. Entonces ® = {¢}}2.,

es un marco para span{ey L.

Demostracion. Primero asumamos que no todos los vectores ¢, son cero, como
M

se observé anteriormente, la cota superior se satisface con B = E |¢x]|*. Ahora
k=1
definamos

W = span{pi}il,
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y consideremos la aplicacion continua

M
0 W =R, Of) =Y el
k=1
Puesto que la esfera unitaria en W es compacta, existe g € W con ||g|| = 1 tal

que

k=1

M M
A=) g o)l Ifnf{kZI(f,sowF [ feWIIfll = 1}-

Es claro que A > 0. Ahora dado f € W, f # 0, tenemos

M M f 2
Zwmwzz<—wﬁ|w%mw2
2 2.\ 171

O
La Proposicién 4.1.2 implica de manera inmediata un resultado que carac-

teriza a los marcos en un espacio de dimensién finita.

Corolario. 4.1.3 Una familia de vectores ® = {¢}M., en Hy es un marco para

Hy siy solo si span{pi )M, = Hy.

Demostraciéon. Nétese que si @ = {px}, no es un conjunto generador para
Hy, entonces existe f # 0 tal que (f, ¢x) = 0 para todo k = 1, ..., M. Por lo tanto
® no podria ser un marco. Reciprocamente, si se asume que ® no es un marco,
entonces, existe una sucesion { f,,}52, de vectores normalizados en Hy tales que
- 1

Z (s ) |* < - para todon € N

k=1

Por lo tanto, el limite f de una subsusecién convergente de {f,}> ; satisface

n=1

(f,or) =0 para todo k = 1,..., M. Puesto que ||f]| = 1, se sigue que ® no es un
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conjunto generador. ]

El Corolario 4.1.3 muestra que un marco puede contener mas elementos
de los necesarios para ser una base. En particular, si ® = {¢;}22, es un marco
para Hy v {gx}7_, es una coleccién arbitrarfa finita de vectores en Hy, entonces
{or 1M U{gx}?_, también es un marco para Hy. Un marco el cual no es una base

se dice que es sobrecompleto o redundante.

Proposicién 4.1.4 si ® = {¢,}M | es una base ortonormal, entonces ® = {py 1L,

es un marco Parseval. El reciproco no se cumple en general.

Demostracion. Si ® = {¢;}, es una base ortonormal, entonces, por la identi-

dad de parseval,

M
IFIP = [{f.en)* paratodo f € Hy
k=1

por lo tanto ® es un marco Parseval.
Para la segunda parte, sean {e;}2_, v {gx}~_, bases ortonormales para Hy, en-
tonces {ex/v2}, U{gr/v2}Y_, es un marco Parseval para Hy pero no una base

ortonormal. O

Proposicién 4.1.5 ® = {p; 1L, es un marco Parseval de norma unitaria si y

solo si es una base ortonormal

Demostracién. Por la identidad de Parseval, para cada kg € {1, ..., M}, tenemos

M M
leroll® =D Ky ei)> = lmll* + D [ros 06)
k=1 k=1,k#ko
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Puesto que los vectores son normalizados, entonces

M

Z |(@ro» 0x)|* =0 para todo ko € {1, ..., M}
k=1,k#ko

Por lo tanto (¢y, ;) =0 para todo k # j, entonces, ¢ es un sistema ortonormal
que ademas es completo por 4.1.3, entonces es una base ortonormal. O]

A continuacién presentamos una serie de ejemplos de caracter ilustrativo:

Ejemplos. 4.1.6 Sea {e;}*L, una base ortonormal de Hy.

(1) El sistema

(e1,0,€9,0,...,en,0)

Es un marco Parseval para Hy. Este ejemplo muestra que un marco Parseval

puede contener vectores cero.

(2) El sistema

{fk}kl {1,77777 \/_ \/_}

es un marco Parseval para Hy, en efecto, dado f € Hy, entonces

1

R

M:

DW= |< ex)|”

|<f er)|* = 1I£1?

TTFHﬂE |

Este ejemplo muestra que un marco Parseval puede tener multiples copias

de un solo vector.

(3) El sistema
{617 €1,€2,€2,€3,€3,...,€M\, eM}
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es un marco 2-ajustado para Hy. En efecto,

S KPP =20 e

k=1 k=1

4.2. Operadores asociados a un marco

En esta seccion se definen el operador de andlisis, operador de sintesis, y
operador marco, los cuales determinan la accién de un marco al momento de ana-
lizar y reconstruir una senal.

En adelante denotaremos por ¢3! := l5({1,..., M'}), notese que este espacio coin-

cide con RY o CV, dotado con el producto interno estandar.

4.2.1. Operador de andlisis y Operador de sintesis

Consideremos ahora un espacio de Hilbert de dimension finita Hy y sea
{gok}i/il una sucesion de vectores en Hy, el operador lineal 7' definido de la si-

guiente manera

T:Hy = 6", Tf={{f o}l (4.3)

es llamado el operador de andlisis.

A continuacién presentamos un propiedad importante la cual es una ca-

racterizacién que permite decidir cuando un conjunto de vectores resulta ser un
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marco a partir de su operador de analisis. Se define ademas otro operador asociado

a un marco conocido como el operador de sintesis.

Lema. 4.2.1 Sea {¢}}, una sucesion de vectores en Hy con Operador Andlisis

T.

M
(i) ||ITf|I* = Z\(f, oi)|? para todo f € Hy. Por lo tanto, {¢i}M | es un
marco pam:HN sty solo si T es inyectivo.

(ii) El operador adjunto T* : (51 — Hy de T esta dado por
M
T{ee}ils = chsf%-
k=1
Demostracion. De la definicion de T', tenemos que

|7 = Z| (f, o) para todo f € Hy.

Sea f € Hy tal que T'f = 0, entonces ||Tf| = 0, entonces Al f|*> <0 < BJf||%
por lo tanto f = 0, por otra parte, si suponemos que 1" es inyectivo.

Sean z = {cx}2L, € (' y f € Hy, entonces

(T"x, f) = (2, Tf) = <{Ck}k LA, or }k 1> ch [y on) <ch90ka >

O

Definicién. 4.2.2 Sea {¢}2, una sucesion de vectores en Hy con Operador

Analisis T'. El operador de sintesis estd definido como el operador adjunto T*.

El siguiente lema resume algunas propiedades basicas del operador de sinte-

sis.

26



Lema. 4.2.3 Sea {¢}}, una sucesion de vectores en Hy con operador de andli-
sis T
(i) Sea {ex}*L, la base estandar de (3. Entonces, para todo k = 1,2,..., M,
tenemos T*ep, = T*Pey = i, donde P : (31 — (M denota la proyeccion
ortogonal sobre Im(T).

(i1) {2, es un marco si y solo si T* es sobreyectivo.

A menudo, los marcos son modificados bajo la acciéon de un operador in-
vertible. El siguiente resultado muestra el impacto sobre el operador de analisis

asociado y el hecho de que la sucesién resultante tambien es un marco.

Proposicién 4.2.4 Sea ® = {px 1L una sucesion de vectores en Hy con Ope-
rador Analisis Te y sea F': Hy — Hy un operador lineal. Entonces el Operador

Analisis asociado a la sucesion F® = {Fp, 1M, estd dado por
Tre =TeF™.
Mas aun, st ® es un marco para Hy y F es invertible, Entonces F® también es

un marco para Hy.

Demostracion. Dado f € Hy se tiene que,

Tref = {(/f, F90k>}£/[=1 = {(F"/, 90k>}1]c\4:1 =TeF"f

Por lo tanto Tre = ToF™. O
Ahora, se analiza la estructura de la matriz de representacién asociada al
operador de sintesis. Esta matriz es de fundamental importancia en la construccién

de marcos.
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Lema. 4.2.5 Sea ® = {p;}2L, un marco para Hy con operador de andlisis T .

Entonces una matriz representativa para el operador de sintesis T es la matriz

N x M dada por

Y1 Y2 ... ©N

Mas ain, las cotas de Riesz correspondientes a los vectores fila de esta matriz son

wquales a las cotas de marco correspondientes a los vectores columna.

Demostraciéon. Sea {ej}?]:l la base ortonormal correspondiente de Hy y para
J=1,...,N,sean ©; = [(¢1,€;), (¥2,€;), ..., (©m, €j)] los vectores fila de la matriz.

Entonces,

2

M M | N N M
Z (o) = Z ch<ej790k> = Z Cjc_iz<€j7s0k><s0k,€i)
k=1 k=1 | j=1 ji=1 k=1
N N 2
= > @l y) = ||
Je=1 j=1

4.2.2. Operador Marco

El operador marco es considerado uno de los operadores mas importantes
asociados a un marco, dicho operador recopila propiedades fundamentales del

marco. Acontinuacién se discuten algunas de sus propiedades fundamentales.

Definicién. 4.2.6 Dada una sucesion de vectores {¢y}il, en Hy con operador
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de analisis T', se define el operador marco como S : Hy — Hy definido por

M
L SE=TTf =) (f e o (4.4)
k=1

El siguiente lema muestra la relacién entre el operador marco y las propie-

dades del marco.

Lema. 4.2.7 Sea {¢;}+L, una sucesion de vectores en Hy con operador marco

asociado S. Entonces, para todo f € Hy,

(Sf.f) = Z|f¢k

Demostracion. Por definicién de operador marco se tiene que

(Sf, [y =(T"Tf, f)=(Tf,Tf)=|Tf|* = Z| (f. on)]

lo cual implica la desigualdad planteada. O
1 -1 -1 1

Ejemplos. 4.2.8 (1) Sea {fi}i_, = . 1. =1!.l=1
1 -1 1 -1

Este es un ejemplo de marco cuyos elementos tienen todos norma /3 y que
es equiangular. Constituye los vértices de un tetrahedro en R3. Su operador

de sintesis respectivamente de andlisis son
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(2)

(3)

1 1 1
1 -1 -1 1
-1 1 -1
T'=(1 1 -1 —-1]|,1T"=
-1 -1 1
1 -1 1 =1
1 -1 -1

Yy su opemdor marco es

4 0 0
S=10 4 0,
0 0 4

es decir, se trata de un marco ajustado con cota de marco A = 4. Si re-

1

5, estos vértices se transforman en un marco

escalamos estos vectores por

Parseval, pero no son una base ortonormal.

(El marco Mercedes-Benz). El marco Mercedes-Benz para R* es el marco

ajustado de norma unitaria con cota de marco % dado por:

3 Ne

0 = 5
B R I )

1 5 5

Notese que este marco tambien es equiangular. La razon de su nombre resulta

evidente tal como se observa en la figura 4.1

Los ejemplos anteriores llevan a pensar que una manera de obtener marcos
ajustados de norma unitaria es a partir de los vertices de figuras requlares.
Por ejemplo, los vértices de los solidos platonicos son marcos ajustados para

R? (Figura 4.2)
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Figura 4.1: Marco Mercedes-Benz

SN

Figura 4.2: Sélidos platonicos
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Si la sucesién de vectores {¢y}2., es un marco para el espacio de Hilbert
H y, entonces el operador marco es invertible. Esta es una propiedad fundamental

para la formula de reconstruccion que sera presentada mas adelante.

Teorema. 4.2.9 El operador marco S asociado a un marco {¢x}4L, con cotas de

marco A y B es un operador invertible, positivo y auto-adjunto que satisface
A-Id<S<B-Id.

Demostracion. Dado que S = T*T, es claro que S es auto-adjunto. Para mostrar

que S es inyectivo, sea f € H, asumamos que Sf = 0. Entonces

0=(Sf. f)= Zmok ,

por lo que la condicién de marco implica que f = 0. Puesto que estamos traba-
jando en un espacio de dimensién finita el hecho de que S es inyectivo implica que

S es sobreyectivo. Para probar la desigualdad, notese que

(Af. 1y =AlFIP <D 1 en)> = (Sf. f) < BIfIP = (Bf.f) paratodo f € Hy
k=1

O

El siguiente resultado es una consecuencia directa de la proposicién 4.2.4

Proposicién 4.2.10 Sea ® = {p}2L, un marco para Hy con operador marco
S, y sea F' un operador invertible sobre Hy. Entonces { Fop}2L | es un marco con
Operador Marco FSF*.

Los marcos ajustados se caracterizan como aquellos cuyo operador marco
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es un multiplo positivo del operador identidad, asi como se observa en el siguiente

resultado.

Proposicién 4.2.11 Sea ® = {¢x}2L, un marco ajustado para Hy con cota de

marco A. Entonces S = Al, y

M
f - %Z<fa Spk%pk? para todo f € Hy. (45)

k=1

Una interpretacién de (4.5) es que si {px 2L, es un marco ajustado y queremos
expresar f € Hy como una combinacion lineal f = 224:1 cr@k, podemos sencilla-
mente definir gy = %) y tomar ¢, = (f, gr).

Los marcos ajustados tienen la propiedad de que los autovalores asociados
a su operador marco coinciden. En el siguiente resultado consideramos operadores
marco cuyos autovalores son arbitrarios, observese que el autovalor mas grande y

el mas pequeno coinciden con las cotas optimas del marco.

Teorema. 4.2.12 Sea ® = {¢;}2L, un marco para Hy con operador marco S.
Sean \y > -+ > Ay los autovalores asociados a S. Entonces A\ y Ay coninci-
den con la cota superior optima del marco y la cota inferior optima del marco,

respectivamente.

Demostracién. Denotemos por {e;}_; los autovectores normalizados para el
operador marco S con los respectivos autovalores {\;}2_; escritos en orden decre-
ciente. Dado f € Hy, podemos escribir f = Z]kvzl<f, ex)ek, entonces

N N

Sf=> (frex)Ser =Y Mlf,enex,

k=1 k=1
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En virtud del lema 4.2.7 obtenemos

M N
S K fen)? = (ST 1) Zm frenP <Ay e = Ml I
k=1 k=1

Por lo tanto, B,, < A; donde B,, denota la cota superior optima para el marco

{Spk}{y:l-

Por otra parte,

M
Z| 61,@1 561,€1> </\1€1,€1> = .
k=1

Por lo tanto B,, = A\

La demostracién para la cota inferior se realiza de manera analoga. 0J

Corolario. 4.2.13 Sea ® = {¢,}M, un marco para Hy. Entonces los siguientes

enunciados se cumplen.

(i) La cota superior dptima de Riesz y la cota superior dptima del marco ®
coinciden.
(i1) La cota inferior dptima de Riesz y la cota inferior dptima del marco ®

coinciden.

Demostraciéon. Sea T el operador de andlisis asociado a ®, S el operador marco

v {1, los autovalores de S escritos en orden decreciente. Entonces

M= |IS| =TT = T = 17|

Ay = [[S7HH = 1@ T) = = ()=~
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En virtud de teorema 4.2.12, lema 4.2.3 y proposicién 3.2.21 se obtienen
ambos resultados. O
El siguiente teorema muestra la relacion entre los vectores que conforman
un marco y los autovalores y autovectores del operador marco asociado. Ademaés,
es de gran importancia para calcular la norma de los vectores de un marco Parseval

de igual norma, como se observard posteriormente.

Teorema. 4.2.14 Sea ® = {¢,}2L, un marco para Hy con operador marco S,
sean {e;}3L, los autovectores normalizados correspondientes y {\;}7_, los respec-

tivos autovalores. Entonces para todo 7 =1,2,..., N tenemos

M
= lej om)
k=1

En particular,

N M
Trs =% A=Y llel®
j=1 k=1

Demostracién.

N N N
Z/\k: = Z)\j”ej”2 = Z Sej, e;)
j=1 j=1

=1

N M
ZZ| €J7§0k

=1 k=1

.

<.

Intercambiando las sumas y usando el hecho de que {ej}éyzl es una base
ortonormal para Hy obtenemos el resultado. O
En el siguiente resultado mostramos una caracterizacion completa de la

matriz sintesis para un marco en terminos del operador marco.
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Proposicién 4.2.15 Sea T : Hy — (3" un operador lineal, sea {e;}}., una base
ortonormal de Hy y sea {)\j}j»v:l una sucesion de numeros positivos. Denotemos
por A la matriz N x M de representacion de T* respecto a {e;}}., (y la base
estandar {€;}M, de ()). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(i) {T*e;}M, es un marco para Hy cuyo operador marco tiene autovectores
{e;}IL) y autovalores asociados {\;}}.,.
(it) Las filas de A son ortogonales, y la suma de los cuadrados de la j-esima fila
es Aj.

(iii) Las columnas de A forman un marco para Y, y AA* = diag(\i, ..., \y).

Demostracién. Sea {f;}_, la base estandar de £3' y U : £}’ — Hy el operador
unitario que mapea f; en e;. Entonces T = U A.

(i) = (ii) Para j, k € {1,..., N} tenemos
<A*fj, A*fk> = <TUfJ, TUfk> = <T*T€j, 6k> = /\j(sjk:a

Lo cual es esquivalente a (i)
(17) = (iii) Puesto que las columnas de A son ortogonales, entonces rank A = N,

lo cual implica que las columnas de A forman un marco para 3.

(i17) = (i) Puesto que {A¢;}}, es un conjunto generador para £) y T* = UA,

entonces {T*¢;}M, es un marco para Hy. Su operador de an4lisis esta dado por

T ,puesto que para todo f € Hy,

{(f. et = {{Tf, &}, =Tf.
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Mas atn,

T*Tej = UAA*U*eJ =U diag()\l, vy )\N) fj = )\jUfj = )‘jej'

4.2.3. Operador Grammian

La seccién anterior fue dedicada a estudiar las propiedades del operador
marco S = T*T : Hy — Hy asociado a un marco ® = {p;}*, para un espacio de
Hilbert Hy. El operador generado al aplicar primero el operador sintesis y luego
el operador andlisis tambien es de fundamental importancia. Esta seccién sera

dedicada a estudiar dicho operador y algunas de sus propiedades fundamentales.

Definicién. 4.2.16 Sea ® = {©;}, un marco para Hy con operador andlisis T .

Entonces el operador G : (1 — (3 definido por
M M M
Gla;}i, =TT {a:}iL, = (Z ai(@m@ﬁ) = Zai{<90z‘; k) Fh
i=1 k=1  i=1

es llamado el operador Grammian asociado a ® = {p;}M,.

Notese que la matriz de representacion candnica asociada al operador
Grammian de un marco ® = {;}¥, para un espacio de Hilbert Hy estd da-

da por
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o> o2) oo (o 1)
(¢1,02) H802||2 (onrs p2)
[ (p10m) (p2,00m) - loml |

Si el marco es de norma unitaria, entonces las entradas de la matriz Grammian
son los cosenos de los angulos entre los vectores del marco.
En el siguiente teorema presentamos las propiedades fundamentales del

operador Grammian. Su demostracién puede encontrarse en [6]

Teorema. 4.2.17 Sea ® = {¢;}M, un marco para Hy con operador de andlisis

T, operador marco S, y operador Gramian GG. Entonces se cumple lo siguiente:

(i) Un operador U sobre Hy es unitario si y solo si el Gramian de {Up;}M,

coincide con G.
(11) Los autovalores diferentes de cero para G y S coinciden.

(iii) ® = {p;}M, es un marco Parseval si y solo si G es una proyeccién ortogonal

de rango N.
(iv) G es invertible si y solo si M = N.

4.3. Reconstruccion a partir de los coeficientes

del Marco

La tarea de andlizar una senal es a menudo realizada considerando simple-

mente los coeficientes del marco, sin embargo, si lo que se desea es trasmitir una
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senal de manera eficiente, entonces poder reconstruirla a partir de los coeficientes
del marco resulta ser una herramiente clave.

La reconstruccion a partir de los coeficcientes respecto a una base ortonor-
mal fue discutida en corolario 3.1.9. No obstante dicha reconstruccién respecto a
un sistema redundante es una tarea mas delicada la cual requiere el uso de otro
marco, conocido como el marco dual, el cual serd definido en esta seccion.

La formula (4.5) es similar a la representacién f = 224:1(]“, er)ey a través
de una base ortonormal: la tinica diferencia es el factor 1/A en (4.5). Para marcos
generales alin tenemos una representacion para cada f € H de la forma f =
SV (f, gk)pr con una eleccién apropiada de {gp}7-,. Tal y como advierte el
teorema a continuacion el cual es uno de los resultados més importantes acerca

de marcos y es conocido como descomposicion de marcos.

Teorema. 4.3.1 Sea ® = {@,} L, un marco para Hy con operador marco S.

Entonces para todo f € Hy, tenemos

M M
F=Y (oS o= (£, 5 or)en (4.6)
k=1 K=1
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Demostracion. Sea f € Hy, f puede escribirse de la siguiente manera

f=887"f

=T"TS7'f

M-

<S_1fa ka>90k

B
Il
—

(f, (S on)on

M-

B
Il
—

M-

(f.(S) " on)eon

e
Il
—_

<f7 S_1¢k>90k

M-

T
I

La primera representacién en (4.6) se obtiene de manera similar, usando el
hecho de que f = S~1Sf 0
Nétese que la primera formula puede interpretarse como una estrategia de
reconstruccién, mientras que la segunda resulta ser una descomposicion. Obsérvese
ademads, que la sucesién {S~1p; }, juega un papel crucial en el teorema 4.3.1. El

siguiente resultado muestra que dicha sucesion es tambien un marco.

Proposicién 4.3.2 Sea ® = {px}L, un marco para Hy con cotas de marco A
y B y operador marco S. Entonces la sucesion {S™ o }AL, es un marco para Hy

con cotas de marco B™' y A=Y y operador marco S~*.

Definicién. 4.3.3 Sea ® = {¢;}M, un marco para Hy con operador marco S.

Entonces {S™ o}l es llamado el marco dual canonico asociado a ® = {¢i}iL,.

Ejemplos. 4.3.4 Sea {e;}:_, una base ortonormal de un espacio de Hilbert Hy.

Sean
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fi=e, a=e—e fz=e1+ea
Entonces {fx}3_, es un marco para Hy y
Se; =e1+e1 —ex+ e +ey=3ep, Sea = —(e1 — e3) + €1 + e2 = 2ey, con lo cual

-1, _ 1 -1 _ 1
S 61—561, S 62—562.

Ast, su marco dual candnico es
{S7fitioy = {3e1, 561 — 3e2, 361 + 3€2}.
es decir, dado f € Hy su descomposicion de marco es
f={f §€1>€1 +(f, %61 - %62>(€1 —e2) + (f, %61 + %€2>(€1 + €2).

El marco dual canénico asociado a un marco Parseval queda determinado
facilmente gracias al resultado anterior, tal y como se observa en el siguiente

resultado.

Corolario. 4.3.5 Sea ® = {¢x}2L, un marco Parseval para Hy. Entonces su
marco dual candnico es el mismo marco {ox}iL,, y la formula de reconstruccion

en el teorema 4.5.1 se convierte en la siguiente:

S

> (froe)pe, f € Hy.

M
k=1

El siguiente resultado es concecuencia de la formula de reconstruccién para
marcos Parseval en el corolario 4.3.5, en este se muestra una vez mas la estrecha

relacién entre marcos Parseval y bases ortonormales.
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Proposicién 4.3.6 Sea ® = {px}*L, un marco Parseval para Hy, y sea F un

operador lineal sobre Hy. Entonces

M
=D (Fer, on).
k=1

Demostracion. Sea {ej}é-v:l una base ortonormal para Hpy. Entonces, por defi-
nicion

N
E (Fej, ej).
J=1

Por lo cual

N | M N M
Tr(F) = Z <Z Fej, o) S0“6]> B Z (e F i) (pir €5)
j=1 i=1 7j=1 i=1
M | N M M
=D, <Z piciles > (o o) = D _(Fpi, i)
=1 J=1 i=1 i=1
O
Definicién. 4.3.7 Sea ® = {¢i}, un marco para Hy. Entonces un marco

{3, es llamado un marco dual para ® = {p M, si
M
f= Z(m,g@z)% para todo f € Hy.
i=1
Los marcos duales que no coinciden con el marco dual candnico, son lla-

mados marcos duales alternos.

Proposicién 4.3.8 Sean ® = {¢1 12, y ¥ = {¢;}M, marcos para Hy y sean
T y T los operadores andlisis asociados a ® y U, respectivamente. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes.
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M
(i) [= Z(f, Yiypi para todo f € Hy.
i=1

M
(ii) f="Y _(f @)t para todo f € Hy.
=1

M
(i) (x,5) = (2, 03) (s, v) para todo x,y € Hy.

=1

(w) T*T =1 y T*T = Id.

Proposicién 4.3.9 Sea ® = {¢x}2L, un marco para Hy con operador marco S,

y sea f € Hy. Si existen escalares {c; }L, tales que [ = 22/1:1 ckfr, entonces:

Z lek]? = Z [(f, S_lfk'>‘2 + Z e — (f, S_lfk>{2-
=1 =1 =1

m
Demostracién. Para probar (iii) suponemos que f = E ¢k fx. Podemos escribir
k=1

{eatisy = ok = {57 fd b)) + LU ST R T

Por la eleccién de {c;},, tenemos

D e —= (571 ) f =0,

m
k=1

e, {ax i, — {(f,S7 fe) oy Nr = R7.; ya que

{57 b = {(ST L f) b, € Ry,

obtenemos (44). O
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4.4. Construccion de Marcos

La forma mas bésica de generar un marco Parseval es mediante la aplicacién

del operador S~/ donde S es el operador marco asociado a un marco dado.

Lema. 4.4.1 Si ® = {¢;}2L, es un marco para Hy con operador marco S, enton-
ces {S7V20}M | es un marco Parseval, conocido como el marco Parseval candni-

CO.

Demostracién. S~!/2 es un operador invertible, entonces por 4.2.10 {S~/2p, }M |
es un marco para Hy con operador marco
S—l/?s(s—l/Q)* _ 5_1/255_1/2
— S—l/?s—l/QS
=1
Por lo tanto {S™/2¢;, 1. es un marco Parseval. O

El siguiente resultado muestra que los marcos son invariantes bajo la accion

de proyecciones ortogonales, la cual es una propiedad de gran importancia.

Proposicién 4.4.2 Sea ® = {p,}M | un marco para Hy con cotas A, B, y sea P
una proyeccion ortogonal de Hy sobre un subespacio W. Entonces {Poy}iL, es
un marco para W con cotas A, B . En particular, si ® es un marco Parseval para
Hy y P es una proyeccién ortogonal de Hy sobre W, entonces { Py}, es un

marco Parseval para W'.
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Demostracion. Para cada f € W,

M

M
AllfIIP = AlIPFII* < Z (Pfoeu)* =Y _1(f, Pe)? < BIIPFI* = B f|*
k=1

OJ
Un resultado inmediato a la proposicién anterior es el siguiente corola-
rio, el cual caracteriza a los marcos Parseval como las imagenes de proyecciones

ortogonales sobre bases ortonormales.

Corolario. 4.4.3 Sea {e;}Y., una base ortonormal para Hy, y sea P una pro-
yeccion ortogonal de Hy sobre un subespacio W. Entonces { Pex}r_, €s un marco

Parseval para W

El corolario 4.3.5 puede interpretarse de la siguiente manera: Dada una
matriz unitaria de tamano M x M, si se seleccionan cualesquiera N filas de la
matriz, entonces los vectores columna de estas filas forman un marco Parseval
para Hy. El siguiente teorema, conocido como teorema de Naimark, muestra que
todo marco Parseval puede obtenerse como resultado de una operacién como la

descrita. Para la demostracion ver [6]

Teorema. 4.4.4 (Teorema de Naimark) Sea ® = {px}+L, un marco para
Hy con operador de andlisis T, sea {e;}M, la base ortonormal estandar de (3!
sea P : (Y — (M la proyeccion ortogonal sobre Im(T). Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes.

(i) ® = {pi}M | es un marco Parseval para Hy.

(1) Para todoi=1,---, M, tenemos que Pe; = Tp;.
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(i) Existen iy, -+ iy € Hy—nr tales que {p; &1}, es una base ortonormal

para Hyy.

4.5. Equivalencia entre marcos

En esta seccion consideramos clases de equivalencia entre marcos. La idea
consiste en que aquellos marcos que se encuentran en la misma clase de equiva-
lencia comparten determinadas propiedades.

En la siguiente definicion se establece una relacién de equivalencia entre

dos marcos.

Definicién. 4.5.1 Dos marcos ® = {op}iL, y U = {Yp}ML, son isomorfos, si

existe un operador F : Hy — Hy tal que Fp, = 1 para todo k=1,..., M.

En el siguiente resultado presentamos una caracterizacién para la relacion

de isomorfia entre dos marcos en terminos de sus operadores de anélisis y sintesis.

Teorema. 4.5.2 Sean ® = {pp}il, y U = {1, marcos para Hy con ope-
radores de andlisis T1 y Ty respectivamente. Entonces, las siguientes condiciones

son equivalentes.

i) ® es isomorfo a U
ii) R(Ty) = R(T3)

iii) N(T}) = N(T3)

Si una de las anteriores se cumple, entonces el operador F : Hy — Hy con

Foy =y, para todo k= 1,..., N esta dado por F' = T (T{|r(r)) "
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Demostracioén.

(7i) = (ii7) La equivalencia se sigue por complementacion ortogonal.

(1) = (i1i) Sea F' un operador invertible sobre Hy tal que Fyy, = v para todo
k=1,..., M. Entonces la proposicién 4.2.4 implica que T, = T} F* y por lo tanto
FTy =Ty, puesto que F es invertible, entonces obtenemos (iii).

(1) = (i) Sea P la proyeccién ortogonal sobre W := R(T}) = R(T5). Entonces
or = Tre, = T Pey, donde {e;}1L, es la base estandar de €)1 y ¢ = Tiep =
T Pey. Los operadores T} y T son biyectivos. Por lo tanto el operador F' :=
Ty (T |w)™! también es biyectivo. En consecuencia, para cada k € {1,..., M}

tenemos

Foy =Ty (T |w) 1Ty Pey = Ty Pey = Yy,

con lo que tenemos (i).
O
Un resultado interesante en el contexto de la isomorfia entre marcos es que

el marco Parseval en el lema 4.4.1 es isomorfo al marco original.

Lema. 4.5.3 Sea ® = {¢©}2L, un marco para Hy con operador marco S. En-

V20 0M - es isomorfo a .

tonces el marco Parseval {S~

Similarmente, un marco dado y su marco dual canénico son isomorfos.

Lema. 4.5.4 Sea ® = {px}+L, un marco para Hy con operador marco S. En-

tonces, el marco dual candnico {S™ i }iL, es isomorfo a ®.

En el siguiente resultado se muestra un hecho interesante. El marco dual

canodnico es el tnico marco dual que es isomorfo a un marco dado.
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Proposicién 4.5.5 Sea ® = {¢x}2L, un marco para Hy con operador marco S.
Sean {P Y, y {p Y2L, dos marcos duales diferentes para ®. Entonces {1},
y {1, no son isomorfos. En particular, {S™ ¢p}M, es el tinico marco dual

isomorfo a P.

Demostracién. Sean {¢;}M v {¢x}}, marcos duales diferentes para ®. Ra-
zonando por reduccién al absurdo, supongamos que {¢}M, v {}M, son iso-
morfos, y denotemos por F' el operador invertible que satisface ¢, = F 15;6, k=

1,..., M. Entonces, para cada f € Hy tenemos

M M
F'f = Z (F*fom)on = Y _(f Fwor = _(f,ve)pr =
k=1 k=1

Asi, F* = I por lo cual F = I lo cual es una contradiccién. 0

Definicién. 4.5.6 Dos marcos ® = {¢p 1M, y ¥ = {1}, son isomorfos uni-
tariamente, si existe un operador unitario U : Hy — Hpy tal que Uy, = 1y para

todok=1,..., M.

En el caso de los marcos Parseval, las nociones de isomorfia e isomorfia

unitaria coinciden.

Lema. 4.5.7 Sean ® = {@op}2L, y U = {1 }M| marcos Parseval para Hy. Si ®

y WU son isomorfos, entonces son isomorfos unitariamente.

Demostracién. Sea F' un operador invertible sobre Hy tal que Fypr = ¢y pa-
ra todo k = 1,..., M. Por la proposicion 4.2.4, el operador marco asociado a
{Fop}M | es FIF* = FF*. Por otra parte, el operador marco asociado a {1 }4L,

es el operador identidad. Por lo tanto, F'/F* = I. O
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Proposicién 4.5.8 Dados dos marcos ® = {pp L, y ¥ = {¢ }2L, Parseval para
Hy con operador de analisis Ty y Ty respectivamente, las siguientes condiciones

son equivalentes.

(i) ® y U son isomorfos unitariamente.
(ii) | Tic| = ||T5c|| para todo ¢ € €3F.

(iii) TVT: = TyTy.

Demostracién.

(1) = (i4i) Sea U un operador unitario sobre Hy tal que Uy = 1 para todo
k=1,..., M. Entonces, en virtud de la proposiciéon 4.2.4 tenemos que Ty = T /U™,
luego ToTy = TAU*UTY = Ty T por lo tanto obtenemos (i77).

(7i1) = (4i) Esta implicacién es inmediata.

(1) = (i) Puesto que (i7) implica que N(T}) = N(Ty), entonces, se sigue del
teorema 4.5.2 que Upy = ¢y, para todo k =1,..., M, donde U = T5 (T} | rery)) "

Notese que este operador es unitario, puesto que, gracias a (ii) tenemos que

175 (T} | rery) " F Nl = 1T (T [rerny)  f1 = (I

para todo f € Hy. O
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Capitulo 5

El PROBLEMA DE PAULSEN
EN TEORIA DE OPERADORES

5.1. Planteamiento de los problemas

En esta seccién se introducen las definiciones principales que nos permitiran

plantear el problema de Paulsen y el problema de la proyeccién.

Definicién. 5.1.1 si ® = {@}or, y ¥ = {4 }or, son marcos para Hy, se define

la distancia entre ellos como sigue:

M
(@, 0) = 3o — %
=1

Como se demostré en el capitulo anterior, el operador marco es un operador
auto-adjunto y positivo, por lo tanto la relaciéon de orden sobre la cual esta basada
la siguiente definicién tienen sentido gracias a la definicion 3.2.4.

Definicién. 5.1.2 Un marco ® = {apz}ﬁl para Hy con operador marco S es
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e-casi Parseval si
(1-e I <S< (146l

Definicién. 5.1.3 Un marco ® = {%’}i]\il para Hy es €-casi de igual norma si

N .
(1—6)— < |@ill* < (1+€)M, Vi=1,...,M.

<|=

Problema: (Problema de Paulsen). ;Qué tan cercano es un marco e-casi Parseval
y e-casi de igual norma a un marco Parseval de igual norma?.

Formalmente podemos formular el problema de Paulsen de la siguiente manera:
Encontrar la funcién f(e, N, M) tal que para cualquier marco e-casi de igual norma
y e-casi Parseval ® = {gpl-}i]\il para un espacio de Hilbert N-dimensional Hy, existe

un marco Parseval de igual norma W = {wi}f\il para Hy que satisface
d(®,V) =< f(e, N, M).

La importancia del problema de Paulsen radica en que existen algoritmos
para construir marcos de igual norma y casi Parseval, sin embargo, no es seguro
que dicho marco resulte ser cercano a algun marco Parseval de igual norma.

Un argumento debido a Hadwin [2] muestra que dicha funcién existe.

Lema. 5.1.4 Dado un espacio de Hilbert de dimension N y un entero M > N,
entonces para todo € > 0 existe § > 0 tal que st ® es un marco d-casi Parseval y
0-casi de igual norma, entonces ® es e-cercano a algun marco Parseval de igual
noTrma.

1/2, M
i=1

El siguiente resultado muestra que el marco Parseval canonico {S - gai}

es el marco Parseval mas cercano a un marco dado. Para su demostracion ver [2].
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El mismo, permite trabajar con una variacion mas simple del problema de Paulsen,

conocida como Problema de Paulsen (caso Parseval).

Proposicién 5.1.5 Si & = {gok}iw:l es un marco e-casi Parseval para Hy enton-

1/2

ces el marco Parseval ¥ = {S‘ gpk}]k\il satisface:

N 2
d(®,T) SN (2-e—2/T—e) < —.
ademdas, es casi de igual norma con cotas
1—€¢?N 1+¢€)? N
(1+¢) M (1—e) M

Problema: (Problema de Paulsen - caso Parseval) Encontrar la funcién f(e, N, M)
tal quesi & = {gok}kle es un marco Parseval e-casi de igual norma, entonces existe

un marco Parseval de igual norma W tal que
d(®, W) < f(e, N, M).

Definicién. 5.1.6 Si P y Q son proyecciones ortogonales sobre Hys, definimos

la distacia entre ellas como
M
d(P,Q) = ||Pe; — Qei|?
i=1

M
donde {e;},_, es una base ortonormal para Hy;.

Problema 2 : (Problema de la proyeccién). Dado Hj; un espacio de Hilbert de
dimensiéon M con base ortonormal {ei}i]\il . Encontrar la funcién g(e, N, M) que

satisface lo siguiente: Si P es una proyeccion de rango N sobre H); que satisface
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N N
(1—6)M§”P€ZH2§(1+€)M, Vizl,...,M,

(Lo anterior se conoce como una proyeccién de diagonal e-casi constante).
: . , N . :
entonces existe una proyeccién @) con ||Qe;||* = i (proyeccion de diagonal cons-

tante) para todo ¢ = 1,..., M que satisface:

d(P,Q) < g(e, N,M).

5.2. Resultados preliminares

En esta seccién presentamos un bosquejo de como se llevara a cabo la prue-
ba de la equivalencia entre el problema de Paulsen y el problema de la proyeccion,
asi como una serie de resultados necesarios para la misma.

Primero se asume que la funcién f(e, N, M) en el problema de Paulsen (caso
Parseval) estd dada, y que P es una proyeccién de rango N sobre H); con diagonal
e—casi constante. Necesitamos encontrar una proyeccion de diagonal constante
cuya distancia a P estd en el orden de f(e, N, M). Para esto consideramos un

marco Parseval casi de igual norma ¢ = {Pei}i]\il para Hy tal que
A(®, W) < f(e, N, M).

Sea T7 el operador de analisis de W, definimos ) como la proyeccion sobre
Im(77) tal que
T1¢i:Q€iu \V/Z:]_,Q,,M

El objetivo consiste en encontrar d(P, Q).

Reciprocamente, si se asume que la funcién g(e, N, M) es conocida, esco-
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gemos un marco Parseval casi de igual norma & = {goi}f\il cuyo operador analsis
T : Hy — Hjs es una isometria, y se define P como la proyeccién ortogonal
sobre Im(7T'). El objetivo consiste en encontrar un marco Parseval de igual norma,
que sea cercano a ®. Puesto que P es una proyecciéon de diagonal casi constante,
entonces por el problema de la proyeccion, existe una proyeccién () sobre H),
tal que d(P,Q) < g(e, N, M). Se sigue que {Qei}?il es un marco Parseval de
igual norma. Nuestro trabajo estaria terminado si podemos encontrar un marco

Parseval de igual norma ¥ = {W}?il para Hpy con operador andlisis 77 tal que
T, =Qe; y d(®,V) =~ g(e, N,M). (5.1)

De modo que uno de los problemas que trataremos en esta seccion es en-
contrar W. Este problema se dificulta por el hecho de muchos de los marcos que
satisfacen la primera parte de (5.1) no son suficientemete cercanos a ®. En par-
ticular, si W = {4;}., satisface la primera parte de (5.1) y U es un operador
unitario sobre Hy, entonces U(V) = {U l/)i}i]il también satisface la primera parte
de (5.1). Para abordar este problema, se define la distancia cordal entre subespa-
cios de un espacio de Hilbert y se calcula en términos de nuestra funcion distancia.
Esto nos permitira construir el marco ¥ requerido.

El siguiente resultado muestra la relacion que existe entre la distancia de

dos marcos y la distancia entre los rangos de sus operadores de analisis.

Teorema. 5.2.1 Sean ® = {p;}11,, U = {4;}1, marcos Parseval para Hy con

operadores de andlisis Ty, Ty respectivmente. St

M
A2, V) =) lipi —ill* <e,
1=1
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entonces

M
ZHTl(,DZ — TQ¢1H2< 4e.
=1

Demostracién.

Noétese que para todo j € {1,..., M},

M M
Tig; = (pjener y Toty = (i, die;
=1 i=1
Por lo tanto,
M
ITve; — Tot|* = Z (5, i) — (W5, )|
1;41
= Z |<90J7901 - wz> + <QOJ - ¢j7¢i>|2
T "
< 2> e — vl +2) s — i)l
=1 =1

sumando sobre j y usando el hecho de que ® y ¥ son marcos Parseval,

obtenemos:

M
Y T = Tothy* < QZZ\ )i — Vi)’ +QZZ| — 5, 0)[°
j=1

7j=1 =1 7j=1 =1
= 2ZZ|%% i)l +2ZII% 1l
1= 1] 1

= 2Z\|80¢—1/%||2+2Z||%—1/1j||2
i=1 =1
M

= 4> ey — o5l
j=1
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La distancia cordal entre dos subespacios de dimensién finita N, Wy, Wy

se define como sigue:

Wl, W2 ZSGD (9

. . N N
Por definicién, existen bases ortonormales {a;};_,, {b;};_, para Wi, W

respectivmente, que satisfacen

0.
oy =yl =2sen () i1

Por lo tanto,
0.
sen”; < 4sen’ (é) = |la; — b||> < 4sen*0;, Vj=1,...,N.

de donde

N
AW, Wa) < llay — bl|* < 4d2 (W7, W), (5.2)

j=1
La siguiente férmula [9] brinda una manera de calcular la distancia cordal

entre dos subespacios :

Lema. 5.2.2 Si Hy; es un espacio de Hilbert de dimension finita M, y P, Q) son
proyecciones ortogonales de rango N sobre subespacios Wy y Wy respectivamente,

entonces la distancia cordal d*(Wy, Ws) entre los subespacios satisface:
(W, Wy) = M — Tr PQ.
El resultado a continuacion muestra la relacion que existe entre la dis-
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tancia cordal para subespacios y la distancia entre las proyecciones sobre dichos

subespacios.

Proposicion 5.2.3 Sea Hy; un espacio de Hilbert de dimension finita M, con
base ortonormal {e;}},. Sean P, Q las proyecciones ortogonales de Hy; sobre
los subespacios de dimension N, Wi, Wy respectivamente. Entonces la distancia

cordal entre Wy, Wy satisface
d2(Wy, W) = z:HPeZ Qe .

En particular, exiten bases ortonormales {a;}.,, {b;}_, para Wy, Wy respecti-

vamente, tales que

1 M N M
§Z||P6i = Qeil” <Y lla; = b]1* <2 || Pe; — Qe
i=1 j=1 i=1

Demostracién.
M M
> IPei = Qeil> = > (Pe; — Qei, Pe; — Qey)
i=1 i=1
M M M
= S IPel? + SNQel? — 23 (Pei, Qer)
i=1 i=1 i=1
M
= 2N — 22<PQ62761>
= 2N —2Tr PQ

= 2N —2[N —d2 (W, W>)]

= 2% (Wy, Wh).
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Ahora, podemos responder el segundo problema que necesitamos abordar

en esta secion.

Teorema. 5.2.4 Sean P y Q proyecciones de rango N sobre Hyr, y sea {e;} M,

una base ortonormal para Hyy. Ademds, asumamos que ® = {¢;}M, es un marco

Parseval para Hy tal que Im (T') = Im(P). Si

M
> lIPe; — Qeil|* < e,
=1

entonces existe un marco Parseval ¥ = {1;}M, tal que

Tll/JZ‘:QBZ‘ \V/izl,...,M,

M
D g —will® < 2e.
i=1
Mis aiin, si {Qe;}M, es de igual norma, entonces {1;}}, también lo es.

Demostracion. En virtud de la proposcién 5.2.3 podemos garantizar la existencia

de bases ortonormales {a;}., y {b;}}_, para Wy, W, respectivamente, tales que

N
S llay by < 2e.
j=1

Sean Ay B las matrices de tamano M x N cuyas j-ésimas filas son a; y b;
respectivamente, y sean a;; y b;; la (i, j) entrada de A,B respectivamente. Final-

’ ’ o .
mente, sean {p, }M v {4, }M las i-ésimas columnas de A y B respectivamente.
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Entonces tenemos

M ) / M N
S ller=will? = D0 lag — byl
=1

i=1 j=1
N M

2D Sp ey,
=1 i=1
N

= > llay = bylf?
=1

< 2e.

Puesto que las filas de A forman una base ortonormal para W7, entonces
/ . .
{p;}M, es un marco Parseval isomorfo a {¢;},. Por lo tanto, existe un operador

unitario U : Hy — Hy con U, = ¢;. Ahora, sea {1;}M, = {U@D;}j\il . Entonces

M M M
Do lles = ill? =D U (@) = U@)IP =D llo; = oil)* < 2e.
i=1 i=1 i=1
Finalmente, si T} es el operador de anélisis para el marco Parseval {1;}
entonces 17 es una isometria, y puesto que Tiy; = Qe; para todo ¢ = 1,..., M,
si {Qe;} es de igual norma, entonces {714}, también lo es y por lo tanto W

también. 0

5.3. Equivalencia entre los problemas

Ahora podemos mostrar que el Problema de Paulsen caso Parseval y el
Problema de la Proyeccién son equivalentes en el sentido de que sus funciones

fle, N, M) y g(e, N, M), estéan relacionadas dentro de un factor de 2.
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Teorema. 5.3.1 Si f(e, N, M) es la funcion para el problema de Paulsen y g(e, N, M)

es la funcion para el Problema de la Proyeccion, entonces
g(e, N, M) < 4f(e, N, M) < 8g(e, N, M).

Demostracion. Primero, se supone que el Problema de la Proyeccién se cumple
con la funcién g(e, N, M). Sea ® = {p;}, un marco Parseval para Hy que
satisface

N
1— < le:ll* < (1 —.
(1-o57 < el < 1+

=l=

Sea T' el operador andlisis de ® y sea P la proyeccion de H); sobre Im (7),
tal que T'p; = Pe;, Vi@ =1,..., M. Puesto que el Problema de la proyeccion se

cumple, entonces existe una proyecion @) sobre Hy; con diagonal constante tal que

M
S [1Pe; — Qeil|* < gle, N, M).

=1

Por el teorema 5.2.4, existe un marco Parseval ¥ = {1;}}, para Hy con

operador analisis T; tal que T1v¢; = Qe; v

M
Sl — will* < 2g(e, N, M).

i=1
. , M . .
Dado que 77 es una isometria y {T1¢;},_, es de igual norma, se sigue que
U = {¢;}M, es un marco Parseval de igual norma que satisface el problema de
Paulsen.
Reciprocamente, asumamos que el Problema de Paulsen caso Parseval tiene

solucién con la funcién f(e, N, M). Sea P una proyeccién ortogonal sobre Hy; que
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satisface

N N
(-5 < IPel? < 1+ 077

Entonces {Pe;}M, es un marco Parseval para Hy y por el Problema de
Paulsen (caso Parseval), existe un marco Parseval de igual norma ¥ = {;}M, tal

que

M
Z”sz - 77Z)Z||2 < f(€7N7 M)
=1

Sea T} el operador andlisis de V. Sea () la proyeccién sobre Im (7}), tenemos

que Qe; =T, Vi=1,..., M. Por el teorema 5.2.1, tenemos que

M M
> IPe; = Tyl = Y "[|Pe; — Qeil|” < 4f(e, N, M).
i=1 =1

Puesto que T} es una isometria y ¥ = {1;}2, es de igual norma, entonces

(2 es una proyeccion de diagonal constante.
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5.4. Problema de Paulsen generalizado

Definicién. 5.4.1 Una sucesién de nimeros {a;}Y., se dice una sucesion ad-

misible Parseval para un espacio de Hilbert Hys si existe un marco Parseval

I” =

O = {p;}Y, para Hy que satisface ||¢; a?, para todoi=1,....N.

Teorema. 5.4.2 Una sucesion de mimeros {a;}., es una sucesién admisible
Parseval para un espacio de Hilbert Hy; si y solo si las dos condiciones siquientes

se satisfacen:
N
(1) Y ai=M
i=1
(2) a; <1, para cadai=1,...,N.

Problema (Problema de Paulsen Generalizado)
Sea {a;}Y, una sucesién admisible Parseval para un espacio de Hilbert

Hyy. Si @ = {;}¥ | es un marco Parseval para H); que satisface lo siguiente:
(1 - a2 < lpill? < (1+ a2
Encontrar el marco Parseval mas cercano ¥ = {g;}¥ | que satisface
llg:|| = a;, para todoi=1,...,N.

Problema (Problema de la proyeccién Generalizado)
Si P es una proyeccién ortogonal de rango M sobre ¢3(N), {a;}Y, una

sucesion de numeros que satisface el teorema 5.4.2 y

(1= e)af <P |* < (1 + €)af

Encontrar la proyeccién () mas cercana a P tal que ||Q., || = a;, para todo

i=1,..,N.
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Teorema. 5.4.3 El problema de Paulsen generalizado y el problema de la pro-
yeccion generalizado son equivalentes en el sentido de que las funciones en cada

uno de ellos se encuentran relacionas dentro de un factor de 2.

Demostracion. Mostremos que el problema de la proyeccién generalizado implica
el problema de Paulsen Generalizado.

Supongamos que el problema de la proyeccion generalizado se cumple con
ol

la funcién g(e, M, N), sean ® = {¢;}¥, un marco Parseval para Hy; vy {a;}

una sucesion admisible Parseval tales que
(1= e)a; < [loill < (1 + €)af

El teorema 4.4.4 garantiza la existencia de una proyeccion P de Hy sobre Im(T')
tal que T'p; = Pe; para todo ¢ =1,..., N, donde T es el operador de anéalisis de ®

Noétese que T' es una isometria, por lo tanto
(1 —e)a? < [|Peif* < (1 + €)af

Ademas, {a;}¥, es una sucesién admisible Parseval por hipétesis. Puesto
que asumimos que el problema de la proyeccion generalizado se cumple, entonces

existe una proyeccién @) sobre Hy tal que

(i) ||Qeil| = a;, para todo i =1,..., N

(i) d(P,Q) < g(e, M, N)

Ahora, consideremos el marco Parseval {Qe; } ¥, . Por el teorema 5.4.2 existe
un marco Parseval U = {g;}Y | tal que Tyg; = Qe; paratodoi=1,..,N y

N
Z ||902 - gi||2 S 29(€7M’ N)

=1
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donde T}, el operador de analisis de W, es una isometria, lo cual implica
que [|Tvgsl| = llg:ll, ¥ [ Trg:ll = || Qesl| = a;

por lo tanto ||g;|| = a;, para todo i = 1,..., N.

Ahora, mostremos el el problema de Paulsen generalizado implica el pro-
blema de la proyeccién Generalizado.

Supongamos que el problema problema de Paulsen generalizado se cumple
con la funcién f(e, M, N). Sean P una proyeccién ortogonal de rango M sobre

05(N) v {a;}¥, una sucesién de ntimeros que satisface el teorema 5.4.2 y ademas
(1= €)ai < [[Pe|* < (1 + €)a

Consideremos el marco Parseval ® = {Pe;}¥,, en virtud del teorema de

Naimark ||Tf;|| = || Pe:l|, por lo tanto
(I —€)ai < [Ifill* < (1 + €)af

Puesto que asumimos que el problema de Paulsen generalizado se cumple

con la funcién g(e, M, N), entonces existe un marco Parseval ¥ = {g;}¥ | que

satisface ||g;|| = a;, para todo i = 1, ..., N, tal que
N
> lIPei—gill* < f(e. M, N)
i=1

Definamos ) como la proyeccién ortogonal sobre I'm(T}) tal que Tig; =

Qe;, en virtud del teorema 5.2.1, tenemos que:
N N
S IPei — Tugl? = 3 1Pei — Qeil]? < e
i=1 i=1

Ademas, [|Qe;|| = [[Trgil| = llgill = a:-
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Capitulo 6

CONCLUSIONES Y
TRABAJOS FUTUROS

6.1. Conclusiones

= Se obtuvieron resultados que relacionan la distancia entre proyecciones or-
togonales P y () de rango N sobre un espacio de Hilbert H), y la distancia
entre los rangos de los correspondientes operadores de andlisis para marcos

Parseval sobre Hy.

= Se demostrd que el problema de Paulsen y el problema de la proyeccién son
equivalentes, en el sentido de que las funciones f(e, N, M) y g(e, N, M) en
el problema de Paulsen y el problema de la proyeccién respectivamente son

iguales hasta un factor de dos.

= Se demostro la equivalencia entre dos generalizaciones para el problema de

Paulsen y el problema de la proyeccion respectivamente.

65



6.2. Trabajos futuros

En el capitulo 5 de este trabajo se estudié la equivalencia entre una ge-
neralizacion para el problema de Paulsen y el problema de la proyeccion. Como
trabajo futuro proponemos estudiar una generalizacion mas fuerte para el proble-

ma de Paulsen.

Definicién. 6.2.1 Si S es un operador positivo, autoadjunto e invertible sobre
un espacio de Hilbert Hys, una sucesion de nimeros {a;}Y.| se dice S-admisible
si existe un marco {f;}., para Hyr cuyo operador marco es S y || f;|| = a2, para

todot=1,...,N.
La demostracién de el siguiente teorema puede ser encontrada en [7]:

Teorema. 6.2.2 Sea S un operador positivo, autoadjunto e invertible sobre un
espacio de Hilbert N-dimensional Hy. Sean A\y > Ao > ..Ay > 0. Las siguientes

son equivalentes:

(1) Egiste un marco {@;};L, para Hy con operador marco S y ||p;|| = a;, para

todo j=1,..., M.
k k M N
(2) Para cada 1 <k < N, se tiene que Zaf < Z)‘i’ Yy Za? = Z)\i.
i=1 i=1 i=1 i=1

Problema Si S es un operador positivo, autoadjunto e invertible sobre Hjy,
{a;}¥, es una sucesiéon S-admisible, y {f;}2, es un marco con operador marco S

que satisface
(I—eca <|filP<(1+ea

Entonces encontrar el marco {g;}», mas cercano tal que ||g;||*> = a;, para

todoi=1,...,N.
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La teoria de marcos en espacios de Hilbert tiene un gran impacto en algunos
de los problemas mas profundos en matematicas puras y aplicadas, en particular,
los marcos Parseval de igual norma resultan ser significativamente importantes
en cuanto a sus aplicaciones; sin embargo, son una de las clases de marcos me-
nos comprendidas hasta el momento. Debido a la dificultad para encontrar marcos

Parseval de igual norma el problema de Paulsen no ha sido solucionado totalmente.

En esta investigacion, estudiamos los aspectos fundamentales de la teoria
de marcos en espacios de Hilbert de dimensién finita. Analizamos la relacién en-
tre la distancia cordal de dos subespacios y la distancia entre sus proyecciones
ortogonales, asi como la conexion entre la distancia de dos proyecciones y la dis-
tancia entre los correspondientes rangos de los operadores de anélisis para marcos
Parseval. Finalmente, analizamos la equivalencia entre el problema de Paulsen
y un problema fundamental en teoria de operadores conocido como el problema
de la proyeccion, ademas presentamos una prueba de la equivalencia entre dos

generalizaciones de estos problemas.
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