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In 1931 Semion A. Gershgorin published an important result in linear algebra
which was later called “Gershgorin’s Circles Theorem ”. This theorem establishes
that if A is a C™*™ matrix, then its eigenvalues are in some circle with center on an
element a;; of the diagonal and with radius the sum of the absolute values of the

remaining entries in the row .

In the following decades there occurred an explosion of results about eigenvalue
inclusion regions of a matrix A = [a; ;] € C™*" ; many of these results are due to
Richard S. Varga who in 2004 compiled and published them in his book “Gershgorin

and his Circles.”

In this presentation we collect and extend some of these results to partitioned

matrices. We also show examples of results that are not true for partitioned matrices.
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Resumen de Disertacién Presentado a la Escuela Graduada
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REGIONES EN EL PLANO COMPLEJO TIPO GERSHGORIN
Por
Luis Ramoén Fuentes Castilla
Junio 2008

Consejero: Héctor Salas Olaguer
Departamento: Ciencias Matematicas

En 1931 Semion A. Gershgorin publicé un importante resultado en el algebra
lineal que ahora es llamado “El Teorema de los Circulos de Gershgorin”. Este teore-
ma establece que dada una matriz A = [a; ;] € C"*", sus autovalores se encuentran
dentro de algtn circulo centrado en un elemento a;; de la diagonal de A y con radio

la suma de los mdédulos de las restantes entradas de la fila ¢ de A.

En las décadas siguientes se dié una explosion de resultados relativos a regiones
donde se encuentran los autovalores de una matriz A = [a;;] € C™" | muchos
de ellos debido a Richard S. Varga quien en el 2004 recopil6 estos resultados y los

publicé en su libro “Gershgorin and his Circles”.
En esta disertacién recopilaremos y extenderemos estos resultados a matrices

particionadas por bloques. Asi como también mostraremos algunos ejemplos de re-

sultados que no se cumplen para matrices particionadas por bloques.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

El estudio del espectro de una matriz A = [a; ;] € C**" es un una pieza funda-
mental en la teoria de matrices, por muchas décadas este tema ha sido escudrinado
por muchos matematicos. Pero en (1931) el matematico bieloruso S. Gershgorin
describié una forma geométrica para ubicar el espectro de una matriz en el plano
complejo, en anos recientes el mejoramiento de este tipo de regiones a tomado cierta

importancia. Lo cual nos impulso a realizar este trabajo.

Desde el momento en que S. Gershgorin dio a conocer la regién de inclusién de
autovalores que lleva su nombre, aparecieron una serie de diversos resultados intere-
santes en torno a estas regiones de inclusién. Pero sélo a mediados de los anos 90,
R. Varga, A. Kraustengl, L. Cvetkovic y V. Kostic entre otros, se tomaron la labor
de comparar estos conjuntos buscando una regién de inclusiéon mejor de autovalores

de una matriz A € C**",

Nuestro objetivo principal serd estudiar y extender estos resultados a matrices

particionadas por bloques, este estudio lo realizamos de la siguiente manera:

En el primer capitulo describimos los resultados preliminares mas importan-
tes sobre conjuntos usuales de inclusién de autovalores para una matriz A € C*"*",
establecimos la relaciones de contenencia entre ellos y de igual manera mostramos

algunos ejemplos sobre estas regiones que nos ayuden a visualizar un poco nuestro



objetivo.

Luego, en el segundo capitulo extendimos las definiciones y resultados corres-
pondientes a estas regiones de inclusién tipo Gershgorin para matrices particionadas
por bloques, mostramos las diversas relaciones de contenencia entre estos conjuntos.

También con ejemplos ilustramos mejor los diversos resultados obtenidos.

Por tltimo, establecimos las conclusiones y los respectivos trabajos futuros que

se pueden obtener de los temas aqui tratados.



Capitulo 2
PRELIMINARES

En este capitulo senalamos los resultados mas importantes obtenidos sobre re-
giones que contienen los autovalores de una matriz A = [a; ;| € C™*", estos resultados

fueron recopilados por R. Varga (2004) en [13].

2.1. Conjunto de Gershgorin
Definicién 1. Sea A = [a;;] € C™™ una matriz cuadrada de orden n, definimos

= La suma absoluta de la i-ésima fila (radio i-ésimo) como

ri(A) = > aiyl, con N ={1,2,---,n}. (2.1)

iEN\{i}

» FEl espectro de A como
o(A) ={X € C:det(N\ — A) =0},

donde I es la matriz identidad de orden n.

s Bl radio espectral de A como

p(A) = max{|\| : A € a(A4)}. (2.2)
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s Definimos los discos de Gershgorin y el conjunto de Gershgorin respectivamente

como: .

[i(A) ={z€C:|z—a;| <mr(A)}, (i€ N)
)

P'(A) = Uien Ti(4)

Empecemos con el resultado dado por S. Gershgorin (1931) en [7].

\

Teorema 1. Sea A = [a; ;] € C™ y X € 0(A), entonces existe k € N, tal que
A= api| < ri(A),

es decir

o(A) C T(A).

Corolario 1. Para cualquier matriz A = [a; ;] € C"*" se tiene que

p(A) < me%z |aii| = 1|l o0,

JEN

donde p(A) se define en (2.2).
Veamos un ejemplo del Teorema 1.

Ejemplo 1. Sea A = {a;;} € C**®, definida como

“14i 2 0
A= 0 144 2 (2.3)
2 0 —i

entonces el conjunto de Gershgorin se muestra en la siguiente grafica.



-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2—-1: Conjunto de Gershgorin de la matriz A.

Definicién 2. Una matriz A = [a; ;] € C"*" se dice diagonal dominante si
la; | > 1i(A) para todo i € N.

St la desigualdad es estricta, A se dice estrictamente diagonal dominante.

A continuacion presentamos un resultado equivalente al Teorema 1 obtenido

anteriormente por Lévy, Desplanques, Minkowski y Hadamard [8].

Teorema 2. Sea A = [a;;] € C™" una matriz estrictamente diagonal dominante,

entonces A no es singular.

Por otro lado, es bien sabido que si A no es singular, entonces A también no

es singular. Asi, aplicando el Teorema 1 a A’ se obtienen los siguientes resultados.



Teorema 3. Sea A =[a;;| € C™*" | tal que A satisface

a; ;| > ¢;(A) = r;(AY) = a;;| para todo i € N, (2.4)
s 75

JEN—{i}

entonces, A no es singular.

Definicién 3. Sea A = [a; ;] € C™™ | se define el conjunto de Gershgorin de A'
como

LAY ={2€C": |z —ai| <ci(A)},

donde c¢;(A) es definida en (2.4) para todo i € N.

Corolario 2. Si A = [a; ;] € C™™ , entonces
o(A) CT(AY.
Corolario 3. Para cualquier matriz A = [a; j] € C™™ | se tiene que
o(A) C (D(A)NT(A)) CI(A).

Ejemplo 2. Sea A = {a;;} € C¥3, definida como

1 0 1
A= 1/2 4 1/)2 (2:5)
10 7

entonces tenemos la siguiente grdfica de T'(A) y T'(A").



Figura 2-2: Conjunto de Gershgorin de la matriz A y Conjunto de Gershgorin de
At (sombreado).

En la grafica anterior podemos ver que los discos de Gershgorin de A (2.5) con
centros en z = 1y 2 = 7 son més pequenos que los discos de Gershgorin de A con
los mismos centros, mientras que en z = 4 sucede lo contrario. Usando el Teorema 3
para la matriz A se tiene que A = 4 es un autovalor de A y ademas que hay un auto-
valor en cada uno de los restantes circulos de radio 2. Asi, el conjunto I'(A) NT(A?)

consiste de dos circulos con centro en 1, 7 y radio 1, junto con el autovalor 4.

El resultado del Corolario 3 combina tanto filas de A, como columnas de A.

Ostrowski en 1951 generalizo estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 4. Sea A= [a;;] € C" y a € |0, 1]. Supongamos que para todo i € N

se tiene que

|ai| > (ri(A))* - (c;(A))'°,

entonces A no es singular.



Si o = 0, entonces se obtiene el resultado del Teorema 3.
Si o = 1, entonces se obtiene el resultado del Teorema 2.

2.2. Teoremas de Inclusion Tipo Gershgorin
Los resultados anteriores hacen uso sélo de una fila o columna especifica de
la matriz A para determinar regiones de inclusion de autovalores, en esta seccion

veremos conjuntos que utilizan varias filas de A a la vez.

2.2.1. Conjunto de Brauer

Aunque el primer resultado dado aqui fue gracias a A. Ostrowski en 1937. A.
Brauer (1947) en [1] desarrollé los teoremas de inclusion del conjunto que lleva su

nombre.

Teorema 5. Sea A =[a;;] € C™" , n>2 tal que
lai | - |ajj| > ri(A)-r;j(A) para todo i # j € N, (2.6)

entonces, A no es singular.

Definicién 4. Sea A = [a;;] € C*" , n > 2, entonces para cada par de enteros
distintos i, j € N se define el i, j—ésimo dvalo de Cassini-Brauer de la matriz A

como

Kij(A) ={2€C: |z —ay| |z —a;;| <ri(A)-r;(A)},

y el conjunto de Brauer como

H(A) = U K;;(A) con i # J.

i,jEN



9

A continuacién tenemos un resultado equivalente al Teorema 5 que nos brinda

una regién de inclusion de autovalores mas fina que el conjunto de Gershgorin .

Teorema 6. Sea A = [a;;] € C" , n > 2 y sea A\ € 0(A), existen distintos 1,

J € N, tal que
e K;;(A).
ademds
a(A) C o (A) = | Kij(A) con i # j.
1,JEN

La demostracién del Teorema 6 fue considerada por A. Brauer (1947) en [1].

Pero también se puede probar haciendo uso del Teorema 5. Suponiendo que es

o(A) ¢ #(A), entonces la matriz B = {b; ;} € C"*™ definida como:

A—a;jcon A€o(A), sii=j
b@j -

—ai,j, Si Z 7é ]

satisface (2.6). Por tanto, la matrix B no es singular, lo cual es una contradiccién.

En el siguiente teorema se compara al conjunto de Gershgorin con el conjun-
to de Brauer. Algo curioso es que a pesar que el conjunto de Brauer fue descri-

to por A. Brauer en 1947, solo en el 2001 R. Varga [14] probé de manera sen-

cilla este teorema considerando el hecho que si existen 7,5 € N = {1,2,--- . n},
tales que ‘Z&’;I . |Z71J__(aj’)"| < 1, entonces |ZT:('Z')” <16 ‘Z&;' < 1, con lo cual

K;;(A) C Ti(A) 6 K j(A) € Ty(A).

Teorema 7. Sea A = [a;;| € C"" , n > 2, entonces

o(A) € A (A) CT(A).
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Mostremos un ejemplo de este resultado.

Ejemplo 3. Sea A € C3*3, definida como en (2.3)

—1+7 2 0
A= 0 147 2
2 0 —1

entonces los ovalos de Cassini-Brauer vienen dados por
Kis(A)={z€C:|lz+1—i|-|z—1—1i] <4}
Ki3(A)={2€C:|z+1—1| |z +1i <4}
Ky3(A)={z€C:|z—1—1i|-|z+1] <4}.

La siguiente grdfica muestra el conjunto de Brauer # (A) = Ky 2(A)UK; 3(A)U

K5 3(A), junto con el conjunto de Gersgorin I'(A).

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2-3: Conjunto de Gershgorin de A y Conjunto de Brauer de A (sombreado).
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n

2) ovalos de

Como se puede observar el conjunto de Brauer es la unién de (
Cassini-Brauer, mientras que el conjunto de Gershgorin solo es la unién de n discos.
Lo cual implica que para valores grandes de n se necesitaria considerablemente més

trabajo para calcular el conjunto de Brauer que para calcular el conjunto de Gersh-

gorin.

En 1999 R. Varga y A. Krautstengl en [19] describieron dos conjuntos de ma-
trices cuyos espectros guardan gran relacion con el conjunto de Brauer. Estos son

los resultados que obtuvieron

Definicién 5. Sea A = [a; ;] € C™*" | se definen los siguientes conjuntos

1. El conjunto equiradial de A como:

w(A)={BeC"" :b; =a;;, yri(B) =ri(A),(i e N)}. (2.7)
2. El conjunto equiradial extendido de A como:

WA) ={BeC”" :b; =a;; yri(B) <ri(A),(i e N)}. (2.8)

3. Definimos los espectros de los anteriores conjuntos (2.7) y (2.8) respectivamente

como



Teorema 8. Sea A =[a;;] € C™" , n > 2, entonces

8,%/(14) = 8K172(A), stn =2
o(w(A)) =
H(A), sin>3

Y en general, para n > 2 se tiene que

o(w(A)) = A (A).

12

(2.11)

(2.12)

Por otro lado, es natural pensar que el resultado del Teorema 5 puede ser exten-

dido a un ntimero m > 2 de filas de A, pero esto no siempre es cierto. Consideremos

la matriz A definida como

1 1/3 —1/3 1/3
2/3 -1 0 1/3

entonces para m = 3 tenemos los conjuntos

l17273(A):{Z€CZ|Z—1|'|Z—|—1|'|Z—’é| :0}:{1,—1,1}
lioa(A)={2z€C:|z—1|-|z+ 1| |2+ =0} ={1,—-1,—i}
hisa(A)={2€C:|z—1]- |z —i| - |z +i| =0} = {1,7, i}

loga(A)={z€C:lz+1| |z —i| - |z+i| =0} ={-1,i,—i}.

De donde se nota que

o(A4) ={1,10,-1,10,i, —i} € (l1,23(A)) U (l1.24(A)) U (l134(A)) U (lo,34(A)).
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2.2.2. Conjunto de Brualdi
R. Brualdi (1982) en [2] mostré un conjunto que es una extensién particular del

Teorema 5 y hace uso de la reducibilidad de la matriz A = [q; ;] € C**™ .

Definicién 6. Una matriz A = [a;;] € C" , n > 2 es reducible si existe una

matriz permutacion P € R™™ y un entero positivo r, con 1 < r < n, tal que

PAP! = (2.13)

donde Ay € C™" y Ay g € Clr=n)x(=r) G no existe tal matriz permutacion P, se

dice que A irreducible.

Por conveniencia, el caso en que A sea reducible podemos expresar a PAP!

CcOomo:
Rii|Rig |- | Rim
0 |Rys|--- | Ry
PAP! = 22 - (2.14)
0 0 [ | Rm

donde cada matriz R; ;, 1 < j < m en (2.14), es tal que

R; ; es irreducible de orden p; X p;, con p; > 26
R; ; es un escalar

Ademds, la representasion de PAP"' dada en (2.14) es tnica.

Definicién 7. Dado A = [a; ;] € CV" | sea {vy,va,- - ,v,} un conjunto de vértices
relacionados con las filas de A. Para cada entrada a; j # 0 de A conectamos el vértice

inicial v; con el vértice terminal v;, por medio del arco dirigido v;v; del vértice inicial
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v; al vértice terminal v; como en la figura 2.

SN .

v; Vj U
Figura 2-4: Arcos Dirigidos.
El grafo dirigido G(A) se define como el conjunto de todos los arcos dirigidos
de A. De igual forma se define una trayectoria dirigida en G(A) como una coleccién
de arcos dirigidos colindantes v;,v;,, vy, v, - - -, U1, 0y, conectando el vértice inicial

vy, con el vértice final v;,.. Lo anterior implica que

r—1

H Al g1 #0

k=0
Definicién 8. El grafo dirigido G(A) de una matriz A = |a; ;] € C" se dice fuer-
temente conezo si, para cada par de vertices v; y v;, existe una trayectoria dirigida

en G(A) con vértice inicial en v; y vértice final en v;.

Se puede ver que si el grafo dirigido G(A) de A = [a; ;] € C™" es fuertemente
conexo, entonces las entradas de cada fila de A no pueden ser todas nulas. Ademas,

si G(A) es fuertemente conexo, entonces G(P'AP) es también fuertemente conexo.

. . ., . 1
Definimos un ciclo fuerte v en G(A) como una sucesion {i; §-’+ en N, tal que

p > 2, los elementos de {i;};_, son todos distintos y ip1 = i1 Y U301, Vi Vig, -+,

_— . .
3, Vi, son arcos de G(A), esto implica que
Uiy ins Qig iz "+ 5 Ay iy NNO SON CETOS Y Upi1 = 11,
por conveniencia se notaran los ciclos en la forma estandar de permutaciones.

Y= (i17i27i37 e 7/ip77:p+1> para p Z 2.



15

Si no existe un ciclo fuerte pasando por el vértice v;, entonces se dice que por
este pasa el ciclo débil v = (i), independiente de que a;; sea 0 6 no. Al conjunto de

todos los ciclos fuertes o débiles se nota C'(A).

Teorema 9. Para cualquier matriz A = [a; ;] € C™™ | se tiene que A es irreducible

sty solo si su grafo dirigido es fuertemente conexo.

Definicién 9. Sea A = [a;;] € C™" |, conn > 2, si v = (i1,92,43, - ,ip) con
p > 1 es un ciclo en C(A), entonces la lemniscata de Brualdi B,(A) de orden p es

definida como

B,(A)={z€C: H |z —a;;| < H?z(A)L

1€y 1€y
donde, r;(A) = r(R;;) y la i—ésima fila de A corresponde a la |—ésima fila de R; ;
en (2.14).

Siy = (i) es un ciclo débil en C(A), entonces
B,(A) ={z € C:[]lz—auil = [[Fi(A) = 0} = {ai}.
1€y 1€y
El conjunto de Brualdi se define como
#A4) = |J B4
vEC(A)
Como o(PAP") = o(A), entonces para nuestros fines de estudiar el espectro de

la matriz A, de (2.14) basta con estudiar el espectro de las submatrices R, ; de:

Rii| 0 |- 0

0 | Roo |- 0

(2.15)
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Asi, el conjunto de Brualdi de la matriz A se convierte en una extension del

conjunto de Brauer para las submatrices irreducibles R; ; de (2.15).

Teorema 10. Sea A = [a;;] € C™" y X\ un autovalor de A, entonces existe un

ciclo v en el conjunto de ciclos fuertes y débiles de A, C(A), tal que
A€ B,(A) (2.16)

ademds,

o(A) C B(A) C A (4) CT(A). (2.17)

(2.16) y (2.17) fueron obtenidos por R. Brualdi (1982) en [2] y R. Varga (2001a)

en [14] respectivamente.

Ejemplo 4. Sea A € C3*3 definida como en (2.3)

—1+7 2 0
A= 0 147 2
2 0 —1

entonces se puede ver que A es irreducible. Asi, el conjunto de ciclos fuertes y débiles

seria C'(A) = {(1),(2), (3), (123)} y tenemos las siguientes lemniscatas de Brualdi
By ={-1+1}, By ={1+i}, B ={-i}

Baagyy ={2€C:|z+1—1i]- |z —=1—1i|-|z+1i| <8}

De donde el conjunto de Brualdi (A) = Bas)(A) se muestra en la siguiente

figura.
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s 2 4 R 2 3
Figura 2-5: Conjunto de Gershgorin de A, Conjunto de Brauer de A (en el medio)
y Conjunto de Brualdi de A (sombreado).
De igual manera para el conjunto de Brualdi tenemos el siguiente resultado

correspondiente a el Teorema 2, con 7;(A) = r)(R;;) vy la i—ésima fila de A corres-

ponde a la [—ésima fila de R, ; en (2.14).

Teorema 11. Si A = [a; ;] € C™*" , C(A) es el conjunto de todos los ciclos fuertes

y débiles de G(A) y si

H la; | > Hﬁ(A) para todo v € C(A),

1€y 1€y
entonces A es no singular.
Como en la seccion 2.2.1 existen dos conjuntos de matrices similares a los con-
juntos equiradial y equiradial extendido cuyos espectros se comportan como el con-

junto de Brualdi, estos son:
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Definicién 10. Sea A = [a;;] € C™*™ | se definen los conjuntos:

1. El conjunto equiradial de Brualdi de A como:

wg(A) ={BeC"”" :b;; =a;;,,r:(B)=1;(A),(i e N) y C(A) =C(B)}. (2.18)
2. El conjunto equiradial de Brualdi extendido como:

wzp(A) ={B € C™" : bi; = a;;,i(B) < Ti(A), (i € N) y C(A) = C(B)}. (2.19)

3. Definimos los espectros de los anteriores conjuntos (2.18) y (2.19) respectivamente

como

owa(A)= |J o(B) (2.20)

c@x(A)= |J a(B) (2:21)

De igual manera se tiene que
o(wz(A)) € o(wa(A)).

Con todo lo anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema 12. Para cualquier A = la; ;] € C"*" | se tiene que
o(Cllwz(A))) = B(A).

Aqui Cl(wz(A)) denota la clausura de 0»(A).
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2.2.3. S-Conjunto de Gershgorin

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos por L. Cvetkovic, V. Kos-

tic y R. Varga (2004) en [4].

Definicién 11. Sea S C N = {1,2,3,---,n}, n > 2y S = N\ S denota su
complemento en N, entonces si A = [a; ;| € C™™ podemos partir r;(A) de (2.1) en

dos partes dependiendo de S y S, como sigue:

p

ri(A) = ZjeN\{i} |ai | = ZjeS\{i} |ai ;| + Zje?\{i} |aij| =77 (A) + 7 (A),

donde r? =0, si S=101y

P (A) = ZjeS\{i} |aij| yri(A) = Zje?\{i} |a;j| para todo 1 € N

Definicién 12. Sea A =[a;;] € C™™ , n > 2y S C N no vacio, entonces A se

dice S-estrictamente diagonal dominante si

laii| > r?(A) para todoi € S y

(lais) — 7 (A)) - (Jaj | — rjg(A)) > r?(A) ~7’f(A) para todoi € S, y todo j € S
(2.22)

Se puede notar que si |a;;| — 77 (A) > 0 para todo i € S, entonces

s 2 A (A
(lass = 75(4)) > T 20

Luego se tiene que

|aj7j| —T; (A) > 0.

Ademss, si S = N, S = () y las condiciones de (2.22) se convierten en la defini-

cién usual de estrictamente diagonal dominante.

Con lo establecido anteriormente se obtienen los siguientes resultados:
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Teorema 13. Sea S C N no vacio, y sea A= [a; ;] € C™™ ,n > 2, S-estrictamente

diagonal dominante, entonces A es no singular.

A diferencia del criterio de dominancia diagonal usual, el Teorema 13 no em-
plea todas las entradas de una fila de la matriz A para determinar si esta es o no es
singular. La siguiente definiciéon describe la regién de inclusion autovalores corres-

pondiente a este teorema.
Definicién 13. Sea S C N = {1,2,3,---,n} no vacio, n > 2, entonces para
cualquier A = [a;;] € C™™ se definen los S-discos de Gershgorin
IP(A) ={z€C:|z—a| <r(A)} para cada i € S,
y el conjunto
V5(A) = {z € C: (12 — aigl = r§(A)) - (|2 — ay| = r7(A) < r7(A) - rf(A)},

para cada i € S y cada j € S.

Teorema 14. Sea S C N no vacio, y sea A= [a;;] € C™™ , n > 2, entonces

0(A) C€°(A) = (U Ff(A)) ul U vii@

(IS i€S,jeS
Al conjunto €°(A) se le llama el S-conjunto de Gershgorin.

Si S = S; = {i}, para algin i € N, entonces

e =riul | viw).

JEN\{s}
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pero 77 (A) = 0, luego T91(A) = {a;,}, ademés
Vi (A) = {z € C: |z —aigl - (|2 — aj;| = 15(A) + lajal) < ri(A) - Jagal}-

Z7-7

Luego, definimos el conjunto Z;(A) como:

72,(4) =¢%(4) =
JEN\{i}
Teorema 15. Sea A =[a;;] € C"*" , n > 2, entonces
o(A) CE(A) C I(A) € A (A) CT(A),
donde € (A) = Ngcn €°(A), 2(A) = Niey Zi(A) y H (A) es el conjunto de Brauer

definido en la seccion 2.2.1.

El conjunto Z(A) fue también descrito en 1970 por L. Dashnic y M. Zusmano-

vich [13] de una manera distinta.
A continuacién tenemos un ejemplo del conjunto €' (A).

Ejemplo 5. Sea A € C3*3 definida como en (2.3),

—14+i 2 0
A= 0 1+4 2
2 0 —1

entonces para Sy = {1}, So = {2}, S5 = {3}, Sy = {1,2}, S5 = {1,3} v Se = {2, 3}

se tienen los siguientes conjuntos:
I ={-1+i}, T®={1+i}, I®={-i}

M =Ty (A)U{l+i}, T%={-1+i}ul3(A), TI% ="IyA)u{-i}
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D (A) =V (A) = {2 € C: |z+1—i|-(|z—1—i|-2) <0 G |z4+1—i|-|2+i| < 4} = ¢
Dr(A) = €2 (A) = {2 € C: |z2—1—i|-(|2+i|-2) <0 6 |z—1—i|-|z+1—i| < 4} = 13
D5(A) = €3 A) = {2z € C: |z4i|]-(|z4+1—i|-2) <0 6 |2+i|-|z—1—i] <4} =D

Ast, el conjunto €(A) = Ngcy €°(A) se muestra en la siguiente figura.

3 2 0 { 2 3
Figura 2-6: Conjunto de Gershgorin de A y el conjunto ' (A) de A (interior).

R. Varga en [13] muestra un ejemplo donde Z(A) € B(A) ni B(A) € 2(A).

2.3. Conjunto Minimal de Gershgorin
El conjunto minimal de Gershgorin fue introducido por R. Varga (1965) en [15]
y nuevamente retomado por el mismo (2001a) en [14], aqui presentamos algunos

resultados.

Definicién 14. Sea A = [a;;] € C™™" , conn > 2, y & = |11, T2, 23, ,Ty)" >

0 € R", esto es x; > 0 para todo i € N, entonces se definen:
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s La suma absoluta pesada de la i-ésima fila (radio pesado i-ésimo) como
ri(A) = Z |la; j|xj/x;, para cada i € N.
JEN\{i}

» FEli-ésimo disco pesado de Gershgorin
7 (A)={2€C:|z—a;| <rf(A)}, para todo i € N.
= FEl conjunto pesado de Gershgorin
I (4) = |17 (A).
iEN
Se puede notar que si X = Diag(z) = Diag|xy, xa, x5, - - , 2], entonces o(A) =

o(X71AX). Asi, aplicando el Teorema 1 a la matriz X "' AX se obtiene el siguiente

teorema.

Teorema 16. Sea A = [a;;] € C™"  conn > 2, yx = |x1,22,23, - ,2,) >0€
R"™, entonces

o(A) = o(XTAX) C 7 (A),

ademds,

a(A) C (I (4) =T"(A). (2.23)

>0

Al conjunto T'(A) se le llama el conjunto minimal de Gershgorin.

El conjunto en (2.23) puede ser bastante tedioso de calcular. A continuacién

tenemos una forma mas sencilla de visualizarlo hecha por R. Varga (2001a) en [14] .

Definicién 15. Sea A = [a; ;] € C™*™ | entonces se definen los siguientes conjuntos:

= El conjunto equimodular de A

QA) ={B=1[b;] € C”" 1 b;; = a;; y |bij| = |ai;|, para todoi,j e N}.
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= El conjunto equimodular extendido de A

Q(A) = {B = [b@j] € Cnxn . bm’ =Q;; Y |bi,j| S |a'i,j|> para todo Z,] € N}

Los espectros de los anteriores conjuntos vienen dados respectivamente por

o(4)) = |J a(B) y o) = |J o(B). (2.24)

BeQ(A) BeQ(A)
De (2.24) se tiene que

o(Q(A)) C o(Q(A)) CTH(A).

Con las anteriores consideraciones se tienen los siguientes resultados.

Teorema 17. Para cualquier matriz A = [a; ;] € C™™ | se tiene que
o(QA)) =TE(A).

Corolario 4. Sea A =la; ;] € C"" yn =2, entonces

Teorema 18. Sea A =[a;;] € C™" , n > 2, entonces se tiene que
TR(4) C B(A) C # (4) CT(A).
Por otro lado, aplicando el Teorema 16 a la matriz A’ se tiene el siguiente re-
sultado.
Corolario 5. Sea A = [a;;] € C™" , n > 2, entonces

o(A) C PR(AY) NTR(A) C PR(A)
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Ejemplo 6. Sea A € C**3 definida como en (2.3), entonces el conjunto minimal de

Gershgorin TR(A) = o(Q(A)) se muestra en la siguiente figura.

Figura 2-7: Conjunto de Gershgorin de A(exterior) y el conjunto minimal de Gersh-
gorin de A (sombreado) con 10000 matrices de Q(A).

Recientemente R. Varga, L. Cvetkovic y V. Kostic (2006) en [3] mostraron que
si S C N no vacio, W9 = {z = [, 29,73, ,2,]' >0 € R" : 7; = 1, para cada i €

S}y W =Ugcy W¥, entonces

(A) = (T°(A) =€(A) = ] €5(A). (2.25)

zeW SCN



Capitulo 3
CONJUNTOS TIPO GERSHGORIN PARA
MATRICES PARTICIONADAS POR BLOQUES

3.1. Conjunto de Gershgorin para Matrices Particionadas por Bloques

En los resultados presentados en el capitulo 2 las regiones de inclusién obteni-
das estaban estrechamente relacionadas con los elementos de la diagonal principal
de la matriz A = [a; ;] € C™™ . En este capitulo se generalizaran estos resultados

a matrices particionadas por bloques.

Definicién 16. Una particién 7 de C" es una coleccion finita {W;}._, de subespacios

lineales disjuntos con dimension al menos 1, tal que su suma directa es C", esto es:

Ct=WieoWyoWsad...0W, (3.1)

l

la particion ™ es denotada por m = {pj}jzo, donde los enteros p; cumplen

Po=0<pr<pa<...<p =n.

Las particiones m de C" se pueden ordenar parcialmente de la siguiente manera.
Sim = {p;}i—o v m = {q;}}—, son dos particiones de C", entonces m; < m; si y solo
si {p;}i—o C {g;}j—o- Sim < my, se dice que m; es mas débil que my (7 es mas fuerte

que 7).

26
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Ast, mo = {j}—0 ¥ mw = {0,n} son las particiones mds fuerte y mds débil res-

pectivamente de C"

Ademas podemos asumir que
W; = span{ex : pj—1 + 1 <k < p;} GeL={1,2,...,1}), (3.2)

donde los vectores {ej}7_; denota la base estandar de C™.

Luego, dimW; =p; —p;-1 > 1 (j € L={1,2,...,1}).

Dado A = [a;,;] € C" y dada una particién = = {p, é’:o de C™ entonces, la

matriz A es particionada por m como:

Ay | Aip Ay
Ao A | Az Agy (3.3)
Aig | A Ay

donde cada submatriz A;; en (3.3) representa una transformacion lineal de W; a

Wi. Asf, A;; € CPimpi=0x®i=Pi-1) para todo 4, j € L

Definicién 17. Si 7 = {pj}é-zo es una particion de C", entonces definimos

¢ = (¢1, G2, @3, . -+ ¢l)7

como la l-upla norma, donde ¢; es una norma en el subespacio W, para cada j € L

y denotamos

O, ={op= (01,02, 03,...,01) : ¢; es una norma en Wj, para cada j € L}, (3.4)
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como el conjunto de todas las l-uplas de normas asociadas con .

Definicién 18. Dado ¢ = (¢1, ¢a, ¢3,...,¢1) € @ y la matriz blogue A;; de la

matriz A particionada en (3.3) se define la norma inducida por ¢ como

. Gi(Aiyx)
A .= m ) )
|| Z7]||¢ er?:gc{;éO ¢j(x) (3 5)

Se puede verificar facilmente que (3.5) es en realidad una norma matricial.

Definicién 19. Se definen

1. La norma reciproca de A;; como:

o ¢i(Agr)
m(A;;) = werv{/ligyéo W

2. Eli-ésimo radio particionado de A

(A=Y llAglls  (i€L)

jeL—{k}

Si A;; es singular, entonces existe z # 0 € W; tal que A; ,x = 0. Por tanto

. , ¢z’(Ai,i37) _
m(di) = amin =y O

Si A;; no es singular, entonces

m(A;;) = min M = min M
, xeW;,x#0 QSZ(I') x€W;,z#0 ¢Z(Az,z A2’2x>
1 -1

B
m(Aiq) = (147 [l6) -

m(A;;) = Donde y = A, ;x
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Asi,

1 -1 P ¢i(z4i,i$€)
(HAZ,Z ||¢) - xerl/%l,lmlyéo ¢z(x> .

Definicién 20. Sea 7 = {p;},_, una particion de C", ¢ € &, y A = [A4;;] € C*"
particionada por m, entonces A se dice diagonalmente dominante por bloques con

respecto a W Si.
(A )™ = 7l (A) Para todo i € L,

en caso de que la desigualdad sea estricta, entonces A se dice estrictamente diagonal

dominante por bloques.

La definicién 20 fue considerada simultdneamente por A. Ostrowski (1961)
en [9], D. Feingold y R. Varga (1962) en [5] y por M. Fiedler y V. Ptak (1962a)
en [6].

Comencemos nuestra discusién presentando un resultado obtenido por R. Varga

y D. Feingold (1962) en [5].

Teorema 19. Sea m = {p;}\_; una particion de C", ¢ € &, y A = [A;;] € C™"

particionada por m, si A es estrictamente diagonal dominante por bloques, esto es

(||A;}H¢)‘1 > 7 (A) Para todo i € L,

@,

entonces A no es singular.

Definicién 21. Sea 7 = {p;},_, una particion de C", ¢ € &, y A = [4;;] € C**"

particionada por w, se definen:

Y (A) = {z € C: (|[(2] = Aii)Mlo) ™" < (A}

T9(A) = Ui, TEH(A)
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Donde I denota la matriz identidad para el subespacio W;. Al conjunto T'2(A)

se le llama congunto particionado de Gershgorin para A con respecto a w y ¢.

Teorema 20. Sea ™ = {pj}é':() una particion de C", ¢ € &, y A = [A;;] € C"

particionada por . Si A € o(A), entonces existe un i € L tal que \ € Ffjw(A).

Por lo tanto

o(A) C T9(A).

Demostracién: Sea 7 = {p;}_, una particién de C", ¢ € @, y A = [4;;] € C™"
particionada por m, como A € o(A), entonces \I — A es singular, luego por el

Teorema 19 existe al menos un ¢ tal que

(IO = A3) M lo) ™ < rfn(A),
Asi X € Ffjﬂ(A). Y como esto ocurre para todo A € g(A), entonces
o(A4) CTY(A).

O

Veamos un ejemplo y comparemos el conjunto particionado de Gershgorin con

respecto a ™y ¢ con el conjunto de Gershgorin.
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Ejemplo 7. Sea A = [A; ;] € C®*Y, definida y particionada por m = {0,2,4,6} como

sigue y ¢ = ([ [loos [ - [loos [ - [loo)

-3 1 |1 1] 0 0
1 -3|1 1,0 0
Avg | Ao | Ags
1/2 1/2]3 1|1/2 1/2
A= = A2,1 A2,2 A2,3
1/2 1/2[1 3|1/2 1/2
A31 A3,2 A3,3
1 1 10 0 3¢ 1
1 1 10 0] 1 31
Luego
(z+3) 1
(ZI—Al 1>_1 _ (z44)(z+2)  (244)(2+2)
’ 1 (2+3)
(z+4)(2+2)  (2+4)(2+2)
(2—3) 1
(Z]_A22)_1 _ (z=4)(z—2) (2—4)(z—2)
’ 1 (2—3)
(z—4)(z—2) (2—4)(2—2)

(ZI — A373)_1 =
de lo anterior tenemos que

(1= = A1) Hloo) ™ =

(I1(=1 = As3)""loc)

[ A1 2|0 = |[A31]]c = 2,

Asi, como T = {z € C: (||(2I — Aiy) H]oo) ™t < 17.(A)} entonces

T¢ (A)={z€C: (

(2—3i)

1

(z+1—30)(z—1—37)

1

(z+1—3i)(z—1—37)

(2—3i)

e+ 4z + 2
|z +3[+1

(z+1—3i)(z—1—37)

(z+1—3i)(z—1—37)

7 (I1(=1 = Az2) ] 0)

1 =3ilz -1 - 34

|z — 31| +1
[[A21]|cc = || A23]|0c = 1,

|z+4||z+2|) <9
|z +3]+1

(3.7)

-2
|z —3|+1

[A13][00 = |[A32]]cc = 0
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g (A)={zeC: (w) <2}

|z —3|+1
41— 30z — 1 — 3|
Y (A) = C: 12 <2
) = e (B2 23 oy

De donde se obtienen las siguientes grdficas.

-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 3-1: Grafica del conjunto particionado de Gershgorin I'?(A) para la matriz
A(sombreado) y el conjunto de Gershgorin I'(A).

Aparentemente el conjunto particionado de Gershgorin da una mejor region
donde se encuentran los autovalores de A que el conjunto de Gershgorin. Pero el

siguiente ejemplo muestra lo contrario.

Ejemplo 8. Sea B = [b; ;] € C***, definida y particionada por m = {0,2,4} como

2 0]1/2 1/2
0 2| 0 1/2 By | By

1 0] 2 0 Bay | Bys

1/4 1/4| 0 —2i
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entonces, igualmente tomando ¢ = (|| ||oo, || - ||oo) tememos
(1= = B11) ' [loo) ™" = min{|z + 2|, |z — 2|}

(1(2] = Ba2) o) ™" = min{|z = 2il, |z + 2i[} y [| Biallo = || Baalloo = 1

De dondeT?(A)={2€C:|2+2| <14

z—2|<1¢

242 <16

z—2i1] < 1}.

En la siguiente grdfica podemos ver que T2(A) € T'(A).

Figura 3—-2: Grafica del conjunto de Gershgorin de la matriz B (en azul y sombreado)
y el conjunto particionado de Gershgorin de la matriz B (en rojo )

El siguiente teorema es una extension del caso escalar del Teorema 4 a matrices

particionadas por bloques, la demostracién es muy similar al caso escalar.
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Teorema 21. Sean 7 = {pj}é-zo una particion de C", ¢ € &, y a € [0, 1], suponga-
mos que A = [A; ;] € C"*™ es particionada por w, tal que

« -«

(AT )™ > rEn(AD (A ™ = | D0 Al | | Do NAklls

keL—{i} keL—{j}

para todo i € L, entonces A no es singular.

Demostracién: Supongamos que A es singular, cumple con (3.8) y rf (A) >0

para algtin ¢ € L, entonces existe © = [x1, 29, 23, -+, 2,])" € C", 2 # 0, tal que
Ax = 0.

Sea P; el operador proyeccién de C" a W; y llamemos P;z = X;. Tenemos que

!
ZAMX]- =0 paratodoiec L

J=1

jeL—{i}

Luego aplicando ¢; a ambos lados, tenemos

Gi(AiXi) < Y GilAX) < D 1Aulle - 95(X))

jer—{i) jeb—{i}
Gi(AiiXs) < ) (AllE - (A5 - 6,(X))).
jeL—{i}

Como 0 < a < 1, entonces é y ﬁ son conjugados y por la desigualdad de

Holder
« -«
at (l—a)ﬁ 1
Gi(AX) < | Y0 Al ] - Do 14l L (X))
jer—ti} jer—1{i}
-«
i(AuXs) < (1) | D IMulle- (X7 | (39)

jeL—{i}
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Por otro lado, tenemos por definicion que

v 6l AuX)
(IMAiille)™ =, min =%y

Luego
$i(A0iXs) = (1A 16) 71 - 0u(X0) > (rf(A)™ - (LR (A)' 7 - 9u(X5)

Gi(AiiXi) > (P (A)* - () (A)' ™ - ¢i(X5). (3.10)

7,7

Asi de (3.9) y (3.10)

(2 ()™ - (0 (AN - 64(Xi) < (8 (A))° - ( 3 A,-,j¢-qz5j(Xj)1la)

JjeL—{i}

(A olX) < | D Ai,jaﬁ'%(Xj)lla)

jeL—{i}

¢ (A) - di(X)TF < > [[Ayglle - 65(X,)Tm

jeL—{i}

Sumando todos los radios columnas ¢ (A)

2,7

Zciw(A)'@(Xi)ﬁ < Z ( > Az’j¢'¢j(Xj)11“)

jeL—{i}

i=1 Jj=1 \seL-{j} Jj=1

Dol o) <3| D Az’j¢> Oi(X) T =Y ¢ (A) - 6(X,) .

Luego, mirando los dos extremos de la desigualdad anterior tenemos una con-

tradiccién.

Asi, si se tiene (3.8), entonces A no es singular.

Del Teorema 21 tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 6. Sea A = [a;;] € C™" | particionada por w, ¢ € & y a € [0,1], tal

que para todo i € L se tiene

(A1) > ar? (A) + (1 = @)l (A). (3.11)

2,7

entonces A no es singular.
Demostracién: Haciendo uso de la siguiente desigualdad aa + (1 — a)b > a®b' ™,

para cualquier a,b >0y « € [0,1], con a = TSW(A) y b= ciﬂ(A), tenemos que

(14;1e) ™" > aa+ (1 = )b > a®b' ™7, (3.12)
con lo cual de (3.12)

(1A ]6) ™ > (rfa(A) (7R (A,

)

de donde se tiene por el Teorema 21 que A no es singular.

3.2. Teoremas de Inclusién Tipo Gershgorin para Matrices
Particionadas por Bloques

A continuacién extenderemos los resultados obtenidos en la seccién 2.2 a ma-
trices particionadas por bloques. Cabe notar que algunos resultados para matrices

particionadas no se cumplen.

3.2.1. Conjunto Particionado de Brauer
Para el caso escalar del conjunto de Brauer de la seccion 2.2.1 obtenemos para
matrices particionadas por bloques la siguiente extension, la demostracion es similar

al caso escalar.
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Teorema 22. Sim = {p;}\_, es una particion de C", ¢ € ®.. Si A = [A;;] € C™"

esta particionada por ™ con | > 2 tal que

(1A ) - (1A o) ™t > 7in(A) - rpn(A) Viyj € Lyi# j, (3.13)

i77T ]77r

entonces A no es singular.

Demostracién: Supongamos que A = [a; ;] € C"*" es singular y satisface (3.13),
entonces existe x # 0 tal que Az = 0. Sea P; el operador proyeccién de C* a W; y
Pjx = X;. Puesto que

Y AX;=0 Vi€l

jeL

se tiene que

AXi=— D AuX; vy 0ilAuX) < >0 [Aiglle - 65(X5).

jeL—{i} jeL—{i}

Por otro lado
(JAZD ™ - ¢i(X0) < di(AiiX,) Vi€ L,

de donde
(AN - ol X) < > [ Aijlle - 65(X;). (3.14)

jeL—{i}

Ordenemos z de tal forma que
Oi(Xy) > ds(Xs) > max{on(Xy) : k € L,k # sy t}.

Como z # 0, ¢(X;) # 0. Si ¢5(Xs) = 0, entonces ¢;(X;) = 0 para todo j # ¢

y A1 Xy = 0, pero esto es imposible ya que A;; no es singular.
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Sii=ten (3.14) tenemos

AL d(X) < >0 MAlle - 5(X) < D [[Aglla- d5(X,). (3:15)

jeL—{t} jeL—{t}

Sii=sen (3.14) tenemos

(AT 0u(X) < D0 [[Aslle- (X)) < Y I[Aslls - &u(X0).  (3.16)

jeL—{s} jeL—{s}

Luego multiplicando (3.15) y (3.16) tenemos
(A DT NASID T 06 (X)-a(X) < D0 (Al D [[Assllodr(Xo)-06(Xo),
jer—{t} jeL—{s}
y dividiendo por ¢y(X;) - ¢(X)
(AN AARIDT < >0 NAlle - D HAlls.
jer—{t} jeL—{s}

lo cual contradice la hipétesis (3.13).

Por tanto, si A satisface (3.13), entonces A no es singular.

O

Definicién 22. Dada una particion = = {p;};_y de C", ¢ € &, y A = [A; ;] € C™"

particionada por m con l > 2, se define
(

K¢

Z7]77r

(A) = {2 € C: ([[(z] = Ao) 7 lo) ™" - (121 = Azy)7Mlp) ™ < i (A) - 15 (A)}
parai,j € L con i # j

Y

%T¢(A) = Ui,jEL,i;éj Kid,)jﬂr(A)

\

(3.17)
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A H?(A) se le llama el conjunto particionado de Brauer de la matriz A con

respecto a ™ Y ¢.

Teorema 23. Sea m = {pj}z-zo una particion de C" conl > 2, ¢ € &,.. Si A =

A; ;] € C™™ es particionada por m y A € 0(A), entonces existen i,7 € L tal que
7-]
¢
A€ K7 (A).
Como esto vale para todo A € o(A), se tiene que
a(A) C 2 (A).

Demostracién: Si A € 0(A), entonces la matriz AI — A es singular y por el Teore-

ma 22 existen t y s € L tal que

(T = A)7Hlo) ™ (I = A ) 7Hlo) ™ < 7ia(A) -9 (A).

t,m

Luego X\ € Kffm(A) y como esto es para todo A, entonces
o(A) C AL (A).

O

El préximo resultado correspondiente al Teorema 7, establece que para una par-
ticion fija de C™ el conjunto particionado de Brauer esta contenido en el conjunto

particionado de Gershgorin.

Teorema 24. Dada una particion m = {p; 5-20 de C" conl > 2y ¢ € O, sea

A =1[A;;] € C"" la cual es particionada por w, entonces

HP(A) CTY(A). (3.18)

™
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Demostracién: Sea z € #,?(A), entonces existen 4,7 € L distintos, tal que z €

AL

Z7J7ﬂ-

(A), esto es

(11 = Ai)Hlo) ™ (1] = Ag) 7 Hlo) ™ < rfa(A) - (A).

]77r

Si rfW(A) ¢ (A) = 0, entonces (||(zI —Aii) Hlo) =06 (||(zI—=4;,) 7 |s)t =0.

-]771—

Asi z € 0(4;;) CT2(A) 6 2 € 0(4;,;) CT?Y(A), en cualquier caso
z€T?2(A).

Ahora, si 7 _(A) - r?_(A) > 0, entonces

T, 7,

(IGE=A) " Hle) ™" (L= A4 o)™

7 (A) N
Luego
IER f(j)““ BEPRNICE f(j)nw -
(1T = A ) < b ) 6 (1L — A) )™ < reu(A).

De donde z € Ffjﬂ(A) U Fﬁﬂ(A) CTe(A).
Por lo tanto

HP(A) CT(A).

™ ™

O

Ejemplo 9. Sea A = [A; ;] € C®Y, definida y particionada por m = {0,2,4,6} como

en (3.7) ejemplo 7y ¢ = (I[ - [loos [| - lloos |[ - loc), entonces

+ 4]|z + 2| |z — 4]|z — 2|
K% (A) = . ‘Z . <4
172,7r( ) {ZGC ( ‘Z+3|+1 ‘2—3‘4—1 - }
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|z+4||z+2|) ‘ <|z—|—1—31||z—1—31|) <1

K?y (A) = C:
raalA) = {2 € (|z+3\+1 |z —3i| +1

— 4|z — 2| |2 +1—3i||z — 1 — 3]
K¢y (A)=fzeC: (L : <4
2,3,7r( ) {Z E < ) < |Z_3'l| +1 — }

|z —3]+1

La gréafica se muestra a continuacién.

-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 3-3: Gréfica del conjunto particionado de Brauer .#,?(A) para la matriz
A(sombreado) y el conjunto de Gershgorin I'(A).

Ademas, tenemos la extension de la definicién 5 de los conjuntos equiradial y
equiradial extendido para la matriz particionada A.
Definicién 23. Sea m = {p;},_y una particion de C* y ¢ € Or. Sea A = [A;;] €
C™™ la cual es particionada por m, entonces:

1. El conjunto equiradial de la matriz particionada A como:

wl(A)={BeC™":B;;=Ai;, y rfjﬂ(B) =% (A),(i e L)}. (3.19)

1,7

2. El conjunto equiradial extendido de la matriz particionada A como:

OY(A)={BeC™ :By;=Ai; y rfjﬂ(B) <r? (A),(ie L)} (3.20)

T,
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3. Definimos los espectros de los anteriores conjuntos (3.19) y (3.20) respectivamente

como

owi(A) = J o(B) (3.21)

o@A) = J aoB). (3.22)

Bewy(A)

Como consecuencia inmediata de la definicién 23 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 25. Sea A = [A; ;] € C"" particionada por m = {pj}é-zo y o € P,
entonces

o(wi(A)) € o(@y(A)) € A7 (A). (3.23)

™

En el siguiente ejemplo se puede notar que el resultado (2.12) del Teorema 8 no

se cumple al extenderlo a matrices particionadas por bloques.

Ejemplo 10. Sea A € C*** definida como

sean ™ = {0,2,4}, ¢ = (|| - [loos || - ||oo) € © y A particionada por w, entonces

_ _ + 3|z + 1|
I— A 1 1_ |z

(||(Z 171) ||OO) |Z—|—2|—|—1

Sy - —3llz -1

[ IR k|| el

(e = o)1) = E250

[[A12]lec = |[A2:1]|oc = 1

Asi, tenemos la siguiente grafica.
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15

-15r

_2V

25t L 1 L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3-4: Gréfica del conjunto particionado de Brauer J#,?(A) para la matriz A
y el conjunto o(w?(A)) para 1000 matrices.

Aunque en la gréfica anterior el conjunto o(w?(A)) es trazado con 1000 matrices
del conjunto w?(A), se puede ver en la forma en que esta definida la matriz A que

este conjunto no alcanza a cubrir todo el conjunto de Brauer J#,?(A).

3.2.2. Conjunto de Brualdi para Matrices Particionadas por Bloques
Definicién 24. Sea A = [A;;] € C™" particionada por 7 = {p;}'_g y ¢ € P,
consideremos la matriz B = [b; ;] € R™*!, donde

(1A o)™ sii =5
b,’J - 7 (324)

|Aijllo sii#j
con grafo dirigido G(B) y conjunto de ciclos fuertes y débiles C(B), entonces se
definen
» FEl grafo dirigido de A con respecto a m como G,(A) = G(B).
» Siy es un ciclo fuerte en G(B), entonces es un ciclo fuerte en G(A), de manera

similar sucede con los ciclos débiles.
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» FEl conjunto de todos los ciclos fuertes y débiles de G,(A) se nota Cr(A).
s La matriz A es irreducible ¢ reducible con respecto a 7 si la matriz B es irreducible

o reducible respectivamente.

Se puede ver claramente en la definicién 24 que el grafo dirigido de la matriz A

con respecto a m no depende del vector norma ¢ escogido, sino solo de la particion 7.

Si la matriz B = [b; ;] € R™*! de (3.24) es reducible, entonces existe una matriz

permutaciéon P € R™! tal que

Rip | Rig |- | Ris
0 | R | R
PBP! = 22 2 (3.25)
0 0 R,
Ahora, definamos la matriz P; € R™*" como
Iy, siprr =1,
P = (3.26)
0 en otro caso
entonces
/ / /
11| g |0 1,3
0 | Ry, 2,3
PAP} = ’ ’ (3.27)
0 0 |- |R,

Donde R;; = A, para algin r,k € L 6 R, es una matriz irreducible con

respecto a .
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Asi, para estudiar el conjunto de Brualdi en el caso particionado solo debemos

estudiar las matrices Ry , de (3.27).

Luego podemos definir:

(

B (A) = {2 € C: [Li, (I(:I = Aii) o)™ < TLie, A (A)}, ¥y € Ca(A)

Donde ffﬂ(A) = re(R;,) y Ry, es una matrix bloque de PfAP,

BL(A) = Usec, (a) #5x(A)
(3.28)

Siy={j} € Cr(A) es un ciclo débil, entonces

B (A) ={z € C: [T = A) 7o)t < [T 7R (A)} = a(4;y).

1€y 1€y

Ademés, o(Apx) € %9 (A) para todo k € v y todo v € C(A).

Con lo anterior tenemos el siguiente teorema correspondiente al Teorema 10 del

caso escalar del conjunto de Brualdi para matrices particionadas.

Teorema 26. Dada una particion © = {p, 3:0 de C" conl > 2y ¢ € O, sea
A=A, ;] € C™" la cual es particionada por m, y sea Cr(A) su conjunto de ciclos.

Si A € a(A), entonces existe v € Cr(A) tal que
¢
A€ #(A).
Como esto es cierto para todo A € o(A), podemos concluir que

o(A) C #7(A).
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Demostracién: Sea A\ € 0(A) y A irreducible con respecto a 7, entonces existe
x # 0 € C" tal que
(A= M)z =

Luego

(Aig = ADXi+ > AiX; =0,
jeL—{i}

donde X; = Pjz y P; es el operador proyeccién de C" a W;. Asi

(Aig = ADXi=— > A X (3.29)

jeL—{i}

Aplicando la norma a ambos lados de (3.29) se tiene

6i((Aii = ADX) < > GilAX;) < Y 1 Aijlle - 65(X5). (3.30)

jeL—{i} jeL—{i}

Ahora, por definicién de ||.||4 ¥ (3.30) tenemos

(1AL =AD" le) ™ 0i(X0) < @il(Aii = ADX) < > (Al - 65(X)).

jeL—{i}

Sea k € L, tal que ¢(Xy) = maxjer—(i1{0;(X;) v Aix Xk # 0}, entonces

(1A = AD M) ™ 0u(X) < > NAislle - ¢5(X5) < D [1Aijlle - or(Xe)

jeL—{i} jeL—{i}
(I1(Aii = AD7Mo) ™ - 0i(X0) < 70 0(A) - dr(X5)

Tomando 7 = i1 y k = i en la ecuacién anterior resulta

(1A = AD T o)™ - 60 (X)) <75 2(A) - 91 (Xiy) (3.31)

Similarmente, si tomamos i = i y k = i3 resulta

(1(Ariz = AD)Hlo) ™" - 0ia (Xip) < 7, 2 (A) - 615 (Xiy) (3.32)
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Si i3 = 17, entonces se tiene el ciclo fuerte v = (iy,72) de C(A), tal que

LTI =AD" 1e) ™ - d(X) < [ rin(A) - du(X0)

1€y 1€y
[T =AD" < T
1€y 1€y

Asf, A € 22 _(A).

Si i3 # i1, podemos seguir con el proceso y conseguir una sucesion v = (iy, is, i3, « - -

con 4,11 = %1 tal que

(1(Arsie = AD)7Hlp) - 00 (X)) <7 1 (A) - i (X)) (3.33)

para cada iy € 7y
[T =AD" o) i (X0) < T rin(A)es(X)
i=i1 i=i1

De igual manera cancelando en ambos lados [], | $i(X;) se tiene que

TT0CAs =20 < TT .

=11 =11

Y Ae &7 (A).

Si A es reducible, entonces consideremos la representacién de Py AP} en (3.27)
y como o(A) = o(PLAP{) = J;_, 0(Rj;) solo basta con realizar el proceso anterior

para las submatrices R;,.
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Teorema 27. Dada una particion © = {p, 3:0 de C" conl > 2 y ¢ € O, sea

A =[A;;] € C™" la cual es particionada por m y sea Cr(A) su conjunto de ciclos,

si A € o(A) entonces
o(A) € BF(A) € AP (A) CTH(A).
Demostraciéon: Como para todo i € L, se tiene que

0(Aii) € K5 (A) = {z € C ([(zI=A) " lo) (1= A55) M lo) ™ < 1l (A) 15 (A)},

1,5,

entonces si v = {i} es un ciclo débil en Cr(A) se tiene que B (A) = o (A;;).

Asi, 22 (A) C A" (A).

4,5,

Supongamos que v = {i1,%2, - ,ip_1,1p}, p > 2 es un ciclo fuerte en Cr(A) con
ip+1 =91 y tomemos las nuevas sumas por filas {ff’ (A)}_; (si A es irreducible con

respecto a T, {rfﬂ(A) [_.), entonces
0<7i(A) <ri.(A) (Vi € ). (3.34)

Sea z € #2(A), entonces

p p

TT0ICT = i)™ D7 < TT 76 H(A).

k=1 k=1
p 9 p 2
[T (=A™ 0™ < TT (7).
k=1 k=1

[T (17 — Aui) )™ TG = Aia) o)™ THE UG = Aus) o)™

T (4 [, (A) [T, 76 A (A)

k‘llkﬂ'

De la anterior expresion vemos que no todos los factores pueden ser mayores

que 1. Asi
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(L= A )" Mlo) ™" - (ML = Aiyin) " Hlo) ™
(7 £(A) - 77, £(A))

is, Ts41,T

<1 paraalginl<s <p.

Luego

(1T = Aii) o)™ (1T = Airri) " Hlo) ™ ST (A) 7 2(A),

ig,T

por tanto, por (3.34) tenemos

(1G] = Ai)Hlo) ™ (NGT = Aipyin) Hlo) ™ <o 2(A) 1l A (A).

Con lo cual z € #°

Ts,0s41,T

(4) € A2 (A).
O

Ejemplo 11. Sea A = [A;;] € C%5, definida y particionada como en (3.7) y
&=l lloo [ [loc: [| - o)

1/2 1/2(3 1]1/2 1/2

1/2 1/2(1 3[1/2 1/2

A3,1 A3,2 A3,3
1 1|0 0|3 1

1 1 ]0 0 1 3¢

luego, la matriz A es irreducible con respecto a 7, los ciclos fuertes de Cr(A) son

"= (1a 2) Y2 = (1a 2>3) Y F1,7r(‘4) = F2,7r(‘4) = T3,7T(A) =2

+ 4]|z + 2| |z —4]|z — 2|
B (A)=f{zeC: (L : <4
nr(A) = {2 ( 2+ 3+ 1 z—3/+1 )~ }

+ 4|]z + 2| |z — 4|z — 2| |z +1—3i||]z — 1 — 3i]
BY (A)={zeC: (L : : <8
) = 12 ( |z +3[+1 |z —3|+1 |z —3i| +1 < 8}

De donde se obtienen las siguientes grdficas.
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4 8 2 1 o 1 2 3 a4
Figura 3-5: Gréfica del conjunto particionado de Brualdi %?(A) para la matriz
A(sombreado) y el conjunto particionado de Brauer .#,?(A) para la matriz A.

De igual manera que en la secciéon 2.2.1 podemos extender las definiciones de
los conjuntos equiradial de Brualdi y equiradial de Brualdi extendido a matrices
particionadas por bloques.

Definicién 25. Sea 7 = {pj}é-zo una particion de C* y ¢ € @, sea A = [A; ;] €
C™ ™ la cual es particionada por 7, entonces se definen los siguientes conjuntos

1. El conjunto equiradial de Brualdi de la matriz particionada A como:

w;ﬁ%(A) = {B S crm Bi,i = AZ,vafw(B) = ffﬂ(A) ) CW(B) = CT('(A)7 (7' S L)}

(3.35)

2. El conjunto equiradial de Brualdi extendido de la matriz particionada A como:

@f 4(A) ={B € C™": B;; = Ay;, 7 (B) <7 (A) y Cx(B) = Cr(A), (i € L)}

@, @,

(3.36)
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3. Definimos los espectros de los anteriores conjuntos (3.35) y (?7?) respectivamente

como

oWl s(A))= U B (3.37)

o(@?,A) = ] oB). (3.38)

Bew? ,(A)

De la definicion 25 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 28. Sea A = [A; ] € C"" particionada por m = {pj}é-zo y o € P,
entonces

o (Wl 5(A)) C a(@] 4(A)) C BL(A).

Demostracién: La demostracién es consecuencia inmediata de la definicién (25).

O

3.2.3. S-Conjunto de Gershgorin para Matrices Particionadas por Blo-
ques

Sea A =[A;;] € CV" 7= {p; é’:o una particién de C", A particionada por ,

pedySCL=1{1,23,...,1l} no vacio, entonces

rfd(A) = > NAlle= D Aulls+ D 114iglls

jeL—{i} jes—{i} jes—{i}

r (A) = 5 (A) + 185 (A)

@, T,

donde
riS(A) = > [Aiglls vy 22 A = D 1Al

jes—{i} jeS—{i}

Si S = {i}, entonces rfj;rs(A) =0y T?E(A) = wa(A)‘
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A continuacién daremos una extensién de la definicion de S-diagonalmente do-

minante para matrices por bloques.

Definicién 26. Dada una matriz A = [A;;] € CY", n > 2, particionada por

T = {p; 2-:0, ¢ € &, y dado cualquier S C L no vacio, entonces A se dice S-

estrictamente diagonal dominante por bloques si

(
i) (||Ai_,il||¢)_1 > Tf;rS(A) para todo i € S

i) (A1) ™ = 87 (A)) - (A 1a) ™ = i (A)) > rfid (A) -1 (A)

para todo i € S y para todo j € S

(3.39)

Como por (3.39) (i), (|47} ]]4) ™" — rZ7(A) > 0, entonces

T,

5 2(A) -S4
AT 05 (A) > e )7 >0
salle) ™ =)= G = 55 )

Ast, ([[45116) ™ =52 (A) > 0
Si S =L, S =0, entonces resulta la definicién usual de diagonalmente domi-

nante por bloques

(1A7H]6) ™ > 72.(A)  paratodoi € L

T,

Teorema 29. Dada una matriz A = [A; ;] € C™", n > 2, particionada por m =
{p; 5-20 yo € P, si A esS-estrictamente diagonal dominante por blogques, entonces

A no es singular.

Demostracién: Si S = L, tenemos que A = [4; ;] € C"*" es diagonalmente domi-

nante por bloques y por Teorema 19 A es no singular.
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Supongamos que S es un subconjunto no vacio de L, entonces como A es S-

estrictamente diagonal dominante por bloques, se tiene que

oS (A) (147 1) = r22(A)
(1A 1) — 787 (A) 2 (A)

para todo i € S y para todo j € S.

Ademads
. i (A) (145 H]e) =02 (A)
mex 5.5 4y = un 08
ieS (|4 le) "t =i (A)  jes i (A)

Definamos la matriz W = diag[W;, Wy, W3, ..., W)] como

~I, para todo k € S
Wy =
I, para todo k € S
con ~y satisfaciendo
) i (A) (1455116) " = 737 ()
max 55 < 7 < min o
€5 (147 o)t =iy (A) j€s T (A)

Luego AW = [A; ;] € C"*" donde

YA ;. paratodoie Ly j€ S

ivj =

A j, paratodoi € Ly j€ S

Veamos que la matriz AW es diagonalmente dominante por bloques

Por (3.40) tenemos que v satisface

S (A) (A5 H]o) " = 197 (A)
MA|u>1 5y 7S 75 (4)

Para todo i € S y para todo j € S. Asi,

(3.40)

(3.41)
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i (A) (147} 11e) " = 7 (A)
LT e TRy y .5 >
(A5 lg) ™" = i (A) i (A)
Luego,

WA )™ =2 (A) > r25(A) vy (JAH1e) ™ = r22(A)) > S (A)

T, @, 7,

YA )™ >l () o0 (A) vy (A7 116) ™ > 52 (A)) + v (A)

T, 7,

A) ™ e) ™ > D llAsllo+ > llAiklls  paratodoi € S
kes—{i} keS—{i}

WA > D NAulle+ Y Ajlle  paratodoje S
keS—{j} keS—{j}

de donde

AW ™ > > AW lls + Y I(AW)islls  paratodoi € S

keS—{i} keS—{i}

(3.42)

AWl ™ > DY AW )ulle + > I(AW)jxlls  paratodo j € §
keS—{j} keS—{j}

(3.43)

Luego de (3.42) y (3.43) tenemos que

(AW)He) ™ > > (AW )ixlls = rP(A)  paratodoie L. (3.44)
keL—{i}

Asi, la matriz AW es estrictamente diagonal dominante por bloques y por tanto

no es singular.
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Como W no es singular y AW no es singular, entonces A tampoco es singular.

O

Definicién 27. Sea S C L = {1,2,3,...,l} no vacio, n > 2 y A = [A; ;] € C™",

n > 2, particionada por ™ = {pj}é-zo con ¢ € O, se definen los conjuntos:
LEP(A) = {2 € C: (|[(z1 = Ai) M) 7H < vl (A)} (3.45)

V53A) = {2 € Cr (I = A )T =185 (A) - (2] = A ) M) =85 (4))
<rS(A) 54} (346)

Se define el S-conjunto particionado de Gershgorin de la matriz A como
€25(4) = T2 () 75 (4)

donde
SA) =it oy 28 = | 54

€S i€S,j€8

Del Teorema 29, (3.45) y (3.46) tenemos el siguiente resultado de inclusién de

autovalores.

Teorema 30. Sea S C L = {1,2,3,...,1} no vacio, n > 2 y A = [A,;] € C",

n > 2, particionada por ™ = {pj}é':() con ¢ € O, entonces, si A € o(A), entonces

2]7r

yerESAyJres(a)

para algin i € S y algin j € S.
Ademds

o(A4) C €25(A) =T3S (A) [ 725(4)

donde
sy = sy y mesy= | e

i€S i€S,jeS
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Demostracién: Supongamos que A € 0(A) € €99(A) y definamos la matriz B =
[B; ;] € C"*" como

A — Aiﬂ', sit :]
Ay, sii#
Luego, por la forma en que esta definida B en (3.47) satisface (3.39). Asi, B no

es singular, lo cual es una contradiccion.

Por tanto o(A) C €%°(A).

Cuando A es particionada en la forma

entonces €9°(A) = #?(A) para cualquier S C L = {1,2} distinto de vacio, con
€95(A) el S-conjunto particionado de Gershgorin y #.¢(A) el conjunto particiona-

do de Gershgorin.

Definicién 28. Sea la matriz A = [A;;] € C*", n > 2 particionada por m =
{p; 5':0; ¢ € P, entonces se define el conjunto
CoA) = () 625(a) = () (T2 |75 (a) (3.48)
SCL SCL
Si S C L, no necesariamente se tiene que %%(A) C #?(A), pero el siguiente

teorema hace uso de cada €% (A) para obtener una region de inclusién contenida

en Z?(A).
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Teorema 31. Sea la matriz A = [A; ;] € C™™, n > 2 particionada por ™ = {pj}é»zo,
¢ € P, entonces
CA) = [ E05(A) C 7 (A) CTH(A).
SCL
Demostracién: Consideremos todos los subconjuntos S de L de la forma S = {i},

entonces definamos

72(4) = €D (A) = (72 (A). (3.49)
i€L i€l
Entonces,
(A) = () €5(A) € 22(A). (3.50)
SCL

Ahora, solo debemos probar que Z2(A) C #¢(A).
Sea z € 9?(A), entonces por (3.49) para todo i € L, z € %21 (A).

Asi, existe j € L — {i}, tal que z € %21 (A), pero %21 (4) CT¢(A).

2,5, 2,4,

Luego, existe k € L tal que (|[(z] — Arg)]) ™' < r,fm(A). Tomemos i = k,

entonces

(T = A1) =28 ) (T = A1) =158 () < rf B () (4)
(T = A1) (T = 437 1) ™) < (UG = Ak 0)™)-(rEe(A) = 1 Aslls)
A (A) - 1Azl
(1T = A~ 1)) (T = A35) 7 10) ™) < 7 (A (72 (A) = 1Asalla )+ 2 ()| Al
<

(101 = Are)Mle) ™) - (T = Az M le) ™) < 184(A) - 754(A)

-]771—
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de donde de z € Jiﬁ’M(A) y

P2%(A) € x?

k7j77r

(4) C A3(4) (351)
Por tanto de (3.50) y (3.51) tenemos que

€M) = () 605(4) € A2(4)

T
SCL

Veamos un ejemplo de este conjunto.

Ejemplo 12. Sea A = [A;;] € CC, definida y particionada como en (3.7) y
¢ = (|- loos [ - Nloos 1| - o), €l conjunto €2(A) = Ngcy €P5(A) se muestra en la

siguiente figura.

-6 -4 -2 0 2 4

Figura 3-6: Gréfica del conjunto de Brauer J#?(A) para la matriz A y el conjunto
€?(A) para la matriz A(interior).
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3.3. Conjunto Minimal de Gershgorin para Matrices Particionadas por
Bloques

Este conjunto fue introducido por R. Varga (1970) en [16] de una forma comple-
ja haciendo un poco dificil la visualizacién de este, luego R. Varga y A. Krautstengl
(1995) en [17] y [18] ampliaron y mejoraron los resultados obtenidos en torno a
este conjunto permitiendo una mejor visualizacién de este por medio del conjunto
equimodular extendido para la matriz particionada A. En esta secciéon enunciare-
mos los resultados obtenidos por R. Varga y A. Krautstengl y luego compararemos
el conjunto minimal particionado de Gershgorin con los conjuntos obtenidos en las

secciones anteriores.

Sea A =[a;;] € CV", 7= {pj}é':() una particién de C", A particionada por 7

CcOmo
A171 A172 c. AU
A A A
A— 2,1 2,2 2,1 (352>
Al,l Al72 Ce Au

Sea D, = diag[Ay 1, Asg, -+, Ay

A 0[]0
0 | Agal|...] 0

D, = (3.53)
0| 0 |...|Ay

entonces se definen los siguientes conjuntos.

= Kl conjunto particionado de Householder como

HY(A)={2€C:2¢ 0(Dr) y (2] = Dx) " (A= Dz)lls > 1} (3.54)
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G¢(A) = H2(A)Ua(Dy) (3.55)

El conjunto minimal particionado de Gershgorin como
G(A) =[] GL(A) (3.56)
ped

Es evidente de (3.55) y (3.56) que el conjunto minimal se puede expresar como
G.(A) = H,(A)Uo(D,) (3.57)

donde Hr(A) = e H?(A) = {2z € C: 2 ¢ 0(D;) e infyeq ||(2I — D)1 (A —
Dr)lls > 1}

El primer resultado obtenido por R. Varga en [16] es el siguiente:

Teorema 32. Sea A = [A,;] € CY" particionada por m1 = {p, 2-20 y o € D

entonces

0(A) € GL(A) € Gx(4)

Como vemos el conjunto G,(A) definido en (3.56) es complicado de visualizar,
a continuacién mostraremos una forma més sencilla de visualizarlo.
Definicién 29. Sea m = {p;}\_; una particion de C" y A = [A;;] € C™™ particio-
nada por 7, entonces se definen los siguientes conjuntos como

» El conjunto equimodular para la matriz particionada A

QW(A) = {B S Cnxn : Bi,i = Ai’i,l S 1 S l Yy Bi,j = exp(i¢i,j)Ai7j,1 S l,J S 1}
(3.58)

En el caso de la particion mas fuerte ms, tenemos que Q,(A) = Q(A).
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» Kl conjunto equimodular extendido para la matriz particionada A como

Q(A)={BeC™ :B;=A;,1<i<lyB;;=rexp(ityj)Ai;,1 <1,j<Li#j0<7<1}
(3.59)
En el caso de la particidn mas fuerte 7y, tenemos que Qr(A) = Q(A).

» El espectro del conjunto equimodular como

BeQr(A)

n El espectro del conjunto equimodular extendido como

o(Q(4)= |J o(B)

BeQx(A)
Como resultado de las anteriores definiciones se obtienen los siguientes resulta-

dos dados por R. Varga y A. Krautstengl en [18] y [19].
Teorema 33. Sea A = [A,; ;] € C™™ particionada por m = {pj}é-zo, entonces

0(2x(A)) € 0(Q(A)) € Gx(A)

Teorema 34. Sea A = [A,; ;] € C™™ particionada por m = {p; }320, entonces
7(Q(A)) = G (A) (3.60)

En el siguiente teorema mostraremos la relacion existente entre el conjunto mi-
nimal particionado de Gershgorin y los conjuntos: ' (A) (Congunto Particionado de
Gerhgorin), #2(A) (Conjunto Particionado de Brauer), %2(A) (Conjunto Parti-
cionado de Brualdi) y €¢(A).
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Teorema 35. Sea A = [A,;] € CY" particionada por m = {p, 2-20 y o € D

entonces
(i)  Gx(A) CT3(A)
(ii.)  Gx(A) € A7 (A)
(ii.)  G(A) C B2(A)
(iv.)  Gn(A) CEL(A)

Demostracién: Veamos (i.), (ii.) y (4ii.). el punto (iv.) se prueba de manera simi-
lar a (1.).
(i.) Como por (3.60) G(A) = (0 (A)), entonces si z € G,(A), se tiene que z € o(B)

para algtin B € Q,(A).

Luego, para algin ¢ € L
(1= = A) 7 Mlo) ™ = (1] = Bi) " Mlg) ™ < rfn(B) <7

Asi, 2 € T?(A), de donde G(A) C T'¢(A).

(ii.) Como por (3.60) Gr(A) = 0(Q(A)) vy por (3.23) o(@x(A)) C HP(A). Luego se
tiene que

Gr(A) = 0(Q(A)) C 0 (@n(A)) € A (A)
(iii.) Veamos primero que Q(A) C g .(A). Sea © = {p,;}_, una particién de C*,

=0

pedPyBe QW(A), entonces para k € {1,2,3,---} definamos

Bi;, siBi; #0
Blky=4{ " ’ (3.61)

Aij : _
k]’ S1 Bi,j = 0
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por la forma en que esta definida B(k) se puede ver que

Aii=Bk)ii 5 T (B(k) ST(A) v C(A) = Ca(B(K))

@, — Y

Con lo cual

B(k) € Wzx(A)

Ademéds, si k — oo, entonces B(k) — B.

luego B € g (A).

Asi,

O (4) C g n(A) (3.62)

Por otro lado, como %? es cerrado se tiene que
o (p(A)) C B (A) (3.63)

Por tanto de (3.62) y (3.63) se tiene que G.(A) C B2(A).

(iv.) De manera anéloga que en el inciso (i.) se puede mostrar que G,(A4) C €?(A).



Capitulo 4
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

4.1. Conclusiones:
De los temas desarrollados anteriormente podemos deducir varios aspectos in-

teresantes:

1. El nimero de operaciones para calcular los diferentes conjuntos particionados ti-
po Gershgorin se reduce significativamente segiin como haya sido considerada la
particion m = {pj}é':()- Aunque, la complejidad para describir los conjuntos parti-

cionados varia dependiendo del vector norma escogido.

2. Sio={]]1l2, 1] l2,- - || - ||z} € ® y las submatrices A;; de la matriz particionada
por bloques A son normales para cada i € L, entonces (||(z] — A;;) o) ™! =
miny<g<p,—p; , |2 — Akl, con Ay € 0(4; ;). Por tanto, el conjunto F?,W(A) consiste de
pi — pi—1 discos cuyos centros son los autovalores de las submatrices A;; para cada

1€ L.

De igual manera para el conjunto Kfm(A) tenemos (p; — pi—1)(p; — pj—1) 6valos

de Cassini-Brauer.

3. En la seccién 3.2.1, Teorema 25- (3.23) se mostré que el espectro del conjunto

equiradial extendido de la matriz particionada A es un subconjunto del conjunto

64
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particionado de Brauer, esto es: a(W2(A)) C H2(A).

A diferencia del resultado (2.12) del Teorema 8 el cual muestra para el caso escalar

que o(w(A)) = # (A). Y en consecuencia, si A es particionada en la forma

entonces se tiene que G, (A) # H2(A).

. Varga R. en [16] (1970), Varga R. y Krautstengl A. en [17] y [18] (1995) describieron
y perfeccionaron el conjunto minimal de Gershgorin para una matriz particionada
A. En este trabajo se encadené este conjunto con los diversos conjuntos tipo Gersh-

gorin para matrices particionadas por bloques, que antes no habia sido considerado.

. Para ciertas matrices los conjuntos particionados tipo Gershgorin proporcionan
una mejor regiéon de inclusion de autovalores que los conjuntos tipo Gershgorin

usuales de una matriz A .

. Se puede notar que para las regiones de inclusion particionadas tipo Gershgorin se

preservan las mismas cadenas de contenencia que para el caso escalar, es decir

0(A) C Gr(A) C BL(A) C H#P(A) CTy(A)

a(A) C Gr(A) CE2(A) C A2 (A) CTH(A)

La segunda cadena de inclusién no habia sido considerada anteriormente.
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4.2. Trabajos Futuros
Atn falta mucho por describir sobre los conjuntos particionados tipo Gershgo-

rin, como por ejemplo:

1. Si consideramos el conjunto de todas las posibles particiones 7 = {pj}é':() de C™
.Serd posible que exista una particion m, la cual produce una mejor regién de in-
clusién de autovalores para los diversos conjuntos particionados tipo Gershgorin

(Conjuntos Particionados de Gershgorin, Brauer, Brualdi)?.

De igual forma, ; se podra responder la anterior pregunta si consideramos el con-

junto de todos los vectores normas ¢ = (@1, Po, -+, @) € P7.

2. Establecer si la relaciéon %2(A) C O'(’UAJ;;J(A)) entre el conjunto particionado de
Brualdi y el espectro del conjunto equiradial extendido de Brualdi de la matriz

particionada A, se satisface. Si esta inclusién es cierta junto con (3.63) implica que

B(A) = o (g ,(4)).

3. R. Varga en [13] muestra que al definir los conjuntos minimal de Brauer (¢ %(A)) y
minimal de Brualdi (#%(A)) de manera similar al conjunto minimal de Gershgorin

(TE(A)) como en (2.23) se tiene que
I'f(A) = R (A) = B7(A)

Atn, no se han establecido las definiciones de los conjuntos minimales particiona-
dos de Brauer y Brualdi, ni la relacion que guardan estos con el conjunto minimal

de Gershgorin.
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4. Extender los resultados de regiones de inclusion tipo Gershgorin a matrices de di-
mension infinita, L. Smithies y R. Varga en [11] 2006 y H. Salas en [10] 1999 han

empezado a estudiar este tema.

5. Obtener el resultado sobre matrices particionadas correspondiente al resultado
en (2.25) en el cual se muestra un conjunto equivalente al conjunto € (A) a partir

de ciertos conjuntos que componen el conjunto minimal de Gershgorin.

6. En esta oportunidad se extendieron a matrices particionadas por bloques los si-
guientes conjuntos: conjunto de Gershgorin, Brauer, Brualdi, S-Gershgorin y mini-
mal de Gershgorin. Aun queda una gran cantidad de resultados sobre regiones tipo
Gershgorin en el plano complejo por extender (para mas informacion ver [13]).
Seria interesante saber cuales de estos resultados se mantienen al ser extendidos a

matrices particionadas por bloques.



APENDICES



Apéndice A
PROGRAMAS EN MATLAB 7.0

Programa para Generar Figura 2—-1
function[GS]=gers(A)
A=[-1+1i 2 0; 0 1+1i 2; 2 0 -i];
B=A-diag(diag(A));
hold on;
axis equal
r=0;
for n=1:length(A(:,1))
r=norm(B(n,:));
x=[-(r+norm(A)): 0.05: r+norm(A)];
y=[-(r+norm(A)): 0.05: r+norm(A)];
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=abs (X+i*Y-A(n,n))-r;
contour(X,Y,-Z, [0 0],°k’);
end
e=eig(A)
for k=1:1length(A(:,1))
plot([ real( e(k)) ], [imag(e(k))],’kx’);

end
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Programa para Generar Figura 2-2
El programa utilizado para graficar 2-2 fue el mismo que para 2-1 con las
matrices A y A
Programa para Generar Figura 2-3
function[BA]=brauer (A)
A=[-1+1i 2 0; 0 1+1i 2; 2 0 -i];
B=A-diag(diag(A));
L=length(A(:,1));
hold on;
axis equal
for n=1:L
r1(n)=norm(B(n,:));
end
x=[-(2*norm(r1)+norm(A)): 0.05: 2*norm(ril)+norm(A)];
y=[-(2*norm(r1)+norm(A)): 0.05: 2*norm(rl)+norm(A)];
[X,Y]=meshgrid(x,y);
for k=1:L
for m=k+1:L
Z=abs (X+i*Y-A(k,k)) .*abs (X+i*Y-A(m,m))-r1 (k) *ri1(m);
contourf (X,Y,-Z,[0 0],°k?);
end
end
e=eig(A)
for k=1:length(A(:,1))
plot([ real( e(k)) ], [imag(e(k))],’kx’);

end



Programa para Generar Figura 2-5
function[B]=brualdi
x=[-3:0.05:3];
y=[-3: 0.05: 3];
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=abs (X+1*Y-(1+1)) . *abs (X+i*Y-(-1+1i)) .*abs (X+i*Y-(-1))-8;
contourf (X,Y,-Z,[0 0],’k’);
end
Programa para Generar Figura 2-6
function[S]=sger
axis equal; hold on;
x=[-3: 0.05: 3];
y=[-3: 0.05: 3];
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Zl1=abs (X+i*xY-(-1+1i)) .*x(abs (X+i*Y-(1+1i))-2);
contourf (X,Y,-Z1,[00],°k’);
Z2=abs (X+i*xY-(-1+1)) .*abs (X+i*xY-(-1))-4;
contourf (X,Y,-Z2,[00],°k’);
Z3=abs (X+1*Y-(1+41)) . *abs (X+i*xY-(-1+i))-4;
contourf (X,Y,-Z3, [00],°k’);
Z4=abs (X+i*Y-(1+1)) .*(abs (X+ixY-(-1))-2);
contourf (X,Y,-Z4,[00],°k’);
Z5=abs (X+i*Y-(-1)) .*abs (X+ixY-(1+1))-4;
contourf (X,Y,-Z5,[00],°k’);
Z6=abs (X+1i*Y-(-1)) .*(abs (X+i*Y-(-1+1i))-2);
contourf (X,Y,-Z6,[00],°k’);

end
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Programa para Generar Figura 2-7
function [m] =minimal(N,A)
A=[-1+1i 2 0; 0 1+1i 2; 2 0 -i];
y=eig(A);
hold on
n=length(A(1,:));
axis equal
for h=1:N
for k=1:n
for 1=1:n
if (k==1)
B(k,1)=A(k,1);
else
B(k,1)=A(k,1)*exp(2xi*rand*pi);
end
end
end
y=[y;eig(B)];
end
for 1=1:(n*N)
plot([real(y(1))], [imag(y(1))], kx’);
end

end
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Programa para Generar Figura 3-1
function[GP]=gerp
axis equal
hold on;
x=[-7: 0.05: 7];
y=[-7: 0.05: 7];
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Zl=abs (X+i*xY+4) . *abs (X+i*Y+2)-2.*x (abs (X+i*Y+3)+1);
contourf (X,Y,-Z1,[0 0],’k’);
Z2=abs (X+i*Y-4) . *abs (X+i*Y-2)-2.*x(abs (X+i*Y-3)+1);
contourf (X,Y,-Z2,[0 0],’k’);
Z3=abs (X+i*Y+1-31) .*abs (X+i*Y-1-31)-2.*(abs (X+i*xY-3i)+1);
contourf (X,Y,-Z3,[0 0],’k’);
end
Programa para Generar Figura 3—-3
function[BP]=braurp
axis equal
hold on;
x=[-7: 0.05: 7];
y=[-7: 0.05: 7]1;
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z1=(abs (X+i*Y+4) . *xabs (X+ixY+2)) . * (abs (X+ixY-4) .*xabs(X+i*Y-2))
-4 . x((abs(X+ixY+3)+1) .*(abs (X+i*xY-3)+1));
contourf (X,Y,-Z1,[0 0],’k’);
Z2=(abs (X+i*Y-4) .*xabs (X+ixY-2)) .* (abs (X+i*Y+1-31i) . *abs (X+i*Y-1-31))
-4 . *%((abs(X+1ixY-3)+1) .*x(abs (X+i*Y-31i)+1));

contourf (X,Y,-Z2,[0 0],°k’);
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Z3=(abs (X+i*Y+4) . *xabs (X+ixY+2)) . * (abs (X+i*Y+1-31i) . *abs (X+i*Y-1-31))
-4 . *%((abs(X+1ixY+3)+1) .*x(abs (X+i*Y-31i)+1));
contourf (X,Y,-Z3, [0 0],°k’);
end
Programa para Generar Figura 3-5
function[BR]=brualp
axis equal
hold on;
x=[-7: 0.05: 7];
y=[-7: 0.05: 7];
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z1=(abs (X+i*Y+4) . *abs (X+ixY+2) . *abs (X+i*Y-4) . *xabs (X+i*Y-2) . *abs (X+i*Y+1-31i)
kabs (X+1xY-1-31))-8.x((abs (X+1i*Y+3)+1) . *(abs (X+1*Y-3)+1) .*(abs (X+i*Y-3i)+1));
contourf (X,Y,-Z1,[0 0],’k’);

end
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