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Capitulo 1
INTRODUCCION

La naturaleza del infinito siempre ha sido objeto de controversia. Las famosas
paradojas de Zenén de Elea, quien explicd con inquietante lucidez que el movimien-
to es imposible, porque exige que el mévil pase por una infinidad de puntos en un
tiempo finito, suscitaron ya la controversia sobre la naturaleza del infinito en la an-
tigliedad. En tiempos modernos han aparecido nuevos problemas asociados con el
infinito, especificamene ten la teoria de conjuntos abstractos, teoria que proporciona
fundamento y cimentacién a practicamente la totalidad de las matematicas contem-
poraneas. La idea de infinito ha estado siempre, a través de la historia, cargada de
tintes y matices teoldgicos, que han pesado en la aceptacion o en el rechazo de este
concepto y de las doctrinas matematicas o filoséficas con el asociadas. Todas estas

corrientes de pensamiento convergen en la vida y obra del matematico Georg Cantor

[1].

En el presente trabajo se tratan dos enunciados que son de particular impor-
tancia cuando se tratan conjuntos infinitos: El teorema de Schroder-Bernstein y el
axioma de eleccion. El teorema de Schroder- Bernstein fue propuesto por G. Cantor
y el axioma fue presentado para dar solucién al problema del buen orden, problema
propuesto también por G. Cantor. Con esto en mente, empezamos por presentar un

resumen del trabajo de Georg Cantor.



Entre los objetivos del trabajo estan ubicar en la historia las diferentes de-
mostraciones que se presentan asi como comparar y contrastar sus métodos. En el
capitulo 2 damos conceptos y definiciones preliminares. El capitulo 3 trata sobre el
teorema de Schroder-Bernstein; se inicia con una resena histérica de como surgio,
luego se presentan cinco diferentes demostraciones y por ultimo se discute lo que
se conoce como problema de Schroder-Bernstein. En el mismo capitulo 3 se hace
referencia a demostraciones presentadas en el texto “Abstract set theory” [2] y a
un articulo que busca solucion al problema de Schroder-Bernstein en espacios de
Banach [3].

El capitulo 4 trata sobre el axioma de eleccion y empieza con una resena histori-
ca. Se hace una comparacion entre dos demostraciones del teorema del buen orden,
luego se presentan cuatro principios equivalentes al axioma y por tltimo como con-
secuencias del axioma de eleccion se trata el teorema de Tychonoff y el teorema de

comparabilidad. El dltimo capitulo son las conclusiones del trabajo.

En el desarrollo de este trabajo se consideraron como principales fuentes de
referencia los siguientes dos textos; (a) Abstract set theory [2]; (b) Georg Cantor:

His Mathematics and Philosophy of the Infinite [1].

1.1. Georg Cantor 1845-1918
Georg Cantor (3 de marzo de 1845 - 6 de enero de 1918) fue un matematico
nacido en San Petersburgo, Rusia. De ascendencia alemana y judia. Inici6 sus estu-
dios universitarios en 1862 en Swiss Federal Polytechnic, Ziirich, pero al siguiente
ano, después de la muerte de su padre, pasd a la Universidad de Berlin donde se
especializé en matematicas, filosofia y fisica. Tuvo como profesores en el campo de
las matematicas a Ernst Kummer, Karl Weierstrass y Leopold Kronecker. Cantor

culminé sus estudios en 1866 en la Universidad de Berlin.



Su disertaciéon asi como sus primeros trabajos reflejaban su interés en teoria
de ntmeros pero luego por sugerencias de Edward Heine, colega de la universidad
de Halle donde laboraba, Cantor empezo6 a trabajar con series trigonométricas. En
particular con la dificil pregunta: dada una funcién arbitraria representada por una
serie trigonométrica. jEs esta representacién necesariamente tnica?.

En ese entonces teoremas de unicidad para clases especiales de funciones bajo cier-
tas condiciones ya habian sido presentados por otros matematicos. Gracias a los
avances de sus colegas y predecesores, Cantor pudo modificar viejas ideas y forjar
nuevas con el fin de establecer la unicidad de la representacién de una funcién arbi-
traria como una serie trigonométrica. Hizo publicaciones sobre sus avances en este
problema durante los anos 1870-1872. En el proceso empezé a formular una nueva

disciplina matematica: Teoria de conjuntos transfinita.

La naturaleza de las demostraciones de Cantor para el teorema de unicidad
dependian mas de la relacién de los puntos en la recta que en las funciones trigo-
nometricas mismas. Resulta natural asi que Cantor se enfocara en la manera en la
cual conjuntos de puntos con varias propiedades especificas podian ser definidos.
Su enfoque requiri6 el desarrollo de una teoria de niimeros reales rigurosa. Este fue
un paso necesario antes de que estructuras complicadas pudieran ser identificadas,

descritas y analizadas satisfactoriamente. Ver Capitulos 1y 2 en [1].

El més notable logro de Cantor consistié en demostrar, con rigor matemaético,
que no todos los conjuntos infinitos son de igual “tamano”, por lo tanto es posi-
ble establecer comparaciones entre estos “tamanos”. Estas ideas resultaron ser un
punto de inflexién en su estudio de conjuntos infinitos independiente de la teoria de
funciones. Trabajos de Cantor en teoria de conjuntos en este periodo incluian una

prueba de que el conjunto de nimeros reales no se puede poner en biyeccién con
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el conjunto de los niimeros racionales. Conceptos como potencia o cardinal de un
conjunto que indican el nimero o cantidad de elementos de un conjunto, sea esta
cantidad finita o infinita fueron introducidos por Cantor.

Estos conceptos resultaron tan chocantes a la intuiciéon de sus contemporaneos,
que el eminente matematico francés Henri Poincaré condené la teoria de nimeros
transfinitos como una “enfermedad” de la que algin dia llegarian las matematicas
a curarse. Leopold Kronecker, que fue uno de los maestros de Cantor, y miembro
preeminente de la matematica institucional alemana, llegé incluso a atacarle directa
y personalmente, calificindolo de “charlatan cientifico”, “renegado” y “corruptor de

la juventud”.

Sobre la base de estos trabajos se pudo concluir que hay al menos dos niimeros
cardinales infinitos, el del conjunto de los niimeros naturales R, y el del conjunto
de los ntimeros reales N;. Fue en 1878 cuando Cantor declaré su hipotesis del con-
tinuo, enunciado que afirma que no existen conjuntos infinitos cuya cardinalidad
esté estrictamente comprendida entre la cardinalidad del conjunto de los nimeros

naturales y la cardinalidad del conjunto de los ntimeros reales.

En articulos pulicados entre 1879 a 1884, Cantor introdujo la teoria de nimeros
cardinales y ordinales. En esta teoria los cardinales transfinitos y ordinales son los
elementos llamativos. Cantor desarrollé este trabajo en la revista “Mathematische
Annalen”. “Grundlagen” es el primer trabajo de Cantor sobre la teoria general de
conjuntos, fue publicado en 1883. El resultado mas importante de este trabajo fue la
presentacion de los nimeros transfinitos como una extencion sistematica y auténoma
de los nimeros naturales [1, pag 96-].

“Las Contribuciones a la Explicacién de la Teoria de Conjuntos Transfinitos” es la

traduccién del nombre en aleman de la dltima de las publicaciones de Cantor. En el



texto [1] lo abrevian como “Beitrage”



Capitulo 2
DEFINICIONES Y TEOREMAS
PRELIMINARES

2.1. Preliminares
Definicion 2.1. Sean X y Y conjuntos. El producto cartesiano de X y Y es el
conjunto X XY = {(z,y):x € Xy € Y}. Donde (z,y) = (u,v) siy solosix=muy

Yy =v.

Definicion 2.2. Una relacion binaria es una relacion definida entre dos conjuntos.
Se puede representar mediante un conjunto de pares ordenados. Asi una relacion es

cualquier subconjunto del producto cartesiano de dos conjuntos.

Definicion 2.3. Sea X un conjunto y R C X x X una relacion. Se dice que R es una
relacion de equivalencia en X si para todo xz,y,z € X se satisfacen las siguientes
propiedades:

(i) Refleziva: xRx;

(ii) Simétrica: si xRy, entonces yRx;

(iii) Transitiva: si xRy y también yRz, entonces xRz

Definicion 2.4. Sea X un conjunto. Un orden parcial en X es una relacion binaria
R C X x X tal que para todo x,y,z € X se satisfacen las siguientes propiedades:
(i) Refleziva: xRx;

(i) Antisimétrica: si xRy y yRx, entonces © = y;



(iii) Transitiva: si xRy, yRz, entonces xRz;
St ademds R satisface:

(iv) Total: x,y € X implica que xRy o yRx;
entonces se dice que R define un orden lineal [también conocido como orden total.
Si R es un orden lineal tal que:

(v) 0 # A C X implica que existe un elemento a € A tal que aRx para cada x € A
Ja es el elemento minimo de AJ, entonces R es un buen orden en X.

Un conjunto parcialmente ordenado es un par ordenado (X, R) donde X es un
conjunto y R un orden parcial en X. Si R es un orden lineal, (P, R) es un conjunto
linealmente [totalmente] ordenado. Si R es un buen orden, (P, R) es un conjunto
bien ordenado. De ahora en adelante la relacion de orden parcial la vamos a denotar

como sigue: a < b.

Definicion 2.5. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea A C P. Un
elemento u € P es cota superior de A si v < u para cada x € A. Un elemento
m € P es un elemento mazrimal de P si x € P and m < x implica m = x. De
manera similar se definen cota inferior y elemento minimal. Una cadena en P es
cualquier subconjunto C' de P tal que C' es linealmente ordenado bajo la relacion de

orden < en P.

Definicion 2.6. Sea A un conjunto totalmente ordenado, un segmento inicial de A
determinado por x es el conjunto de todos los elementos de A que preceden estric-

tamente a x.

Definicion 2.7. Si los elementos de un conjunto T se pueden relacionar con los
elementos de un conjunto S en una relacion uno-a-uno, i.e un elemento de T co-

rresponde a cada elemento de S y viceversa, se habla de una funcion uno-a-uno de



S sobre T. En este caso el conjunto T' se dice es equivalente al conjunto S, y se

denota T ~ S.

La equivalencia entre conjuntos como recién se definié no es una propiedad pero
una relacion binaria.
Teorema 2.1. La equivalencia entre conjuntos es una relacion de equivalencia. Por
lo tanto en una coleccion de conjuntos tal que cada conjunto es equivalente a un
congunto definido,cada conjunto es equivalente a cualquier otro.
2.1.1. Conceptos de topologia
Definicion 2.8. Un espacio topoldgico es un par (X, ), donde X es un conjunto no
vacio y T C P(X) es tal que:
i) Xer,er
ii) Si Ay, ..., A, €7, entonces (1, A €T
iii) Si {Ai}ier es una familia que cumple que Ay e TViel = J,.; A €7.
Los elementos de T se llaman conjuntos abiertos. Para abreviar, se suele hacer re-
ferencia a X como un espacio topoldgico cuando no hay confusiones respecto a la

topologia que se estd considerando.

Definicion 2.9. Dado un conjunto X no vacio, una familia . = {S;}icr de sub-
conjuntos de X que cumple | ). = X es llamada una subbase para cierta topologia
sobre X . Dicha topologia, llamada topologia generada por .7, es la que tiene como
abiertos las uniones de intersecciones finitas de miembros de .7, es decir, uniones

de conjuntos de la forma { N S, ix € I}.
i=1

Definicion 2.10. Un cubrimiento por abiertos de un espacio topoldgico (X, T) es una

familia {A;}icr donde A; € T para todoi € I yJ,.; Ai = X. Un subcubrimiento de

el

un cubrimiento {A;}icr es una subfamilia {A;}ier,, Io C I tal que |J,.; Ai = X.

i€ly



Definicion 2.11. Un espacio topoldogico es compacto si todo cubrimiento por abiertos

admite un subcubrimiento finito

Definicion 2.12. Sea X un conjunto no vacio, {Y;}Z.GI una familia de espacios to-
pologicos y p; - X — Y; una funcion para todo i € I. La topologia inicial en X

respecto a {p;}icr es la generada por el {p;*(U) : U C Y; abierto,i € I}.
Definicion 2.13. Si {X;}ier es una familia de espacios topoldgicos, para cada i € T

se define la proyeccion en la i-ésima coordenada como p; : [[,c; Xi — X; tal que

Definicion 2.14. Definimos la topologia producto en [],.; X; como la topologia ini-

cial respecto a las proyecciones {p;}icr-



Capitulo 3
TEOREMA DE SCHRODER-BERNSTEIN

El Teorema de Schroder-Bernstein es un teorema elemental pero no trivial de la
teoria de conjuntos que establece un criterio para saber si existe una funcién biyectiva
entre dos conjuntos cualesquiera A y B. El teorema fue publicado de forma explicita
por Georg Cantor en el ano 1887 y lo llamé teorema de equivalencia [1]. Georg
Cantor no propuso una demostraciéon para el teorema hasta anos después cuando
dio una basada en el axioma de eleccion. A inicios del siglo XX se empieza a hacer
referencias a este teorema como el teorema de Schroder-Bernstein, esto dado que
estos dos matematicos fueron los primeros en publicar demostraciones completas
para el teorema, ambos en el ano 1898, aunque anos después se mostré que la
demostracion de Schroder era errénea. También se le conoce como el teorema de
Cantor-Bernstein y en el texto “Proofs of the Cantor-Bernstein Theorem”se afirma
que la forma correcta de llamarlo seria teorema de Cantor-Dedekind-Bernstein, esto
para hacer alusién a los matematicos que aportaron una demostracion completa y
correcta al teorema en sus inicios.

Desde el ano en el cual Georg Cantor formulé el teorema hasta el presente una
variedad de demostraciones se han presentado para el mismo, en el ano 2013 - Science
Networks. Historical Studies - public el texto “Proofs of the Cantor-Bernstein Theo-
rem” que presenta una recopilacion de demostraciones publicadas hasta entonces. En
este texto se pueden encontrar revisiones de trabajos de matematicos prominentes
como ser: Cantor, Dedekind, Schroder, Bernstein, Borel, Zermelo, Poincaré, Russell,

Peano, Hausdorff, Sierpinski, Tarski, Banach, Brouwer entre otros, principalmente

10
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de las escuelas polacas y holandesas. ver [4].

El teorema dice lo siguiente:

Teorema 1. Si dados dos conjuntos, cada conjunto es equivalente a un subconjunto
del otro, entonces dichos conjuntos son equivalentes, i.e sus cardinales son iguales.
3.1. Demostraciones del Teorema

En el texto ” Abstract Set Theory” de A. Fraenkel se presentan dos diferentes
tipos fundamentales de demostraciones para este teorema [2, pdg 73-77]. La primera
que presenta coincide con el tipo de la primera demostracion completa publicada
para este teorema que fue dada por Felix Bernstein. La primera prueba del segundo
tipo fue dada por Dedekind en 1887 y 1899 pero no fue publicada hasta el ano 1932,
basicamente la misma prueba fue redescubierta independientemente por Peano y
Zermelo entre otros matematicos.

Una de las demostraciones distinguidas por su lucidez y que ha producido notables
generalizaciones, en particular en la teoria de equivalencia con respecto a clases de
funciones pertenece al primer tipo y fue publicada por el matematico hungaro J.
Konig en 1906. Referencias a este y otros articulos que presentan diferentes tipos de
demostraciones se pueden encontrar en [2, pag 77].

La mayoria de las demostraciones existentes para este teorema pertenecen a uno de
estos dos tipos.

Empezamos por discutir la primera demostracion publicada para este teorema
que aparecio en el libro “Lecons sur la theorie des fonctions” publicado en el ano
1898 por Emile Borel[5]. En este texto antes de dar la demostracién del teorema se
plantean el problema de comparabilidad de conjuntos.

Se plantea el teorema de la siguiente manera: Hay un subconjunto A;, de A,

que tiene la misma potencia que B y hay un subconjunto B;, de B que tiene la
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misma potencia que A. Se debe probar que A tiene la misma potencia que B.

Demostracion. Se procede como sigue: Dado que los conjuntos B y A; tienen la
misma potencia, existe una biyeccién entre estos conjuntos. De hecho existen infi-
nitas biyecciones, pero se elige una. Es claro que para esta biyecciéon para cualquier
subconjuto de B corresponde un subconjunto de A;. Sea Ay el subconjunto de A;
que corresponde a By. De acuerdo con la definicién de potencia A, tiene la misma
potencia que B; y consecuentemente la misma potencia que A. Ahora, dado que A,
tiene la misma potencia que A; se elige una biyeccién de A a As; A;, que es subcon-
junto de A se convertird en un subconjunto Az de Ay y As que es un sunconjunto de
Ay se convertird en un subconjunto A4 de Asz. Esto se muestra en la figura siguiente,

donde la biyeccién de A sobre A, es una transformacién homotetica.

Figura 3-1: 1
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Ademas Az tiene la misma potencia que A; y A4 la misma potencia que A. Si

se sigue de esta manera se tiene la sucesion:
A7 A17 A27 A37 A47 A57 [RXD)

Donde cada conjunto es un subconjunto del anterior y los conjuntos con subindi-
ce par tienen la misma potencia que A y los conjuntos con subindice impar tienen
la misma potencia que A;. Esta construccién se puede seguir de forma indefinida.

Se considera el conjunto D = ()2, A,,. Asi se tiene que:
A=DU(A\A)U(A;\ A)) U (A3 \ A3) U ...
Dado que A, 1 es un subconjunto de A,,, podemos escribir:
Ay =DU (A1 \ Ay) U (A \ A3) U (A3 \ Ay) U (A \ A5)...

Ahora es facil mostrar que los conjuntos A y A; tienen la misma potencia; solo
note que podemos verlos como uniéon contable de conjuntos que tienen dos a dos
la misma potencia. Resulta, de hecho, de la biyecciéon por la cual obtuvimos los
conjuntos Az, Ay,... que A\ A; tiene la misma potencia que Ay \ As, que Ay \ As,
que Ag \ Az,.... De manera similar, los conjuntos A; \ Ay, A3\ Ay, A5\ Ag,... todos

tienen la misma potencia. Basta, por lo tanto, reescribir A; como sigue:
A1 =DU (A \ A3) U (A1 \ Ag) U (Ag\ A5) U (A3 \ Ag) U (A6 \ A7)...

para reconocer que cada uno de los términos de esta serie tiene la misma potencia
que el término correspondiente en la serie que define a A. El teorema, por lo tanto

queda demostrado. Il

A continuacion otras demostraciones que se han presentada para el teorema.
Demostracion 1.

La siguiente demostracion se encuentra en un articulo bilgaro publicado en el

ano 1985, ver [6].
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En el desarrollo de esta demostracién se plantea un teorema equivalente al teo-
rema de Schroder-Bernstein y este se prueba con el contexto de dos definiciones y

cuatro lemas.

Definicion 3.1. Sea f : X — X una funcion. Un conjunto M C X se dice invariante
respecto a f si f(M) C M y f~Y (M) C M. El conjunto X es invariante con respecto

a f como un subconjunto de X.

Lema 3.1. La interseccion de cualquier familia de subconjuntos invariantes de X

con respecto a [ es un subcojunto invariante de X con respecto a f.

Demostracion. En efecto, sea {M, : @ € A} una familia de subconjuntos invariantes
de X con respecto a fy sea M = N{M, : a € A}. para x € M arbitrario y para
a € A arbitrario, tenemos = € M, y dado que M, es invariante, entonces f(z) € M

y f~1(x) € M, por lo tanto f(z) € My f~'(x) C M lo que prueba el lema. O

Lema 3.2. El complemento de cualquier subconjunto invariante de X con respecto

a f es invariante con respecto a f.

Demostracion. En efecto, sea M un subconjunto invariante de X y sea x € X \ M.
Si f(z) € M, resulta que x € f~Y(M) C M, que es contradictorio, por lo tanto
f(x) € X\ M. De forma similar, si f~!(x)NM # () tenemos que z € f(M) C M que

es una contradiccién. Asi, f~!(z) C X\ M y se concluye que X \ M es invariante. [J

Definicion 3.2. Sea f : X — X una funcion y a € X. Por envolvente invariante
®(a) de a (con respecto f) se entiende la interseccion de todos los subconjuntos
invariantes de X con respecto a f que contienen a. El Lema 3.1 dice que ®(a) es

un subconjunto invariante de X. De acuerdo con esta definicion, este envolvente
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mvariante estd contenido en cualquier conjunto invariante que contiene a, esto es,

®(a) es el conjunto invariante mds pequeno que contiene a.

Lema 3.3. La familia {®(a) : a € X} es una particion de X .

Demostracion. En efecto, dado que para cada a € X se tiene que a € ®(a), entonces
X =U{®(a) : a € X}. Por lo tanto, solo se tiene que probar que si ®(a) NP (b) # 0,
entonces ®(a) = ®(b). Por tanto, sea ®(a) N ®(b) # 0, probaremos que a € P(b).
Asumamos lo opuesto i.e, a € X \ ®(b), de acuerdo con el Lema 3.2 el conjunto
X \ ®©(b) es invariante y dado que ®(a) es el conjunto invariante mas pequeno el
cual contiene a, ®(a) C X \ ®(b) contradiciendo el hecho que ®(a) NP (b) # O por lo
tanto, a € ®(b) , asi P(a) C P(b). De forma analoga se prueba la inclusién inversa

y asi el lema queda probado. O

Condicién suficiente para la equivalencia
Lema 3.4. Sea la familia {X, : o € A} una particion de X yY C X. Bajo estas

suposiciones, si Xo ~ XoNY para cada o € A, entonces X ~ Y.

Demostracidn. Se tiene que; X, N Xz = () para o # 3. Tomemos o € A arbitrario
para indicar f, : X, — X, NY una funcién invertible de X, en X, NY. Definimos
la funcién f: X — Y de la siguiente manera: f(x) = fo(x) si z € X,. Como f es

una funcion invertible de X en Y, el lema esta probado. Il

El Teorema de Schroder-Bernstein es equivalente a la siguiente declaracion.

Teorema 3.1. Sea f: X — Y wuna funcion inyectiva y Y C X. Entonces X ~ Y.

Demostracion. De acuerdo con lemas anteriores es suficiente probar que para cada
a € X el conjunto ®(a) tiene la misma potencia que el conjunto ®(a) NY. Se tienen
las siguientes dos opciones :

(a) El conjunto ®(a) NY es infinito

(b) El conjunto ®(a) NY es finito
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Considerese el primer caso (a): Dado que f es invertible, el conjunto
M= f(a)Uf (a)U{a}U{f(a)}U{f*(a)}--- donde f(a) = f~(f~""V(a))
y fia) = f(f®V(a)), f'(a) = f(a), n = 2,3... es invariante con respecto a f y
contiene a a. Por lo tanto, ®(a) C M. Por otro lado, dado que f es invertible se
sigue que el conjunto M es a lo mds enumerable y por lo tanto ®(a) es a lo mas
enumerable. El conjunto ®(a) N'Y es infinito, por lo tanto; ®(a) y ®(a) N'Y son
enumerables y consecuentemente tienen la misma potencia.

Ahora consideremos el caso (b): Probaremos que ®(a) C Y. Sea z € ®(a),
entonces ®(x) C ®(a) y por lo tanto ®(x)NY es finito. Obviamente f"(z) € ®(a)NY
n=1,2,3,...y por lo tanto la secuencia f(z), f*(z),--- , f*(x),- -+ contiene solo un
nimero finito de diferentes miembros; al menos dos de sus miembros con diferentes
ntimeros coinciden i.e f*(x) = f*"**(x) paran > 0y k > 0. De la tltima desigualdad
y el hecho que f es invertible: z = f*(z); asf # € Y. Se ha probado que ®(a) C Y.

Ast ®(a) = ®(a) NY y el teorema queda demostrado. O

Demostracion 2.

Esta demostracion se encuentra en el texto “Introduction to Mathematical Lo-
gic” de Jeromet Malitz publicado en 1979, ver [7, pag 17-18]. Aqui el teorema se
enuncia con notaciéon de cardinales y se prueba usando el siguiente teorema.

Teorema 3.2. SiC C BC Ay A~C, entonces A~ B

Demostracion. Por hipétesis existe una funciéon f : A — C biyectiva. Asi , f(A\
B) = {f([)’}) X e A,[E ¢ B} C C. Sea AO = A\B, Al = f(A\B), AQ = f(Al), etc.

Sea D = |J;2, Ai. Se define la funcién f': A — B como sigue:

f(a) siae D

a sia ¢ D
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Ahora, se desea probar que f’ es una biyeccién. Se inicia por probar que es una

funciéon uno-a-uno. Para esto se toman dos elementos a; y ay distintos en A y se

consideran cuatro casos:

Caso 1 a1 € Dy ay € D. Entonces f'(a1) = f(a1) # f(az) = f'(az), dado que f es
inyectiva.

Caso 2 a; ¢ Dy ay ¢ D. Entonces f'(a1) # f'(az) , dado que f'(a1) = a1 y
f'(ag) = as.

Caso 3 a1 € Dy as ¢ D. Entonces f'(a;) = f(a1) € Dy f'(az) = as ¢ D.

Caso 3 a1 ¢ D y ay € D. Entonces, como en el caso anterior f'(a;) = a1 ¢ Dy
f'(az) = flaz) € D.

Ahora se prueba que f’ es sobreyectiva. Supongase que b € B. Si b ¢ D, entonces

f'(b)y=bybe Ranf'. Sib € D, entonces b € A; para algin i > 0 (i # 0 dado que

AgN B =10). Como A; = f(A;_1), b= f(c) para algin ¢ € A; ;. Luego ¢ € D, por

lo que f'(¢) = f(c) =b. Asi b € Ranf’ y por lo tanto f’ es sobreyectiva en B.

Se ha probado que f’ : A — B es biyectiva; i.e, A ~ B como establece el teorema. []
Teorema 3.3 (Cantor-Bernstein). Si A < B y B < A, entonces A ~ B.

Demostracion. Por hipotesis existen funciones f y ¢ inyectivas tales que f : A — B,
g: B — A. Entonces go f : A — A es inyectiva. Sea C' = go f(A). Entonces A ~ C
y C C A. Sea B' = ¢g(B). Si xz € C, entonces x = ¢g(f(a)) para algin f(a) € B,
asi © € B'. Luego C C B' C Ay A ~ C. Por el teorema previo se concluye que
A ~ B'. Dado que g : B — g(B) es biyectiva, B ~ B y asi A ~ B y el teorema

queda probado. Il

Demostracion 3.
La siguiente demostracion fue publicada y presentada en 1975 por German
Posada en el V coloquio Colombiano de Matematicas.

ver [8].



18

En el articulo el teorema se enuncia con funciones inyectivas.
Teorema 3.4. Schroder-Bernstein Sean A y B conjuntos tales que existen dos fun-
ciones uno-a-uno, f : A— B yg: B — A. Entonces existe una funcionp: A — B,

que e€s uno-a-uno y sobre.

El teorema enunciado de esta manera sugiere dar una demostracién directa, es
decir encontrar dicha funcién p. En la siguiente demostracién se hace uso de un lema
y del teorema del punto fijo en reticulos completos para encontrar dicha funcién,
veamos.

Lema 3.5. Sean A, B, f, g, como en la hipdtesis del teorema anterior; si H es
un subconjunto de A tal que: H¢ C g(B) y f(H) = g '(H¢), entonces la funcion

p:A— B, dada por:

€S uNno a uno Yy sobre.

Demostracién. El rango de p es: f(H)U g '(H') = f(H)U f(H)® = B, de modo
que f es sobre; p es uno a uno ya que es la uniéon de dos funciones uno a uno con

dominios disjuntos y rangos disjuntos. O

Se puede usar este lema para demostrar el Teorema 3.4 si se encuentra un H
adecuado; para encontrar este H se hace uso del teorema de punto fijo en reticulos
completos. Recordar que un reticulo completo es un conjunto no vacio R, provisto
de un orden parcial tal que cada subconjunto no vacio de R tiene supremo e infimo.
Ejemplo 3.1. El intervalo cerrado [0, 1] con el orden usual es un reticulo completo.
Ejemplo 3.2. Si M es un conjunto, entonces 2 (M), el conjunto de los subconjuntos
de M, con la inclusion, es un reticulo completo.

El teorema del punto fijo es el siguiente:
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Teorema 3.5. Sea (R, <) un reticulo completo. Si f : R — R es una funcidn cre-

ciente, entonces eziste a« € R, tal que f(«a) = a.

Demostracion. Sea P = {x € R|x < f(z)}, entonces P # (), ya que inf(R) € P.
Sea o = sup(P), mostraremos que f(a) = a. Si x € P entonces z < f(z) y z < «
luego f(z) < f(a), de modo que z < f(a), entonces f(a) es una cota superior de
P, y, por lo tanto, a < f(«). De esto se sigue que f(a) < f(f(a)), luego f(a) € P,

entonces f(a) < a y obtenemos f(«a) = a. O
Con base en el teorema previo se da la demostracion del Teorema 3.4.

Demostracion. Considerese la funcién T : P(A) — P(A), definida como sigue:
T(2) = g(f(2)°)° para v € P(A).

Ahora, si x,y € Z(A), se tiene que x Cy = f(z) C f(y) = f(x)° 2 f(y)* =
9(f(2)) 2 9(f(y)*) = g(f(@))° C g(f(y)*)* = T'(x) € T(y), Entonces T' es una
funcién creciente. Como #(A) es un reticulo completo el teorema 3.5 asegura la
existencia de un punto fijo para la funcion 7'

Es decir, existe H C A, tal que:

g(f(H))*=H, o
g(f(H)®) = H°, entonces

He = g(f(H)") € g(B)
y como ¢ es uno a uno, obtenemos:
fH) =g g(f(H)%)) = g7 (H°);
De acuerdo con el lema esto completa la demostracion. Il

Demostracion 4.
La siguiente demostracién se da con base en el cuento “El hotel infinito de

Hilbert”. Dicho cuento fue creado por el matematico aleman David Hilbert explica
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de manera simple e intuitiva, hechos relacionados con el concepto matematico de
infinito.

El cuento trata sobre un hotel que tiene una cantidad infinita numerable de
cuartos, los cuales todos estdan ocupados por un huesped y aun asi el hotel pue-
de albergar invitados adicionales, incluso una cantidad infinita de invitados y este
proceso puede repetirse infinitamente.

Para ver la demostracién sin la perspectiva de la metafora ver el texto “Elements
of Set Theory” publicado en 1977 [9, pag. 147].

Teorema 3.6. Schrioder-Bernstein Sean A y B conjuntos tales que existen dos fun-
ciones uno-a-uno, f : A — B yg: B — A. Entonces existe una funcionp: A — B,

que es uno-a-uno y sobre.

Demostracion. El cuento se usa para crear la funcién biyectiva p entre estos dos
conjuntos. Supongase que los elementos del conjunto A son los huespedes y cada
elemento del conjunto B es un cuarto en el hotel. La funcién f asigna a cada huesped
una habitacién y la funcién g identifica el huesped en determinado cuarto, asi g(B)
es el conjunto de huespedes que ocupan cada uno de los cuartos en el hotel, luego
Ay = A\ g(B) representa los huespedes que no tienen cuarto asignado, ahora para
asignar un cuarto a cada uno de estos huespedes se usa la funcién f; f(Ap), pero
estos cuartos ya estan ocupados con los huespedes A; = g(f(Ayp)), entonces a estos
huespedes se les reasigna cuarto, f(A;). Si se sigue este proceso de reasignar cuartos,
al generalizar, se tiene A, 1 = (go f)(A,).

Se define A, = J,—, A, v la funcién p : A — B como sigue:



21

Esta funcién en terminos del hotel nos da uno correspondencia entre el huesped y
el cuarto que este ocupa. Si x € A el huesped se acomoda en un cuarto usando la
funcién f, si © ¢ A, entonces el huesped ya tiene un cuarto asignado y este esta
dado por la funcién g *.
Ahora se va a verificar que la funcién p es uno-a-uno. Supongase que p(z) = p(y).

Se tienen los siguientes casos:
i Sixz,ye Ay dado que fes1-1,z=y.
ii Six,y¢ Ax dado que g es 1-1, x = .
iii Si z € A, pero y ¢ A, entonces € A, para algin n y por definicién de p;

p(z) = f(z) y p(y) = g7 (y) esto es f(z) = g7 (y).

Asi se tiene que y = (go f)(z) € (go f)(An) = Any1. Esto significa que y € Ay, lo

cual es una contradiccién.

Ahora se va a verificar que la funcién p es sobre. Se desea probar que para cada
z € B existe € A tal que p(z) = .
Considerese = = g(z), esto es x ¢ Ay.
i Siz¢ A, entonces p(x) = g~ (z) = 2.
ii Siz € Ay, entonces x € A, para algun n, conn > 0. Asi € (go f)(A,_1), esto
es, z = (go f)(z') parax’ € A,_1. Asl 2 = g7 (z) = f(z') = p(z').

Queda demostrado que p define una biyeccién entre los conjuntos A y B.

Demostraciéon 5.

La siguiente demostracion es similar a la anterior pero llega a la biyeccion p con
otro enfoque. Tenemos la misma forma del teorema.
Teorema 3.7. Schrioder-Bernstein Sean A y B conjuntos tales que existen dos fun-
ciones uno-a-uno, f : A — B yg: B — A. Entonces existe una funcionp: A — B,

que es uno-a-uno y sobre.
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Demostracion. Sean f: A — By g: B — A funciones uno-a-uno tales que ninguna
es sobreyectiva. Se tiene que probar que existe una funcién p : A — B que es uno-a-
uno y sobreyectiva. Una forma de construir dicha funcién es encontar un conjunto

T C B tal que si definimos p como sigue:

p(z) = (3.1)

tenemos que p es biyectiva. Dado que p(g(T)) = T, se tiene que cumplir también
que:

(AN g(T)) = B\T (3.2)
si Ty p satisfacen las condiciones 3.1 y 3.2, entonces:
(i) p es uno-a-uno dado que p|lyry ¥ P|ag(r) son uno-a-uno y los conjuntos

p(g(T) =Ty p(A\g(T)) = B\ T son disjuntos.

(ii) p es sobreyectiva dado que p(g(T)) Up(A\g(T)) =T U (B\T) = B.
Resta encontrar dicho conjunto 7. Dado que B\ f(A) no puede ser determinado por
f, tiene que determinarse con g~!. Esto es Plos\ray) = g‘llg(B\f(A)) y por lo tanto

se tiene que

B\ f(A) CT. (3.3)
Se necesita que T sea invariante bajo la funcién f o g, esto es
(fog)(T) = f(y(T)) C T. (3.4)

i Por qué? de otra manera f(g(T)) N (B\T) # 0 y la inyectividad de f implicaria

que

flg(A\g(T)) € B\T.
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Se sigue de (3.3) y (3.4), que

(fog)(B\FA)CT y (fog)(B\f(A)CT (3.5)

etcétera.

Por lo tanto definamos T' como el menor conjunto invariante bajo f o g que contiene

B\ f(A); esto es N
T=J(fo9)f(B\ f(A)). (3.6)

Resta probar que 3.2 se satisface. Dado que (B \ f(A)) \ T = 0 se sigue
BAT = (B\ f(A)USADNT = f(AN\T. (3.7)

Como f(A)\ (B\ f(A)) = f(A), se tiene que
FANT = f(A\NUpi(f 0 9)*(B\ f(A)) =
FANFaO\ULi(f o 9" (B f(A)))) = F(A)\ f(9(T)) = f(A\ 9(T))
la ltima igualdad se sigue del hecho que f siendo uno-a-uno implica que
FANf(S) = f(ANS)

para todo S C A. Por lo tanto

FANT = f(A\g(T)) (3:8)

Se ha probado que T definido como en 3.6, satisface 3.7 y 3.8 asi la condicion 3.2
se satisface y la demostracion del teorema esta completa. demostracion del teorema

esta completa. Il

Por el enfoque que se da en estd tltima demostracion el conjunto que se en-
cuentra esta definido en el conjunto de llegada, esto es se define en B. De hecho si

hacemos By = B\ f(A), By = (fog)By y en general B, ;1 = (f o g)B, se tiene que
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T =,y Bn = Bs. Vemos asi que se usa la misma idea que en la demostracién 4
pero sobre el otro conjunto.
3.2. Comentarios

Sin duda de las demostraciones aqui presentadas las més elegante y a su vez la
mas corta es la segunda. De hecho en el texto publicado por - Science Networks. His-
torical Studies -[4] enuncia el Teorema 3.2 como la formulacién en un solo conjunto
del teorema de Schroder-Bernstein y se consideran ambos enunciados equivalentes.
En la demostracion 1, el teorema 3.1 que se demuestra es la formulacién en un solo
conjunto del teorema de Schroder-Bernstein; f : X — Y invertible, implica que
f: X — f(X) es biyectiva, esto es f(X) ~ X. Asf se tiene que f(X) CY C X y
f(X) ~ X que es la hipétesis del teorema 3.2 de la demostracién 2.
Las ultimas tres demostracion definen de forma explicita la funcion biyectiva entre
ambos conjuntos, en los tres casos la funciéon que se define es seccionada y hace
uso de las funciones inyectivas ya dadas y el método de demostracién consiste en
encontrar un conjunto adecuado donde se define la funcién. El conjunto A, que se
define en la demostracién 4 cumple una de las condiciones que se establecen en el

Lema 3.5 para el conjunto H.

Se definié Ay, = Jo7, A, donde A1 = (g o f)(4,) con Ay = A\ g(B). Dado
quego f: A— A A, C A.
Usando propiedades de iméagenes y preiméagenes de uniones e intersecciones de fa-
milias de conjuntos se tiene:

A = (UZO:O Ap)¢ = ﬂff:o A

y Aj = g(B) asi A%, C ¢g(B). En la demostracién 5 las condiciones que se estable-
cen para la funcién p y el conjunto 7' son equivalentes a las condiciones del lema
3.5: En esta demostracion el conjunto correspondiente al conjunto H de la tercera

demostracion es el conjunto A \ g(7).
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condicién 1 H¢ C g(B); esta condicién se tiene de la definicién del conjunto;

(A\g(T))* = g(T) C g(B).

condicién 2 f(H)¢ = g '(H®); se tiene de la condicién 3.2 en la demostracién 5

f(ANg(T)) = B\T — f(A\g(T))* =T = g~ (9(T)).

Una caracteristica de las demostraciones 4 y 5 es que se da especificamente la
biyeccién. Surge la pregunta ;Qué propiedades cumple la biyeccion p?. El siguiente
es un ejemplo que prueba que en general p no es una funciéon boreleana:

Sea A un subconjunto no medible de [1/3,2/3]. Sean X = [0,1JU(A +2) ¥
Y =1[0,1. Sean f: X - Y yg:Y — X donde f(x) = z/4 si x estd en [0,1] y
flz) =x/3sizestaen A+2y g(x) =x. Aqui Y es cerrado y X no es medible
Lebesgue, con lo cual no pueden ser equivalente Borel.

La diferencia entre estas demostraciones es el método con el cual definen la
biyeccién entre ambos conjuntos. La primera y la cuarta demostracion se asemejan

en el uso de cantidad numerables de clases de conjuntos.

3.3. Propiedad Schroder-Bernstein

Se conoce como propiedad de Schroder-Bernstein a la propiedad matematica
que sigue el siguiente patrén:
St dados dos objetos matematicos X yY, X es similar a parte deY y Y es similar
a parte de X, entonces X y 'Y son similares entre si.
En el teorema de Schroder-Bernstein los objetos X y Y son conjuntos, “ser parte”se
interpreta como ser subconjunto y la relacién “similar” corresponde a ser equivalen-
tes. El problema de responder si la propiedad se satisface para cierta estructura se
conoce como problema de Schroder-Bernstein. Por ejemplo:

Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topolégicos. Sean f : X — Y un homeomorfismo de
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Xen f(X)yg:Y — X homeomorfismo de Y en f(Y). ; Existe un homeomorfismo
h:X —Y entre X y Y.
Aunque resulta tentador pensar que si. Se pueden dar algunos contraejemplos

sencillos:

1 Sean X =[0,1] y Y =0, 1) con la topologia ususal. Sean f: X - Y yg:YV - X
definidas como siguen f(x) = x/2 y g(x) = z. Los espacios X y Y no pueden ser
homeomorfos pues X es compacto y ¥ no.

2 Sean X = [0,1] U [2,3] y Y = [0, 1] con la topologia ususal. Sean f : X — Y y
g Y — X definidas como siguen:

xz/4 stz e|0,]]
f(z) = (3.9)

x/3 stz e [2,3]
y g(x) = x. Los espacios X y Y no pueden ser homeomorfos pues X no es conexo

y Y silo es.

En el articulo [3] se trata el problema de Schroder-Bernstein para espacios de Banach.
Busca darle respuesta al problema: Si X y Y son espacios de Banach y cada uno es
isomorfo a un subespacio complementado del otro, ;Son X y Y espacios isomorfos?

la respuesta es no y en el articulo [3] se construye un contraejemplo.



Capitulo 4
AXIOMA DE ELECCION

4.1. Historia del Axioma de Eleccion

El axioma de eleccion es uno de los axiomas més discutidos e interesantes en
matematicas. Fue formulado en 1904 por el matematico aleman Ernst Zermelo,
buscando solucién al problema del buen orden que Georg Cantor planted en 1883.
El axioma dice lo siguiente.

Azxzioma de Eleccion. Para toda familia . de conjuntos no vacios, existe
una funcion f tal que f(S) € S para cada conjunto S en la familia .7 .

A dicha funcién se le llama funcién de eleccién en .%. Hay casos particulares
en los que este enunciado es evidente, por ejemplo, si existe una regla para definir
una funcién que elija un elemento de cada conjunto; sea .# la familia que consiste
de todos los conjuntos de la forma {a, b}, donde a,b € R. Entonces la funcién

f({a,b}) = min(a,b)

es una funcién de eleccién en 7.

Si % es una familia finita se puede probar que existe una funcién de eleccién. Es
en el caso infinito y cuando no existe una regla para definir la funcién de eleccién
que el axioma es de relevancia. La forma mas débil no trivial del axioma de eleccion
ocurre cuando % es numerable. Este caso es conocido como el axioma de eleccién
numerable.

El axioma justifica la existencia de una funcién de eleccién. Como resultado, el

axioma fue fuertemente rechazado por matematicos que identifican la existencia de

27
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un objeto matematico con la construccién del mismo por una regla. Aunque ori-
ginalmente fue controvertido, hoy en dia es usado sin reservas por la mayoria de
los matematicos. Hay atn, sin embargo, especialmente en la teoria de conjuntos,
corrientes de opinién que rechazan el axioma o que investigan consecuencias o pro-
piedades que contradicen el axioma, para ver algunas de estas propiedades.

ver [10, pag 167-182].

En este mismo texto se conoce como otra fuente de objecién el hecho de que
el axioma puede ser usado para probar teoremas no agradables y que de cierta for-
ma no estan de acuerdo con el sentido comun, como ser el teorema de Vitali y la
Paradoja de Banach-Tarski [10, pag 2-3] . El teorema de Vitali es el teorema de

existencia de conjuntos de ntimeros reales no medibles.

Un conjunto de nimeros reales no medible. Uno de los ejemplos més
populares que es consecuencia del axioma de eleccién es la existencia de un conjunto
de ntimero reales que no es medible Lebesgue, conocido como el conjunto de Vitali,

este es un resultado no constructivo.

Demostracion. Sea u(X) la medida de Lebesgue de un conjunto X de niimeros
reales. Como es conocido, p es contable aditiva, invariante bajo traslacién y p([a, b]) =
b — a para todo intervalo [a,b]. Para nimeros reales en el intervalo [0, 1], se define
x ~ y si x —y es un numero racional. La relacién ~ en [0, 1] es una relacién de
equivalencia; denotamos por [z] la correspondiente clase de equivalencia, para cada
x € [0,1]. Por el axioma de eleccién, podemos elegir un elemento de cada clase de
equivalencia. Asi, hay un conjunto M de nimeros reales, M C [0, 1] con la propiedad
de que para cada ntmero real x, existe un tinico y € M y un tnico niimero racional

r tal que x = y + r. Si definimos

M,={y+r:yec M}
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para cada numero racional r, entonces tenemos una particiéon del conjunto R

de niimeros reales en una cantidad contable de conjuntos disjuntos:
R =U{M, : r racional}

por lo tanto el conjunto M no es medible. Asumiendo que M es medible, se llega a
una contradiccion: Primero, p(M) = 0 no es posible, pues implicaria que p(R) = 0.

Ahora bien, u(M) > 0 tampoco es posible, dado que implicaria:
1([0,2]) > p(U{M, : r racional y 0 < r < 1})

0<r<1
usando el hecho que cada M, tiene que tener la misma medida que M. O

Antes de que se formulara el axioma, varios matematicos entre ellos Georg
Cantor hicieron uso inconscientemente e instintivamente del mismo, pero nunca
se formul6 de forma explicita. Entre los teoremas que se demostraréon antes de la
formulacion del axioma y cuyas demostraciones involucran el axioma de elecciéon de
forma implicita estan:

Teorema de la unién contable La uniéon de una familia contable de conjuntos
contables es contable.

Teorema Todo conjunto infinito A tiene un subconjunto numerable.

Principio de particion Si un conjunto M esta particionado en una familia S de
conjuntos disjuntos no vacios, entonces S es equipotente a un subconjunto de M.

Tricotomia de cardinales Para cardinales m y n, se tiene que m <nom=mn o
m > n.

Para entender como el axioma de eleccion interviene en la demostracion de estos
teoremas se puede ver [11, pag 9-11]. Estos teoremas junto con el Principio de Buen
Orden forman las base sobre la cual se construye el axioma y su historia temprana.
En la prehistoria del axioma se puede hablar de diferentes estados a través de los

cuales el uso de elecciones arbitrarias fue evolucionando hasta llegar a la formulacién
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explicita del Axioma de Eleccién. Gregory H. Moore en su texto “Zermelo’s Axiom
of Choice its Origins, Development and Influence” [11], dedica un capitulo sobre

estos y otros aspectos en la prehistoria del Axioma.

4.2. Teorema de Zermelo del Buen Orden
El teorema del buen orden afirma que todo conjunto puede ser bien ordenado.
En sus inicios el teorema fue considerado por Georg Cantor como un “principio
fundamental del pensamiento” esta suposicién, sin embargo, no fue aceptada por
matematicos contemporanios y en los anos posteriores varios matemadticos entre
ellos Cantor buscarén demostrar o refutar este enunciado. Fue hasta en el ano 1904
cuando Ernst Zermelo presenté una demostracion para dicho enunciado. En esta

demostracion se formulé de forma explicita el axioma de eleccion.

Teorema 4.1 (Teorema del buen orden). Todo conjunto puede ser bien ordenado.
En el texto “Abstract Set Theory” presentan una demostracién para este teo-
rema que es fiel a la demostracion dada por Zermelo en 1904, ver [2, pag 225-227].
La forma del axioma de eleccion que se usa es la siguiente:
Principio de eleccién. Para todo conjunto S existe una funcién de eleccion

f que asigna a cada subconjunto no vacio Sy de S un elemento de Sp: f(Sy) C Sp.

En esta demostracién se inicia por definir los conjuntos gamma:
Dado un conjunto S y una funcion de eleccion f. Un subconjunto M de S se conoce
como un conjunto gamma (de S, con respecto a f) si:
a) M tiene buen orden,
b) Para cada segmento inicial no vacio A de M, determinado por a € M; f(S —
A) =a.

(S — A no es vacio dado que A es un subconjunto propio de M ).
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La condicién b) significa que cualquier conjunto gamma M que no agota los
elementos de S se agranda al siguiente conjunto gamma incluyendo, después de los
elementos de M, el elemento seleccionado para S\ M, el cual determina el segmento

inicial M en el nuevo conjunto gamma.

Luego de haber definido los conjuntos gamma se divide la demostracion en
cuatros pasos.

1. Se prueba que dados dos conjuntos gamma diferentes, uno es segmento inicial
del otro.

2. Se prueba que el conjunto Y = U{I" : I" es un conjunto gamma de S} se puede
ordenar de tal forma que se conserven las relaciones de orden existentes en cada
conjunto gamma y este orden es de hecho un buen orden.

3. Se prueba que ) es un conjunto gamma.

4. Se prueba que > contiene todos los elementos de S.

Por la propiedad a) de los conjuntos gamma, » . es un conjunto bien ordenado
que contiene todos los elementos de S y solo estos elementos dado que todo conjunto
gamma es subconjunto de S. Con esto la demostracién finaliza.

Se hizo solamente una guia de los pasos que sigue la demostracién. En el texto

de Fraenkel cada uno de estos pasos hace referencia a teoremas y definiciones que

estdn a lo largo del capitulo 8 y el capitulo 11 del libro. Esta demostracion es
relativamente larga y algo complicada pero agradable de entender. Se presenta ahora

una demostracién que parece ser més simple. ver [12].

Demostracion. 1. Sea A el conjunto bajo consideracion. Se define av: P(A)\ A — A
como una funcién que asigna a cada X C A un punto x € A\ X. Por el axioma de
eleccién dicha funcion existe.

II. Un subconjunto P C Z(A) se dice que es regular si las siguientes condiciones se

satisfacen:
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(1) P eslinealmente ordenado con respecto a la relacién de contencién; i.e, si py, ps € P,
entonces p1 C pa 0 pa € p1.

(2) P tiene buen orden con respecto a la relacién de contencidn; i.e, si v C P, entonces
7 tiene elemento minimo en este orden (Este elemento minimo es Ny).

3) DeP.

(4) Siun conjunto p € P es no vacio, entonces p = p; U{a(p;)}, donde p; = U{q: q €
P,q C p}.

Conjunto regulares existen, por ejemplo {0}, {0, {a(0)}}, {0, {a(D)}, (0, {c(D)})}
son conjuntos regulares. Notese que si p € P y para el proximo elemento tenemos
que p+ 1 € P, entonces p+ 1 =pU{a(p)}.

ITI. Sean P, y P, conjuntos regulares. Definimos:

Ps={p:pePiNP,{q:q€ P,qCp}={q:q€ Py,q Cp}}

Se demostrard que (x) Ps = P, o P3 = P,.

Supongase lo contrario. Dado que P3 C P; N P, se sigue que los conjuntos P; \ P3
y P, \ P3 son no vacios. Sea 71 el elemento minimo de P; \ P3 y sea 7y el elemento
minimo de P, \ P3. Dado que {p :p € P,p Cri} = Ps={p:p € Po,p C rao},
se sigue de (4) que 1 = UP; U {a(UPs)} = ry. Por lo tanto r, € Py, lo que es
imposible.

Asi, suponiendo que (x) es falso se llega a una contradiccion. Entonces se tiene que
P, es segmento inicial de P, o viceversa.

IV. Se denota por () la unién de todos los conjuntos regulares. El conjunto () clara-
mente satisface las condiciones (1) y (3) para ser un conjunto regular.

Se probard que satisface la condicién (2):

Sea v C (). Para algin conjunto regular P la interseccién v N P es no vacia. Sea
m € v N P. Dado que P es regular el conjunto {n : n € v,n C m} C P tiene
un elemento minimo, lo denotamos por g. Por definicién no es mayor que ningin

elemento de v menor que m, y no es mayor que ningin elemento de v mayor que m,
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por lo tanto g C m.

Ahora, se probard que satisface la condicién (4):

Suponga que ¢ € () es no vacio, por definicion de () existe un conjunto regular P tal
que g € P. Por (4) tenemos que ¢ = ¢; U {a(q)} donde ¢y = U{p:p € P,p C q}.
Asi, @) es un conjunto regular. Sea Z = UQ).

Si Z # A, entonces el conjunto Q1 = Q U{Z U {a(Z)}} es regular. Esto contradice
la definicion de @ como la unién de todos los conjuntos regulares, dado que );
contiene a () como un subconjunto propio. Asi, Z = A.

V. Se considera o como una aplicacién de @) a A.

Se prueba que « es inyectiva:

Sea q; # @9, sin perdida de generalidad podemos asumir que ¢ C ¢, entonces
¢ + 1 C g2, dado que @ es regular, tenemos que ¢; + 1 = ¢; U {a(q1)}. Por lo tanto
alq) € 1+ 1 C qo, i.e. a(q1) € ¢ pero aqz) & g2 por lo tanto a(qy) # a(qe).

« es suryectiva:

Dado que UQ = A para cada a € A, el conjunto M, = {q : ¢ € Q,a € ¢} no es
vacio. Denotemos por r el elemento minimo de M,. Por la regularidad de ) tenemos
que r = r; U{a(r;)}, donde 1 = U{q : ¢ € @Q,q C r}. Dado que r es el elemento
minimo que contiene a a, tenemos que a ¢ r1. Por lo tanto a(r) = a. Asi « induce

una relacién de buen orden en A. O

Al comparar ambas demostraciones se tiene cierta similitud entre los conjuntos
gamma que se definen en la demostracién del texto de Fraenkel con los conjuntos
regulares que se definen en la demostracion anterior. Pero los conjuntos gamma son
subconjuntos del conjunto bajo consideracion y los conjuntos regulares son subcon-
juntos del conjunto potencia del mismo. Del apartado I1I al V se demuestra lo mismo
que con los cuatro pasos de la primera demostracion considerando la diferencia entre
los conjuntos @ y Y. Se finaliza demostrando que estos conjuntos son bien ordena-

dos pero a diferencia de > el conjunto @) no tiene los mismos elementos del conjunto
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en consideracién A, por esta razén en el apartado cinco se demuestra que la funcion

a : Q — A define una biyeccion entre los conjuntos @) y A.

4.3. El Axioma de Eleccién y Algunas Equivalencias

En el ano 1955 el profesor Herman Rubin dicté una serie de conferencias sobre
el axioma de eleccion en la universidad de Stanford. En la preparacién para esas
conferencias se di6 cuenta que toda la literatura sobre el axioma de eleccion estaba
distribuida entre varios libros y revistas. El junto a Jean E. Rubin emprendieron un
proyecto para hacer un compendio de toda esta literatura que dio como resultado el
texto; “Equivalents of the Axiom of Choice” publicado en 1970. Este libro presenta
una variedad de formas del axioma de elecciéon asi como postulados y enunciados
equivalentes al mismo [13].

En teoria de conjuntos, algebra y andlisis hay muchos problemas para los cuales el
axioma de eleccion en su forma general no es aplicable de inmediato, pero para los
cuales uno de los axiomas equivalentes puede ser aplicable de una. Los principios
maximales reemplazaron a la induccién transfinita y el teorema del buen orden.
Acontinuacién se presentan cuatro axiomas equivalentes al axioma de eleccién [14,
pag 14-16]. En [13, pdg 10-13] se encuentra una discusién sobre el origen de estos
axiomas.

Axioma de eleccién. Para toda familia .%# de conjuntos no vacios, existe una fun-

cién f tal que f(S) € S para cada conjunto S en la familia .%.

El axioma se puede reformular en términos de conjuntos indexados, veamos.
Definicion 4.1. Sea {A;}ier una familia de conjuntos. El producto cartesiano de esta
familia, denotado H A;, es el conjunto de todas las funciones x que tienen dominio
I tales que x; = xzf)l € A; para cada i € 1. A cada x se le conoce como funcion de

eleccion para la familia {A;}ier.
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Axioma de eleccién. El producto cartesiano de cualquier familia no vacia de con-
juntos no vacios es no vacio, i.e. si { A; };¢; es una familia de conjuntos tal que I # ()
y A; # 0 para cada i € I, entonces existe al menos una funcién de eleccién para la
familia {Az}zej
En las demostraciones de la equivalencias se usa el axioma formulado de forma

previa. Antes de dar las equivalencias veamos los siguientes conceptos y definiciones:

Definicion 4.2. Sea # una familia de conjuntos. Entonces F es una familia de

cardcter finito si para cada conjunto A se tiene A € .F si y solo si cada subconjunto

finito de A estd en F.

Lema 4.1. Sea .F una familia de cardcter finito y sea % una cadena en % . Entonces

UA € F.

Demostracion. Es suficiente probar que cada subconjunto finito de U estd en .%.
Sea F' = {xy,...,x,} C %B. Entonces existen conjuntos By, ..., B, en & tales que
z; € B; (j =1,...,n). Dado que # es una cadena existe un j, € {1,...,n} tal que
B; C Bj, para cada j = 1,...,n. Entonces F' C Bj, € #. Pero .# es de caracter

finito y entonces F' € .Z. O

Lema de Tukey Sea .# una familia no vacia de conjuntos. Si .# tiene caracter
finito, entonces .%# tiene elemento maximal.

Principio Maximal de Hausdorff Todo conjunto no vacio parcialmente ordena-
do contiene una cadena maximal.

Lema de Zorn Todo conjunto no vacio parcialmente ordenado en el cual cada
cadena tiene una cota superior tiene un elemento maximal.

Teorema del Buen Orden Todo conjunto puede ser bien ordenado.

El siguiente teorema asi como la demostraciéon del mismo se encuentran en
el texto “Real and Abstract Analysis” [14, pag 14-16]. La demostraciones de las

implicaciones son sencillas a excepcion de la primera .
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Teorema 4.2. Las siguientes cinco proposiciones son equivalentes:
(a) Azioma de eleccion;
(b) Lema de Tukey;
(c) Principio mazimal de Hausdorff;
(d) Lema de Zorn;
(e) Teorema del buen orden.
4.4. Teorema de Tychonoff

Una implicacion muy importante del axioma de eleccién en topologia es el
conocido Teorema de Tychonoff.
Teorema 4.3 (Tychonoff). Sea {X;}ier una familia de espacios topoldgicos compac-

tos. Entonces [[,.; Xier es compacto con respecto a la topologia producto.

En el texto de topologia de John L. Kelley [15, 143] se dan dos demostraciones
de este teorema, una en la que se hace uso del Lema de Alexander y otra alternativa
en la que se formula la compacidad en terminos de conjuntos cerrados en lugar
de conjuntos abiertos. Para la primera prueba que se da, se hace uso del Lema de
Alexander, enunciado acontinuacion.

Lema 4.2 (Alexander). Si . es una subbase para la topologia de un espacio X
tal que todo cubrimiento de X por elementos de . tiene un subcubrimiento finito,

entonces X es compacto.

Demostracion. Se dice que una familia de conjuntos de X es inadecuada si y solo si
no cubre X, y es finitamente inadecuada si y solo si ninguna subfamilia finita cubre
X. Entonces la definicion de compacidad de X es equivalente a decir: cada familia
finitamente inadecuada de conjuntos abiertos es inadecuada. Es facil ver que la clase
de familias finitamente inadecuada de conjuntos abiertos es de caracter finito asi por
el Lema de Tukey existe una familia maximal. Denotese por < dicha famila. En-

tonces o7 tiene la siguiente propiedad: si C' ¢ &7 y C' es abierto, entoces existe una
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subfamilia finita Ay, --- , A,, de & tal que CUA;U---UA,, = X. Por lo tanto ningin
conjunto abierto que contiene a C' pertenece a o7. Si D es otro conjunto abierto tal
que D ¢ of , entonces existen By,--- , B, en & tal que DUB,U---UB,, = X y por
operaciones de conjuntos se tiene (CND)UA; U---UA,UBU---UB, =X. Se
sigue que C'N D ¢ /. Por consiguiente, si ningin miembro de una familia finita de
conjuntos abiertos pertenece a .7, entonces ningin conjunto abierto que contiene
la interseccion pertenece a .&7; dicho de otra forma, si un elemento de </ contiene
una interseccién finita C; N Cy - - - N C), de conjuntos abiertos, entonces C; € &/ para
algin 1.

Ahora la demostraciéon es directa. Supongase que . es una subbase tal que cada
cubrimiento abierto por elementos de .# tiene un subcubrimiento finito (esto es,
cada familia finitamente inadecuada es inadecuada) y supongase que % es una fa-
milia finitamente inadecuada de conjuntos abiertos de X. Existe la familia maximal
finitamente inadecuada &/ que contiene a %A luego solo qeuda probar que o/ es
inadecuada. La familia . N &7 de todos los elementos de @/ que pertenecen a .%
es finitamente inadecuada y por lo tanto no cubre a X. Por consiguiente el teore-
ma estard probado si se demuestra que cada punto en | J{A : A € &/} pertenece a
U{A: A e N} Como .¥ es una subbase cada punto  de un elemento A de o
pertenece a alguna interseccién finita de elementos de . contenida en A luego por
la propiedad que se establecié anteriormente se tiene que alguno de los elementos de
esta familia finita pertenece a o7, por lo tanto | J{A: A € &} = J{A: A € SN},

y el teorema queda demostrado. O]

Ahora se da la demostracién del teorema de Tychonoff que hace uso del teorema

anterior.

Demostracion. Sea Q = [[{X, : a € A} donde cada X, es un espacio topoldgico
compacto y @ tiene la topologia producto. Sea .# la subbase para la topologia

producto es decir . = {p,;'(U) : U C X, es abierto,a € A} por el teorema de
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Alexander el espacio () serd compacto si cada subfamilia o7 de ., tal que ninguna
subfamilia de &7 cubre @), no cubre Q). Para cada a € &7 se define B, = {U : U C
X, abierto,p;1(U) € «/}. Entonces ninguna subfamilia finita de %, cubre X, y asf
por compacidad existe un punto z, tal que x, € U para cada U en %4,. El punto x
cuya a-ésima coordenada es x, no pertenece a ningiin miembro de la familia &7 por

consiguiente 2/ no es un cubrimiento de X. O
vemos ahora otra demostracion, la cual no depende del Lema de Alexander.

Demostracion. Se probara que si # es una familia de subconjuntos del producto
y A tiene la propiedad de interseccién finita, entonces N{B¢ : B € A} es no
vacia. La clase de todas las familias que tiene la propiedad de interseccién finita
es de caracter finito, por el Lema de Tukey tenemos que existe una familia maximal
con esta propiedad, se puede asumir que Z# es dicha familia maximal. Dado que
% es maximal cada conjunto que contiene un elemento de % pertenece a £ y la
interseccién de dos miembros de Z pertenece a . ademas, si C intersecta cada
elemento de %, entonces C' € A.

Finalmente, la familia de proyecciones de miembros de # en un espacio X, tiene
la propiedda de interseccién finita y por lo tanto es posible escoger un punto x, €
({pa(B)° : B € #}. El punto z cuya a-ésima coordenada es z, tiene la siguiente
propiedad: cada vecindad U de z, intersecta p,(B) para cada B € 4, o equivalente
p; H(U) € B, para cada vecindad U de z, en X,. Por lo tanto la interseccién finita de
conjuntos de esta forma pertenecen a . Luego cada vecindad de = que pertenece a la
base definida para la topologia producto pertenece a % y por lo tanto intersecta cada

miembro de #. Asi x € B¢ para cada B € A y el teorema queda demostrado. [

En ambas demostraciones se hace uso del Lema de Tukey y este se probd ante-

riormente que es equivalente al axioma de eleccién.
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De hecho el teorema de Tychonoff es equivalente al axioma de eleccién. Para demos-
trar la equivalencia falta demostrar que el teorema de Tychonoff implica el axioma
de eleccion esto lo probd John L. Kelley en un articulo publicado en el ano 1950.
[16].

En este articulo se demuestra el siguiente enunciado, el cual es equivalente al axioma
de eleccion: Si para cada a € A, X, es un conjunto no vacio, entonces el producto

cartesiano [[{X, : a € A} es no vacio.

Demostracion. Se empieza por agregar un solo punto, A a cada conjunto X,: sea
Y, = X, UA. Se le asigna una topologia a Y, definiendo el conjunto vacio, el conjunto
{A} y los complementos de los conjuntos finitos abiertos. El conjunto Y, con esta
topologia es compacto.

Para cada a € A, sea Z, el subconjunto de [, , Y, que consiste de todos los puntos
tales que la a-ésima coordenada estd en X,. Se tiene que Z, es cerrado en [] ., Yo
dado que X, es cerrado en Y,. Ademas para cualquier subconjunto finito B de A la
interseccion N,ecpZ, es no vacia, dado que X, no es vacio por el axioma de eleccion
finito se puede escoger =, € X, para a € B, y hacer x, = A paraa € A — B.
Por consiguiente la familia de todos los subconjuntos de la forma Z,, para algun
a € A, es una familia de subconjuntos cerrados de [],. 4 Ya, con la propiedad de
que la interseccion de cualquier subfamilia finita es no vacia. Luego, dado que por

el teorema de Tychonoff [] .., Y, es compacto, la interseccion NyeaZ, €s no vacia.

acA
Pero esta interseccién es precisamente [[{X, : @ € A} y asi el axioma de eleccién

queda demostrado. Il

4.5. Teorema de Comparabilidad
Una de las aplicaciones mas importantes del teorema del buen orden es el teo-

rema de comparabilidad que establece la ley de tricotomia de los cardinales.
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Teorema 4.4 (Comparabilidad). Dados dos conjuntos, al menos uno es equivalente
a un subcongunto del otro. Por lo tanto dos cardinales o son iguales o uno es menor
que el otro.

Georg Cantor establecid la tricotomia de cardinales en 1895 sin proponer una
prueba. Este resultado se seguia de la proposicion que todo conjunto puede ser bien
ordenado, que en ese entonces tampoco habia sido demostrada [11]. La equivalencia
de estos dos resultados la prob6 el matemético aleman Friedrich Hartogs en 1915.
El tercer teorema del capitulo 11 del texto “Abstract Set Theory” [2, 200] establece la
comparabilidad de ordinales. El teorema de comparabilidad se sigue de este teorema
junto con el teorema del buen orden. Asi se establece la implicacién:

axioma de eleccion— teorema del buen orden — teorema de comparabilidad
De hecho estos tres principios son equivalentes. La equivalencia de los primeros dos
ya se ha demostrado. En el texto de Fraenkel se da una prueba del teorema de
comparabilidad usando directamente el axioma de eleccién. A continuacién se da un
bosquejo de esta prueba.

Para probar que dos conjuntos S'y T son comparables se muestra que al menos uno
de ellos es equivalente a un subconjunto del otro.

Se inicia por definir el conjunto ® de todas las aplicaciones parciales entre S y T
Para demostrar el teorema es suficiente probar que existe una aplicacién parcial en-
tre los conjuntos S y T que no admite una extencién simple y para probar esto se
usa una funcién de eleccién de forma analoga a como se uso en la demostracion del

teorema del buen orden en el mismo texto.



Capitulo 5
CONCLUSIONES

Entre las diferentes filosofias sobre que es la matematica: esta el concepto
platénico en el que la matematica existe en un mundo ideal e inmutable; otro en-
foque ve la matemadtica como algo esencialmente humano por lo cual es importante
conocer la historia. La perspectiva historica permite comprender el porqué de cosas

que hoy parecen ser muy sencillas en su momento de creacion fueron revolucionarias.

Se encontré en la bibliografia que la mayoria de demostraciones para el teore-
ma de Schroder-Bernstein se pueden clasificar en dos tipos diferentes. Se presentarén
cinco demostraciones para el teorema. Una ventaja de las demostraciones 4 y 5 es

que dan especificamente la biyeccién.

Se presentaron cinco de las més importantes equivalencias del axioma de elec-
cion. Presentando de forma mas detallada el teorema del buen orden y el teorema

de Tychonoft.

Si bien el enfoque principal fue la parte historica tambien hay preguntas muy
interesantes que estan sin contestar. Es el caso del problema de Schroder-Bernstein

en diferentes estructuras.
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