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Abstract

The present work is concerned with severa results obtained by Arne Beurling for

invariant subspaces of the operator “multiplication by z’, that is, the operator
Mz(f (z)):zf(z), where f(z)OH?*(D), H?(D) is the space of Hardy, zOD,
and D istheunitcircle|Z <1.

There are two problems relating to the operators T and T, defined on a Hilbert

spaceH which are the starting point for studying the invariant subspaces of M, .

These are called the closure and extinction problems, T"and T, respectively.

The solution to the closure problem is that the invariant subspaces of M, in Hardy
space are the subspaces ¢H?(D), where ¢ is an inner function on H*(D). The

extinction problem is related to the invariant subspaces of the operator M ZD. Finaly,

we analyzed Sarason’s approach to the characterization of invariant subspaces of

Volterra operator.



Resumen

En € presente trabgjo se hace unarevision de varios resultados obtenidos por Arne

Beurling paralos subespacios invariantes del operador “multiplicacion por z” , este es
Mz(f (z)) =7 (z) donde f(z)OH?*(D), H?(D) es el espacio de Hardy, zOD, y
D esel disco unidad |7 <1.

Se presentan dos problemas concernientes a los operadores T y T, definidos en
un espacio de Hilbert H, que fueron € punto de partida para conseguir los
subespacios invariantes del operador M,. Estos son llamados los problemas de
clausura (TD) y extincion (T).

La solucion a problema de clausura es que los subespacios invariantes del operador

M, en e espacio de Hardy son los subespacios ¢H?(D) donde ¢ es una funcion

interior en H?(D) . El problema de extincion esta relacionado con los subespacios in-

variantes del operador M.

Finalmente, se analiza el enfoque presentado por Sarason parala caracterizacion de

los subespacios invariantes del operador de Volterra
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Capitulo 1

| ntroduccion

Sea H un espacio de Hilbert y T un operador lineal acotado sobre H . Un subespa-
cio invariante no trivial (o propio) S de T esun subespacio linea cerrado Sen H |, ta
gues xS entonces Tx[S.

En un articulo de 1949, Arne Beurling describi6 todos los subespacios invariantes
para e operador “multiplicacion por z” en e espacio de Hilbert H?(espacio de

Hardy). Este operador es usualmente llamado el operador traslacion (en H?). Es €

operador lineal M, en €l espacio de Hardy H?, descrito como sigue:
M,(f(z))==(2), f(z)OH?(D), donde H*(D)es e espacio de funciones anali-
ticas en el disco unidad D paralas cuales lasfunciones f, (8) = f (reie) son acotadas

enlanorma L.

El trabajo de Beurling fue ampliado inicialmente en varias direcciones por matema-
ticos como Lowdenslager, Lax, Nelson y por Halmos entre otros.

El problema de Beurling es encontrar todos los subespacios cerrados S de H? los
cuales sean invariantes bajo multiplicacion por z, esdecir, zZSO S.

Un g emplo sencillo de un subespacio invariante es e subespacio de funciones que



se anulan en € origen, o & subespacio de funciones que se anulan en cualquier

conjunto de puntos en el disco abierto.

Un gjemplo més general de un subespacio invariante es S=¢H?, donde ¢ es una
funcion interior fija. Estafue la observacion inspiradora para que Beurling descubriera
que las funciones interiores estén intimamente relacionadas con la descripcion de los

subespacios invariantes del operador multiplicacion por z, M, .

Nuestro objetivo principa es el mejor entendimiento de los resultados obtenidos por

Beurling, quien fue uno de los primeros en trabajar con subespacios invariantes para

los espacios H P, en particular H?.

En € capitulo 2 se dan las definiciones y resultados necesarios para e adecuado
entendimiento del resto del trabajo.

En € capitulo 3 se exponen y desarrollan todas las ideas dadas en € clésico articulo de
Beurling.

En el capitulo 4 se presenta €l resultado de Sarason que utiliza €l teorema de Beurling

para conseguir todos |os subespacios invariantes del operador de Volterra.



Capitulo 2
Preliminares Generales

2.1 Espacios H °
Aqui se dan agunas definiciones y resultados necesarios sobre los espacios que
estaremos considerando en €l desarrollo de este trabgjo. Ver [3] Duren P. L.

Recordemos que un espacio de Banach B es un espacio linea normado completo.

Mientras que un espacio de Hilbert H es un espacio de Banach con la norma definida

por | ||=4/(+) - A menos que no se diga lo contrario estaremos trabajando siempre en

espacios de Hilbert.

Para funciones en un disco, |as siguientes expresiones

||f||p:{%TI02”‘f(reig)‘pde}%), 0<p<oo; y

1] = max ‘f (rem)‘
0<@<2rir

proporcionan una medida de crecimiento para funciones analiticas en el discoy llevan



a unateoria particularmente rica con muchas aplicaciones.

2.1.1 Definicién: Unafuncién f (z) analitica en el disco unidad |7 <1 sedice que es
declase HP, con (0< p<w) s ||f||p permanece acotada cuando r — 1. ( H por

G.H. Hardy).

Asi H* es la clase de funciones andliticas acotadas en € disco, mientras que H? esla
clase de series de potencias ) a,z" con Z|an|2 <oo,
2.1.2 Definicion: Una funcién de valor real u(z) armonica en |z| <1 sedice que es

declase h?, (0<p<w)s ||u||p es acotada.

Observacion: Sea f (z)=a+ib, entonces
P
aP<|f (2)|" =(a2+b2)4 s(a+b)ps2p(ap+bp), a=0, b=0,

para 0< p <o, luego una funcién anditica pertenecea HP sy solo s |as partes real
eimaginaria estdn ambasen hP.

La misma desigualdad demuestraque HP y hP son espacios lineadles. Finalmente, se
tieneque HY OHP s 0< p<qg<o,ylomismo secumple paraespacios hP.

Ademéss 1< p< oo, entonces H P es un espacio de Banach bajo lanorma

||1=||p = Iinl{%TJ'ozn‘f (reie)‘p de}%.
r—



2.2 Estructura béasicade funciones HP

En esta seccion presentamos definiciones y resultados importantes respecto a las fun-

cionesen los espacios HP . Ver [3].

2.2.1 Definicién: Una funcion f (z) analitica en |7<1 se dice que pertenece a la

clase N s lasintegrales

J'Omlog+

f(re?)jae

son acotadaspara r <1.
2.2.2 Teorema (F. y R. Nevanlinna): Una funcion analitica en € disco unidad perte-

necealaclaseN s ysolo s esel cociente de dos funciones analiticas acotadas.
2.2.3 Teorema: Para cada funcién f (z)ON , e limite no tangencial f(eie) existe

casi entodas partes(c.t.p.), y Iog‘f (eig)‘ es integrable a menos que f(z) =0.

S fOHP paraalgin p >0, entonces f(eig)DLP.
2.2.4 Teorema: Sea f una funcion no nula, analitica en |7 <1, y sea {z,} la suce-

si6n de sus ceros, repetidos de acuerdo a su multiplicidad, en |7 <1.

Entonces .[Omlog‘f (reig)‘dé? esacotada s ysolosi i(1—|zn|)<oo.

n=1

2.2.5 Corolario: Los ceros {z,} deunafunciénen N satisfacen > (1-|z,|) <.
n=1



2.2.6 Teorema: Sea {an} una sucesién de nimeros complgjos tales que la serie

> (1-|ay|) <o y 0s<|ay|<|ay|<...<1. Entonces el producto infinito
n=1

lan| a, -

B(z)= a

||:8

converge uniformemente en cada disco |z| <R<1. Cada a, esun cero de B(z), con

multiplicidad igual al nimero de veces que aparece en la sucesion; y B(z) no tiene

ningdn otro cero en |7 <1. Ademas‘B ‘<1en|z|<1 y‘ ‘ 1ctp.

2.2.7 Definicion: Si Y (1-|z,|) < se puede definir una funcion dela forma
n=1

la cual esllamada producto de Blaschke, mes un entero no negativo. El conjunto

{a,} puede ser finito, o incluso vacio. S {a,#0} es vacio, entonces se tiene
B(z)=2z", m>0.

2.2.8 Teorema (Riesz): Cada funcion f (z) no nulade clase HP (p>0) puede ser
factorizada en laforma f (z) = B(z)g(z), donde B(z) esun producto de Blaschke y

d(z) esunafuncionde HP lacual no seanulaen |z <1. Smilarmente, cada f ON



tiene una factorizacion f (z) = Bg, donde g esunafuncidonsincerosdeclase N .

229Teorema: S f OH, (0< p<w), entonces

lim (f”‘f (reig)‘pdﬁzj'ozn‘f (eié’)‘pda,

lim Zﬂ‘f (re®)- f (eiﬁ)\”dezo.

r-14J0

2.2.10 Corolario: § f OHP paraalgin p >0, entonces

. 2
lim ‘Iog+

im f(eig)deé’zo.

f (reié')‘—log+

La factorizacion de Riesz (Teorema 2.2.8) puede ser refinada para obtener una factori-

zacion candnicalacual esclave paralateoriade espacios H P y sus aplicaciones. Este

refinamiento se basa en |a siguiente desigualdad.

2211 Teorema: S f OHP, p>0, entonces
ig\|_ 1 (27 B it
Iog‘f(re )‘SZT'[O P(r,0 t)Iog‘f(e )‘dt.

2.2.12 Definicion: Una funcion exterior para la clase H P es una funcion de la forma

F(z)= eiyexp{i ﬁ”e” i Zlogt//(t)dt}

2’0 gt—z

donde yesunnimeroreal, ¢(t) =0, logy (t)OL, y ¢(t)OLP.



it
Por gemplo, F(z):exp{ij'me Tz

Iog‘f (e”)‘dt} es una funcién exterior (para
2

0 dt-z
laclaseN).

2.2.13 Definicion: Una funcion interior es cualquier funcion f(z) analitica en el
disco abierto |z| <1, con las siguientes propiedades

() |f(2)<1, 0zOD.

(ii) ‘f (eif’)‘=1 ctp.

Observacién: Cada funcién interior tiene una factorizacion €/B(z)S(z), donde

B(z) esun producto de Blaschkey S(z) esunafuncion delaforma

donde 4 (t) es una funcion singular acotada no decreciente( 1/ (t) =0 c.t.p). A S(2)

selellamafuncién interior singular.

2.2.14 Teorema (Lema de Factorizacion): Cada funcién no nula en H®(p>0),
tiene una factorizacion tnicadelaforma f (z)=B(z)S(z)F(z), donde B(z) esun
producto de Blaschke, S(z) es una funcion interior singular, y F(z) es una funcion

exterior para la claseH P (con c//(t)=‘f (e”)‘. Reciprocamente, cada tal producto

B(z)S(z)F(z) pertenecea HP.



A B(z)S(z) selellamad factor interior de f y F(z) el factor exterior de f .

La siguiente es la descripcion de lafactorizacion de unafuncion enH P ( p> O) :

Seaf (z) # 0 holomérficaen |2/ <1 que este en el espacio de Hardy.
Entonces @ limite radial f (eig)existeen cas todas partesy Iog‘f (eig)‘&sintegrable.

Consideremos

f,(2) =eiyexp{ijjﬂz:it zlog‘f (e”)‘dt }

:exp{%Tjoz”e:t * ZIog‘f (e”)‘dt + iy}

et-z

donde y esel argumento del primer coeficiente no nulo de Taylor de f ().
Lasiguiente desigualdad,
‘f (z)‘s‘fl(z)‘, 17<1,

se cumple siempre, y ademas lafuncion fo(z) definida por larelacion

t(2)=fo(2) fu(2),

tiene las siguientes propiedades,

fo(z) <1 [4<1



lim
roi

fo(re )‘ 1 c.t.p.

En vistade lanormalizacion de f,(z), el primer coeficiente de Taylor no nulo de

fo (z) serareal y positivo. La expresion genera para una funcién de este tipo es:

donde " (1-|a|) <, |a,|<1y dondes = x(t)es una funcion real no decreciente
de variacion acotada, cuyos puntos donde crece forman un conjunto de casi medida
cero.

Si adguno de losa, son cero, definimos |os correspondientes factores en €l producto de

Blaschke como z. En casos especiaes ambos e producto de Blaschke y e factor expo-

nencial pueden, en algunaforma, ser reducidos ala constante 1.

Las funciones especidles f, y f; definidas arriba, serén llamadas el factor interior y
el factor exterior de f respectivamente.

Esta descomposicion esta obviamente determinada Unicamente si f #0, y seréa referi-

da.como e Lema de Factorizacion. Manteniendo |a misma notaci on tenemos

2.2.15 Teorema: Sea

10



una funcion interior. Cuando % es acotada en €l circulo unidad, esta es una funcion
0

interior, y diremos que f, esun divisor de g,. Para esto es necesario y suficiente que
{a,} sea un subconjunto de {h,} y que S sea no decreciente. En el caso general

definimos el maximo factor comuiin de f y gycomo la funcion interior

|_|1 ZCVCV {J-Zﬂe &4z, }

donde {c,} eslainterseccion de los conjuntos{a,} ,{h,} .
Laconexionentrea, S y u estal que a esel mayor minorantecominde ¢y .

2.2.16 Corolario: Lafuncion hy dearriba tiene la siguiente propiedad caracteristica:
s zes un punto con |7 <1 tal que |f,(z)|+|go(2)|# 0, entonces |y (z)| < ko (2)|
para cualquier funcion interior ki, # hy la cual sea divisor de ambos fy y .

En el caso hy =1, diremos que fy y gg no tienen factor coman.

11



Capitulo 3

Dos problemas de Beurling en

Subespacios Invariantes

3.1 Introduccion

A continuacion se exponen las ideas fundamentales dadas por Beurling en su

importante articulo. Ver [1].

Sean H un espacio de Hilbert, Ty T  dos operadores lineales dondeT es € adjunto

de T, ambas definidas en todo e espacioH.

Sea @, €l conjunto de autovectores deT, correspondientes al autovalor A, esdecir, las

soluciones ¢ # 0 delaecuacion Tg =A¢; y sea @ launidon detodoslos @, , esto es

o= |J o,
Alo(A)

Primero supongamos que

(A) el conjunto @ esfundamental o total en H.

12



Que e conjunto® sea fundamental o total en H significa que & subespacio generado
por ® esdensoen H.(span® =H).

Denotemos porC(f) y C"(g)los subespacios lineales cerrados generados por

{T“f}: y {T*“g}:, respectivamente; donde f y g son vectoresde H .

Es decir, C(f):span{T”f}ooo y CD(g):span{T[hg};o para f,gOH.

Este capitulo se dedicara a dos problemas generales concernientes a los operadores

Ty T loscuaesBeurling Ilamalos problemas de extincion y de clausura.

3.1.1 Definicion: T tiene un teorema de extincion si, para cada f # 0, se cumple que

el subespacio C( f) contiene al menos un autovector ¢ de T .
3.1.2 Definicion: Sea gOH , g esun vector ciclicopara T si C(g)=H.

3.1.3 Definicion: El problema de clausura es la caracterizacion de los vectores cicli-
cos gOH para T", esdecir, los vectores g que hacen que {T*”g}0 sea fundamental

enH.

Delasrelaciones(;z);, ,T*”g) = (T”¢/] , g) =A"(#,.9),n=0, sesigue quelacondicion

(1) (¢,9)20, g0,

es necesaria paralaclausura

13



3.1.4 Teorema (Teorema de Clausura de Wiener): La condicion suficiente y necesa-
riaparaque gOH seaciclicoes (¢,9)#0, p0®.
En otras palabras, el teorema de clausura de Wiener es la caracterizacion de los vectores

ciclicosde T" por medio del conjunto fundamental @ , formado por autovectoresde T .

El nombre se debe a siguiente teorema de Wiener, ver [10] Pag.151.

S f (x) es una funcién de L', una condicién suficiente y necesaria para que € conjunto

detodaslastrasacionesde f (x) sea cerrado L' es que su transformada de Fourier

no tenga cerosreales.

Observacion: De acuerdo con (1), se cumple que € teorema de extincion implica e

teorema de clausura de Wiener.

En efecto, s CD(g)&sun subespacio propio deH , existe un elemento f # 0, tal que

o:(f,T*”g):(T”f,g), n>0.

Asi gesortogonal acada hDC(f), y luego a autovalor ¢, d cual, de acuerdo al teo-

rema de extincion, debe pertenecer a C( f ).

Si ademés de (A), también suponemos que T es unaisometria, el teorema de extin-

14



cion se cumple y es una consecuencia simple del teorema ergddico de V. Neumann, €l
cua enunciamos en la siguiente forma generalizada, debido aF. Riesz y G. Birkhoff:

Recordemos que un espacio de Banach B es uniformemente convexo si dados dos

dementos x,yOB tales que ||x|=]y|=1 y &£>0 entonces existed >0 ta que

Xty

>1-0 implicaque |[x-y|< .

3.15 Teorema: S & operador T es una isometria de un espacio de Banach

unifor memente convexo, entonces € limite

1n—1
lim=>"Tf =5(f)

n- oo nVZO

existe para cada f. Ademés ||S(f )| <|f].

3.1.6 Corolario: S S(f)#0,entonces T tiene como autovector S( f) para el autova-
lor 1.
3.1.7 Definicion: f es ortogonal a g, denotado por f Og, s |f +cg|=|f| para

cada numero complejo c.

Observacion: En todo espacio con producto interior se tiene que la anterior definicién
es equivalente a la definicion usual de ortogonalidad. En particular esto se cumple en

todo espacio de Hilbert. En un espacio de Banach f [0 g noimplicaque g O f .

15



3.1.8 Teorema: S T tiene un vector fijo, 0 sea ¢, =T¢,, queno esortogonal a f, en-
tonces el limite S( f) sera diferente del vector nulo.

Demostracion: Como ¢, no esortogona a f , existe un nimero complegjo ¢ tal que
|40 +cF[| <] -

Por el teorema3.1.5 setiene||S(g)| < |g yademés S(¢,) = ¢, puesto que ¢, =T4,.

Entonces [S(cf )| = |S(@, +cf ) = @] = || = || +cf|| > 0,esdecirS(f)#0.0

Tenemos la siguiente forma general del teorema de extincion:

3.19 Teorema: Sea T una transformacion lineal isométrica en un espacio de Banach
uniformemente convexo tal que e conjunto @ de autovectores de T tiene la propie-

dad

(A) s ¢0Of, paratodo ¢0d entonces f =0.

Entonces paracada f #0, e subespacio C( f ) tendr& al menos un autovector de T .

Demostracion: Seaf # 0, entonces por (A') existe un autovector ¢ de T, T¢ =g

tal que ¢ no es ortogonal a f. Como T es una isometria, tenemos que |/1| =1, €

operador T, =A'T es también una isometria, y tiene a ¢ como elemento fijo.

n-1
EntoncesS; (f)= lim 1ZTA"f #0 por el teorema3.1.8 y T,(S;f)=S;f, luego

n-o N -

16



T(S,f)=A1S,f loquepruebael teorema, puesto que S, ( f) pertenecea C(f) y a

é. O
Observacion: Laimportancia de este teorema se debe principalmente al hecho que la

relevante ortogonalidad es ¢ [0 f y no la contrariapero més natural f O ¢ .

17



3.2 Un Isomorfismo

SeaH un espacio de Hilbert, sea T una contraccion métrica propia, es decir,

(B) 0f %0, [TF|<|f], lim [T"f

o

y T" unaisometria,

(©) 0f HTfH =] f].-

O de manera equivaente (TDf,TDg):(f,g) paracada f,gOH .

Se pide ademas que

(D) al menos un autovalor sea simple.

Que un operador T satisfaga (A), junto con las condiciones anteriores (B), (C), y

(D), significaque los autovectoresde T generana H, que T" converge fuertemente al

operador 0, que T"es unaisometriay que el espacio correspondiente al autovector dado

por ese autovalor es de dimension 1.

Bajo estas hipdtesis, Beurling encontrd que T"es unitariamente equivalente a multi-

plicar por z en e espacio de Hardy. Esto significa que existe un operador unitario

Ul=U"tdqueUT =TU.

18



3.2.1 Proposicion: Las condiciones (A), (B), (C), y (D), implican la existencia de un

conjunto ortonormal completo {e }", tal que

Te, =0
() _

Te =e_,, n=1
©) T'e =e,, n=0.

Los autovalores de T son todos simplesy llenan el disco unidad abierto |A|<1.

Los correpondientes autovectores, normalizados por la condicion (¢,,e,) =1, son de

laforma

(4 6,=3 e,

Demostracion: De acuerdo con (C),
(‘I‘I'*f,g):(T*f,T*g):(f,g),

para cada par de elementos f, g, y asi,
©) TT =1,
Por (D) existe un autovalor simpleA =a, luego por (B), |a|<1. Si ¢,es e autovector

correspondiente, entonces e, = ¢, —aT ¢, seradiferente del elemento nulo.

19



Puesto que por (C),

&)= 4. —aT g,
2|, |-|al[T ¢,
24, )(2-al)
> 0.

En o que sigue, asumimos que ¢, esta normalizada por la condicion ||e,]| = 1.

Se sigue de (5) que
6) Tey=T¢, -aTT ¢, =ag, -ag, =0;

luego &, es un autovector correspondientea A = 0.

Sea g, :T*”eb, para n= 0, entonces se sigue de (6) que paran >m=>=0,
(60.&n) =(T""e, T"™ey) = (€, "™y ) =0, n=0.

En vista de la normalizacion || =1 y que T” y por lo tanto T™son isometrias

tenemos que

0, n£m,
1 n=m

(en,em):{

Por |a definicion del conjunto {e,} . Ias relaciones (2) y (3) son satisfechas, y asi ¢,

definida por la serie (4), es un autovector.

20



En efecto, supongamos que ¢, = > B, T8, =14,, (¢,.6) =1
0

Entonces se tiene que T¢, = i BTe = i Be.= iAﬂng, de donde B, =A8._, Y
0 1 0

por lotanto B, = A", n=1.

De (¢,,6) =1 se obtiene que B, =1, por lo tanto B, =A", n=0, y asi se sigue que

?, :z/l”eh.CoIocandoA =a enlaserie, regresamos a vector original @,.
0

Solo falta probar que cada autovalor es simple.

Supongamos que no es cierto, entonces existe un numero £, con |,8| <ltal quela
ecuacion T¢ = 3¢, ademas de la solucion ¢, de la formula (4), también tiene una
solucion ¢z # 0, ortogonal a ¢ .

A partir del autovector ¢ obtenemos de la misma forma que antes, un conjunto orto-

[oe]

normal {eh}:; con |as mismas propiedades que { e}, -

Ademés,

(e &)= (05~ BT 0. 85~ 5T )
=(05.05) - B(05. T 03) - B(T05.05) +187 (T05.7%})
==B(T05.05)~B(¢5.T85)+ |8 (¢5.45)
=~B(Bes #5) - B(¢5.5¢5)

=24 (45.95)
-0,

21



entonces (e,,€;,) :(T[heb,TEmef)) :(%,T”‘mq)):o para n=m=0, por lo tanto, los

subespacios lineal es cerrados generados por |os dos conjuntos son ortogonal es.
Esto implicaque, paracadaA en el disco unidad, ¢, delaférmula(4)y ¢, => A",
0

son linealmente independientes.
De lo anterior, es claro que las condiciones (A), (B), y (C) implican que la dimensién

del conjunto @, eslamisma paratodoA en €l disco unidad abierto, lacual esigual al,

por (D). Como @ es fundamental por hipétesis, y (4) representa a todos |os autovecto-

res normalizados, el conjunto {en};o debe ser completo, y esto completala prueba. O

Paracadaf OH tenemos que

f:anen’ 1:nz(f’eh)’
0
) o 2
et

Ademés, la clase de las series de Taylor f (z) forman el espacio de Hilbert H? (D)

llamado el espacio de Hardy con el producto escalar (f,g) = iJ'an (e‘") g(eiﬁ)de
21
y lanorma | f|=/(f, f).Con ayuda de un operador unitario U y el operador T la

funcion f (z) esenviadaen M}f (2) :M, mientras que U y el operador
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T enviaa f (z) sobre M, f (z) = f (z). En efecto, para mn=0

(#n.2) =L [ dme a0

luego

[oe]

oS vt Sl mo

0

n

Entonces podemos definir U :H — H?(D) por U (&,)=2z", n=0.Con ayuda de (3),

obtenemospara M, y M

(U (1 (z)):(UTD)@anen}
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1

Los autovectores de M ' en el espacioH? (D) son las funciones iy
- Az

A <1.

De hecho, como ¢, => A", :UD(Z)I”z”]:UD( 1 j |4 <1, entonces se sigue
0

0 1-1Az
1 1
que (UTUD)(EJ =U(T(8))=20(8)) = A —.
Por |o tanto, MEP—E—j:A( 1 )
1-1z 1-1z
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3.3 Los problemas de clausuray extincion en el

espacio H?*(D)

En el espacioH? ( D) formulamos el problema de clausura de la siguiente forma:

¢Paraqué funciones f (z) escierto que el conjunto
n © — n ©
) {mpt}={2't (2)}

es fundamental en H?(D) ? Si f (z) no es ciclico, ¢qué funciones estan contenidas en

el subespacio lineal cerradoC™( ) = span{ z" f};o generado por & conjunto (7)?

Definamosd ( f ) como:

ij "o
® 5(t)=]2mho P

la condicion suficiente y necesaria para que f sea ciclico es que 5( f ) =0. En efecto

s f (z) # 0 paratodo |7 <1 entonces
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© lim— [*"log|—|dg>0.
0 f(ree)

Esto se tiene de la desigualdad Iog‘f (reie)‘siIZHP(r,Q—t)Iog‘f (e”)‘dt, ver
2’0
2.2.11, integrando con respecto a 8 desde 0 hasta 277. Luego tomamos €l limite en

. _ 2
ambos lados cuando r — 1, teniendo en cuenta que ImlzijonP(r,H—t)des 1.
r-1277

Larelaciond( f ) =0 requiere ademés que

Es decir que f (z) no tenga ceros en € circulo unitario, y que € limite (9) se anule, 1o

cual significaque| f ()| no sea tan peguefio cuando|z| - 1.

Sea f = fyf;, donde f, esel factor interiory f; esel factor exterior.

Tenemos que J( f,) =0 paratoda funcion exterior.

1 .2 f,(e?
ol )

1 |
=5l 1oa| (%) 00 - gl ,(0)
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puesto que f; esunafuncidn exterior.

Entoncesd( f)=3(fofy) =(fy)+(f1)=(fo).

Para una funcion interior setiene que ‘ fo (eig)‘ =1 en casi todo punto y también que

2
fo(0)=N |a\,|exp[—J'O ”da} ,
luego
1 1 2
o(fy)=log——= = ) log— + da = 0.
o) =19 (@) = 2% o
Larelaciond( f) =0implicaque |a,|=1y _[Ozndazo,entoncessesigueque

fo(z) = 1, es decir, el factor interior de f se reduce ala constante 1. En este caso f

es unafuncién exterior.

Observacion: El conjunto {z”f (z)};o =H?(D) siysolos f esunafuncion exte-

rior.

El criterio de clausura establecido o ( f ) =0 es una consecuencia del siguiente teo-
rema, puesto que la propiedad C™( ) =H?(D)exige que e factor interior f, de f sea
un divisor de cualquier funcion interior, lo cua es cierto solamente si fy =1, es decir,

s (f)=0.
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3.3.1Teorema: Sean f,g0H 2 (D) diferentes de cero. Entonces g pertenece al sub-

espacio C*(f):span{MQf};o s y sdlo si, € factor interior de f es un divisor del

factor interior de g.

Demostracion: Primero probemos que si f es un divisor de g, entonces se cumple
g CD( f ) . Para esto, solo basta demostrar que para cada & > 0, se puede encontrar un
polinomio p tal que ||pf - g| < &. (Teorema de Aproximacion de Beurling).

o -

Como ‘fo(eig)‘ =1, ‘go(eie)‘ =1 cp. entonces 2 =hy es unafuncion interior, y de
0

f=1fof, 9=009; setiene que |pf —g| =] pf,—hygy||. Para demostrar la siguiente

igualdad, C7(f,)=H?(D), essuficiente demostrar que las ecuaciones
(10) (M2f.k)=0, n=0

no tienen otrasolucién kJH? (D) més que k =0,

Cologuemos

C”:%T OZ”fl( i@)k(eie)e—inede

(1
=(fL.M2K)

D
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Entonces de (10), ¢, =0, paratodo n<0 y por o tanto

(11) f,(€7)k(€9) - Y ce™,

donde ~ es el simbolo usua en la teoria de series de Fourier. Como € lado izquierdo

en (11) es unafuncién sumable, por Cauchy-Schwarz , entonces la serie de Taylor

[oe]

(12) w(2)=2 62", |7<1,

1

tiene las siguientes propiedades,

(13) w(e“’) = !iznlw(reif’) = fl(e“’)k(e“’)
(14) m% ;"‘w(éf’)—w(re“?)‘de - 0.

De acuerdo a Lema de Factorizacion Canonica, S k; y ¢, denotan los factores ex-

terioresde k y ¢, respectivamente, se tiene

v (2)|<ln(2) = (2 k(). [4<L
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Entonces

y(2)
<k
‘fl(z) <k (2). |4<1
y asi lafuncion % pertenece a HZ(D) y se anula en e origen. Entonces se sigue de
1
(13), que
1 27T X . 1 27T (elé’) .
(15) | k(e'g)e'”9d9=—j _/ éM49=0, n=0
27790 27790 fl(e'é’)
Comok OH?(D),
_ 1 2 1 ig\ jne
aLn_ETjo k(e )e dd =0, n>1

Entonces k(eig) = Zané y sl tomamos e conjugado de (15), tenemos que todos

Ioscoeficienteﬁdek(eig)seanulan; entoncesk =0 y C"(f;)=H?(D).
Por lo tanto g O0C"(f).

Ahora probaremos que g, es divisible por f; s g DCD( f) . Esto es, que % €s una

0

funcioén interior.

Seam(r):min{‘fo(z)‘ |7 =r <]}, ysea r unvalor fijo parael cud m(r)=m>0.
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Como gC"(f), entonces paracada £ >0 existe un polinomio p=p(r,¢), tal que
|pf —g<em

Luego para|z = p, 0< p<1,tenemos

1 cor 2 2
(16) >l Ip(2) f(2)-9(2)] do<|pf —g| <’
Colocando-22 = h, tenemos que en el circulo|Z =r
0
1 c2m 2 1 c2m Jo9 2
_ -1 _90%
(17) —Is p(2) f,(2) -h(2) & (2)| de_zﬂjo pf, . do
2
_ 1 ?7pt-g do
20 fo

1 2 _ 2
<—|pf —g| <é&°.
> ot —g
y obtenemos, para |z| =r , usando la desigualdad de Minkowski,

w® (5"

-1, In(2) 0 (2)" do

j%

1 2 be:
< (57 jo”(|hg1— pfy| +| pty])? dej

1 com 2 % 1 ronm 2 %

<e+|pty| = +[pf|<e+|pf -g]+[d]

<e(1+m)+|g

31



Haciendo que r — 1, con £>0 arbitrario se tiene que la funcién hg, pertenece a
H2(D) y como ‘h(eie)‘ =1 c.t.p. entonces g, debe ser el factor exterior dehg,, y asi

h su factor interior.

Por lo tanto ggpesdivisible por fy,lo cual demuestrael teorema. O

3.3.2 Definicion: Decimos que C’ es un subespacio invariante de M, si es un sub-

conjunto lineal y cerrado de H?(D) con la propiedad
(19) M,C O C,

estoes, M, f OC” cuando f C'.

Observacion: Se sigue del teorema anterior que una funciéon genera e mismo subes-
pacio invariante que su factor interior, es decir, C( f)=C"(f,).Més generamente,
C”(f) y C”(g)sonigualessi y solosi fy esun divisor degg,y reciprocamente, gqes
un divisor de fj, 1o cual solo ocurres fy = gp.

El factor interior, junto con la cantidad o ( f), también pueden ser caracterizadas
por ciertas propiedades en el subespacioC"™( f).
Si edenotael elemento unidad(e(z) =1), tenemos

(20) Mle=2", n=012,..
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y, s desladistanciade e a CD(f), entonces la condiciond = 0es necesaria y sufi-

ciente paralaclausura. En este caso tenemos f, = e.

En el caso genera se cumplelo siguiente:

3.3.3 Teorema: La proyeccion de e en CD( f) coincide con € factor interior f, de f

multiplicado por la constante v1- d? . Las cantidadesd yo=90 ( f ) estan conectadas

por la ecuacion

(21) d2=1-e2%.

Sf (z) se anula en sus primeras p—1 derivadas en € origen entonces la proyeccion
de MPe=zP en C°(f)es igual a \/1-d3fy, donde des la distancia de zPa

C(f).

Demostracion: Parala prueba de la primera parte del teorema, consideraremos €l ca-

so f (0) =0 como caso trivial, puesto queentonces d =1y d=oo.
Supongamos que f (O) #0 y sea g laproyeccion de e en CD(f). Entoncesg—e es

ortogonal atodos |os elementos de CD( f ) , en particular a { z" g} , lo cual produce,

(<]
0

22) (2'g.9-¢) =%Tj§”($i9)—1)g(ée)ei”9de=o, N0,
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1 ¢27 {0\ irgn_ L1 (27 [ ig\ inoa._ |9(0), n=0
(23) Py ‘g(e )‘ e dH—ETJ‘O g(e )e de—{o ey

Tomando la parte conjugada de la primera integral, vemos que la serie de Fourier de

2 2
‘g(e‘e)‘ se reduce a término constanteg(0) y por lo tanto, ‘g(e‘e)‘ =g(0) delo

gue se sigue,
1 1
24 o =~ log———
(24) (9) 595 5)
) @ =g —eff =|d -[o[" =1-g(0) =1-¢*%)

Comparemos ahorag () con lafuncionh(z) = f,(0) fy(z); donde f, esel factor inte-

riorde f (fo(0)>0, ‘ fo (eig)‘:l). Entonces

(26) In—e? = | - (n.€) - (e.h) +[¢ff =1- 1 (0) =1~

Como f, debe ser un divisor del factor interior de g, entonces 5(9) > 5( fo); luego

por (25) y (26), setiene

@) In-el<]o-d=a.



Por otro lado, se sigue de ladefinicion de g que [h-€|=|g-¢].
Entonces € signo de igualdad se debe cumplir en (27), lo cua implicah = g, puesto

que el subespacio C”(f)eslinea y el espacio de Hilbert es uniformemente convexo.
Entonces, g(z) = f,(0) f,(z) =v1-d*f,(z) y la primera parte del teorema queda

establecida.

Para |la Ultima parte del teorema, sea H p € subconjunto de H consistente de todas
las funciones que se anulan en sus primeras p — 1 derivadas en el origen.

La transformacion definida como una multiplicacion por z~ P es entonces una isometria

y esta determinada por todos losH , . De esto es claro, que la segunda parte del teore-
ma es una consecuencia de las propiedades ya probadas.

Notemos solamente quesi fy(z) =a,z” +..., a, 20, entonces

p

(28) d?=1-a’

Yy 9p(2) =a,fo(2),donde g, eslaproyeccién de z° en C'(f).O

3.3.4 Teorema: El subespacio lineal cerrado CD( f, g) generado por los conjuntos

donde f y g no son idénticamente nulas, esidéntico con e subespacio C™(hy) gene-
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rado por e maximo comun divisor h, delosfactoresinterioresdef y g.
3.3.5 Teorema (Beurling): Todo subespacio invariante C' de M, no idéntico al
elemento nulo, contiene una funcion interior fy determinada de manera Unica que

generaa C en e sentido que
(29) C =C"(f,).

Demostracion: Seap=0e menor entero tal queC” contiene una funcion cuya p-ési-
ma derivada es diferente de cero en el origen. Entonces, la distanciad,, de M Pe=2P
a C', esmenor quel,y podemos definir asi unafuncion f, por larelacion:

1-d? fo = laproyeccion dezPen C'.
En la misma forma que en €l teorema 3.3.3, encontramos que f, es una funcion inte-
rior,

fo(z)=a,zP + apﬂzp+1 +...,

tal que

dszl—a

2
2.

Se sigue entonces queC"( f,) O C". Més alin, s (29) no es cierto, existiria una fun-
cion interior g, 1C lacua no serfadivisible por f.

Por @ teorema 3.3.4, & maximo factor comun hy(z) =b,zP +b,, 2" +..., de fo, 0

podria también pertenecer a C .

36



Entonces

fo(2)
hy(2)

<1 |Z<1,

lo cual implicaqueay, <by,, esto llevaalacontradiccion

Hzp ~bph (Z)HZ =1—b§ < dg,

lo cudl finadlizalaprueba. [

Observacion: El teorema anterior usua mente se expresa diciendo que cada subespa-

cio invariante deM, tiene la forma C”= f;H? (D), donde f, es una funcién interior.

Ademés s fq, g, son funciones interiores entonces foH?(D) 0 goH?(D) s y solo

. f L, )
s -2 esunafuncion interior.
Yo

Ejemplo 1: Sea Z € conjunto de los nimeros enteros, entonces Z es un anillo de

ideales principales y susideales son delaforma mz , donde mZ .

Si 1,,1, son dos de estos idedles se tiene que |, n I, =1, donde ¢ =mcm(a,b). Por
otro lado el ideal generado porl ., 1, es 14 donde d = MCD(a,b).

En H?(D) ocurre algo similar paralos subespaciosinvariantesde M, .
Sean f,H?(D), g,H?(D) subespaciosinvariantesde M, , f,, g, son funciones inte-
riores, entonces f,H?(D) n g,H?(D) =h,f,g,H?*(D), hy=MCD( f,,g,), donde

f,=hf,, 9,=h0, yademés f, y g, notienen nadaen comin.
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En el caso del subespacio invariante generado por f,H?(D) y g,H?(D) setiene que

gen( f,H?(D),g,H?(D))=hH?(D), con h, = MCD(f,,g,).

3.3.6 Corolario: Cada conjunto no vacio de funciones interiores { fo} , enumerable o
no, tiene un maximo factor comin h, determinado de manera Unica definido por las
siguientes propiedades. hyes una funcion interior que es divisor de cada f D{ fo} ;
mientras que cada K, con esta propiedad es un divisor de hy.

3.3.7 Teorema: Sea C un subespacio invariante de H? (D) bajo M7 no idéntico al

elemento nulo. Entonces C tendra, al menos un autovector

1
¢(Z)_l—/12’ |Z|<:L
0, Sl no, una funcion de la forma
_a : 2 1
(30) w(z)=1 exp{ _[0 mdﬂ}#o

donde u= ,u(H) es una funcién acotada y no creciente cuyos puntos donde crece

forman un conjunto de a lo mas medida cero.
Demostracion: Sea C" el complemento ortogonal deC,y sean f OC y gOC'.

Entonces,

O:(f,g):(MZ[hf,g):(f,MQg), n=0
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lo cual implicaqueM,C" 00 C". Es decir, C”es subespacio invariante de M, . Como
el teorema se cumple en el casoC = H?(D) podemos suponer queC ¢ H? (D), y por

lo tanto que C" contiene funciones diferentes de cero.
De acuerdo con € teorema 3.3.5, existira una funcion interior h quegeneraa C’, yla
condicion
(f.mZn)=0, nzo0,
es entonces necesariay suficiente paraque f pertenezcaa C.

En particular, un autovector ¢, pertenecea C sy solo s (¢A,h) =0.Enestecaso ¢,
pertenecea C si y solo s (h,¢A):h(§):0.

En efecto, usando laférmulaintegral de Cauchy, tenemos

(h,m):i Zﬂh(e )d9: - .[o 0 _h(j)'

290 1-)e? 27

Por otra parte, una propiedad general de funcionesinteriores h, es que 1-h(0)h(z)es
ortogonal a{ z'h( z)}: .
Entonces, 1-h(0)h(z) pertenecea C,y, en el caso que h(z) #0, |7 <1, es decir, que

h no tenga ceros en & disco abierto unidad, tenemos

2

h(z) = exp{— jj”%da} #1.
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1-h(0)h(z2) :1—exp{— j”ﬁda};‘éo,

entonces, lafuncion 1-h(0)h(z) que pertenecea C, es unafuncion de laforma (31),

lo que demuestra el teorema.d

Ejemplo2: Sea SOH , H unespaciodeHilberty T:H - H unoperador lineal.
Entonces TSO S - T°S” 0 S”. Esto nos permite conocer subespacios invariantes de
MZD apartir delosde M, .

Tenemos por g emplo que

(o] -mf)

{(12—_71/12)3 i Z(D)T ) Span{l—l/lz ’ (1—32)2 ’ (1—2/12 z)s} '

En e caso de un producto de Blaschke en genera setiene

2 0_ 1 1 z ¢ —
[B(z)H?(D)] —span{lz,...,z ’1-ak’(1—ak)2""’(1—ak)"“’k_lz""}

n

[¢) nk — K
donde B(z):z”|_|@[lZ Ek] ,N>0,a #a; s kK% j.
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Consideremos en particular la funcion interior ¢ definida por ¢(z) :exp{—} ,
para z[OD, entonces l//HZ(D) €s un subespacio invariante de M,. Sea U e com-

0
plemento ortogonal de ¢/H? (D). Esto es U :(z//Hz(D)) .

Sea T:H?(D) - U laproyeccion de M, sobre U , esto es, el operador en U defini-
do por:Tf =PM,f , donde P es la proyeccion ortogona en H2(D) con rango U .

Por |o tanto e operador adjunto T de T seralarestriccion de M; au.

Las consideraciones anteriores, junto con los siguientes lemas seran de gran utilidad

parael desarrollo del préximo capitulo.

Notacion: Lat A denotael conjunto de todos los subespacios invariantes de A.
3.3.8 Lema (Rosenthal): Sea A un operador lineal acotado sobre un espacio de

Hilbert H. Sean M,N O LatA talesque M ON y N n M " esinfinito dimensional.
S P esla proyeccion ortogonal sobre NnM™,y B= PA‘N n M " entonces se tiene
que KOLatB siysoloss KOM OLatA y KOM ON.

Observacién: En e lema anterior sea A=M,,M =¢H?(D),N =¢H?(D) donde

4

Y, ¢ son funciones interiores tales que E esinterior.( ¢ dividea ¢).
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Entonces ¢/H?(D) 0 ¢H?(D) y ademés se tiene que |as Gnicas funciones interiores
guedividen a ¢ son las funciones

a(z+1)
z-1

I/Ia(Z):eXp{

},Osasl

Por el Teorema de Beurling, los subespacios invariantes de T corresponden a las fun-

cionesinteriores que dividen a ¢, .

i 4

Més precisamente, S es una funcion interior, se tiene que ¢;H?(D),¢,H?(D)

a
son subespacios invariantes de M, tales que ¢,H?(D)0¢,H?(D), y luego €
0
subespacio ¢,H?(D)n (z/lez(D)) es invariante sobreT , y todos los subespacios
invariantesde T se obtienen de lamismaforma.

0
En efecto sea T =PM, (lez(D)) , donde P es la proyeccion ortogonal sobre

0
(l//lHZ(D)) :
Entonces por € lema anterior setienequeSC LatT siysoloss SUM OLatM, y

SOM ON donde M =¢,H?(D),N =¢,H?(D).
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Capitulo 4

Subespacios Invariantes del Operador

de Volterra. Enfogue de Sarason.

El operador de Volterra V en L?(0,1) es definido por:
(V)(x)=[ f(t)at , 0<x<1, fOL*(0.).

Nuestro proposito aqui es demostrar que los subespacios invariantes de V son los sub-
espacios L?(a,1), donde O<a<l.

Es importante destacar la conexion de este resultado con el teorema de convolucién de
Titchmarsh. Esta caracterizacion de |os subespacios invariantes del Volterra fue proba-
da originalmente usando €l teorema de convolucion.

Reciprocamente, € teorema de convolucion puede ser obtenido sabiendo que los

subespaciosinvariantes de V' son los subespacios L (a,1), donde 0<a<1.Ver [6].

Para nuestro propdésito especia usaremos € teorema de Beurling, que caracteriza los

subespacios invariantes del operador M, .
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4.1 Definicion: Sea S e semiplano superior (Imw>0). El espacio de Hilbert

H? (S) consiste detodas las funciones f holomorficasen S que satisfacen

[ £ = sup [ | (x+iy)] dx <eo.

O<y<oo
De manera similar sedefine H? (W), donde W es el semiplano derecho (Rew>0).

4.2 Teorema: Seaf una funcion analitica en & semiplano derecho (Rew>0).

Entonces f estaen H?(W) s ysolosi lafuncion (1+w) f (w) es transformada por

la aplicacion 2= o1 una funcion h de H?(D), h(z)zif(ﬁj,zDD.
w+1 1-z \1-z

Ademés, la aplicacién f - \/7rh es una isometria deH?(W) sobre H?(D). Ver

[S].

Observacion: El teorema anterior nos permite definir una isometria natural J, de
H?('S) sobre H?(D) donde S ese semiplano superior.

En efecto, s f estaen H?(S) entonces g(w) = f (iw) estaen H?(W). Por lo tanto,
la funcion (1+w) f (iw) es transformada en una funcion h de H?(D) mediante la

aplicacion z:W—_l.
w+1

De z:W—_1 setiene que W:E , con zDD,dedonde1+w:i.
w+1 1-z 1-z



El teorema implica entonces que la aplicacion (J,f)(z) ==——

unaisometriadeH ?(S) sobreH? (D).

Ser& conveniente de ahora en adelante considerar a L (0,1) como €l subespacio de
L?(—c0,0) consistente de todas aquellas funciones que se anulan fuera del intervalo
(0,1), y andlogamente para L*(a,b), paraa y b talesque ~-w<as<hbs< .

Esto nos permitira hablar de transformadas de Fourier de funcionesen L? (a, b) .

4.3 Teorema (Teorema de Paley -Wiener): Una funcion de valor compleja f en €

semiplano derecho pertenecea H? (W) si y solo si tiene la forma

f(w)=—=] f(t)e™ct

1
N2

para alguna funcién f en L?(0,e).Esta representacion es tnica.

Este es un teorema clésico cuya demostracion se encuentra, por giemplo, en [5].

Observacion: El teorema de Paley-Wiener nos permite definir una isometria J, de

L?(0,) sobreH?($S) . Lacual viene dada por
(sz)(w)=%7j;° f (t)e"™dt, donde f OL2(0,0) y wiIS.
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4.4 Proposicion: J =J,J, es una isometria de L?(0,») sobre H?(D).La transfor-

macion lineal J de L?(0,») sobre H?(D) esdada por
16)(2) =2 [ ¢ (1 exp| -1 2t |t
1-z-0

Ademés J enviaa L?(a,») en ¢,H?(D), donde wa(z):exp{az—j} y de esto se

tiene que enviaa L (0,1) sobre U :((/llHZ(D))D.
Demostracién: Probemos que J (L2 (a,oo)) =y,H?(D).

Supongamos que f OL*(a,«), entonces f =0 c.t.p.en[0,a].

Luego

Entonces (ilDHZ(D),Osea, Jf Dy,H?(D). Luego J(Lz(a’w)) Dy,H?(D).

a
Paralainclusion inversa, sea ¢, Oy, H 2(D) . Entonces g = Jf paraagunafuncion

f 0L%(0,0); esdecir g(2) :gj': f (t)exp[—gt}dt.

46



Entonces

%.9(2) =£ I (t)exp[f_z(t +a)}dt

-z -z
Definamos h(t):{; (t-a), ::a ,
. t<a

entonces hOJL?(a,) y ¢,g=1Jh,delocua ¢,H?(D)0O J(Lz(a,oo)).

Por lo tanto J (Lz(a,oo)) =y,H?(D).

En particular s a=1, setiene J (L2 (100)) =y¢yH?(D), donde ¢, (2) :exp{i—j}.

Delo cual se obtiene que J (LZ(O,l)) :(z/leZ(D))D. O

4.5 Proposicion: El operador (V+1)7"=Q(I -K) Q es la proyeccion de

L*(02)’
12(0,00) sobrel?(0,1) y (Kf)(x)=["f(t)edt, donde f OL2(0,1).
0

En otras palabras,(V +1)™ es la proyeccién sobrel?(0,1) del operador | -K en

L*(0,), donde K es el operador de convolucion con la funcion

AdemasKf OL%(0,2).

47



Demostracion: Primero veamos que Kf OL%(0,1). Por la definicion de convolucion
(KE)(x) = OK)(x) = [ F () k(x=t)dt.

Usando la bien conocida desigualdad || f k| ) <|| || [|k], para f OLP y kOL*(0,%),
1< p<eoo tenemosque [[K|, =[f 0k, <[ [, [k, <[[f], . puesto que ||, =1. Estase
puede encontrar, por gemplo, en Rudin [8].

Ahoraprobemosque (V +1)Q(1 -K) f = f para f OL*(0,1).

Para s0[0,1], (QKf )(s) :J.;'f (t)e™°dt , puesto que Kf OL*(0,1).

Entonces

[(1+V)Q(1 =K) f](s)= F(s)+ [ f (t)dt~ ] F (t) e ct~[ [ ' (t) € atax.

Aplicando e teorema de Fubini tenemos,

[ o]0 1 (1) dtax= [ f (t)[ jtset'xdx}dt = [, ()| 1-¢7 ]t

Delo cual seobtiene
[(1+V)Q(1-K) T](39)= £ (3).

Por lotanto (V +1) ™ =Q(1 -K) O

L*(01)"
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o o . | +M . .
4.6 Proposicion: | —K esunitariamente equivalente a > £ En particular setie-

neJ(l—K):(HZMZjJ.

Demostracion: Sea f [ L2(O,oo) . entonces

1+z

(IKf)(2) :gj‘:(ﬁ f (s)es'tds) exp{—l—t}dt

Luego

(JKf)(2) =1£_[:(.[: exp{l%zzt}dsjf (s)esct

-Z

270 1-z
=§(1g)(af)(z)
-E
=M () ()
Por lo tanto JK:wJ.
2
Ahora 3 (1 ~K)(1 (2)) = (3)(2) ~ (36 )(2) , entonces 3(1 ~K) =1 +2MZ)J. o
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-1 o . T+
4.7 Teorema: El operador (V + 1) es unitariamente equivalente al operador —

O
Donde Tf =P(M,f) ,P esla proyeccion ortogonal sobre ((//lH 2(D)) .

Demostracion: Recordemos queJ = J,J, es unaisometriade L*(0,) sobreH? (D).

(Ver 4.2, 4.4).

Por otra parte como (V +1 )_1:Q(I -K)

2(03) donde Q es la proyeccion sobre

L*(0,1) y J(1 —K):w\l , sesigue que

I(v+1)=3Q(1-K)=PI(I —K):P(HZMZJJ:('J’TJJ,

0
dado que PJ = JQ, donde P eslaproyeccion ortogonal sobre (z//lH 2(D)) .

- _ . | +T
Por |o tanto, (V + I) ! es unitariamente equivalentea —— .0

L as consideraciones anteriores permiten determinar |os subespacios invariantes de V

usando €l teorema de Beurling para|os subespacios invariantes de M,.

4.8 Teorema: Los subespacios invariantes de V son los subespacios L (a, 1), donde
O<ac<l.
Demostracion: Los operadores V , (V +1 )_ltienen los mismos subespacios invarian-

tes, puesto que cada uno puede ser aproximado por polinomios en € otro.
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En efecto, como V es cuasi-nilpotente tenemos (V +1)™ =i(—1)”vn. Considere-
0
mos ahora € operador B:(V+I)_1—I :—V(V+I)_1, el cua también es cuasi-
nilpotente.
Entonces (B+1)" = i(—l)n B", de donde
0

- :[(v 4l )'Tl =V +1

S [y vyt
uego
V-t ([ )]
V=l +i(-1)"[(V+|)-l_|}“
V=X (v -]
donde cada serie converge en a topologia niforme de operadores

Por lo tanto, LatV = Lat(| +V)_1. Sea ahora W =(1 -V)(I +V)_1:2(| +V)_1—I :
esto dado que (| +V)_1 =1 =V(l +V)_1, entonces LatW = LatV .

De 45y 46 setiene que W =Q(1 -2K)[L*(0,2), y 1 -2K =37'M,J entonces W
es unitariamente equivalente a operador T = PM,, donde P esla proyeccion ortogo-
nal sobre (l//lH ( D))D . (Ver también 4.7)

El hecho que LatW :{ L?(a,): aD[O,l]} , se sigue de la observacion del lema 3.3.15
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y que J (L2 (a,oo)) =y,H?(D), donde y,(z) = exp(az—jj , a0[o,].

Como W =J7TJ | T(((//Hz(D))D m//aHz(D)j 0 (sz(D))D nwH?(D),y
ademés J(LZ(O,l)) :(1,[/1H2(D))D y J(Lz(a,oo)) =,H?(D), seobtiene entonces
que TI(L2(01) n 1% (a,)) 0 (12 (a,1)) y deaqui

w(L?(a1))=3713(12(a)) 02 (a) .

Por tanto los subespacios invariantes del operador de Volterra V son los subespacios

L2 (a1),donde O<a<1.0O
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Capitulo 5

Conclusiones

1. El subespacio generado por {z”f (z)}:es igua a generado por {z” fo(z)}:

donde f, es el factor interior de f. S span{ z' fo} :span{ z”go}, entonces
fo = 0o-
2. S T satisface las condiciones (A), (B), y (C), entonces T s unitariamente

equivalente a .D_le actuando en QlH (D), donde n puede ser un niimero

natural o incluso infinito. Este operador Dlese llama una traslacion de
multiplicidad n. Lamultiplicidad es1 s y solo s (D) se satisface.
En general dado un autovalor A de T, n=dim{ f :Tf =Af} . (Estadimension

no depende del A elegido).

3. M, esun operador iSométrico no unitario y no existen subespacios no triviales

S de H quereducen a S. Esto es, s S es un subespacio cerrado de H tal

que Sy S” soninvariantespara T, entonces S={0} o S=H.
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Todos los subespacios invariantes del operador M, son descritos, estos son

S=FH?(D), donde F esunafuncion interior.

El operador MZD no satisface un problema de extincion. Para ver esto conside-
ramos una funcién interior singular ¢ y MZD restringido al subespacio inva-
riante (¢H 2 (D))D. En este espacio no hay ningtin autovector de M 5.

Un trabgjo futuro es tratar de caracterizar 10s subespacios invariantes de M,

cuando este actlia en €l espacio de Bergman, todas las f anadliticasen D tales

que ”f (z)‘2 dA(z) < e, donde dA eslamedida de Lebesgue de drea.
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Apéndice

Comentarios Sobre Beurling

Arne Carl-August Beurling nacié € 3 de febrero de 1905 en Gothenburg, Suecia y
muri6 en Estados Unidos el 20 de noviembre de 1986. Estudid en Uppsalay obtuvé un
doctorado ali en 1933. Di6 clases en Uppsaa desde 1932 hasta 1952, donde fue
profesor de Matematicas.

Durante la temporada 1948-1949 Beurling fue profesor visitante en la Universidad de
Harvard, EE.UU. En 1954 emigré a los Estados Unidos, donde fue profesor en €
Instituto de Estudio Avanzado en Princeton.

Beurling trabgjo en la teoria de funciones generalizadas, ecuaciones diferenciales,
analisis armonico, series de Dirichlet y en lateoria del potencial. Tomo los conceptos
de energiay laintegral de Dirichlet para hacer una teoria global axiomética, la cua se
[lamé teoria de espacios de Dirichlet para funciones complejas.

Durante la segunda Guerra Mundial, Beurling trabaj6 descifrando los codigos de los
alemanes. Sobre Beurling, Kjellberg escribio:

Beurling era una de las personas mas encantadoras que uno puede encontrar.Tenia
un fuerte sentimiento para la justicia y la honestidad.

Durante la segunda guerra mundial é descifro en dos semanas (en e verano de 1940)
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el codigo de mensaje aleman G-Schreiber, siendo asi conocidos todos |os movimien-
tos alemanes por |0s suecos.
Para mayores referencias sobre su actuacion en la segunda guerra mundial ver por
gemplo e libro “Codebreakers. Arne Beurling and the Swedish Crypto Program
During World War 11" por Bengt Beckman. Una critica sobre este libro se puede en-
contrar en “Notices Of The AMS’, Volumen 50, nimero 8.

Por otra parte, la busgueda de |os subespacios invariantes de operadores es un tema
de mucha actualidad. Usando, por gjemplo, €l “full search” de “Mathematical Review”
de la AMS se han encontrado 4238 titulos, més de 120 de ellos solo en los afios 2003

y 2004.
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