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ABSTRACT
A damage detection location scheme for structures is developed with the use of singular value
decomposition and a matrix norm. Damage is represented as a reduction in stiffness producing a set of
linear differential equations. The system eigenvalues and eigenvectors, that may be obtained
experimentally, are found through mathematical modeling of the structure.  The eigenvectors and
eigenvalues along with singular value decomposition are used to determine the characteristic matrix of the
standard eigenvector problem of the system. The differences of the values of the column norms are
compared with the undamaged and damaged structure.  The methodology was compared with the
eigenvector curvature technique showing capacity to predict location were the curvature technique failed.
A case including the use of random noise in the eigenvector was tested to simulate experimental error.

Results yielded the same predictive behavior.



RESUMEN

Un esquema de localizacidn de dafio para estructuras es desarrollado con el uso de descomposicion
de valores singulares y la norma de los vectores de la matriz. El dafio esta representado como una
reduccién en la rigidez, produciendo un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales. El sistema
de vectores propios y de valores propios, que pueden ser obtenidos experimentalmente son
encontrados a través de modelos matematicos de la estructura. Los vectores propios y valores
propios junto a la descomposicion de valores singulares son usados para determinar la matriz
caracteristica del problema estandar de los valores propios del sistema. La diferencia de los valores
de lanorma de las columnas son comparadas con la estructura dafiada y no dafiada. La metodologia
fue comparada con la técnica de la curvatura de las formas modales, mostrando capacidad para
predecir la localizacion donde falla la técnica de la curvatura. Un caso que incluye el uso de ruido
aleatorio en los vectores propios, fue probado para simular error experimental. Los resultados

tienen el mismo comportamiento de prediccion.
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CAPITULO 1 - INTRODUCCION

La presente investigacion estard orientada a la determinacién de dafio estructural. La aplicaciéon
de la técnica de la Descomposicion de Valores Singulares y la determinacion de la Norma en las
columnas, de las matrices caracteristicas, se usaran para investigar la aplicabilidad del Método
del Cambio de la Norma. Varios ejemplos con esta técnica serdn comparados con resultados

obtenidos con el método de la variacion de la curvatura de la forma modal.

En el CAPITULO 2, se expone un resumen de la clasificacién de las técnicas actuales que se usan
para la deteccién de dafio estructural con un enfoque en las vibraciones mecdnicas. Se
mencionan a tres grupos. En el primer grupo se encuentra la técnica de deteccion de dafio
estructural debido a la variacién de la frecuencia natural. En el segundo grupo se encuentra la
técnica de deteccién de dafio estructural debido a la variacion de la curvatura de las formas
modales. En el tercer grupo se encuentra la técnica deteccidon de dafio estructural debido a las
formas modales. El método de la variacion de la curvatura de la forma modal serd usado para

comparar la aplicabilidad del método desarrollado en la presente investigacién.

En el CAPITULO 3 y 4, se expondran ejemplos simples que son desarrollados para pequenos
modelos matematicos que explicaran, como se desarrolla los dafios estructurales. Seguidamente
se hara uso del método de los elementos finitos aplicado a estructuras para modelos mucho mas
grandes en ella se emplea la técnica matematica de la reduccidn Estatica. Seguidamente se usara
esta reduccién para desarrollar la técnica del cambio de curvatura de la forma modal. También
se usara para implementar la técnica del cambio de la Norma. Ambas técnicas tienen el objetivo

de ubicar el dafio. Finalmente se desarrollara un flujograma del algoritmo basado en los

1



elementos finitos, para detectar dafio con ambas técnicas. De manera que se pueda evidenciar
la aplicabilidad del método. Para los casos bajo este estudio, la matriz caracteristica serd

simétrica, positiva definida.

En el CAPITULO 5, se presentaran los resultados analizados de simples ejemplos para pequefios
modelos matematicos, y también para varios elementos discreto de la estructura, aplicando el
método de los elementos finitos. El Dafo se aplicara a varias localizaciones y hay casos en el cual
hay mas de un dafio simultaneo que son examinados. En adicion los resultados se comparan con
los resultados del método de la variacién de la curvatura de la forma modal. Para simular un
error que puede ocurrir en resultados experimentales, un caso en el cual hay ruido aleatorio se

anadird a los vectores propios que se estudian.

En el CAPITULO 6, se mostrard las conclusiones de la investigacion y posibles temas para estudios

futuros.



CAPITULO 2 - REVISION DE LA LITERATURA

La idea principal para la identificacion de dafio estructural, usando métodos de Vibraciones, esta
fundamentado en el cambio de las propiedades fisicas tales como la geometria y el valor de la
masa. Estos cambios a su vez también se pueden reflejar en cambios de los pardmetros vibraciones
tales como las frecuencias naturales, amortiguamiento y rigidez. (Qiao et. al.,2011). Desarrollo
un estudio comparativo sobre métodos de identificacion de dafio estructural. Desarrollando el

siguiente esquema de clasificacion:

2.1Clasificacion de los métodos para detectar Dafo

2.1.1 Método basado en el cambio de la frecuencia natural.
2.1.2 Métodos basados en el cambio de la curvatura de la forma modal

2.1.3 Métodos basados en la forma Modal

2.1.1 Métodos Basados en la Frecuencia Natural

Este método examina el efecto de cambio de la frecuencia natural de la estructura cuando se origina
un dafio. Normalmente el dafio se representa como una reduccion de la rigidez de la estructura.
Una ventaja es que la instrumentacion empleada es minima para medir la frecuencia. Una
desventaja es que en la mayoria de las veces da informacion indicando donde esta la localizacion
del dafio en forma global. A continuacion, algunas revisiones de Investigadores y el Aporte que

dejo sus investigaciones.

Adams et al. (1978) Presenté un método para detectar dafio, tomando como parametro a la

frecuencia natural. EI método no destructivo consistia en evaluar la integridad de la estructura,



para el cual desarroll6 un analisis unidimensional. Mostrando como las mediciones de las
vibraciones llevadas a cabo en una misma estacion de la estructura, Podia ser usado en conjunto
con un adecuado modelo teorico para indicar la magnitud y ubicacion del dafio. Sin la necesidad
de acceder a toda la estructura. Ademas, la labor involucrada no se incrementaba con el incremento
del tamafio de la estructura. Desarrollo pruebas experimentales en barras prismaticas rectas, doble
barra conicay eje de levas de automdvil. Trabajo con modos axiales y modos de torsion. Comprobo
que la reduccién de la rigidez significaba aumento del amortiguamiento y cambios en la frecuencia
natural. Menciono que las frecuencias de resonancia son funciones de las propiedades fisicas y
geométricas e independientes del punto de excitacion (a menos que este en un nodo para un modo
particular de vibracién del sistema) y finalmente también escribi6 que la distribucion del esfuerzo
a través de una estructura no es uniforme y es diferente a cada frecuencia natural (modo). Cualquier
dafio localizado podria afectar de una manera diferente a cada modo, dependiendo de la ubicacion
particular del dafio con respecto al modo. Recomienda que a toda estructura antes de ponerlo en
servicio se le practique mediciones de frecuencia. Para que sirva de antecedente en su historial.
Para cuando se haga mediciones a lo largo de su vida Gtil y comprobar comparar resultados para

diagnosticar adecuadamente la estructura.

Gudmundson (1982) Derivé una expresion explicita para la frecuencia de resonancia en estructuras
dafadas, escribié que las grietas alteran la geometria, esta a su vez altera a los valores y vectores
propios, y si debido a estas dos Ultimas alteraciones los valores propios cohencidieran con la
frecuencia de resonancia podria aumentar el dafio en la estructura. Indico que si el dafio es pequefio
entonces podria ser tratado por la teoria de la perturbacion. Haciendo una analogia simple que
variacién geométrica pequefa es igual a perturbacion. Uso como parametro para rastrear al dafio

al cambio de la frecuencia de resonancia. Desarrollo el método de la perturbacion de primer orden,



el cual predecia los cambios en la frecuencia de resonancia de una estructura, producto de la
presencia de grietas, cortes a manera de muescas que producian cambios en la geometria. Los
cambios de los valores propios debido al dafio son mostrados dependientes de la energia de
deformacion en una solucion estatica. El cual es facilmente obtenida para pequefias grietas. El
método ha sido probado para tres diferentes casos de grietas cono una grieta a manera de
perforacion en el alma, otra en la parte inferior del alma y finalmente en el extremo de viga
prismatica. Resultado previsto del andlisis numérico es muy parecido a los resultados

experimentales.

Liang et. al. (1992) Estudio la relacion tedrica entre la ubicacion, magnitud y cambio del valor
propio (frecuencia Natural) de una grieta inducida al dafio es estudiada para dos tipos de estructura,
viga cantiléver y viga simplemente soportada. Buscando una relacion analitica entre ellos.
Menciona que el cambio de la rigidez sea local o distribuido conduce a cambio en las frecuencias
naturales de las estructuras, menciono también que la medicion de las frecuencias naturales en la
estructura en dos etapas distintas de tiempo ofrece la posibilidad de detectar dafio siempre y cuando
existiera variacion. Para el caso de vigas uniformes un resorte torsional sin masa fue usado para
representar la flexibilidad local inducida por la grieta. Derivo la ecuacién caracteristica como una
base para determinar la relacion entre la rigidez y la masa. Fue empleado los conceptos de
receptancia para un sistema vinculado a dos coordenadas (axial y rotacional). el analisis
experimental estaba basado en los elementos finitos del programa computacional SAP, con el,
determino los valores propios de la frecuencia de ambas estructuras con una variedad de escenarios
de dafio para validar la relacion teorica que fue derivada. La comparacion entre las condiciones

del dafio predicho y simulado son satisfactorias. Concluyendo finalmente que. En primer lugar, la



estructura es considerada de comportamiento lineal y la segunda, que las propiedades elasticas de

los miembros estructurales son invariantes en el tiempo.

2.1.2 Métodos Basados en la Curvatura de la Forma Modal

La curvatura de la forma modal mejora la sensibilidad de los datos de la forma modal para el dafio,
la curvatura de la forma modal es investigada como una prometedora caracteristica para
identificacion del dafio. La curvatura en general, se calcula a partir de los vectores caracteristicos;
En general se mide la diferencia absoluta en la curvatura en los diferentes modos indicando si

existe dafio en una estructura.

Pandey, et al. (1991) Investigo un nuevo pardmetro llamado forma del modo de curvatura como
un posible candidato para identificar y localizar dafios en una estructura. y lo aplica a dos modelos
de viga analitica. Uno de ellos es una viga cantiléver y la otra una viga simplemente soportada,
demuestra que los cambios absolutos en las formas del modo de curvatura se localizan en la region
de dafo y, por lo tanto, se pueden usar para detectar dafios en una estructura. Los cambios en las
formas del modo de curvatura aumentan con el aumento del tamafio del dafio. Esta informacion
puede usarse para obtener la cantidad de dafio en la estructura. El analisis de elementos finitos se
utilizé para obtener los desplazamientos de las formas modales de los dos modelos de viga en
estudio. Mediante el uso de una aproximacion de diferencia central. La forma modal de la

curvatura fue calculada a partir de las formas modales de los desplazamientos.

Hamey et al. (2004) ldentificd el dafio en un experimento con vigas compuestas usando la

curvatura de la forma modal.



Just, et al. (2007) Estudi6 el desarrollo de un esquema de deteccion de dafio en materiales
compuestos. En un esquema usando curvaturas modales que uso una red neural que podia detectar

dafio en una viga compuesta tipo sandwich.

2.1.3 Métodos Basados en la Forma Modal

Este procedimiento de investigacién contiene informacion local, que hace del método mas
sensitivo en presencia de dafios locales y se puede usar en la deteccion de dafio de multiples
direcciones. Es menos sensitivo a efectos medioambientales como la temperatura, entre las
desventajas, se tiene que usar muchos sensores para medir la forma modal y dichas mediciones
esta propensos a la contaminacion con ruido. EI método trata de establecer una relacion entre
gravedad/ubicacion de dafio y cambio en la forma modal a través de un modelo de elementos
finitos o prueba experimental. Por lo tanto, los datos de la forma modal dependen de la estructura
con y sin dafio. Este método toma el cambio de la forma modal y sus datos correspondiente en un

dominio espacial.

Salawu y Willian (1994). Indico que la ocurrencia del dafio en una estructura conduce a cambios
en el sistemay cambios en los pardmetros modales. Recientemente ha tenido considerable atencion
en encontrar relacion entre el tamafio y la localizacién del dafio en una estructura. Mucho de los
métodos propuestos para detectar y localizar dafio aprovechan los cambios en los parametros
modales, adoptando enfoques de sensibilidad y utilizando solamente cambios en la frecuencia
modal. Una mayor desventaja de los métodos basados en la sensibilidad es la cantidad significativa
de computacion requerido para grandes y complejas estructuras. Ademas, solo el cambio en la
frecuencia natural no es suficiente para localizar la posicion del dafio, ya que similar defecto en

diferentes puntos puede causar la misma cantidad de cambio de frecuencia, en contraste la forma



modal de vibracion puede ser fuertemente influenciada por dafios locales. EI mayor cambio en la
forma modal ocurre alrededor del defecto. Esto ofrece la posibilidad de localizar el dafio. Evalla
el desempefio de algunos procedimientos para localizar dafio usando formas modales. El
procedimiento no requiere extensa computacion o alguna teoria de modelado del dafio. La
simulacion de los datos usa el método de los elementos finitos. Fueron usados para comparar la
eficacia de los métodos en ausencia de error de medicion. Para probar una aplicabilidad practica
de los métodos, datos experimentales obtenidos de una viga estructural fueron usados. Se

obtuvieron diversos grados de éxito

Farrar y James (1997) Estudio sistemas de identificacion para vibraciones ambientales. Indicando
que la funcién de correlacion transversal entre dos mediciones de respuestas hechas en una
estructura excitada ambientalmente tiene la misma forma como si se tratara de un sistema con
funcion de respuesta-impulso. Por lo tanto, el procedimiento de ajuste de curva en el dominio de
tiempo estandar, el cual son tipicamente aplicados a la funcion de respuesta impulso, pueden ahora
ser aplicados a la funcion de correlacién transversal para estimar la frecuencia de resonancia y
amortiguamiento modal de la estructura. Esta derivacion es basada en la suposicion que la fuente
de vibracion ambiental es un proceso de ruido blanco aleatorio. Fijando la curva de la funcion de
correlacion transversal para obtener propiedades modales. Ofrece ventajas sobre procedimientos
estandares que identifica frecuencias de resonancias de picos en el espectro de potencia y el
amortiguamiento del ancho del espectro de potencia. La principal ventaja es la habilidad para
identificar modos estrechamente espaciados y su amortiguacion asociada. La frecuencia de
resonancia de un puente de carretera que fue identificado Fijando la curva de la funcion de
correlacion transversal, usando excitacion del trafico como una fuente de vibracién ambiental, se

comparan con las propiedades modales identificadas por los métodos de prueba de vibracion



forzada estandar. Los resultados de esta comparacion mostraron una discrepancia maxima de 3-63
por ciento. Comparaciones similares para los valores promedio de amortiguacion modal
identificados por los dos métodos mostraron una diferencia de 9-82 por ciento. Esta verificacion
experimental implica que el método propuesto para analizar datos de vibracion ambiental se puede
usar para evaluar con precision las propiedades dinamicas de las estructuras de una manera no

intrusiva.

Shi et. al. (2000) Presenta Un método basado en la estadistica y sensibilidad para localizar dafio
estructural por uso directo de formas modales incompletos el método es una extension del Criterio
de Aseguramiento de localizacion de dafio multiple (MDLAC), desarrollado por Mesina et. al.
(1998) Mediante el uso de la forma modal incompleta en lugar de la frecuencia modal. Este
enfoque hace uso de la mejor sensibilidad de la forma modal para dafio local. La estrategia de
deteccion de dafio es para localizar el sitio del dafio, primero usando medidas incompletas de la
forma modal, y entonces una vez detectado el sitio del dafio y nuevamente ampliar por uso de
medidas de frecuencia, el cual tiene una mejor exactitud que la forma modal. Una estructura plana
reticulada es analizada como un ejemplo numérico para comparar el desarrollo del método
propuesto junto con el Criterio de Aseguramiento de localizacion de dafio multiple. Los resultados

indicaron que el nuevo método es mas exacto y robusto en localizar dafio con o sin efecto del ruido.

Otros métodos

« Pandey y Biswas (1994) estudio la flexibilidad para detectar dafios en estructuras.

» Zhangy Aktan (1998) estudio la flexibilidad modal y sus derivados en estructuras.



« Reny Roeck (2002) propusieron una técnica de identificacion de dafio a partir del modelo de
elementos finitos usando frecuencias y cambios de la forma modal y establecid ecuaciones de

dafio a través de las ecuaciones de auto valores que caracterizan el comportamiento dindmico.
Dos articulos Buenos de revision de literatura

« Salawu (1997) Deteccidon de dafo estructural a través de cambios en la frecuencia (una

revision para ingenieria estructural)

« Pizhoung (2010) Métodos de identificacion de dafio basados en vibracion.
2.2 La Apropiada Descomposicion Ortogonal Aplicado a la Detectar Dafio.

Este método originalmente desarrollado para el area de mecanica de los fluidos, posteriormente
fue ganando aplicaciones en electronica, Fisica, quimica y otras Areas diferentes. Hasta que fue
adaptado para el area de analisis estructural. A continuacién, algunos investigadores y sus trabajos

desarrollados en el area.

Feeny et. al. (1998) Examino la interrelacion entre los apropiados modos ortogonales y los modos
normales de vibracién. El enfoque incluye modos lineales de vibracion y cierta clase de modos
normales no lineales. Menciono que Galerkin aplico esta teoria en el Andlisis de turbulencia,
indicando que los apropiados modos ortogonales, es una forma de representacion empirica de
bases modales, para la discretizacion de ecuaciones diferenciales parciales y que los modos
ortogonales apropiados muestran la representacion de la distribucion optima de la energia cinética
o potencial y los valores ortogonales apropiados indica la potencia asociada con estas principales
distribuciones. La aplicacion de la apropiada descomposicion ortogonal a las estructuras se refiere
de alguna manera con los desplazamientos de un sistema dindmico en m ubicaciones estos

desplazamientos son etiquetados como Xai(t), X2(t),..., Xm(t). Cuando los desplazamientos son
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mostrados N veces, se puede formar un arreglo del historial de desplazamientos tal que xi= [xi(ty),
Xi(t2),...xi(tn)]", para i=1, .. m. la media es frecuentemente sustraida del historial de

desplazamientos formados, formando una matriz de ensamble de orden nxm.

x1(t1)  x2(t1)  x3(t) - xp(ty)
X =[x, %5 o %] = xl(:tz) xz(:tz) x3(:t2) xmgtz)
X1(tn)  x2(tn) x3(tn) = xpm(tn)

Cada fila de X representa un punto en el espacio coordenado en un instante en particular. Entonces
se forma una matriz de correlacion de la siguiente manera, seguidamente se forma la matriz de
correlacion R de orden m x m donde: R= (1/m) XTX, siendo R real y simétrica sus vectores propios
seran bases ortogonales y al mismo tiempo modos ortogonales apropiados. Y los valores propios

son los valores ortogonales apropiados.

Ruotolo et. al. (1996) Analiza las respuestas de vibraciones de una estructura mediante el empleo
de la descomposicion de valores singulares para detectar dafio en su nivel inicial. EI método

propuesto tiene dos ventajas: 1) No requiere un modelo matematico a priori de la estructura.

2) puede ser aplicado a sistemas arbitrariamente complejos que pueden presentar muchas
condiciones operacionales normales. Demuestra que su método puede detectar dafio a través de
simulaciones numéricas en una estructura de tipo reticulada que sufre alteraciones en su
comportamiento dinamico debido al cambio de masa sin ocasionar dafio. Incluye ruido en la
medicién de los datos analizados, asi como sensibilidad con respecto al dafio estructural. Menciono
la clasificacion de Rytter (1993) con respecto a la deteccion del dafio estructural como sigue:
Nivel 1, (Deteccion), indica la cualidad del dafio en la estructura; NIVEL 2, (Localizacién),
proporciona informacion de la ubicacion probable del dafio; NIVEL 3, (Evaluacién), Cuantifica la

magnitud del dafio; NIVEL 4, (Consecuencias), predice la vida y la seguridad actual de la
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estructura en un cierto estado de dafio. Comenta, que la estructura a lo largo de su uso, muchas
veces sufre alteraciones en sus operaciones normales, como incrementos o reduccion de masa, para
esto hace una distincién si existe algun cambio en las condiciones de trabajo y si es origen de un
posible dafio. Aplico elementos finitos para obtener los datos para la simulacién numérica de la
viga del tipo reticulada. Los mismos que fueron alterados con ruido blanco y de color, pero al final
el método propuesto pudo detectar el dafio en su etapa inicial. Emplea la descomposicién de
valores singulares para estimar el rango de la matriz por evaluacion simple del nimero de valores
singulares que son diferentes a cero y que no estan relacionados al ruido de las mediciones. Hace
una diferencia entre condiciones operacionales normales donde no ocurre dafio y las condiciones
operacionales anormales cuando si ocurre el dafio. En ambos casos hay un rango de variacién. se
emplea un vector caracteristico "vi" y “v¢” donde el primer vector se refiere a un vector de
condicion operacional normal y el segundo vector significa un vector con una condicion
operacional actual y tal vez dafiada. Si se produce dafio entonces se produce una alteracion en el
comportamiento dindmico del sistema terminando en una alteracion en la respuesta de la vibracion,
entonces el dafio ocurrird cuando: vi # vc; para todo vi € [1,n]. Donde el vector caracteristico puede
ser ordenado en una matriz M de la siguiente manera: M= [v1 V2 ... Va V¢] SUpOngamos que V¢ es
parecido a algun vector en el intervalo de v1 hasta vy, entonces el rango de M sera el mismo como
si no se hubiera incluido a “v¢”, caso contrario el rango habria variado y seria indicio de inicio de

dafio. Entonces el método estaria cumpliendo con su objetivo.

Thiene et. al. (2012) Emplea la adecuada descomposicion ortogonal para estimar los modos de la
estructura dindmica. Mientras que el método de smoothing Gapped es aplicado a la curvatura de
los modos para identificar la presencia de los danos identificando cada variacion repentina en la

curvatura mediante la interpolacion con una curva cubica en un grid plano. Las dos técnicas
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combinadas fueron aplicadas a una placa cantiléver y a un panel rigidizado. La influencia de la
posicion del dafio en la exactitud de la deteccion del dafio es analizada en ambos casos. El analisis
numérico mostro que el método de Smoothing Gapped, Aplicado después de la apropiada
descomposicion ortogonal, es capaz de localizar el dafio en una placa cantiléver. La aplicacion del
método Smoothing Gapped a la curvatura es mucho més efectiva que simplemente usar el modo

ortogonal apropiado, y esto mejora lo que se afirmo anteriormente.

Eun (2015) Comento que un tipo de medicion de datos es la funcién de respuesta de frecuencia
(FRF) dentro del enfoque Dindmico. EIl cual no provee la suficiente informacion del estado de
salud debido a ruidos incluidos en los datos. Los modos ortogonales apropiados extraen de la
FRF datos en un rango de frecuencia prescrita y son utilizadas como un indice para reconocer la
existencia de dafio. Los apropiados modos ortogonales representan los principales ejes de inercia
formado por la distribucion de datos en la curva de las coordenadas modales. Propone un método
de deteccidn de dafio para rastrear el dafio basado en la curvatura de la energia del modo ortogonal
apropiado del elemento, de un modelo de elemento finito. La validez del método propuesto es

ilustrada por un experimento numérico y una prueba experimental.

2.3 Objetivo

Existen muchas técnicas para detectar dafio estructural y todas muy buenas dentro de sus
condiciones. En este estudio se “Propone una técnica para detectar dafio estructural Aplicando
la Norma en las matrices caracteristicas”. La matriz caracteristica dafiada es obtenida por la

descomposicion de valores singulares que es un tipo de la apropiada descomposicién ortogonal.
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CAPITULO 3 - METODOLOGIA

El analisis con vibraciones se ha utilizado para evaluar cambios del comportamiento estructural.
También se ha usado para evaluar cambios en el comportamiento dinamico de elementos
afectados, que han sido reparados o reforzados. Adicionalmente también tiene aplicaciones para

validar analisis dindmicos de estructuras construidas.

En problema de vibraciones, la conectividad de la estructura esta implicitamente dado en la matriz
de la rigidez. La metodologia que se propone toma ventaja de la simetria de las matrices de masa
y de rigidez. Entonces toda matriz obtenida a partir de estas dos matrices también sera simétrica,

es decir:
A=AT

Esta metodologia tiene como finalidad desarrollar una técnica para ubicar el dafio en estructuras.
Se comenzara explicando como se obtendran las matrices caracteristicas con y sin dafio, aplicando
la apropiada descomposicién ortogonal a través de la descomposicién de valores singulares en la
primera de ellas. El método es explicado a través de modelos sencillos. Para algunos casos
particulares de dafio. Para una aplicacion mas general del método se desarrolla una simulacion
numérica con ayuda de los elementos finitos en la cual se busca solo considerar desplazamiento
debido a flexion. Ya para terminar se aplica la norma a las matrices caracteristicas y se explica
cdmo esta técnica matematica puede proporcionar la ubicacion muy cercana al area de dafio. Es
necesario aclarar que los datos (Vectores y Valores Propios) para construir la matriz caracteristica
dafiada se podra obtener también de pruebas experimentales o simulaciones numéricas (aplica para

nuestro caso). Se dice que el dafio estructural esta presente en un determinado elemento, cuando
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este, tiene el méximo valor para el cambio de la norma con respecto a los demas cambios de norma.

Los sistemas dinamicos presentados, estan compuestos de masas y resortes.

3.1 Ecuaciones de Movimiento

Los modelos matematicos que estudian a las estructuras pueden ser obtenidos de diferentes
maneras, como, por ejemplo, ecuaciones diferenciales parciales, para estructuras de configuracion
simple. Cuando son estructuras mas complejas se puede emplear el método de los elementos
finitos. Sin importar que método se use lo importante es que ayude a generar un modelo
matematico que proporcione informacion valiosa del comportamiento estructural, incluidas
restricciones geométricas, condiciones de frontera y hasta propiedades mecénicas de la estructura.
Que finalmente influiran en la solucién del modelo matematico con que se describe al problema

estructural.

Las ecuaciones de movimiento para una estructura vibrando son facilmente derivadas a partir de
la segunda ley de newton. Para todos los grados de libertad que pudiera tener dicha estructura. El
amortiguamiento no sera tomado en consideracidn por tratarse de una estructura de peso ligero
como lo es una barra de aluminio (Feeny et al.,, 1998). El hecho de no considerar el
amortiguamiento no implica falta de exactitud en los resultados. Las vibraciones libres sin
amortiguamiento cuya ecuacion matematica es la 3.1 representan un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales de segundo orden acopladas. Donde [M] y [K] representan la
matriz de masa y rigidez respectivamente. Los vectores de desplazamiento y aceleracion nodal son

representados por {x(t)} y {¥(t)}, Debido a que estamos desarrollando el método basado en la
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forma estandar, es que posemos usar la formulacion del problema de valores propios, para el caso

de vibraciones libres sin amortiguamiento, que es representado por la siguiente ecuacion.

[M] {x(©)} + [K] (x()} = {0} 3.1)

Para la solucion del sistema tal como se muestra en 3.1, se podra emplear anélisis modal y
transformado de Laplace, pero nuestro objetivo no es determinar la solucion del sistema, por lo
que la formulacion del problema de los valores propios sera un medio mediante el cual
obtendremos las vectores y valores propios del sistema. Este método también aplica para sistemas

con amortiguamiento proporcional.

3.2 Problema de los Valores Propios

Para la solucidn de la ecuacion 3.1 se propone que la solucion sea un movimiento armonico simple
cuya expresion matematica puede ser: {x(t)} = {X}e/“* donde {X}, es un vector de constantes a

ser determinado, w representa un conjunto de constantes a ser determinado y j=+v-1.
Reemplazando {x(t)} y {&(¢t)} en la ecuacion 3.1 y simplificando adecuadamente los términos

comunes en dicha ecuacidn se obtiene lo siguiente:

{[K] — A[M]Hx(t)} = {0} 3.2)

Si en la ecuacion 3.2 cambiamos de coordenadas, usando la transformacion de, {x(t)} =

= M~'/2{q(t)} y multiplicando por izquierda con el término [M]~'/2 se obtendré la ecuacion

3.3.a

{A = A[1]Hq} = {0} (@)
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Donde: (3.3)
A = [M]2[K][M] 2 (b)

Reemplazando el triple producto matricial por [A] y ordenando adecuadamente la ecuacion 3.3.a
se obtendria la siguiente expresion mas simple para el problema de los valores propios de forma

estandar.

A{q(®)} = H{q(®)} (3.4)

Donde, [A] es conocida como la matriz caracteristica del sistema Dindmico, {q(t)} representa a
los vectores propios (formas modales) y 4, representa a los valores propios de la matriz A con una
solucién no trivial. La solucion no trivial correspondiente a un valor propio es llamada vector
propio (Graham, 2012). Para el area de las vibraciones A, representa al cuadrado de las frecuencias
naturales. Para un sistema de n grados de libertad [A], [K] y [M] son matrices de orden n x n. A

estara agrupada en una matriz cuadrada diagonal [A] de orden n x n.

3.3 Apropiada Descomposicién Ortogonal

La apropiada descomposicion ortogonal es un método poderoso de bajo orden de aproximacion
para un proceso altamente dimensional. Esto es ampliamente usado en situaciones donde la
reduccion del modelo es requerida, la caracteristica mas favorable del método es su optimizacion.
Este provee la manera mas eficiente de capturar el componente mas dominante de un proceso
altamente dimensional con un asombroso pequefio nimero de modos (Buljak, 2012). Este trabajo
presenta la aplicacion de un tipo de la descomposicion ortogonal apropiada, como lo es la

descomposicion de valores singulares.
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Teniendo presente que nuestro estudio es de naturaleza numérica, razén por la cual, se empleara
la apropiada descomposicion ortogonal para casos discretos, Especificamente, haremos uso del
método de la descomposicion de valores singulares. Hay una extensa teoria que define este método
en diferentes textos, para mayor rigurosidad se puede revisar en, (Buljak, 2010). La
descomposicion de valores singulares, tiene la particularidad de descomponerse en tres matrices
como se muestra en la ecuacion 3.5, en nuestro estudio se aplicara a matrices de orden cuadrada,
estos datos seran obtenidos de simulaciones numeéricas (también puede aplicar a pruebas
experimentales), el objetivo es que, este método nos permita construir una matriz, capaz de
proporcionar informacion de dafio estructural, para ello se seleccionara la minima cantidad de
datos que guarden la méxima informacion del sistema sin llegar a pérdidas de exactitud. En una
prueba experimental estos datos podrian ser adquiridos a través de sensores distribuidos
estratégicamente en la estructura. Para el caso nuestro se aplicard donde los valores propios sean

los maximos, reduciendo asi el nimero de ellos.
Asim =U X z" (3.5

Enla ecuacion 3.5, “Asim” es la matriz caracteristica dafiada simulada de orden n x n, U es una
matriz ortogonal de orden n x n, £ es una matriz diagonal de orden de n x n y finalmente, Z es
también ortogonal de orden n x n. estos grados que tiene la matriz "Ag;,,” es valido cuando la
matriz es cuadrada, en el caso que la matriz sea rectangular entonces n serd igual a m. A
continuacion, se muestran las relaciones matematicas para obtener las matrices que conforman a

la matriz A.

C= AsimAsimT (a)

D= AsimTAsim (b)
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Cop; = 1@; (c)

D{; = A (d) (3.6)
U=[@; Py ... U] (e)
Z=10 8w Gnl (f)
3= UT Agim Z ®

Donde:

C: representa a la matriz de covarianza modificada del orden n x n.

D: representa a la la matriz de correlacion modificada del orden m x m.
U: representa a la matriz de vectores singulares de la izquierda.

Z: representa a la matriz de vectores singulares de la derecha.

X: representa a la matriz diagonal de valores singulares.

@;: representa al j-esimo vector propio para la matriz de covarianza modificada.

A;: representa al j-esimo valor propio para la matriz de covarianza modificada.

(;: representa al i-esimo vector propio para la matriz de correlacion modificada

Las Ecuaciones 3.6.c y 3.6.d tienen la configuracion para el problema de los valores propios. En
el caso de problemas de vibraciones de estructuras, la matriz [>'] contiene las frecuencias naturales
al cuadrado y la matriz [A] es de orden cuadrada, es decir que el numero de filas es igual al nimero
de columnas. También se puede indicar que la matriz U es equivalente a la matriz Z (ver apéndice
A-1).
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3.4 Norma para una Matriz Caracteristica

Se define a la norma vectorial como la longitud de un vector, que viene a ser la raiz cuadrada de

la suma del cuadrado de sus componentes (Poole, 2015), también se le conoce como norma

euclidiana o norma 2, nosotros nos referiremos solamente con el término norma. Entonces si

tenemos una matriz sea cuadrada o no, estard conformada por varias columnas que también se la

puede Ilamar vectores columna, entonces en dicha matriz podemos calcular tantas normas

diferentes como columnas tenga. Supongamos que tenemos dos matrices del mismo orden, como

se muestra en la ecuacion 3.7, podriamos compararlas por la norma vectorial, columna a columna

guardando el orden respectivo, como se observa en la ecuacion 3.8. Y determinar si existe 0 no

una diferencia en las respectivas normas de columna. “Este criterio se estara usando para

determinar la magnitud y ubicacion del dario, en el presente trabajo’ .

ai1 Q412 Qg3
A= |Az1 Az QAz3
az1 dszz dsz

— [52 2 2
Norm, = \/a11 +aj; +az;

— 2 2 2
Norm, = \/alz + a3, + a3,

_ 2 2 2
Norms = \/a13 +as5; +as;

! ! !
a1 Aq1 04gq3
1 _ ’ l !
A =lay ay; as
1A I I
33 A3z a3z

Norm;' =./a’?, + a3, +a'%,

r_ 2 12 12
Norm, —\/a12+c122+a32

Normg' = \/a'’?; + a'%; + a'2;

3.7)

(3.8)

Probar si Norm; es igual o diferente a Norm;' donde i=1, 2 y 3. En caso exista diferencia se

calculara dicha variacion. La columna que tenga la mayor variacion de la norma es indicio que el

dafio esta en esa region.
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3.5 Método de Cambio de Curvatura de las Formas Modales

Este método serd empleado como validacion para una parte del procedimiento en la
implementacion del método de la Norma. Es decir tendré un caracter comparativo en parte de su
procedimiento y resultados. EI método de la curvatura sirve para ubicar la localizacion del dafio
en una estructura, a través de la diferencia de la curvatura de las formas modales entre el estado
dafiado y el estado intacto de la estructura. Siendo la ubicacion del dafio, donde se encuentre la
mayor variacion de curvatura. Para esto basta con calcular las formas modales de ambos estados.
Seguidamente calcular la curvatura de estas formas modales y finalmente determinar la mayor
variacion al diferenciarlos entre curvaturas de ambos estados. Para determinar la curvatura se
aplicara una expresion matematica del método de diferencias finitas. Es importante sefialar que las

formas modales deberan ser del sistema fisico o sistema original.

Xi—1 = 2X; + Xi41

(3.9)

En la ecuacion 3.9, CFM,; significa Curvatura de las formas modales, el subindice “j” representa la
j-esima curvatura de tres valores consecutivos, este subindice ira cambiando conforme se vaya
calculando las curvaturas de un vector propio; los tres consecutivos valores de un vector propio
estan representados por “Xi1”, “Xi”, y “Xi+1”, ¥ la magnitud elemental al cuadrado esta representado

por: h?, que se obtiene al dividir la longitud de la viga entre el nimero de elementos discretizados.

Son dos los requisitos que se debe cumplir para aplicar el método de la curvatura; primero que las
formas modales deben ser ortonormales con respecto a la matriz de masa x;” Mx; = 1y segundo

que solo se considere los grados de libertad de desplazamiento (Pandey et al., 1991). Una

desventaja de este método es que no detecta la magnitud del estado del dafio de la estructura.
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3.6 Desarrollo de Modelos para el Dafio.

En esta seccion se considera los modelos de dafio para sistemas libres sin amortiguamiento. En la
cual hay tres tipos de modelado, como son; modelos para dos grados de libertad, modelos para seis
grados de libertad y modelos para nueve grados de libertad con multiple dafio, el objetivo es
presentar el dafio debido a la reduccion de la rigidez asumiendo que las masas y rigideces no son
necesariamente todas iguales, una determinada rigidez va acompariado de un coeficiente que mide
el grado de dafio al que esta sujeto, muchos de los coeficientes se mantienen en la unidad lo que
significa que su rigidez se mantiene inalterable solo alguno de ellos varia con 10, 20 y 50% de
reduccidn en su rigidez. Para el caso del modelado de nueve grados de libertad hay dos coeficientes

que son similares que varian en el orden de 10, 20 y 50%, a lo cual llamamos como dafio maltiple.

3.6.1 Modelado del Dafio para Sistemas Libres Sin Amortiguamiento

Se considera muchos modelos bésicos para el modelado de una barra estructural, haciendo
referencia al dafio como la reduccién de la rigidez en un tramo de la barra, que puede ser una barra
sometida a vibraciones de flexién. Y que debido a su reduccion en la rigidez se altera el
comportamiento dinamico, por ejemplo, debido al desgaste por uso o reparacién, en algun lugar
de la parte superior del alma de la viga de seccion transversal rectangular que finalmente es una

interpretacion del origen de una grieta que llevara a un dafio a nivel de estructura. Ver figura 3.1

22



<p,l,A —p G p;l;A, —» B

\

\
[

\ \J\
[

|

b)
a) G B

Figura 3.1 a) Modelo de una viga cantiléver sin dafio, b) modelo de una viga cantiléver con dafio, muy cerca
al medio del vano superior de la viga se observa reduccion en la altura de la seccién transversal que lleva a
la reduccion en su rigidez en ese tramo.

Para un mejor entendimiento del dafio, se desarrollard&n modelos mateméaticamente simples como
indicados al inicio de este capitulo. Los cuales estan conformados de masas y resortes que
representan a la inercia y rigidez de un sistema basico, pero son adecuados para demostrar la
hip6tesis de detectar dafio a partir de la diferencia de la norma de los vectores columna de la matriz
caracteristica. La matriz caracteristica posee ciertas propiedades, como ser simétrica, positiva
definida. En el Apéndice A-2 se demuestra porque la matriz A es una matriz simétrica positiva

definida con un alto grado de conectividad fisica entre la rigidez y masa de la estructura.

3.6.1.1 Modelado para Dos Grados de Libertad

Para analizar un sistema mecanico primero se debe bosquejar el sistema, mostrando los grados de
libertad del movimiento, seguidamente identificar las masas y rigideces como componentes
basicos; Amortiguadores y fuerzas, como componentes complementarios del Sistema Dinamico.
A continuacion, se muestra el diagrama de un sistema de dos grados de libertad. En el cual la masa
1 esta conectada a la pared a través del resorte de rigidez 1; también esta conectada a la masa 2 a

través del resorte de rigidez 2.
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ﬁm m |\ me
O_ O [ON¢)

Figura 3.2 Esquema de un sistema de dos grados de libertad

En la Figura 3.2, se muestran las masas m1 y my asi como también los grados de libertad del
desplazamiento que estan representados por X1 y X2 respectivamente. El sentido positivo de estos
desplazamientos se muestra en dicha Figura. El diagrama de Cuerpo Libre se ensefia en la siguiente

figura. En ella se indica las reacciones, asi como las fuerzas resultantes.

> X1(+) X2 (+)
k1.X1 «— mi ¢ m;
0 O ka(x2-x1) 0 O
p X1(+) y X2 (+)
—> m;¥; —> M,
0] 0] [¢) [¢)

Figura 3.3 Diagrama de Cuerpo Libre y Diagrama Cinético

Aplicando la segunda ley de Newton resulta:

Y FE =may, (@)
—kix1 + ka(x; — x1) = my¥y (b) (3.10)
— ky(x2 — x1) = my¥, ()

Ordenando y factorizando adecuadamente obtenemos:

[ o T e K B a11)
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Simbolicamente se puede expresar que la ecuacion sera:
Mk +Kx =0 (3.12)

Donde M y K son matrices simétricas cuadradas de 2x2 que representan a las matrices de masa y

de rigidez, "X" y "x" son vectores de 2x1 que representan a la aceleracion y desplazamiento
respectivamente. Usando una transformacion de coordenadas de “x” a “q” como se muestra en la

Ecuacion 3.13 de tal manera que la matriz de masa multiplicada al vector de aceleracion se

convierta en una matriz identidad como se ve en la Ecuacién 3.15:

1

x=M 2q (3.13)

Derivando a “x” dos veces con respecto al tiempo se tiene que:

1
¥=M2i (3.14)

Reemplazando las Ecuaciones 3.13 y 3.14 en la Ecuacion 3.12 y entonces también multiplicamos

por la izquierda a ambos lados de la ecuacion por M~1/2, obtenemos la Ecuacién 3.15.
§+MY2KM1/2g =0 (3.15)

En esta Gltima expresion, el triple producto matricial es conocido como la matriz caracteristica
“A” que lleva informacion valiosa del sistema dinamico. De acuerdo a la Ecuacion 3.11 la matriz
“A” sera como se ve en la Ecuacion 3.16 a la cual la llamaremos como matriz sin dafio o Age,

ki +k, k,
[ mymy mlmzl

[ k, k, J (3.16)
mym, m;m;

Agy, =
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Ahora para otra matriz A,q,, mostraremos un coeficiente o que acompaiie a la rigidez k1 donde si
a=1, significa que no hay disminucion de la rigidez si a. < 1 indica disminucion de la rigidez, como
consecuencia de ello hay presencia de dafio, esto no es novedoso, pero se quiere mostrar como con
el Cambio de la norma se consigue detectar dicho dafio, veamos entonces la matriz Ay, en la

siguiente Ecuacion.

[aky + k; ky
— - |
w=| ™ MM |
Aqoo | k, k, | (3.17)
l mim, m,

Tener en cuenta también que a pudo estar acompafiando a la rigidez k.. Ahora procedamos a
calcular el cambio de la norma del vector columna de manera tal que, la primera columna de Agq,
interactle con la primera columna de A, Y la segunda columna de A, interactde con la segunda
columna de A; 40, para facilitar dicha operacion consideremos que m1 = mz = m. asi de esa manera
cada rigidez “ki “quedara dividido por “m” obteniendo k;/m = k;' y que por conveniencia le

seguiremos llamando k;. Entonces las diferencias de las normas quedarian de la siguiente manera:

DN, = l\/klz + 2k, k, + 2k,% — Jazklz +a2kik, + 2k,%[ >0 ()
(3.18)

DN, = [{2k; — \2k;] = 0 (b)

Entonces de las ecuaciones 3.18.ay 3.18.b podemos decir que con la presencia de dafio el valor
del cambio de norma del vector de la primera columna entre la matriz Aow y A1o% €S mayor que

el cambio de norma de la segunda columna de las matrices anteriores, ello se prueba facilmente al
-z I~ 2
observar relacion matematica (k. + 2kk,) > (azk1 + a2k1k2), recordando que 0<a<l

entonces al multiplicar a ki, este quedara reducido. Veamos un ejemplo a continuacion:
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En la Tabla 3.1 los valores de las variables se obtienen de la siguiente manera: ki’=ki/m1=2/2=1
por conveniencia le seguimos llamando ki, entonces ki=1, para k2’=ko/m,=4/2=2, también por
conveniencia se le sigue llamando k2, el cual seréa igual a 2. Entonces DN1 y DN2 representan las
diferencias o cambios de norma, el subindice 1 y 2 indica si es para el primero o segundo elemento

respectivamente.

Tabla 3.1. M. Cambio de Norma - Dafio al 10% - ler Elemento - Modelo 2 E.

ky =2 k, =4

Ec. 3.18 m; =2 my, = 2
DN, DN,
a=0.9 0.0828 0.0

La Tabla 3.1 corresponde a un sistema de 2 grados de libertad. En él se puede ver que, el mayor
cambio de Norma (DN3), corresponde al primer elemento El dafio considerado es de 10%, debido

aello alfa es 0.9; el cambio de Norma (DN.) para el segundo elemento es cero.

Ahora, supongamos que ko se ve afectada por la multiplicacion de o, una reduccion se produce en
la segunda rigidez, entonces tendriamos los Cambios de normas como se muestran en las

ecuaciones 3.19.a - 3.19.b.

DN, = [\/kﬁ + 2k ky + 2k, — \/kﬂ + a(Rkyky) + a2(2k22)| (@)
(3.19)

DN, = |J/@k2) ~ ay/(2ky) | ®)

Estos Cambios de Norma resultan no tan concretas como en el caso cuando la rigidez ki tiene la
reduccién, pero asignando diferentes valores numéricos a ki1 y k2 se puede demostrar que DNz >

DN: Veamos un ejemplo: Considerando los mismos valores para las variables, como se indicaron
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en la Tabla 3.1. Entonces aplicamos la Ecuacién 3.19.a y 3.19.b obteniendo los resultados en la

siguiente Tabla.

Tabla 3.2. M. Cambio de Norma - Dafio al 10% - 2do Elemento - Modelo 2 E.

ky =2 k,=4

Ec. 3.19 my =2 my, =2
DNy DN,

a=0.9 0.2769 0.2828

En la Tabla 3.2. Se puede apreciar que el mayor cambio de norma, pertenece al segundo elemento.
El dafio considerado fue del 10% para la rigidez k2, razon por la cual alfa tiene el valor de 0.9. Méas

ejemplos se veran en el capitulo cuatro.

3.6.1.2 Modelado para Seis Grados of Libertad

El sistema de seis grados de libertad sera desarrollado para explicar el dafio, el cual esta compuesto
de seis masas numeradas del 1 al 6 y cinco resortes entre las masas. EI modelo propuesto esta
conectado a la pared. Por consistencia, la notacion "x;" sera usada para los grados de libertad
donde: i€[1,2, ..., 6]. La Ecuacion de movimiento serd derivada como se hizo para dos grados de

libertad y seguidamente a partir de la Ecuacion 3.15 se obtendra la matriz caracteristica “A”
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Para casos estandar de ak;:

(ki + k) _ ke, 0 0 0 0
my m;m,
_ ke, (ky + k3) _ ks 0 0 0
m1m2 mz ‘/m2m3
0 _ ks (k3 + ky) _ k4 0 0 (3.20)
‘/ m2m3 m3 ,/ m3m4
0 0 _ k4 (ky + ks) _ ks 0
VM3My My \MaMs
__ ks ke +k __ke
0 0 0 o ( 5m ) o
5
_ ke k6
0 0 0 0 MmsMme m.
6

Usando el mismo criterio anterior para afectar con dafio cada una de la rigideces y una a la vez,
emplearemos la variable o. Seguidamente procederemos a calcular el cambio de normas columna

a columna respectivamente (vector columna a vector columna) de la siguiente manera:

DN1 =K, + 2K, K, + 2K,* — JaZKlz + a2K,K, + 2K,* > 0

siguiente Tabla.

DN2 = DN3 = DN4 = DN5 =DN6 =0

(a)
(3.21)

(b)

Los resultados de un ejemplo sencillo con dafio del 10% en el primer elemento se muestran en la
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Tabla 3.3. Cambios de Norma - Dafio al 10% - ler Elemento - Modelo 6 E.

k, =2 k, =4 k; =2 ky =4 ks =2 ke =4
Ec.3.21 m; =2 my, =2 my =2 my =2 mg =2 meg =2

DN, DN, DN DN, DN5 DNg
a=09 0.0828 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

En la Tabla 3.3 se puede apreciar que el mayor cambio de norma se encuentra en el primer

elemento mientras que el cambio de norma para los demas elementos son cero. Esto se ilustra de
mejor manera en la siguiente Figura.

Systems of Six DOF,

Morm Change
i

001

number of Elementos

Figura 3.4 M. Cambio de Norma para Valores de la Tabla 3.3.

La Figura 3.4 representa el cambio de Norma para valores de la Tabla 3.3 en ella, el pico mas alto
de la gréfica corresponde al primer nodo que pertenece al primer elemento. Esta figura nos indica

la region de la ubicacion del dafio. La escala horizontal se refiere a los nodos del sistema y la escala

vertical se refiere al cambio de Norma para un 10% de dafio para el ler elemento.

VVamos a considerar otro ejemplo en el cual hay 10% de dafio en el tercer elemento. Los resultados

de este ejemplo se muestran en la Tabla 3.4
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Para casos estandar de aks:

DN2 = \/21{22 + 2K,K; + 2K3% — \/21{22 + a2K,K; + a?2K;? 3l

DN3 = \/21@2 + 2K3K, + 2K,* — JaZZng + a2KsK, + 2K,> )

DN3 = DN2; DN1=DN4=DN5=DN6=0 2
Tabla 3.4. M. Cambio de Norma - Dafio al 10% - 3er Elemento-Modelo 6 E.
ky =2 k, =4 ky =2 k, =4 ks =2 ke = 4
Ec. 3.22 my =2 m, =2 ms; =2 my =2 mg =2 mg =2
DN, DN, DN, DN, DN DN,
a=209 0.0 0.1022 0.1022 0.0 0.0 0.0

(3.22)

En la Tabla 3.4 se puede apreciar que el mayor cambio de norma se encuentra en el segundo y

tercer elemento. Mientras que los otros cambios de norma son cero, se observa que en la regién de

dafio se encuentran dos elementos con el mayor cambio de norma. Esto se nota mas claro en la

siguiente Figura.

Systems of Six DOF,

Norm Change

0.025

=
ol

[ L i ==
0 1 2 3 4 5
number of Elementos

Figura 3.5. M. Cambio de Norma para valores de la tabla 3.4
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La Figura 3.5 representa el cambio de Norma para valores de la Tabla 3.4 para el ejemplo de seis
elementos. El pico més alto de la gréfica indica la ubicacién del dafio, que de acuerdo a la gréafica
seria el tercer elemento. La escala horizontal representa a los nodos de los 6 elementos y la escala

vertical al cambio de Norma para un 10% de dafio.

Considerando dafio en la rigidez del resorte cinco aks para un caso estandar resulta:

DN4 = \/21(42 + 2K,Ks + 2K:% — \/21(42 + a2K,Ks + a?2K:*? (@)
DN5 = \/ 2Ks* + 2KsKq + 2Ke” — \/ a?2Ks* + a2KsKs + 2Kq” (b) (323)
DN4 = DN5; DN1 = DN2 = DN3 = DN6 =0 (©)

Un ejemplo sencillo con un dafio del 10% en la rigidez del resorte cinco para un total de seis

elementos se muestra en la Tabla 3.4 y también se muestra la Figura 3.6 que muestra de mejor

manera la region de dafio.

Tabla 3.5. M. Cambio de Norma - Dafio al 10% - 5to Elemento - Modelo 6 E.

ky =2 k, =4 ky =2 ky =4 ks =2 ke =4
Ec.323 | m; =2 m2=2 | mg=2 my =2 ms =2 mg =2

DN, DN, DN, DN, DN DN
a=09 0.0 0.0 0.0 0.1057 0.1057 0.0

En la Tabla 3.5 se puede apreciar que el mayor cambio de norma se encuentra en el cuarto y quinto

elemento. Por lo que se puede decir que el mayor valor para el cambio de norma es la region donde

se encuentra el dafio.
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Figura 3.6. M. Cambio de Norma para Valores de la Tabla 3.5.
La Figura 3.6 Representa el Cambio de Norma para valores de la tabla 3.5, para el ejemplo de seis
elementos. El pico més alto de la grafica indica la ubicacion del dafio, que de acuerdo a dicha

gréafica seria el quinto elemento.

3.6.1.3 Modelado Para Nueve Grados de Libertad Y Multiple Dafio.

El sistema de nueve grados de libertad sera desarrollado para explicar un caso de multiple dafio,
el cual esta compuesto de nueve masas numeradas del 1 al 9 y ocho resortes entre las masas. El
modelo propuesto esta conectado a la pared. Por consistencia, la notacion "x;" sera usada para
referirse a los grados de libertad de desplazamiento. La ecuacién de movimiento sera derivada de
la misma forma que fue hecho para tres y seis grados de libertad y siguiendo el mismo
procedimiento precedente para obtener la matriz caracteristica “A” pero para 9 grados de libertad

serda mostrado en la siguiente matriz caracteristica cuadrada:
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ki+ky ke 0 0 0 0 0 0 0
my mim,
B ko ky + k3 B ks 0 0 0 0 0 0
myms; ma Jmoms
0 ks ks + ky k4 0 0 0 0 0
N Moymg ms A/ M3My
0 0 _ k4 ky + ks _ ks 0 0 0 0
A= N msmy my A Myms
- 0 0 0 ks ks + ke ke 0 0 0
A Mams ms A MsMg
0 0 0 0 B ke ke + k- B k, 0 0
A MsMg my Jmemsy
0 0 0 0 0 k, ky + kg 3 kg 0
4/ m6m7 m8 1/m7m8
0 0 0 0 0 0 B kg kg + ko B kq
A/ Mymg mg JMmgmg
0 0 0 0 0 0 0 B ko E
JMmgmg Mg

Teniendo presente todas las consideraciones anteriores procederemos a asignar simultdneamente
el coeficiente a a dos rigideces distintas, para un mismo valor de dafio como a continuacion se

puede observar.

Para un caso de dafio maltiple en la rigidez de los resortes uno y cinco de la matriz “A” de la

Seccion 3.7.1.3, es decir para ak, Y aks, los cambios de normas son:

DN1 = \/Kf + 2K Ky + 2K,° — \/aZKﬁ + a2K K, + 2K,° > 0 (a)
DN4 = \/zxﬁ + 2K,Ks + 2K — \/21@,2 + a2K,Ks + a?2K:*? (b)
(3.24)
DN5 = JZKSZ + 2K:Kg + 2K — JaZZKSZ + a2KsKs + 2K,* (©)
DN2 = DN3 = DN6 = DN7 = DN8 = DN9 =0 (d)
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Analizando el grupo de Ecuaciones dado en 3.24, se nota que la ubicacion del dafio estd
representada por cambios de norma mayores, respecto a otras ubicaciones donde el cambio de
norma es cero, también puede ser aplicado para la presencia de multiple dafio, a lo largo de estos
modelos simples y algunos ejemplos numéricos se ha tratado de mostrar que el cambio de norma
en las matrices caracteristicas puede indicar la ubicacion del dafio. Veamos un ejemplo, donde el
dafo del 10% se da en el primer y quinto elemento de un sistema de nueve elementos de masa con
nueve rigideces; los valores de las masas son iguales. Las rigideces tienen valores como se indica

en la Tabla 3.6. Donde: m; = 2 donde i =1,2,...,9

Tabla 3.6. M. Cambio de Norma - Dafio Multiple al 10% - ler y 5to Elemento - Modelo 9E.

Sistema Dinamico de 9 Elementos — Multiple Dafio (10%) — Ec.3.24
a=20.9 - - - a=20.9 - - — -
k=2 k, =4 ks =2 ky=4 kg =2 ke =4 k, =2 kg =4 kg =2
DN, DN, DN; DN, DN; DNg DN, DNg DNy
0.082 0.00 0.00 0.105 0.105 0.00 0.00 0.00 0.00

En la Tabla 3.6 se tiene dafio multiple en la rigidez de los resortes, uno y cinco, del orden del 10%.
Los valores para el Cambio de norma DNi, DN4y DNs resultan siendo mayores a los demas

cambios de norma.

La Figura 3.7, muestra la grafica de los valores de la Tabla 3.6 y se puede observar claramente que
los picos altos en los nodos 1, 4-5 pertenecen a los elementos uno y cinco respectivamente, de un
sistema dindmico de 9 elementos. Como siempre en la escala horizontal los nimeros corresponden
a los nodos de los elementos y la escala vertical corresponde al cambio de la curvatura para 10%

de dafio simultaneo en los elementos uno y cinco.
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Figura 3.7 Cambio de Normas para multiple dafio en k; y ks

También se puede observar que siempre que el dafio este en el primer elemento la grafica muestra
un pico mientras que el dafio en los demas elementos demas elementos, la grafica resultara siendo

un trapecio equilatero con ambos nodos el elemento dafiado con mayores valores para el cambio

de Norma.
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CAPITULO 4-SIMULACION NUMERICA

La representacion matematica del problema de ubicar el dafio estructural. Nos lleva a desarrollar
un modelo numérico, que es una manera de simular una prueba experimental, cuyo objetivo es
analizar una gran cantidad de casos de dafio con muchisimos cOmputos en un menor tiempo y a un
bajo costo. Para tal fin se desarrollara un algoritmo basado en la fisica de nuestro problema. Como
recursos Para este propdsito solo se necesita un ordenador y un software programable. La

matematica a usar sera el método de los elementos finitos aplicado a estructuras.

4.1 Aplicacion de los Elementos Finitos

Implementaremos la simulacién usando el método de los elementos finitos en el entorno de Matlab.
Iniciando con la determinacién de la ecuacion que gobierna el fendmeno fisico, a partir de la
extension del principio de Hamilton; la ventaja de usar Hamilton es que también nos proporciona
las funciones hermitianas cubicas conocidas como funciones de forma; que nos permitira mas
adelante encontrar los coeficientes de las matrices consistentes de masa y rigidez. Finalmente, a
partir del principio de Lagrange se determinara la ecuacion de movimiento para nuestro problema.
Entonces de acuerdo a la extension del principio de Hamilton para un analisis de deformacién
estatica de un elemento de viga como se muestra en la Figura 4.1.b. el cual tiene una longitud h
con deformaciones wiyw,. En la Ecuacion 4.1 la energia cinética es representada por T, la energia
potencial es representada por V' y el trabajo de las fuerzas no conservativas por Whc, entonces el

principio de Hamilton da:
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t2

6[(T—V+Wnc)dt=0
21

Debido a que estamos desarrollando la rigidez estructural, la energia cinética es cero, T = 0

La energia potencial esta dada por:

h

h
V—flEl o 2al —flEl( ")*d
)28 \ez) T 2
0

0

Donde:

0%w
Ox?2

wll —

Y el trabajo de las fuerzas no conservativas es:

Wae = f10(0) + fzw(h) — f,0'(0) + fow'(h)

Reemplazando T, V' y Whc en ecuacion 4.1 se obtiene lo siguiente:

7 hl 2w\’
‘SJ O_JEEI <ax_2> dx + fiw(0) + fsw(h) se — fow'(0) + f'(R) |dt =0
ty 0

Tomando la variacion (o) resulta:
fff (— [} EI(0"60")dx + f,60(0) + fs6w(h) — f,80' (0) + f46w’(h)) dt =0

Reduciendo para — foh El(w"6w")dx y usando integracién por partes produce:
0 0

Reemplazando la ecuacion 4.4 en la ecuacién 4.2 se obtiene:
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ty h
f (—Ela)”&u’(h) +Elw" 5w’ (0) + Elw"" 6w (h) — Elw"" 6w (0) — EI f w'V Sw dx) + f,6w(0)

+ fyw(h) — f,60'(0) + f48a)’(h)> dt =0 (4.5)

Agrupando adecuadamente la Ecuacion 4.5 se obtiene.
—Elw"Sw'(h) + fL6w'(h) =0
Elw"6w'(0) — f6w'(0) =0
Elw""Sw(h) + f36w(h) =0
—Elw""'5w(0) + f16w(0) =0
El foh ' Sw dx =0

Ordenando y simplificando obtenemos:

1= Elw"(0) (a)
f2 = Elo"(0) (b)
fs = —Elo"'(h) (0) (4.6)
fa=Elo"(h) (d)

EI fohw’” dx =0 para, 0<x<h (e)

Donde las Ecuaciones 4.6.a y 4.6.c se conocen como las fuerzas nodales y 4.6.b y 4.6.d son los
correspondientes momentos nodales. La Ecuacion 4.6.e con 0 < x < h es conocida como la

funcién que gobierna el fendbmeno fisico.
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Figura 4.1

Figura 4.1.a: Longitud elemental de una viga; con sus respectivos grados de libertad y fuerzas nodales.
Figura 4.1.b Deformacion estatica de la viga elemental. Con sus respectivas deformaciones.

Las condiciones iniciales del elemento viga que se muestra en la Figura 4.1.a son:

o(0) =w, a)
o(h) =w, (b) 4.7)
@'(0)=6, ©
w'(h) =6, (d)

La Ecuacion 4.6.e se puede expresar como:
x3 x?
w(x) =¢c 3 +c, > +c3x+cy (4.8)
Reemplazando las Ecuaciones, 4.7.a hasta 4.7.d en la Ecuacidn 4.8 se obtiene:
Xy 2 Xy 3 X X\ 2 X3 Xy 2 X3
(IJ(X) = [1—3(E) +2(E) ]0)1 + [h(z)—Zh(E) +h(ﬁ) ]91+ [3(E) +2(E) ]0)2

+ [—h (%)2 +h (%)3] 6, (4.9)
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Donde de la ecuacion 4.9 obtenemos lo siguiente:

L(x)=1-3 (%)2 +2 (%)3 (@)
L,(x)=h (%) _2h (%)2 +h (%)3 (b) (4.10)
XN 2 23
Li(x) =3 (E) +2 (E) (©)
X\ 2 x\3
L,(x) = —h (E) +h (E) (d)

Las Ecuaciones 4.10.a hasta 4.10.d, son conocidas como las funciones hermitianas, funciones de
forma o funciones de interpolacion (Meirovich, 1986). Entonces la Ecuacion 4.9 también podria

expresarse como:
w(x) = Ll(x)(l)l + Lz(x)91 + L3(x)(1)2 + L4(X)92 (4‘11)

El cual representa a una ecuacion de desplazamiento de un elemento en flexion obtenida en base
a una deformacidn estatica bajo fuerzas nodales. Ahora en base a las funciones de forma podemos
obtener los coeficientes para las matrices de masa y de rigidez, para un elemento finito elemental
con un enfoque variacional, que no es otra cosa que escribir la energia cinética y energia potencial
en términos de coordenadas nodales (Meirovich, 1986), para ello asumiremos que el

desplazamiento para el elemento en flexion sea de la forma:
w(x,t) = L) Tw(t) (4.12)

Donde L(x) representa un vector de cuarto orden de funciones de formay w(t) un vector de cuarto

orden de desplazamientos nodales. La energia cinética ahora toma la forma de:

41



ow(x, t)

h h
T(t) = fm(x)[ dx =%f m@)[L(x)Tw(t)]?dx =%f m)[L)Tw(@®)]T[L(x)To(t)]dx
0 0

h
f m(x)L(x)L(x)Tdx
0

h
1 1
=> f MO LENLET b Odx = 56 @) o (0) (4.13)
0

Entonces:

h
= f m(x)L(x)L(x)Tdx (4.14)
0

La Ecuacion 4.14 ahora es conocida como los coeficientes de la matriz consistente de masa. El
mismo procedimiento seguiremos en la energia potencial para obtener los coeficientes de la Matriz

de rigidez.

azw(x O

h
V() == EI(x) [ dx (4.15)
0

h
= % f EIC)L" ()T w(t)]?dx
0
1 h
=3 f EI)[L" ()" o] [L" () w(t)]dx
0

h
=3 [ B @ @I @ o @) dx
0

h

f EICOL" (x)L" (x)Tdx

0

= l(u(t)T

- w(®

h
K], = f EI()L" (x)L" (x)Tdx (4.16)
0
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Entonces luego de reemplazar la funcién de forma, indicada en la Ecuacion 4.10, en las Ecuaciones 4.14 y
4.16 obtenemos los coeficientes para las matrices elementales de masa y rigidez como se muestran a

continuacion:

" 156 22h 54 —13h

_pAhl 22h 41> 13h  —3h?

Mle =761 “s4  13n 156 —22h (4.17)
—13h —3h%? —=22h  4h?1,

gl 12 6h —12  6h

_El 6h  4h? —6h 2h?

[K]e = n3|-12 —6h 12 —6h (4.18)
6h  2h?> —6h  4h%],

Para varios elementos finitos tendriamos la matriz global como se muestra a continuacion.

E
[M] = Z[M]e (4.19)
e=1
E
(K] = Z[K]e (4.20)
e=1

Ahora que ya tenemos las dos matrices globales empleamos la ecuacién modificada de Lagrange,
y de ella podemos encontrar la ecuacién de movimiento para un sistema libre sin amortiguamiento

Como Se muestra en seguida.

[M]{x(0)} + [K]{x ()} = {0} (4.21)

Las matrices de masa y rigidez contienes coeficientes para giro y su respectiva aceleracion de giro,
pero a nosotros solamente nos interesa los desplazamientos lineales, porque los grados de libertad
para giro no pueden ser medidos. Por eso usaremos una condensacion estatica que nos ayudara a

considerar solo los grados de desplazamiento.
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Los grados de libertad de rotacion pueden ser eliminados de la matriz de masa en la formulacién
de la ecuacion de movimiento para los elementos finitos, Ecuacion (4.21), porque la componente
de la energia cinética correspondiente a estos grados de libertad es generalmente despreciable en
comparacion a los grados de libertad de traslacion, con méas razén cuando no hay cargas actuando
en la direccion de esos grados de libertad (Humar, 2002). Las fuerzas de un resorte a lo largo de
estos grados de libertad podrian ser cero. Esta condicion nos permite eliminar las coordenadas
netamente rotacionales de la matriz de rigidez dando lugar a una reduccion significativa en el
tamarfio del problema. Haciéndolo mucho mas facil y menos costoso para resolver. Es asi que si el
vector de desplazamiento es particionado tal que u; representa a los grados de libertad de traslacion
Yy Up a los grados de libertad de rotacion (Humar, 2002), del mismo modo las matrices de masa y

de rigidez son particionados tal como se ve a continuacion:

My O {ut} kee kt@] U _ (0

[ 0 0] iig + kot koo { ug} B {0} (4.22)
Enla Ecuacion 4.22. La matriz M, agrupa a las componentes de solo desplazamiento de la matriz
global de masa. Las deméas componentes de la matriz global de masa son despreciadas por tratarse
de una condensacion estatica. La matriz k., agrupa a las componentes de solo desplazamiento de
la matriz global de rigidez. La matriz k., Agrupa a las componentes de desplazamiento y rotacion
de la matriz global de rigidez. La Matriz k4, Agrupa a las componentes rotacion y desplazamiento
de la matriz global de rigidez. La matriz kqq, Agrupa a las componentes de solo rotacion de la
matriz global de rigidez. El vector ii;, agrupa a los diferentes grados de libertad de aceleracion al

desplazamiento de las diferentes masas. El vector iig, agrupa a los diferentes grados de libertad de

aceleracion a la rotacion de las diferentes masas. El vector u;, agrupa a los grados de libertad de
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desplazamiento. El vector ug, agrupa a los grados de libertad de rotacion expandiendo la Ecuacion

4.22 resulta:
Myiiy + kepur + kgug = 0 (a) (4.23)

koeue + kggug =0 (b)
Despejando ug, de la Ecuacion 4.23.b resulta:

up = —kgo " koctis (4.24)
Reemplazando la Ecuacion 4.24 en la Ecuacion 4.23.b resultando:

Myiiy + ket + keo (_kee_lketut) =0
Myt + (kee — keokoo™ 'kor)ue = 0
Mgty + k*u, = 0 (4.25)

Donde k* es conocida como la matriz de rigidez condensada. Ahora haremos cambio de

coordenadas mediante:
Uy = Mtt_l/ZCIt (4.26)

Multiplicando por la izquierda a toda la Ecuacion 4.25 por Mtt‘l/2 y también reemplazando la

Ecuacion 4.26 en la Ecuacion 4.25, se obtiene:
Ge + [Mtt_l/z k* Mtt_l/Z]CIt =0 (4.27)
El triple producto matricial se le conoce como matriz caracteristica que viene a ser una matriz
simétrica positiva:
A =My ke My~ (4.28)
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De esta matriz se obtiene los vectores propios y los valores propios en términos de las coordenadas

modales; para obtener estos valores en términos de las coordenadas fisicas hace falta multiplicar

por M,,~ /2.

Ejemplo 4.1: Sea una barra de aluminio a manera de una viga cantiléver, de seccion transversal
rectangular de 3/16” de ancho y 1” de altura. Con una longitud 6 pies. Que presenta un dafio del
50% en el quinto elemento. Previamente la barra fue discretizada en diez elementos finitos.
Entonces se sometid la barra a vibraciones de flexion, en sus respectivas dos primeras frecuencias
naturales, como se muestra en la Tabla 4.1. Entonces se procedid a determinar la matriz “A” con
la Ecuacion 4.28 esta matriz es la matriz con dafio. Simultaneamente se determina otra matriz “A”
pero sin considerar el dafio y con todos los datos que han sido mencionados antes. Ahora, para
cada matriz “A” se calculo los vectores propios en las coordenadas apropiadas y seguidamente
normalizadas y se obtiene las Figuras 4.2.a 'y 4.2.b. Estas Figuras corresponden a las dos primeras
formas modales. En las cuales las lineas acompafiadas de circulos representan las formas modales
para el caso sin dafio y las lineas sin circulos a las formas modales para el caso con dafio. En la
Figura 4.2.a se observa un valor de frecuencia de 5.23 Hz, el cual representa a la primera frecuencia
natural de la barra dafiada, y de la misma forma en la Figura 4.2.b el valor de la segunda frecuencia
natural de la barra dafiada es de 31.24. la variacion del valor de frecuencias indica cambio en el
estado de las barras, pero no proporciona ubicacion local. También se ha de mencionar que las
formas modales ante la presencia de dafio sufren cierta alteracion y son ellas las mas importantes

porgue nos daran ubicacion local de la presencia de dafio.
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Cantilever Beam, Mode 1: 5.234 hz
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Figura 4.2.a: Vectores Propios Normalizados para el 1er modo - 10EF

Cantilever Beam, Mode 2: 31.2415 hz
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Figura 4.2.b. Vectores Propios Normalizados para el 2do modo -10EF

En las Figuras 4.2.a y 4.2.b las lineas sin circulos corresponde al caso con dafio y las lineas con

circulos corresponde al caso sin dafio. Esta grafica se hizo con los vectores propios normalizados
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de las dos matrices caracteristicas, en ella también se muestra las frecuencias naturales de la barra

dafiada.

Tabla 4.1: Frecuencias Naturales de Viga en Voladizo - Modelo 10 EF.

# modo Wn ud Wy g Aw,
1 6.30 5.23 1.07
2 39.72 31.24 8.48
3 113.14 108.08 5.06
4 227.82 202.92 24.90
5 389.62 353.09 36.53

En la Tabla 4.1. Se muestran las frecuencias Naturales para una viga en Voladizo. En la columna
“# modo”, En la columna w,, .4, Se encuentran las frecuencias naturales para un estado sin dafio. En
la columna w,, 4, se encuentran las frecuencias naturales para un estado con dafio del 50%. En la
columna Aw,,, se encuentra el cambio de las frecuencias naturales. De los valores de las dos
columnas anteriores se puede notar que siempre que exista dafio hay una disminucion en las
frecuencias naturales. Las formas modales son la base para implementar el método de la curvatura
y también es parte del procedimiento en la implementacion del método de la Norma. Por lo tanto,

las formas modales son mas valiosas por su informacion.

4.2 La Matriz Caracteristica Simulada

Esta matriz se Obtiene aplicando la descomposicion de valores singulares a la matriz de vectores
propios y valores propios, obtenidas de la Matriz Caracteristica “A” obtenida para un caso con
dafio. En una prueba experimental estos vectores propios podrian ser obtenidos a través de un

numero reducido de sensores instalados en la viga. Para ello dicha viga deberia ser excitada solo
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en algunas frecuencias naturales mayores. Para construir la matriz Asim dafiada se empleara la

siguiente Ecuacion 3.5 pero con una ligera modificacién como se ve a continuacion.
[Alsim = [UI[Q][U]" (4.29)

Donde la matriz [Z] de la Ecuacién 3.5 ha sido reemplazada por la matriz [U] en la Ecuacion 4.29,

debido a que la Matriz [A]g;n, para un caso de dafio es simétrica positiva definida y cuadrada.

Donde descomposicion de valores singulares, del ejemplo 4.1, se obtuvo la matriz de los vectores
propios como se muestra en la Tabla 4.2; en donde [®]9, representa a la matriz de vectores propios
en las coordenadas q(t). En dicha tabla 1VP, significa ler vector propio refiriéndose a la primera
columna de valores numéricos; 2VP, significa 2do vector propio refiriéndose a la segundo columna
de valores numéricos y con ese criterio hasta 10VP, que significa el 10mo vector propio
refiriéndose a la décima columna de valores numéricos, como la matriz tiene 10 filas y 10

columnas entonces en una matriz cuadrada de 10 x 10.

En la Tabla 4.3 en donde [A]9, representa a la matriz de valores propios en una matriz diagonal
cuadrada del mismo orden que la matriz [®]7 el valor propio que se encuentra en la primera
columna de [A]? corresponde al ler vector propio de [®]9; el valor propio que se encuentra en la
segunda columna de [A]4 corresponde al 2do vector propio de [®]? y con ese criterio para los
demas valores propios. También se puede apreciar que la matriz [A]9, presenta a los valores
propios en forma ordenada de mayor a menor y positivos, los dos primeros valores propios
presentan los mayores valores numéricos con respecto a los demas valores numéricos de dicha
matriz, esto se debe a la forma o procedimiento que se siguié para determinar la Matriz

caracteristica, multiplicando por derecha y por izquierda la matriz de masa elevado a una potencia

de -1/2 a la matriz de rigidez y ademas ambas matrices fueron obtenidas consistentemente.
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Tabla 4.2: Matriz de vectores propios - Viga - dafio al 50% - 5to elemento — Modelo 10 EF.

VECTORES PROPIOS (CON DANO)

1VP

2VP

3VP

4 VP

5VP

6 VP

7 VP

8 VP

9 VP

10 VP

0.1616

-0.5234

0.2549

0.5736

0.3365

0.3231

-0.2579 | 0.1347

0.0603

0.0080

-0.1979

0.5869

-0.1183

-0.0273

0.2095

0.4014

-0.4921| 0.3422

0.1914

0.0278

0.1810

-0.4460

-0.0996

-0.4599

-0.3040

-0.1078

-0.3069 | 0.4610

0.3643

0.0593

-0.1535

0.2299

0.2646

0.4671

-0.1616

-0.4992

0.1881| 0.3444

0.4462

0.0841

(@)% = 52332

-0.0182

-0.4408

-0.0745

0.5186

0.0791

0.4769 | 0.0091

0.4694

0.1490

-0.3934

-0.1000

0.4674

-0.2347

-0.1389

0.4183

0.1836 | -0.3063

0.4114

0.2658

0.5235

0.1967

-0.1644

0.2588

-0.4114

0.0876

-0.2439 | -0.4217

0.2139

0.3650

-0.5042

-0.2216

-0.3247

0.0626

0.2150

-0.3700

-0.3512 | -0.2513

-0.0143

0.4663

0.3367

0.1592

0.4620

-0.2664

0.3232

-0.1773

-0.0087

0.1648

-0.2757

0.5812

-0.1658

-0.0806

-0.2872

0.1951

-0.3409

0.3412

0.3430

0.4142

-0.3413

0.4552

Tabla 4.3: Matriz de valores propios - Viga - dafos al 50% - 5to elemento — Modelo 10 EF.

VALORES PROPIOS (CON DARO) (x 1e7)

1VP

2VP

3VP

4 VP

5VP

6 VP

7VP | 8VP

9VP

10 VP

9.0443

0.0

0.0

0.0

0.0 0.0 0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

8.0482

0.0

0.0

0.0 0.0 0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

3.9210

0.0

0.0 0.0 0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0 |2.4925

0.0 0.0 0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0 |1

1466 | 0.0 0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0 (04922 00

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0 0.0

0.1626 | 0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0 0.0 0.0

0.0461

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0 0.0 0.0

0.0

0.0039

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0 0.0 0.0

0.0

0.0

0.0001

Ahora, la idea es obtener la matriz caracteristica simulada aplicando la descomposicion de valores

singulares para ello emplearemos los tres valores propios mayores y sus respectivos vectores

propios, estos valores numericos se encuentran sombreados en las Tablas 4.2 y 4.3. Aplicando la

Ecuacion 3.5 se tendré las siguientes operaciones con matrices:
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41616

10.1979
0.1810
10.1535
0.2334
[Alse = | 5 3934
0.5235
20.5042

0.3367

Q1658

-0.5234
0.5869
-0.4460
0.2299
-0.0182
-0.1000
0.1967
-0.2216
0.1592

-0.0806

0.2549
-0.1183
-0.0996

0.2646
-0.4408

0.4674
-0.1644
-0.3247

0.4620

-0.2872
~

9.0443 0.0 0.0
0.0 8.0482 0.0
0.0 0.0 3.9210

Los resultandos se dan en la Tabla 4.4:

(01616

-0.1979
0.1810
-0.1535
0.2334
-0.3934
0.5235
-0.5042

0.3367

-0.1658
-

Tabla 4.4: Matriz caracteristica simulada con dafio para 10 EF (x 10).

-0.5234
0.5869
-0.4460
0.2299
-0.0182
-0.1000
0.1967
-0.2216
0.1592

-0.0806

0.2549
-0.1183
-0.0996

0.2646
-0.4408

0.4674
-0.1644
-0.3247

0.4620

-0.2872
_/

1C

2C

3C

4C 5C 6C

7C

8C

9C 10C

2.6954

-2.8795

2.0435

-0.9282 | -0.0225 | 0.3136

-0.2277 | -0.1282

0.2834 |-0.1899

-2.8795

3.1810

-2.3842

1.2378 |-0.2997 | 0.0149

0.0681 | 0.0067

-0.0652 | 0.0493

2.0435

-2.3842

1.9359

-1.1797| 0.6199 |-0.4675

0.2152 | 0.0967

-0.2006 | 0.1301

-0.9282

1.2378

-1.1797

0.9128 |-0.8151 | 0.8459

-0.5334 | -0.0468

0.3063 |-0.2169

A =
s -0.0225

-0.2997

0.6199

-0.8151 | 1.2574 | -1.6237

1.3605 |-0.4709

-0.1110 0.1582

0.3136

0.0149

-0.4675

0.8459 |-1.6237 | 2.3367

-2.3222 | 1.3773

-0.4792| 0.1283

-0.2277

0.0681

0.2152

-0.5334 | 1.3605 |-2.3222

2.8961 | -2.5290

1.5482 |-0.7274

-0.1282

0.0067

0.0967

-0.0468 | -0.4709 | 1.3773

-2.5290 | 3.1082

-2.4073 | 1.2654

0.2834

-0.0652

-0.2006

0.3063 |-0.1110 | -0.4792

1.5482 |-2.4073

2.0657 |-1.1282

-0.1899

0.0493

0.1301

-0.2169 | 0.1582 | 0.1283

-0.7274 | 1.2654

-1.1282 | 0.6243

La matriz Caracteristica “A” se muestra en la Tabla 4.5 obtenida para un caso sin dafio, la cual se

obtiene directamente de la Ecuacién 4.28 a partir de las matrices de masa y de rigidez global,

pasando previamente por el proceso de condensacion estatista, como se indica en la Ecuacion 4.25.
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Tabla 4.5: Matriz caracteristica sin dafio para 10 EF.
“A” X (1e+07)
1C 2C 3C 4C 5C 6C 7C 8C 9C 10C

3.7159 | -2.7759 | 1.3391 | -0.4645 | 0.1433 | -0.0417 | 0.0118 | -0.0033 | 0.0009 | -0.0003
-2.7759 | 3.4411 | -2.6639 | 1.3086 |-0.4568 | 0.1414 |-0.0413 | 0.0116 |-0.0031 | 0.0010
1.3391 | -2.6639 | 3.3785 | -2.6436 | 1.3027 | -0.4552 | 0.1409 | -0.0410 | 0.0112 | -0.0037
-0.4645 | 1.3086 | -2.6436 | 3.3716 |-2.6415 | 1.3021 | -0.4549 | 0.1403 | -0.0396 | 0.0130
0.1433 | -0.4568 | 1.3027 | -2.6415 | 3.3709 | -2.6411 | 1.3014 | -0.4528 | 0.1351 |-0.0450
-0.0417 | 0.1414 | -0.4552 | 1.3021 |-2.6411 | 3.3702 | -2.6388 | 1.2938 |-0.4332 | 0.1486
0.0118 | -0.0413 | 0.1409 | -0.4549 | 1.3014 | -2.6388 | 3.3618 | -2.6114 | 1.2198 | -0.4501
-0.0033 | 0.0116 |-0.0410 | 0.1403 |-0.4528 | 1.2938 | -26114 | 3.2685 |-2.3403 | 1.1260
0.0009 | -0.0031 | 0.0112 | -0.0396 | 0.1351 |-0.4332 | 1.2198 | -2.3403 | 2.3799 |-1.4109
-0.0003 | 0.0010 | -0.0037 | 0.0130 |-0.0450 | 0.1486 | -0.4501 | 1.1260 |-1.4109 | 0.9372

Ahora que ya tenemos las matrices caracteristicas para un caso con dafio simulado (Tabla4.4)y
para un caso sin dafio (Tabla 4.5); se puede observar que ambas matrices son simétricas positivas

definidas y cuadradas, el siguiente procedimiento sera determinar la Norma.

4.3 Cambio de la Norma

Aplicando la teoria de la seccion 3.5. Procedemos a calcular la Diferencia entre la norma de la
primera columna de la matriz que se encuentra en la Tabla 4.4 entre la norma de la primera columna
de la matriz que se encuentra en la Tabla 4.5. Después repetimos el procedimiento para la segunda
columna de la matriz que se encuentra en la Tabla 4.4 con la segunda columna de la matriz que se
encuentra en la Tabla 4.5 y asi para las demas columnas de las respectivas matrices. Para dicho
computo se emplea la Ecuacion 4.30. Una vez realizado dichos computos se determinaré cual de
ellos es el mayor valor de Cambio de Norma, por que donde se encuentre dicho valor, sera la

region donde se encuentra el dafio.
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DNi == Ni_SD - N (430)

icDE
Donde:

DN;, Representa al cambio de la norma para i-esima columna.
N; sp: Representa a la norma de la i-esima columna sin dafo.’

N; cpe: Representa a la norma de i-esima columna de matriz simulada para un caso de dafio.
Entonces obteniendo estos resultados columna a columna mostramos el siguiente cuadro de

resultados en la Tabla 4.6.

Tabla 4.6;: M. Cambio de Norma-Dafio al 50% - 5to elemento —Modelo 10 EF

Diferencia de Norma para el 5to elemento dafiado al 50% (x 1e+07)

DN DN> DN3 DN, DNs DNs DNy DNs DNy DNy

0.2832 0.2743 1.4412 2.8674 2.6676 1.3126 0.3231 0.0539 0.0833 0.1048

El mayor valor para el cambio de norma es 2.8674 que corresponde a DN4 (cuarta posicion) pero
la ubicacidn del dafio esta representada con un cambio de norma de 2.6676 que corresponde a DNs
(quinta posicion), Esto se ve mas claro en la siguiente Figura 4.3 donde la mayor elevacién

corresponde a DN4y DNs que pertenecen al 5to elemento.

-
7 FEM,

Norm Change

number of Elementos

Figura 4.3: M. Cambio de Norma para 10 EF y dafio del 50% en el 5to elemento
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4.4 Comparacion con el Método de Cambio de Curvatura

El método del cambio de la curvatura de la forma modal es un buen método empleado para
determinar dafio en las estructuras, que consiste en mostrar el mayor cambio de curvatura entre
una estructura dafiada y otra no dafiada, como un indicador para detectar la ubicacion del dafio. La
curvatura se encuentra a partir de las formas modales (vectores propios) empleando el método de
diferencias finitas central. Algunas de estas formas modales que corresponden a las frecuencias
naturales mas altas y las mismas frecuencias naturales més altas, son empleadas para aplicar la
técnica de la apropiada descomposicion ortogonal a través del problema de la descomposicion de
valores singulares; para que a partir de ellas se construya una matriz caracteristica "Ag;,," para el
caso dafiado; y finalmente en esta matriz aplicar el nuevo método del Cambio Norma para detectar
la ubicacion del dafio. La expresion matemética para las diferencias finitas est4 indicado en la
Ecuacion 3.9. En un vector propio hay n-1 Curvaturas de las Formas Modales (CFM), donde n
representa al grado de la matriz cuadrada “A” o “Asiv”, estas matrices tienen tantos vectores
propios como elementos finitos tenga la viga que ha sido discretizada. En el método de la curvatura
el dafio se expresa graficamente a manera de un pico mayor a los demas. Se parte del hecho que
se conocen las matrices Caracteristicas “A- sin presencia de dano” y “Asim” con presencia de dafio.
En ellas se determina los vectores propios en coordenadas cambiadas pero, el método del cambio
de curvatura exige que deben estas en coordenadas fisicas, entonces procedemos a multiplicarla
por [M]~%/2 tal como se indica en la Ecuacion 4.26. En las Tabla 4.7 y Tabla 4.8 se muestras los
vectores propios en coordenadas fisicas para ambas Matrices Caracteristicas. En la matriz “Asim”

se considera dafio al 50% en el 5to elemento.
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Tabla 4.7 Matriz de vectores propios sin Dafio en Coordenadas Fisicas para 10 EF.

1VP 2 VP 3 VP 4 VP 5VP 6 VP 7VP 8 VP 9VP | 10VP
0.0136/ 0.0756| 0.1900 -0.3315 0.4808 0.6150 0.7058 0.7185 -0.6131] 0.3628
0.0517| 0.2455 0.5020, -0.6424| 0.5740 0.2806/ -0.1577| -0.5738 0.7553 -0.5427
0.1104 0.4290| 0.6279 -0.3691] -0.1953 -0.6329 -0.5547| 0.0359 -0.6543 0.6751
0.1860 0.5579 0.43900 0.2674 -0.6275 -0.1203] 0.6116 0.5268 0.3486| -0.7530
0.2747) 0.5839 0.0212 0.6094| -0.0253 0.6630 0.0556 -0.7262 0.0661 0.7715
0.3731] 0.4837 -0.3908 0.2999 0.6198 -0.0414 -0.6570, 0.4248 -0.4601| -0.7293
0.4782 0.2650| -0.5532] -0.3214] 0.2498 -0.6535 0.4807| 0.1695 0.7103 0.6297
0.5873 -0.0488| -0.3492] 0.5682 -0.5148 0.1952 0.2658 -0.6470] -0.7386| -0.4806
0.6983 -0.4184] 0.1595 -0.1058 -0.3543 0.5576| -0.6771 0.6761 0.5415 0.2985
0.8099 -0.8088| 0.8074{ 0.8014 0.7834 -0.7434) 0.6692 -0.5516| -0.3916| -0.2019

Tabla 4.8: Matriz de Vectores propios con Dafio en coordenadas Fisicas para 10 EF.

1VP 2 VP 3 VP 4 VP 5VP 6 VP 7VP 8 VP 9VP | 10VP
0.0091 0.0703 0.1640 -0.3283 0.4323 0.4736 0.8570] 0.3966/ -0.8750| 0.2736
0.0348 0.2408 0.4477 -0.6695 0.5713 0.3107| -0.0444] -0.1933] 1.0304 -0.3522
0.0745 0.4624; 0.6026| -0.4311] -0.1297| -0.4521 -0.7678 -0.1836| -0.8101 0.3371
0.1258 0.68220 0.5298 0.3241 -0.8525 -0.2847, 0.8987| 0.5313 0.4938 -0.3369
0.2158 0.7175 0.0284) 0.7785 0.12200 0.9361 -0.1415 -0.8839 -0.0421 0.5095
0.3394 0.5263 -0.4123 0.2310 0.6007| -0.2419 -0.3717| 0.8076 -0.1768 -0.7254
0.4678 0.2778 -0.5654| -0.34020 0.1245 -0.6170, 0.4090| -0.2710, 0.3459 0.9334
0.5990 -0.0176| -0.3405 -0.4877| -0.5329] 0.3236 0.0994| -0.5354] -0.3909 -0.9000
0.7317| -0.3414] 0.1873 -0.0472| -0.2980 0.5372 -0.4569 0.8156/ 0.2976| 0.6360
0.8648 -0.6758 0.8509 0.7327] 0.7651 -0.8007 0.4823 -0.7341 -0.2183 -0.4535

Da sim=

®a 'y Oa siv, Son los vectores propios de las matrices caracteristicas “A” sin dafio y con dafio

respectivamente. Las columnas de las matrices que se encuentran en la Tabla 4.7 y Tabla 4.8
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representan a los vectores propios (1VP, 2VP, hasta 10VP). Entonces a partir de estos datos se
empieza a determinar la curvatura. Nosotros haremos la secuencia de célculo para el quinto vector
propio de las dos matrices. Se empleard la Ecuacion 3.9 para determinar las siguientes tres
Ecuaciones, donde la Unica diferencia entre las dos primeras (Ecuaciones 4.32 y 4.33) es la
nomenclatura por el uso de la matriz caracteristica, sin dafio o con dafio. En la Ecuacion 4.34 se
muestra el cambio de la curvatura, que viene a ser una diferencia entre los resultados de las

anteriores dos ecuaciones.

o |xiod = 2x 4 xpyy?
CFM; o) = |= > *‘h : (4.32)
1 1 r
: x'i_1 —=2x";7 +x'
CFM; .o/ = [-= 2*‘h e (4.33)
ACFM;’ = |CFM; oo’ — CFM; .| (4.34)

Donde CFMi_de, representa la i-esima curvatura del j-esimo vector propio para el caso sin dafio,

CFMi_de, la i-esima curvatura del j-esimo vector propio para el caso con dafio y ACFM,’ el
cambio para la i-esima curvatura del j-esimo vector propio. Donde i=1, 2,...,9 y j=1,2,...,10.
Aplicando las 3 anteriores ecuaciones en las matrices de las Tablas 4.7 y 4.8 (matrices ®ay

®a_sim), obtenemos los siguientes valores.

0 —2(0.4808) + 0.5740
0.6022

CFM,>¢5P = ‘ ‘ = 1.0696

0 — 2(0.4323) + 0.5713
0.6022

CFM,>¢7 P = ‘ ‘ = 0.8093

ACFM; = |1.0696 — 0.8092| = 0.2603
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0.4808 — 2(0.5740) + 0.1953

5C-SD __ —
CFM, = ‘ 0.6022 ‘ 2.3799
0.4323 — 2(0.5713) — 0.1297
5C-D __ —
CFM, = ‘ 0.6022 ‘ = 2.3178
ACFM, =12.3799 — 2.3178| = 0.0621
Este proceso se repite para ACFM3, ACFM,, ACFMs,y ACFM,.
0.2498 — 2(—0.5148) — 0.3543
FMg>¢ 5P = = 2.552
CFMs 0.6022 5526
0.1245 — 2(—0.5329) — 0.2980
CFMg°¢™P = ‘ ( ) ‘ = 2.4621

0.6022

ACFMg = |2.5526 — 2.4621| = 0.0905

—0.5148 — 2(—0.3543) + 0.7834
0.6022

CFMy°¢~5SP = ’ ‘ = 2.6964

—0.5329 — 2(—0.2980) + 0.7651
0.6022

CFM,°¢™P = ‘ | = 2.2852

ACFMqy = |2.6964 — 2.2852| = 0.4112

Los resultados de los calculos se muestran en la quinta columna de la Tabla 4.9

En la Tabla 4.9 se muestra los cambios de curvatura para las matrices de los vectores propios de
las Tablas 4.7 y 4.8. Lo ideal seria que en todas las columnas el quinto valor sea mayor con respecto
a sus otros valores para la misma columna. En la primera fila de la Tabla 4.9 va el nombre de cada
columna y en la primera columna va el nimero de fila. El simbolo “A” representa al cambio con

respecto a la Curvatura. A continuacion, la grafica de los valores de la Tabla 4.9.
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Tabla 4.9: M. Cambio de Curvatura-Dafio al 50%-5to Elemento-Modelo de 10 EF.
1A 2 A 3A 4 A SA 6 A 7TA 8 A 9A 10 A

0.0220 | 0.0216 | 0.0061 | 0.0209 | 0.2603 | 0.8631 | 0.5221 | 2.8266 | 2.2043 | 1.0207
0.0182 | 0.0925 | 0.1579 | 0.0127 | 0.0621 | 0.0572 | 0.7959 | 3.5937 | 2.6704 | 2.2357
0.0144 | 0.1508 | 0.2405 | 0.4238 | 0.8699 | 1.3685 | 2.2810 | 1.6180 | 2.0195 | 3.5418
0.0704 | 0.2250 | 0.5512 | 0.0172 | 1.8292 | 2.1599 | 2.7164 | 1.0658 | 1.5301 | 3.9518
0.0660 | 0.2797 | 0.1519 | 0.9674 | 1.2500 | 2.5141 | 1.8030 | 1.9393 | 0.4351 | 2.6048
0.0052 | 0.1746 | 0.1044 | 0.7956 | 0.1661 | 1.9609 | 2.3157 | 3.7634 | 2.8678 | 0.0936
0.0031 | 0.1301 | 0.0323 | 0.1353 | 0.5887 | 0.4005 | 0.7232 | 0.6983 | 3.7523 | 2.8228
0.0015 | 0.0757 | 0.0052 | 0.3342 | 0.0905 | 0.6640 | 1.3281 | 1.4468 | 3.5976 | 4.0842
0.0005 | 0.0279 | 0.0093 | 0.2906 | 0.4112 | 0.3084 | 2.1898 | 0.9651 | 2.7837 | 3.7144

O O Nl o O &~ W N

Cantilever-Beam Curvature-Methods 5 - 389 6215-291_ 1483 h=

CurvatureDifference

Distance From Built-lm End L (ft)

Figura 4.4: M. Cambio de Curvatura para 10 EF y dafio del 50% en el 5to Elemento.

En la Figura 4.4 se presenta una gréfica para el cambio de la Curvatura, cuyos valores de la escala
horizontal representa a los nodos del nimero de los elementos en que ha sido discretizado una viga
cantiléver (ejemplo 4.1). En la escala vertical se muestra el Cambio de curvatura (valores para la

columna 5A). Se puede apreciar claramente que entre el 5to nodo (compartido con el 5to y 6to
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elemento) presenta la mayor variacion para el cambio de la curvatura, indicando que en esa region

esta presente el dafio.

4.5 Flujograma del Algoritmo

- - INPUT
v
v v ¥ ¥
EE::L [M,] 5:1 [Ke] 2:1 [f‘_i’e] 221 [Ea]
v v v v
[Mﬂ]zu'p [A’G]pxp [ﬂ?ﬂ]pxp [EG]pxp
v v v v
[MG]nxn [KG] nxmn [""'_ffr']nxn [EG] nxTn
v v v v
[Mrt]nxn [K*]?lxﬂ [ﬂtt]nxn [E*]mm
v v v v
[Mee]nan{Enes + (K nen{x b = {0} [ﬂtr]nm{i}ﬂxj + [Es]nxﬂ{x}ﬂxl = {0}
v v
{x} = [M~*7]{q} {x} = [17?]{q}
v v
{d} + [Aiaq} = {0} {4} + [Al{q} = {0}
v v v v
[®]2 [A]% [A]9 - [®]°
v v
[M—ll.-"Z] [H—ll.-"z]
# A[CFM] }
[2]* [3]*
7 l !
[CFM] +—P—— —T—T—| [CFM]
Detectar Dafio
I L | Ruido
~ h 4 #— &
Detectar Dafio —q
POD — [SVD] |¢— [@]
¥ ¢ T
[A] [A]Exps-r_[)aﬁa

3 .
NORMA[) —»| A[NORMA] |«—| NORMAy,,, lz‘r}u
4
¥

59



El Flujograma del Algoritmo, es una secuencia de procesos para el desarrollo del programa, que
servird para simular la deteccion del dafio en una viga cantiléver. Empieza en la parte superior con
el Input, en ella se deben ingresar datos como: longitud de viga, ancho y altura de la seccién
transversal, densidad del Material, Modulo de Elasticidad, niUmero de elementos en que sera
discretizado la viga, Elemento y porcentaje de dafio (reduccién de la altura de la seccion
transversal, solo en dicho elemento) las unidades tanto de las propiedades fisicas como mecéanicas
estan en unidades inglesas. Del Input se origina una linea de flujo horizontal, del cual se ramifica
en 4 lineas de flujo vertical; las dos primeras de la izquierda son para el caso sin dafio y las dos
siguientes para el caso con dafio. Al término de estas lineas de flujo vertical se obtienen dos
sistemas de ecuaciones de movimiento, cuyas matrices de masa y rigidez son resultado de la
técnica de la condensacion estatica. Siguiendo con el flujograma, se genera un cambio de
coordenadas para los dos sistemas de ecuaciones, obtenido dos matrices caracteristicas para ambos
casos ([A] [A]). De ellas se obtendra los vectores propios y valores propios y se procedera a

calcular las respectivas curvaturas ([CFM], [CFM]) , y con ellos el cambio de curvatura ( A[CFM])

y terminando en el Output C. que es donde se determina la ubicacion del dafio.

Para el caso con dafio se procede a calcular la matriz caracteristica experimental
( [Algxper pano ) Obtenida a partir de inducir ruido aleatorio en los vectores propios
([®]9) y considerando también a los valores propios ([A]9), a este Gltimo no se le induce ruido, y
aplicar la técnica de descomposicion de valores singular. Ahora gque ya se cuenta con las matrices
caracteristicas con dafio y sin dafio ([A]). Entonces procedemos a aplicar la técnica de la Norma a
cada matriz caracteristica y a continuacion se determina el cambio de norma (A[NORMA])

finalmente llegamos al Output N, que es la etapa de la deteccion de dafio con la técnica de la
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Norma. Finalmente, en la linea de flujo de ambos sentidos se observa que ambas técnicas de

deteccién de dafio son buenas.
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CAPITULO 5 - RESULTADOS

En este Capitulo se mostrara los resultados para varios casos de modelado y sus respectivas
variaciones. También se mostrara los resultados de la simulacién numérica y finalmente las
gréaficas del método de la curvatura con el cual se compara el método de la norma. Los resultandos
son mostrados en tablas, cada una de las cuales tiene su particularidad, pero son claramente

explicadas al inicio de los comentarios.

5.1 Resultados Para Modelados

Los resultados para la seccién 3.7.1 correspondiente al modelado de dafio para sistemas, son
presentados en esta parte. Estos resultados son mostrados en Tablas y Figuras. En la estructura de
las Tablas, se muestran la Ecuacion con el cual se obtuvo los valores; el coeficiente a con el cual
se obtuvo el dafio para diferentes grados de dafio (0.9, 0.8 y 0.5 correspondiente al 10, 20 y 50%
respectivamente), y su posicion en la tabla indica la ubicacién del dafio en el sistema. Las iniciales
DNi, DNsa,....DNp; indica el Cambio de Norma para el primer, segundo y n-esimo elemento
respectivamente. En la estructura de las Figuras, en el titulo se indica los nimeros de grados de
libertad del sistema. La escala horizontal presenta valores numéricos que representa al nimero de
inercias que coincide con el nimero de grados de libertad. En la escala vertical se encuentra el

cambio para la norma para un dafio del 10%.

5.1.1 Resultados para el Modelado de Dos Elementos

En las tablas 5.1 y 5.2 se muestran los resultados para un sistema dindmico de 2 elementos. La
diferencia entre una y otra, es que en el primero ki<k:y en el segundo ki>k>, pero en ambos se
hace uso de las Ecuaciones la 3.18 y 3.19, que corresponden a ubicar dafio en el primer y segundo
elemento respectivamente. En las tablas las posiciones de la ubicacion, del simbolo a, es el
indicativo de la ubicacion de dafio que puede ser del orden del 10, 20 y 50%, a cuyos porcentajes

corresponde 0=0.9, 0=0.8 y 0a=0.5% respectivamente.
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Tabla 5.1 M. Cambio de la Norma-Dafio Variado-1ler Elemento-Modelo 2 E. (ki<kz)

Sistema Dinamico de 2 Elementos
Ec.(3.18) Ec.(3.19)
a — — a
ki <k, ki =2 k,=4 ki =2 k,=14
m; =2 m, =2 my =2 m, =2
DN, DN, DN, DN,
a=0.9 0.0828 0.0 0.2769 0.2828
a=0.8 0.1646 0.0 0.5527 0.5657
a=0.5 0.4040 0.0 1.3695 1.4142

Tabla 5.2 M. Cambio de la Norma-Dario Variado-1er Elemento-Modelo 2 E. (ki>k2)

Sistema Dinamico de 2 Elementos
Ec.(3.18) Ec.(3.19)
a — — a
ki >k, ki =4 k, =2 k, =4 k, =2
my =2 m, =2 my =2 m, =2
DN, DN, DN, DN,
a=0.9 0.1891 0.0 0.1258 0.1414
a=0.8 0.3760 0.0 0.2502 0.2828
a=0.5 0.9262 0.0 0.6128 0.7071

Cuando el dafio esta presente en el primer elemento se puede apreciar que la diferencia de la norma
DN; es mayor que la diferencia de la norma DN y si el dafio esté en el segundo elemento DN, >

DN:. Estos resultados se mantienen sin importar el porcentaje de dafio que existe en la estructura.

5.1.2 Resultados para el Modelado de Seis Elementos

Los resultados de las Tablas 5.3, 5.4 y 5.5, se obtuvo con las Ecuacion 3.21, 3.22 y 3.23
respectivamente. Todas corresponden a un sistema dinamico de 6 elementos, asi como en las
anteriores Tablas los valores de las rigideces k1, k3 y k5 tienen el mismo valor e iguales a 2 y las
rigideces k2, k4 y k6 iguales a 4, todas las masas son idénticas e iguales a 2 y en cada tabla se
obtuvieron datos de resultado de dafio para 10, 20 y 50% de dafio. Ver la Figuras 5.1, 5.2 y 5.3
para mas claridad.
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Tabla 5.3. M. Cambio de la Norma-Dafo Variado-1er Elemento-Modelo 6 E.

Sistema Dinamico de 6 Elementos — Dafio del 10,20 y 50% — ler Elemento
a — — — — —
EC321 kl == 2 kz - 4 k3 = 2 k4 = 4‘ ks = 2 k6 = 4‘
m; =2 m, =2 ms =2 my =2 mg =2 me = 2
DN, DN, DN, DN, DN DN,
a=0.9 0.0828 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
a=0.8 0.1646 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
a=0.5 0.4040 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Systems of Six DOF,
= ! T =
g n
1 Ut O SO b
=
] S S S S— A T |
L i i s ' i =
i) 1 2 3 4 5 6

number of Elementos

Figura 5.1. M. Cambio de Norma-Dafio al 10%-1er Elemento-Modelo de 6 E.

Tabla 5.4 M. Cambio de la Norma-Dafio Variado-3er Elemento-Modelo 6 E.

Sistema Dinamico de 6 Elementos — Daiio del 10,20 y 50% — 3er Elemento)
_ _ a _ _ _
pegy | K1=2 | ks =4 | ks =2 k, =4 ks =2 ke = 4
m; =2 my =2 my =2 my =2 mg =2 me = 2
DN, DN, DN, DN, DN DN,
a=09 0.0 0.1022 0.1022 0.0 0.0 0.0
a=0.38 0.0 0.2090 0.2090 0.0 0.0 0.0
a=0.5 0.0 0.5013 0.5013 0.0 0.0 0.0
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Norm Change

Systems of Six DOF,

0.025

=1

number of Elementos

Figura 5.2. M. Cambio de Norma-Dafio al 10%-3er Elemento-Modelo de 6 E.

Tabla 5.5 M. Cambio de la Norma-Dafio Variado-5to Elemento-Modelo 6 E.

Norm Change

2]

Sistema Dinamico de 6 Elementos — Dafio del 10,20 y 50% — 5to Elemento)

0.03

f— f— f— f— a f—
Ec.23 k1:2 k2 =4 k3 =2 k4—4‘ ks =2 k6:4
my =2 m, =2 my = 2 my =2 mg =2 me = 2
DN, DN, DN, DN, DN DN,
a=209 0.0 0.0 0.0 0.1057 0.1057 0.0
a=2038 0.0 0.0 0.0 0.2090 0.2090 0.0
a=05 0.0 0.0 0.0 0.5013 0.5013 0.0
Systems of Six DOF,
0.15m T T = !
0.11
a : z

off

numibrer of Elementos

Figura 5.3. M. Cambio de Norma-Dafio al 10%-5to Elemento-Modelo de 6 E.
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Cuando el dafio esta presente en el primer elemento entonces DN1 es mayo a las demas; si el dafio
esta en el tercer elemento entonces DNs y DN> tendran el mismo valor mayor, si el dafio esta en el
quinto elemento entonces DNs y DN4 tendran el mismo valor mayor. También se puede apreciar
en las Tablas 5.3, 5.4 y 5.5 que la regién de dafio esta donde se ubica la mayor variacion de la

Norma.

5.1.3 Resultados para el Modelado de Nueve Elementos y Multiple Dafio.

En la Tablas 5.6 se ha asignado dafio simultaneo al primero y quinto elemento. En la Tablas 5.7 se
ha asignado dafio simultaneo al segundo y sexto elemento del orden del 10% respectivamente y se
puede ver que la region donde esta el dafio presenta graficas a manera de picos o de trapecios. Esto

se aprecia mejor en las Figuras 5.4 y 5.5. Donde los valores para la masa son iguales a: m; =

2 donde i =1,2,...,9

Tabla 5.6. M. Cambio de la Norma-Dafio Multip-10%-1er y 5to Elemento-Modelo 9 E.

Sistema Dinamico de 9 Elementos — Multiple Dafio (10%) — Ec. 3.24

a=0.9 - - - a=0.9 - - - -
k1:2 k2:4' k3:2 k4:4' k5:2 k6:4' k7:2 k8:4' k9:2
DN, DN, DN; DN, DN; DN DN DNg DNy
0.082 0.00 0.00 0.105 0.105 0.00 0.00 0.00 0.00

System;t)f Mine DOF,

. e M e
IPTII E— USRS WSS S S —— S —

Norm Change
=]
=

0.045

-0.01
0

number of Elementos

Figura 5.4. M. Cambio de Norma-Dafio al 10%-1er y 5to Elemento-Modelo de 6 E.
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Tabla 5.7. M. Cambio de la Norma-Dafio Multip-10%-2do y 5to Elemento-Modelo 9 E.

Sistema Dinamico de 9 Elementos — Multiple Dafio (10%) — Ec. E3.42

- a=0.9 - - - a=0.9 — - —
k1=2 k2=4‘ k3=2 k4=4‘ k5=2 k6=4‘ k7=2 k8=4‘ k9=2
DN, DN, DN, DN, DN, DN, DN, DNg DN,
0.576 0.566 0.00 0.0 0.556 0.556 0.0 0.0 0.0

Systems of Mine DOF,
1.2 T T T I ]
T S Nk K
0.6

Narm Change

0.3

-0.01

Figura 5.5. M. Cambio de Norma-Dafio al 10%-2do y 6to Elemento-Modelo de 6 E.

5.2 Resultados para la Simulacion Numerica

number of Elementos

Estos resultados son obtenidos implementando el flujograma del capitulo 3.10 en Matlab. Se

incluye dos tipos de simulacion, para 6 elementos finitos y para 10 elementos finitos como se vera

a continuacion. Los resultados son presentados en Tablas y también son ilustrados en Figuras. Las

Tablas presentan un titulo como “6 EF-Dafio en el ler Elemento” que significa seis elementos

finitos para un dafio en el primer elemento. Seguidamente van las iniciales DNi que quiere decir

cambio de norma en el i-esimo nodo. En la primera columna de las tablas van los grados de dafio

que son 10, 20 y 50% a quienes corresponde un factor de reduccién 0.9, 0.8 y 0.5en la altura de la

seccion transversal de la viga, en esta columna también va un factor que multiplica a cada valor

de la fila correspondiente. Los valores en negrita y subrayados indican la posicion del dafio en la

tabla que coincide con la ubicacion en la gréfica de la Figura correspondiente a cada Tabla. En las
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Figuras va un titulo como “FEM” que quiere decir método de los elementos finitos. Los valores
de la escala horizontal se refieren a los nodos en que son discreteados la Viga, son dos las
discretizaciones para 6 elementos finitos y para 10 elementos finitos. Los valores de la escala
horizontal de la Figura representan a los nodos; los valores de la escala vertical representan a los

cambios de curvatura para un dafio del 20% tanto para 6 EF como para 10 EF.

5.2.1 Resultados en 6 Elementos Finitos

En la Tabla 5.8 se muestra que el mayor valor para el cambio de Norma corresponde a la primera
columna lo cual es indicio que el dafio se encuentra en el primer elemento. En la Tabla 5.9 el dato
en negrita corresponde a la ubicacion del dafio en el tercer elemento y el valor para el cambio de
norma es mayor respecto a los deméas. En la Tabla 5.10 el valor en negrita es mayor a todos los
demas y se encuentra en el quinto elemento. También se nota mas claramente este comportamiento

en las Figuras 5.6, 5.7 y 5.8.

Tabla 5.8 M. Cambio de Norma-Dafio Variado-ler elemento-Modelo 6 EF.

6 Elementos - Dafio en el ler Elemento
DN; DN DNj3 DN, DNs DN6
10% (x e5) 6.5754 3.1076 1.7089 0.1912 0.9548 1.4249
20% (x €6) 1.2926 0.6433 0.2314 0.0323 0.0823 0.1268
50% (x e6) 3.1689 1.6283 0.3874 0.0707 0.0397 0.0710

Norm Change

number of Elementos

Figura 5.6 M. Cambio de Norma-Darfio al 20%-1er elemento-Modelo de 6 EF.
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Tabla 5.9 M. Cambio de Norma-Dafio Variado-3er elemento-Modelo 10 EF.

6 Elementos - Dafio en el 3er Elemento
DNy DN> DNs DNg4 DNs DNe
10% (x e5) 4.,4037 47763 5.7156 2.8991 1.6446 1.6289
20% (x e6) 0.7966 1.0911 1.1785 0.6213 0.2307 0.1724
50% (x €6) 1.9059 3.4981 3.5309 1.6854 0.4272 0.1970
x 10° FEM,
2—————————-------———'—————-------———————-?-----————————-------; -------------------- -------------------- e RSRRRERRD —
B T —_— !
5 I N s DN S L N
ool T ————— — !
o : : ; i ; :
number of Elementos
Figura 5.7 M. Cambio de Norma-Dafio al 20%-3er elemento-Modelo de 6 EF.
Tabla 5.10. M. Cambio de Norma-Darfio Variado-5to elemento-Modelo 6 EF.
6 Elementos - Dafio en el 5to Elemento
DN DN, DNj3 DN, DNs DNs
10% (x e5) 1.3398 0.7733 3.8018 4.1245 4.8997 3.7525
20% (x e6) 0.1322 0.1470 0.6872 0.9528 1.0185 0.6704
50% (X e6) 0.0970 0.3516 1.6250 3.0986 3.3515 1.9206
x10° FEM
P o S R SO S S |
B e P LR PP PP —

Norrm Change

number of Elementos

Figura 5.8 M. Cambio de Norma-Dafo Variado-1ler elemento — Modelo 6 EF.
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5.2.2 Resultados en 10 Elementos Finitos

Las Tablas 5.11, 5.12 y 5.13 se muestran resultados de dafio para el primer, Quinto y séptimo
elemento respectivamente para una viga cantiléver cuyas caracteristicas se indicaron en el ejemplo
de la seccion 4.1. Hay tres niveles de dafio: 10, 20 y 50% en cada Tabla. El dafio en la Tabla 5.11
esta representado por el mayor valor del cambio de la norma que corresponde a los valores de la
primera columna; el dafio en la Tabla 5.12, esta representado por los valores del cambio de la
Norma, que corresponde a los valores de la quinta columna de dicha tabla y el dafio en la tabla
5.13 esta representado por el mayor valor de cambio de norma, que corresponde al séptima

columna, esto se puede apreciar mucho mejor en las Figuras 5.9, 5.10 y 5.11.

Tabla 5.11 M. Cambio de Norma Dafio Variado-ler Elemento-Modelo 10 EF.

Cambio de la Norma - Viga Cantiléver - Diferente grado de Dafio-1 Elemento
Dafio | factor | DN DN: DN DNa DNs DNs DNy DNs DNs DNig
10% let 6.794 2,573 1.648 1.372 0.362 1.315 1.111 0.275 1.978 2.115
20% 1e7 | 1.169 | 0.526 | 0.197 | 0.144 | 0.035 | 0113 | 0.108 | 0.022 | 0.178 | 0.196
50% 1e7 | 2.600 | 1.339 | 0.290 | 0.1456 | 0.042 | 0.057 | 0.09 | 0.010 | 0.120 | 0.149
x 10" _FEM,

Norm Change

number of Elementos

Figura 5.9 Dafio al 20% en el Primer elemento - Método de la Norma.
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Tabla 5.12. M. Cambio de Norma Dafio Variado-5to Elemento-Modelo de 10 EF.

Cambio de la Norma - Viga Cantiléver - Diferente grado de Dafio-5to Elemento

Facto DNa DNz DNs DNa DNs DNg DNz DNg DNsg D'Nap

10% leb 2.448 | 0.671 | 3.493 | 4.835 | 3.879 | 3.552 | 1.598 | 0.365 | 2.042 | 2.156

20% leb 2.453 | 1.194 | 6.032 | 9.585 | 8.521 | 5.963 | 2.109 | 0.413 | 1.895 | 2.029

50% le7 0.283 | 0.274 | 1.441 | 2.867 | 2.667 | 1.312 | 0.323 | 0.053 | 0.083 | 0.104

> 107 =

Norm Change

10
number of Elementos

Figura 5.10 M. Cambio de Norma-Dafio al 20%- 5to elemento-Modelo de 10 EF.

Tabla 5.13 M. Cambio de la Norma-Dafo Variado-7mo Elemento-Modelo 10 EF.

Cambio de la Norma - Viga Cantiléver - Diferente grado de Dario -7mo Elemento
Dan Facto DMy DMz DMa DMy DMs DM DMz DMz DMs DM

50% 1ev? 0.137 | 0.016 | D.144 | 0.290 | 1326 | 2821 | 2,961 | 1.2595 | 0.362 | 0.182

20% let 2158 | 0.1%2 | 1425 | 2018 | 5061 | 5856 | 9.425 | 4583 | 25972 | 2.300

10% leb 2344 | 0203 | 1.38]1 [ 1644 | 2537 | 5065 | 4.689 [ 2474 | 2.560 | 2.250

2x107 . . . . FE!M . . . !
T = o N |
Il e et R e e S AR —
L e e e e B e —
L e S e it T L e S AT —

Norm Change

number of Elementos

Figura 5.11 M. Cambio de Norma-Dafio al 20%-7mo Elemento — Modelo de 10 EF.
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De las figuras 5.9, 5.10 y 5.11 se puede apreciar que la mayor pronunciacion en las gréaficas se da

en la region donde existe dafio, incluso en el primer elemento como se muestra en la Figura 5.9.

5.2.3 Resultados para Seis Elementos Finitos con Ruido Aleatorio

En la tabla 5.14 de muestran los datos para cambio de norma para el 50% de dafio en el primer,
tercer y quinto elemento para una viga cantiléver cuyas dimensiones y propiedades fisicas y
mecanicas se dan en el ejemplo de la seccion 4.1, con la Unica diferencia que la viga, ha sido
discretizado en seis elementos. Lo importante de los resultados de esta tabla es que el ruido
aleatorio ingresado en los vectores propios para el caso con dafio, no ha afectado drasticamente a
los resultados obtenidos para el cambio de la norma.

Tabla 5.14 M. Cambio de Norma-Dafio al 50% en 1er, 3er y 5to Elemento-Modelo de 6 EF. Con Ruido
Aleatorio.

Meétodo de la Norma Con Ruido y sin Ruido — 6 Elementos y 50% de Dafio

(DNi X E+6) | Ruido DN DN DN DN DN DN
Dafio ter | No | 31689 | 16283 | 0.3874 | 0.0707 | 0.0397 | 0.0710
Elemento Si 31591 | 16349 | 03678 | 00711 | 00186 | 0.0610

Dafio_3er No 1.9059 3.4981 3.5309 1.6854 0.4272 0.1970
Elemento Si 1.9034 3.4999 3.5342 1.6875 0.4295 0.2103

Dafio_5to No 0.0970 0.3516 1.6250 3.0986 3.3515 1.9206
Elemento Si 0.1201 0.3350 1.5885 3.0811 3.3367 1.9189

5.3 Comparacién Grafica con el Método de Cambio de Curvatura.

Estas graficas se obtuvieron para una viga cantiléver cuyas magnitudes fisicas y propiedades
mecanicas son las mismas al ejemplo 4.1. Se puede observar que el Método de Cambio de
Curvatura no detecta dafio en el primer elemento, pero si lo hace el Método de Cambio de Norma
tal como se puede apreciar en las Figuras 5.12 y 5.13. El dafio en los siguientes elementos es
detectado por ambos Métodos como se muestran en la Figuras 5.14 y 5.15 o en las Figuras 5.16 y
5.17. La ubicacion del dafio en el altimo elemento es casi desapercibida por el método de Cambio
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de curvatura mientras que ocurre lo contrario con el Método de Cambio de Norma, ver en las
Figuras 5.18 y 5.19.

Cantibewer-Beam Cm:tur;-hlelhnds.‘l : B.2995-5 4579 hz

ze ; 4 ! ! : !
2L . H _,.
) I S P SRS SOV SNSRI ki

g i i
& : E
E. : :
: s |
S s : : s : : s
' 1] 2 i3 g | 5 6! 7 B g |
-, i G = {2 A £, H

o1 s ~__

(%2 ..E... ..........":llg)

; i H i i i i
u'sﬂ 1 2 5 6

3 4
Distance From Builtdn End L{Tt)
Figura 5.12 M. Cambio de Curvatura-Dafio al 20%-1er elemento-Modelo de 10 EF.

x 107 FEM
I I ! I I
2_ _____________________________________________________________________________________________________________________ —
SR R S SO USROS YOS UM SUUS N

Norm Change

number of Elementos

Figura 5.13. M. Cambio de Norma-Dafio al 20%-1er Elemento-Modelo de 10 EF.
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Cantilever-Beam Cunvature-Methods, 1 - 6.29955.1318 hz
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Figura 5.14 M. Cambio de Curvatura-Dafio al 20%-5to elemento-Método de la Curvatura.

x 10" FEM,

Narm Change

0 1 2 3 4 5 6 7 8 2 10
number of Elementos

Figura 5.15. M. Cambio de Norma-Dafio al 20%-5to Elemento-Modelo de 10 EF.
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Cantilever-Beam Cunature-Methods 1 - 629955 3277 hz
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Figura 5.16. M. Cambio de Curvatura-Dafio al 20%-7mo Elemento-Modelo de 10 EF.
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Figura 5.17. M. Cambio de Norma-Dafio al 20%-7mo Elemento-Modelo de 10 EF.
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Cantilever-Beam Curvature-Methods,1 - 6.2995-6.5296 hz
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Figura 5.18 M. Cambio de Curvatura-Dafio al 20%-10mo Elemento-Modelo de 10 EF.
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Figura 5.19. M. Cambio de Norma-Dafio al 20%-1mo Elemento-Modelo de 10 EF.
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CAPITULO 6 - CONCLUSIONES

El método del cambio de la norma, detecta la region donde ocurre el dafio, esto es una
consecuencia de la existencia de simetria en las matrices globales de masa y rigidez. Asi como
la conectividad que presenta la matriz global de rigidez. Por lo tanto, este método proporciona
la ubicacion del dafio en la regidon donde se da la mayor variacion del cambio de la Norma para
dos matrices caracteristicas de las cuales una de ellas presenta dafio. No es necesario usar todos
los vectores propios con sus respectivos valores propios, para construir la matriz caracteristica
con dafio. Esto es debido a la ventaja que ofrece la aplicacion de técnicas matematicas como
la descomposicidn de valores singulares y una adecuada descomposicion ortogonal. También
se compar6 con el método de la curvatura y se encontrdé que da resultado donde la curvatura
no predice, esto es porque la Norma puede ser calculado para todos los vectores columna, en
comparacion con la curvatura, en el cual no es posible encontrar la curvatura para el
desplazamiento del primer y Gltimo nodo en todos los vectores propios que tiene una matriz

Caracteristica.

También se Pudo predecir dafio multiple, como se demostrd para el caso de un modelado de
nueve elementos en un sistema dinamico, donde el coeficiente de dafio estaba presente en dos
diferentes rigideces. Es oportuno recordar que “a” represento a dicho coeficiente cuya funcion
es reducir la rigidez. Y se encontr6 que los mayores valores del cambio de norma entre dos
matrices caracteristica para distintos estados estan presentes en la region donde se produce el
dafio. También se demostrd que la matriz de rigidez global presentaba simetria y conectividad
mientras que la matriz de masa global solo presentaba simetria estas caracteristicas hicieron

posible que este método trabaje encontrando la ubicacién del Dafio.
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6.1 Trabajos Futuros

Cuantificar el valor del dafio para realizar un mejor diagnostico del estado de la estructura en
tiempo real, ayudando a los responsables del monitoreo tomas acciones de tal manera que
garanticen el mejor desempefio y seguridad en el funcionamiento de la estructura. Esto
incrementaria la Funcionalidad del método al dejar de usar un método de pruebas no destructivas
tradicional para cuantificar dicho dafio. Entonces el método seria capaz de encontrar la ubicacion

y el grado de dafio.

Obtener datos experimentales y con ellos hacer uso de la descomposicion de valores singulares
para generar la matriz caracteristica para un caso con dafio, de esta misma obtener la norma para
cada vector columna y compararla con la norma de los vectores columna de una matriz
caracteristica sin dafo. Finalmente determinar la ubicacién de la mayor variacion para el cambio

de la norma, dicha posicion también deberia corresponder a la ubicacién del dafio.
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APENDICE A-1

Demostrar U = Z donde U y Z representan a dos distintas matrices cuadradas ortogonales y junto
a la matriz diagonal ) forman parte del teorema de la descomposicion de valores singulares,

matematicamente expresado de la siguiente manera:
A=UxZT
Se “A” una matriz simétrica:
A=AT

De acuerdo a la definicion de la descomposicion de valores singulares, la matriz U esta formada
por los vectores propios {¢;} de la matriz de Covarianza modificada de “A” la cual es [AAT]y

Cuyos vectores propios es:
[AA™{o:} = Li{e:}
Por lo que U seré:

U= [{p:} {92} {9} ... {gn}]

Ahora bien. De acuerdo a la definicion de la descomposicion de valores singulares la matriz “Z”
esta formada por los vectores propio de la matriz de correlacion modificada de “A” la cual es

[AT A] y cuyos vectores propios es:
[ATAY{¢:} = Bildi}
Por lo que Z sera:

Z = [{4} {2} o {3 - (G}

81



Pero como: [AAT] = [ATA]
Entonces:
U=7

Con lo cual queda demostrado que para una matriz simétrica: la descomposicion de valores

singulares es:

A=UzUT

APENDICE A-2

Demostrar que la Matriz A es Simétrica Positiva Definida
A es simétrica positiva definida si para todo x # 0 es posible hacer que:
xTAx >0
Entonces aplicando a nuestro caso, donde:
A=M1PKMY?

xTMY2KM ™Y 2x = (M~ 2x)TK(M~/2x)

Supongamos que:
y = (M~%x)

Entonces

yT'Ky >0
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