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En esta tesis se describe una implementacién del método Local Discontinuous
Galerkin LDG, aplicado a un problema de difusién fraccionaria. Se discute la formu-
lacién discreta del sistema asociado, haciendo énfasis en la construccion del operador
fraccionario. Se provee una estrategia para agregar un término de estabilidad en la
variable primaria, a diferencia de otras implementaciones las cuales estabilizan el
método penalizando en la variable auxiliar, de tal manera que se obtiene orden de
convergencia O (hPT!) para polinomios de grado p. Adicionalmente, se muestran ex-
perimentos numéricos en los que se necesita poca regularidad, de parte de la solucién

exacta, para obtener convergencia éptima.
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This thesis describes an implementation of the Local Discontinuous Galerkin
LDG method applied to a problem of fractional diffusion. The discrete formulation
of the associated system is discussed, with emphasis on the construction of the
fractional operator. A strategy is provided to add a term of stability in the primary
variable, unlike other implementations that stabilize the method by penalizing in
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

Esta tesis tiene como principal objetivo el estudio de un problema transitorio de
difusion fraccionaria en espacio; donde se estaria realizando un primer acercamiento
a Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias. El interés es desde el punto de vista del
método numérico que se utiliza para resolver el sistema y las condiciones (o restric-
ciones) que garantizan la convergencia. Se desea presentar un estimado de error y
corroborar con experimentos numéricos las tasas de convergencia de la aproximacion.
El problema modelo a estudiar es:

ou(z,t) daﬁu(x, t)
ot Jzr

+ fz, 1),V (2,t) € (a,b) x (0,7T], (1.1)

sujeto a las condiciones de frontera adecuadas, donde 5 € [1, 2] es el indice de la
derivada fraccionaria; los valores extremos § = 1y 8 = 2 son los casos clasicos de
transporte y difusién, respectivamente, los cuales han sido estudiados previamente.

El caso 8 € (1, 2) es puramente fraccionario y es el estudiado en esta tesis. El ope-
OPu(z,t)
oxh
se define d € R (constante) como el coeficiente generalizado de difusién; llegando

rador se entiende como la derivada de Riemann-Liouville orden 3. Ademas

a ser de velocidad en el caso = 1 o de difusiéon pura cuando 8 = 2. Las demas
Ou(x,t)

ot la primera derivada temporal y

cantidades son definidas como es usual:

f(x,t) es el término fuente.



En las ultimas décadas, los métodos numéricos aplicados a problemas de reaccion-
difusion fraccionaria han venido apareciendo en la literatura, motivados por la var-
iedad de situaciones fisicas que se describen mejor con modelos de enfoque frac-
cionario, tales como: Ecuaciones fraccionarias de Maxwell[14], Ecuacién fraccionaria
de Fokker-Planck [3], Procesos bioldgicos, Transporte en medios porosos, Difusién
de plasma, entre otros.

A continuacion se hara un breve recuento de publicaciones relacionadas con el
problema de difusion fraccionaria:

En 2010 Chen et. al [15], hacen una comparacién entre la derivada fraccionaria
y fractal. Intentando desarrollar un modelo fractal de difusiéon anémala y derivando
la solucién fundamental para el problema de difusién para contrastar con un nuevo
modelo de derivada fraccionaria en términos de eficiencia computacional, velocidad
de difusion y el comportamiento de decaimiento exponencial. Se presentan ademas
algunos experimentos numéricos.

En 2013 Deng y Hesthaven [10], realizaron una implementacién del Método
Local Discontinuo Galerkin (LDG) para el problema transitorio de difusién frac-
cionaria en 1D (8 € [1, 2]), agregando penalidad (o estabilidad) en una variable
auxiliar. Después de mostrar que un enfoque clasico no logra un orden éptimo de
convergencia, presentan un analisis donde el método con estabilidad recupera el or-
den de convergencia 6ptimo O (hk’“) para funciones con suficiente regularidad en
términos de derivadas.

Por otra parte, Xu y Hesthaven [16] en 2013, proponen un método discontinuo
Galerkin para ecuaciones de conveccion-subdifusion con un operador fraccionario
de orden 8 € (1, 2) definido a través del Laplaciano fraccionario. Obteniendo una
prueba de la estabilidad y orden 6ptimo de convergencia O (hk“) para la subdifusién
y O (hk“/ 2) para el problema general de difusién-conveccion fraccionaria. El anélisis

se confirma mediante ejemplos numéricos.



En 2015 Jin et. al [2], trabajan con el operador fraccionario de orden a € (1, 2)
en el estado estacionario, desarrollando derivadas en el sentido de Riemann-Liouville
y en de Caputo, presentando experimentos numéricos para ilustrar los estimados de
error.

La tesis se enfocard principalmente en el método LDG, el cual fue presentado en
un inicio por B. Cockburn y C.W Shu en [9] para problemas transitorios no lineales
de conveccién difusién. Esta implementacion se diferencia de la version propuesta
por [10] con respecto al tipo de estabilidad aplicada.

El método LDG es uno de los métodos discontinuos que en los tltimos anos
ha sido utilizado en la solucién numérica de una gran variedad de problemas debido
a sus buenas propiedades conocidas, tales como: ser localmente conservativo, no
requerir continuidad entre los elementos, el grado de aproximacién del polinomio
puede variar de una celda a otra y hace posible la adaptividad, entre otras.

La preferencia del uso del LDG sobre otros métodos discontinuos esta basada
en la comparacién numérica y tedrica realizada en [5] para un problema modelo
eliptico, en el cual se analizé el orden de convergencia, la estabilidad, el almace-
namiento de memoria requerido, el rendimiento al resolver el sistema lineal y el
comportamiento del condicionamiento espectral de la matriz de rigidez. Ademés
se prob¢ tedricamente que LDG es més estable y numéricamente los experimentos
mostraron una mejor precision para este método.

En [1] se desarrollé un marco teérico bajo el cual se presenté un andlisis de conver-
gencia y de estabilidad de los métodos mas importantes hasta el 2002. El primer
estimado de error a priori para LDG, fue analizada por P. Castillo, B Cockburn,
I. Perugia y D. Schotzau para problemas elipticos en [6] en el cual se demuestra y
comprueba que los érdenes de convergencia con parametros de estabilizacion 7. de

orden h~! son éptimos.
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En vista de que diferentes situaciones fisicas se describen mejor con modelos
fraccionarios, surge la necesidad de estudiar problemas con derivadas de este tipo,
independientemente de si el problema es transitorio o estacionario, de esta manera se
estaria contribuyendo al desarrollo de métodos numéricos que aproximen soluciones
fraccionarias. Los resultados que se encuentran en la literatura no contemplan to-
das las posibles formas de implementar el método LDG, de igual manera no se ha
trabajado el método para funciones con poca regularidad. En este momento, eso es
una motivacion para el desarrollo de esta tesis.

La tesis tiene como objetivos principales:

. Desarrollar e implementar una versién del método LDG para del problema (1.1),
donde LDG se aplica a la discretizacién en espacio.

. Estudiar las propiedades del operador fraccionario en su forma discreta; en parti-
cular la construccién de la matriz asociada.

. Presentar un estimado de error para la aproximacién de la solucion dada por la
version propuesta del método LDG.

. Estudiar el comportamiento para problemas donde la solucién es de poca regula-
ridad.

. Validar los resultados de estimado de error y el método propuesto mediante exper-
imentos numéricos.

La tesis tiene la siguiente estructura: en el Capitulo 2 se presenta los principales

resultados de calculo fraccionario; las definiciones de derivacién e integracién frac-

cionaria, en el Capitulo 3 se describe la implementacion del método LDG aplicado

al problema (1.1), en el Capitulo 4 se detalla la construccién de la versién discreta

del sistema generado por el método LDG, en el Capitulo 5 se realiza un estudio de

error: estabilidad en la norma L? y convergencia 6ptima O (h’““)7 en el Capitulo 6

se valida con experimentos numéricos el comportamiendo del error y finalmente se

presentan en el Capitulo 7 las conclusiones y el trabajo futuro.



CAPITULO 2
CALCULO FRACCIONARIO

Con el objetivo de construir la definicién de derivada fraccionaria, se procede

expresando recursivamente la derivada n-ésima de una funcién v como:

D™u(z) = DID" 'u)(x) , n €N =N\{0} (2.1)

De manera similar se obtiene la n-ésima integral de u definida como:

I"u(z) = /x I"'u()d¢, neN (2.3)

La expresion (2.3) puede reescribirse obteniendo una férmula explicita para la

n-ésima integral de wu.

Pue) = g5y [ o= 0o dc 2.5)

Es conveniente utilizar la funcion gamma de Euler para el factorial, ya que
I'(n) = (n—1)!, permitiendo hacer una extension de la integral n-ésima a valores

no enteros, lo que se conoce como Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville.



Definicion 2.0.1: Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville

La integral fraccionaria de Riemann-Liouville, izquierda (a[ f ), derecha <x[ 5 ),

de orden 3 € R* se define de la siguiente manera:

o) = iz [ =0 WO KL ve@ 20
) = g [ €= w0 L welan. @D

\. J

Note que oI%[u] y ,I)[u] estén definidas casi por doquier en (a, b) para u €
L1<<a7 b)v R) :
La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville se obtiene realizando una integral

fraccionara y luego derivando un orden entero.
EDPu(z) = D"I" Pu(x), n—1<B<n

De manera mas explicita,

Definicion 2.0.2: Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, izquierda (f’Df), derecha

(fo >, de orden 8 € RT se define de la siguiente manera:

R . 1 d" ‘ n—pg—1

RDJu(x) = m%/a (=" ") d¢, x€(a, b, (28)
_1\n n b

EDu(z) = %% [ e u@dc, vela b, @9

donde: n—1<p8<n, neN.

Mientras que la derivada fraccionaria de Caputo invierte el orden de los oper-

adores derivando primero e integrando después,

“DPu(z) = I"PD™u(z)



Definicion 2.0.3: Derivada Fraccionaria de Caputo

La derivada fraccionaria de Caputo, izquierda (aCDf), derecha <5D5 ), de

orden 3 € R* se define de la siguiente manera:
CDuw) =t [ = O A e b, (210
a x F(n _ /8) a dxn Y Y 9

fou(:c) — (=)

e b —l’n_ﬂ_lu . " .
F(n—ﬁ)dgcn/gc(C ) €)d¢, xe€la, b), (2.11)

donde: n—1<p<n, neN.

A partir de las definiciones de integral y derivada fraccionaria pueden obtenerse

las siguientes propiedades [16]:

lim ,I° = lim 2p? = 2.12
Jm, 2 u() Jm pu(r) = u(x) (2.12)
lim  Pu(z) =, I"Mu(z) , lim IPu(z) =, IMu(x) (2.13)
B—(n—1)" B—n~
d"tu(x) d"
; Rnp — ; R _
B—}({nn—ll)Jranu(x) - dl‘n_l ) ﬁ}i}i{al)xu(x) - dl‘nu(x) (214>
d"u(z)  dlu(x) d"u(z)
lim 9D’ = - lim ¢D? = 2.15
Pvac PUle) = = P R et pule) = = (215)

Ademas se tiene la siguiente relacién entre las derivadas de Riemann-Liouville y

Caputo:
CDiu(x) =E D — u¥(a)=0,Vk=0,1,2,...,n— 1. (2.16)

La demostracién general de esta propiedad, asi como las equivalentes para las
definiciones por la derecha pueden consultarse en Li y Deng [13] y sus referencias.
El problema de interés desarrollado en esta tesis es para la difusién fraccionaria, es
decir con 5 € (1, 2), los casos § = 1y = 2 son clasicos y han sido discutidos

ampliamente en el pasado.



Proposicién 2.0.1: Relacién entre ?D?[.] y ¢ D[]

Sea u € C?a,b] y B € [1,2], entonces se cumple que:

aRDgfu(:c) = ngu(x) + (z - a)l_ﬁu(l)(a)r?—z(_l g)ﬂ)(x —a) Pu(a) (2.17)

Demostracién. Para § € [1,2], siguiendo la definicién (2.0.2) :

"Die) = g |, (o= 0 w0 dC

. (2.18)

1 d(d s

- T {%/ (@ - ulC) dg}
Aplicando la regla de integracién de Leibniz e integracién por partes:
) _

oz | (=070 6 =l =0 u@) ¢ [ =0l ac
~lim(e = ' u(Q) + [ (1= B = O u(0) &g
- yg;@ ~ O Pul¢) — (o - <>1*5u<<>]§iif [ =0 ac

= (z —a) )+ 7 (2 = Q) Pu(¢) d¢

Al derivar nuevamente aplicando el procedimiento anterior:

se{ -0 [Me- o ach

(2.19)
= (1= B)(& —a)Pu(a) + (& = a) Pu®(a) + [ (z = ) "u®(() d¢
La derivada fraccionaria de Caputo dada en (2.0.3) correspondiente es:
1 x
“Diy / z— O Pu® () de 2.20
@) =t | €= 0" ) (2.20)
Por lo tanto al sustituir (2.18) y (2.20) en (2.19) se obtiene el resultado.

[l

Nétese que la proposicién (2.0.1) comprueba (2.16) para § € [1, 2], es decir:

“Diu(z) =F DP — uW(a) =u(a) =0




Ademads de estas propiedades, se presenta el siguiente lema dado en [11]:

Lema 2.0.1: Relacién entre *D?[] y ED][]

Las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville izquierda (aRDf ) y derecha
(fo ) son adjuntas con respecto el producto interior L?(a, b), es decir, para

todo 8 > 0,

b b
/RDB(u)vda: _ /fo(v)udx, woe l2ab) .  (221)

a T

Se definen los espacios y normas fraccionarias usuales como:

Definicion 2.0.4: Norma en H ?(R)

Sea B € (0, 1). Se define la norma:
lollg-s@ = w0l (2.22)

donde 9 es la transformada de Fourier de v y H=?(R) es la clausura de C°(RR)

con respecto la norma || - || g-s().-

Definicion 2.0.5: Norma en JL_ﬁ(R)

Sea B € (0, 1). Se define la norma:

1l j-omy = lla DZvllrey (2.23)
y J;?(R) es la clausura de C5°(R) con respecto la norma || - HJL_B(]R)'
[ Definicion 2.0.6: Norma en HA(R)
Sea B € (0, 1). Se define la norma:
ol -em = llaDyollzm . (2.24)

y J7 (R) es la clausura de C5°(R) con respecto la norma || - HJ;””(R)'
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Para estos tres espacios se presenta una propiedad en [10] que los relaciona

intimamente:

[ Teorema 2.0.1: Equivalencia espacios fraccionarios

Los tres espacios H 7, JL_ﬂ y Jgﬁ son iguales con normas equivalentes.

Al analizar las propiedades (2.12), (2.13) y (2.14), se puede apreciar que las inte-
grales y derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville conectan con las integrales y
derivadas ordinarias, por tanto, se define el siguiente operador fraccionario general-

izado:
o Pu(x) si B<0

oDiu(z) = ¢ u(x) si B=0 (2.25)
Epp si B3>0

En adelante se utilizara este operador, sin indicar explicitamente si es derivada

o integral fraccionaria, ya que esto se indica en el superindice .

2.1 Ecuacion de Difusién Fraccionaria
El operador diferencial Riemann-Liouville puede escribirse en diferentes for-
mas, cambiando el esquema numérico y al mismo tiempo las condiciones iniciales
necesarias para la implementacién. Por la proposicién (2.0.1) bajo las condiciones:
u(a) = 0, u'(a) = 0, la derivada en el sentido de Riemann-Liouville y de Caputo

son iguales [4], una razén por la cual es deseado un esquema con esta propiedad.

Partiendo de la relaciéon dada en (2.19) y asumiendo v (a) = u(a) = 0, se

tienen las tres formas en que puede escribirse el operador de Riemann-Liouville:

0%u 0? 0 ou 0*u
— DB, — B8-2, 1 _ B—2 _ pB-2
55— aDau = 5 {oDI?u} 32 {QDQE {ax}} oD {aﬂ} (2.26)

Para cada una de las formas en que puede expresarse el problema modelo (1.1) son

necesarias diferentes condiciones frontera para t € (0, 7], se obtienen los siguientes
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tres esquemas:

au 2 —
ot =d gz { DI Pu} + f
an_2u(a, t) = gﬁ,a<t) ) (2 27)
oDIPu(b,t) = ggu(t)
u(z,0) = up(z).
ou o B—2 [ Ou
a :da_x{aD:c {%}}_’_‘f’
u(a,t) = uy(t), (2.28)
U(b, t) - Ub(t) )
u(z,0) = up(x)
ou 2
du _ g pi-2{otu
” a 0522ty
Sea,t) = ga(t) (2.29)

b, t) = ag(t)
u(z,0) = wup(x).

Para la formulacién (2.27) es necesario conocer la derivada fraccionaria en z = a
y * = b en todo tiempo, tal condicién es posible de calcular de manera exacta
conociendo la solucién de antemano, en cuanto a experimentos dificilmente se puede
obtener. Para la formulacién (2.29) es necesaria la primera derivada de la solucién
en los bordes, obteniendo un problema de tipo Neumann, para este primer estudio
de derivada fraccionaria no es de interés este tipo de condiciones.

En este trabajo de tesis se continuara con la formulacién (2.28) que en las
condiciones de frontera requiere el valor de la solucién, es decir, un problema de
Dirichlet, por lo que para el problema modelo (1.1) se utilizara esta implementacion.
Noétese que se ha impuesto la condicién u(a,t) = 0 que es necesaria para reescribir

la derivada de Riemann-Liouville en esta forma.



CAPITULO 3
EL METODO “LOCAL DISCONTINUOUS
GALERKIN”

Siguiendo el procedimiento del método LDG [9], se introducen variables auxil-

t
iares p(z,t) = 8uéx, ) , q(x,t) = d D 2p(x,t) por lo que (2.28) puede escribirse
x
como el siguiente sistema en Qr = (a,b) x (0,77:
Ou(x,t)
t) ———=20 1
pz,t) — —- (3.1)
q(z,t) —d D ?*p(z,t) =0 (3.2)
Ou(z,t)  Oq(z,1) _

Notese que para el caso de difusién clésico, f = 2, solo es requerido introducir

una variable auxiliar, obteniendo que el sistema se reescribe como:

qlx,t) —d 8“éi’ D _y (3.4)
ou(x,t)  Oq(wz,t)
o o @) (3.5)

es necesario notar que el sistema (3.1), (3.2) y (3.3) converge a este esquema en
el limite 8 — 2. Esto es consecuencia de las propiedades (2.12)-(2.15) y en la
proposicion 4.4 se demuestra que la version discreta también converge al esquema

(3.4) y (3.5) en su versién discreta.

12
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Definicion 3.0.1: Espacios L?(Q,T) , H'(Q,T)

Sea T ={Ty = (xp_1,21), k=1,..,N, a=xg<x; < -+ - <axy_1 <y =Db}
y hy = |Ty| =2 —xp—1 , h = IilAE;IX hi. Asociado a la particién T, se definen

los espacios en Q2 = (a, b):

LX(Q,T):={v:Q—=R| v|p, € L*(T}),k=1,..,N}

HY(Q,T):={v:Q—=R| vy, € H(T}),k=1,..,N}

Asumiendo que la solucion w = (u,p,q) € H (Q,T) x L*(Q,T) x HY(Q,T)
para todo t € (0,7"). La formulacién débil del problema se obtiene multiplicando
(3.1), (3.2) y (3.3) por funciones de prueba (v,w,z) € H'(Q,T) x L*(Q,T) x
HY(92,T) e integrando por partes en cada elemento T}, € T.

3.1 Formulacién con estabilidad
Las funciones de prueba (v, w, z) se toman del espacio de dimensién finita V), C

HY (92, T), que se escoge como el espacio discontinuo:
Vi={v:Q—=R| vp € Py, (Tx), k=1,..,N}

donde Py, (T}) es el espacio de polinomios de grado no mayor que k, > 1. Nétese que
al no imponer continuidad entre celdas se permite tener celdas con aproximaciones
de diferentes grados.

El método LDG busca una aproximacion (up,pp,qn) € Vi X Vi X Vj, de la

solucién (u, p,q) tal que satisfacen:

0z __ 7%
phz+/ uh——uhz} =0, 3.6
/I:k Tk 83: Tp—1 ( )

/ qn W — / d DY ?pp w+ Sp(pn) w — 0, (3.7)
T T Tp—1

Ouy, / v~ ok Tk

— v+ — — LU:| + S, (uy) v = v, 3.8
" It - an o dr . (un) . 7 f (3:8)
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donde las cantidades u; y ¢, son llamados flujos numéricos, estos representan una
aproximacion de u y q, respectivamente, en los puntos extremos de cada celda T},.
Se definen en cada nodo interior como una combinacién convexa de los valores

de up y qn en las celdas que comparten dicho nodo:

Up(wp, 1) = (1 = &) unlzy 1) + & un(zy, 1)

! (3.9)
G0 t) = G auloy. ) + (1— &) an(af 1)

En los extremos las condiciones de Dirichlet para wuy, y el valor de g, para q/A}I:

Una,t) =0, @(bt)=g(t) Gulat) =qu(a,t), G(b,t) = aun(bt)  (3.10)

Son de particular interés las configuraciones donde &, = 0 (flujo izquierdo) o &, = 1
(flujo derecho) para k = 1,...N, puesto que reducen el estencil del problema y esto
se ve reflejado en la version discreta del sistema en un menor numero de entradas
no nulas. También se suele utilizar & = 1/2 (flujo central) para k = 1,...N, ya que

este es el promedio de los valores de las celdas.

~

Flujo Izquierdo: up(@p, t) = up(xy,t), Qe t) = g, 1), (3.11)
Flujo Derecho: Un(ze,t) = un(zf 1), Gulaet) = qu(zg,t). (3.12)

Los términos de Estabilidad S,(ps) y S.(un) son agregados para garantizar la
convergencia del método LDG y obtener orden 6ptimo, como se mostrard en la
seccién 5.2 y corrobora en los experimentos numéricos. Ademas el término S, (uy)
garantiza la existencia de la solucién para el problema discreto de difusion clasica.

Se definen como:

k+1(,.+ k(n=) 3
def pr o (x)) —p(ry,) if1<kE<SN-1,
Splpn) (@) = g p? QT TR (3.13)

0 it k=0,N.

donde p} es la aproximacién pj, en la celda k,
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uf(vy) —uy () if1<E<N -1,
def
Sulup)(zx) = /s up(a) —uf™(zF)  if k=0, (3.14)

uf(z,) — up(b) if k= N.

donde uf es la aproximacién wuy, en la celda k, n > 0. A partir de (3.6), (3.7),
(3.8) y el tipo de estabilidad se pueden obtener diferentes métodos. En [10], Deng
y Hesthaven desarrollaron un método aplicando el término de estabilidad en S, (py)
definido en (3.13). En esta tesis se propone un método LDG al aplicar el término de
estabilidad S, (uy) definido en (3.14), que no se ha encontrado en la literatura hasta
el momento.

3.1.1 Método I: estabilidad en p,

En 2013, Deng y Hesthaven [10], para garantizar la convergencia y obtener orden
optimo cuando 8 = 1, proponen un método agregando el término de estabilidad en
la ecuacién (3.7) exclusivamente. El Método I es definido entonces a partir de: (3.6),
(3.7) v (3.8), haciendo el término S, (uy) = 0.

Notese que este término de estabilidad es global en el sentido que penaliza para
todas las celdas con h = miax hy , ademés Ly 3 =n h® — 0 a medida que h — 0 .

k=1

El sistema lineal generado por el LDG-Método I tiene la estructura de bloques:

M -pn—B-up = —bgq
M-qn+ (S, —1°) -pn =0 (3.15)
M-flh+ BT~qh :bf

donde las matrices M, B, S,, I? corresponden a la versién discreta de los operadores
de difusién, gradiente, estabilidad en pj, y del operador fraccionario, respectivamente.
En el Capitulo 4 se describe el procedimiento para obtener esta representacion. La
constante de difusion generalizada, d, ha sido introducida en las matrices de B y

BT,
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Resolviendo por eliminacién de Gauss para uy:

M-ﬁh+A1-uh:b1

donde: Ay =B"M '(I°-S,)M'B, by=be+B"M " (I’-S,) M 'by

y el vector 1y, es la derivada de uy con respecto t.
3.1.2 Método II: estabilidad en uy,

En esta tesis, se propone una nueva versiéon del método LDG para difusion
fraccionaria, siguiendo las ideas de Castillo et al. [6] aplicadas al método LDG para
el problema estacionario de difusién clésica y la definicién de derivada fractal [4],
se agrega un término de estabilidad en la ecuacién (3.8). El Método II es definido
entonces a partir de: (3.6), (3.7) y (3.8), haciendo el término S,(p,) = 0.

En este término de estabilizacién, la penalidad es local en el sentido que depende

h[}ll — o0 a medida que h — 0.
J

de cada celda, ademés Ly, 53 =

El sistema lineal generado por el LDG-Método II tiene la estructura de bloques:
M-ph—B-uh :—bq
M-gn—1I°-py, =0 (3.16)
M o+ BT~qh—|—Su-uh = b¢ + by
donde las matrices M, B e I” son definidas como antes, S, corresponde a la
version discreta del operador de estabilidad en wu;, en la seccién 4.3 se describe el

procedimiento para obtener esta matriz.

Resolviendo por eliminacién de Gauss para uy:

M'flh+A2'uh:b2

donde: Ay =B'"M'I°M'B+S,, by=bs+b,+B" MM b,



CAPITULO 4

SISTEMA LINEAL EN SU FORMA MIXTA

Los sistemas generados por el método LDG en estructura de bloques se pre-

sentan en (3.15) y (3.16) para el Método I y Método II, respectivamente, en este

capitulo se describe al detalle el célculo de las matrices M, B, Iz, S, y S,. Por

simplicidad se toma el mismo grado de aproximacion p en todas las celdas, ademas

todos los célculos van a ser hechos en la celda de referencia.

Sea {¢;}_, una base para P,(T). La celda de referencia T := [£, #1]. Sea 1)y

un mapeo afin tal que:

Y T — T = [xp_1, g
T = r=yp(T)=Jy T+ By
donde
Tk+1 — Tk Tp—121 — T
Jk o Bk’ = ~ ~
T1 — o 1 — o

Entonces se tiene el diagrama conmutativo:

Por tanto: {¢¥ }fzo = {<$ o @bk_1> (ZB)}p es una base para P,(7}) .

=0

17

(4.1)
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4.1 Operador de Difusién
Debido a que z € Vy, las funciones de prueba se restringen a los elementos de

la base de P,(T%), es decir: z = ¢¥, Vi =0,1,...,p. En la celda T} , se tiene que py,

N
es de la forma: pf(z,t) = Zp?(t) ¢§(x), luego :
j=1

N
[ = [ e e
Ty, j=1 Tk
N A ~
0 Jk/¢j (#) 6 (2) , Vi =0,1,...p
j=1 T
De manera matricial para z = ngSl
PN P PN T
/ Py oz =Jy [/ ®i Do /¢z‘ o1 e [¢i ¢p:| [plf(t) p5(t) ... p’;(t)]
Ty 7 T 7
Se define la matriz de masa en el elemento de referencia como:
My(m, n) = / qgm &n (4.2)
7

Sea pf el vector cuyas entradas son los coeficientes de py, en la celda T}, en el
. . T
tiempo ¢, es decir: pf = [pf(t) p5(t) ... pi(t)]. Sea pn = [Pp PE - Ph] -
Entonces al sumar sobre todas las celdas y multiplicar por todos los elementos

de la base se obtiene el sistema por bloques:

TreT V" k
donde ) )
J1 [Mo] 0 0
0 Ja | M 0
M= 2 (Mo (4.4)
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4.2 Operador Gradiente
0z __ rk

El operador gradiente estda asociado a los términos / Up, — — Up 2
T Z
(3.6), siguiendo el procedimiento utilizado en la seccién 4.1 se obtiene la version

en
Tr—1
discreta de este operador. Se tiene que uy, es de la forma: uf(z,t) E u

en la ceda Ty. Sea uy, = [uf(t) u§(t) ... wuh(t)] yun= [uf, uf .. uh}T.

Cada término del operador gradiente se puede calcular como :

Tk j=1 Ty
N ~
vy 00i()
=S k) [ by @) T Wi= 0.1k,
7=1 T

notese que no depende de la celda. De manera matricial para z = él

/ [/925 06 /dh 01 /Tqb %—%] [Wh(t) ub(t) ... (D]

Se define la matriz DX en el elemento de referencia como:

(m, n) / 3y 20n a% (4.5)

Entonces al sumar sobre todas las celdas y multiplicar por todos los elementos de la
base se obtiene el sistema por bloques:
Z uh — =diag(DX) - uy (4.6)
TreeT ! Tk

Por otra parte considérese:
Tk

2 =) el — W) éilwe)

Tp—1

~(1=&)FEL-uf™ +[(1 = &)FIgp—& FI)-uf + &FEg - ug™

donde F'I,,FI, ,FE,  FE, son las matrices de flujos interior y exterior, derecha e

izquierda, respectivamente. Se definen como:
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FER(i,j) =di(=1) ¢i(1), FEL(i,j) = ;(1) di(-=1)
En los bordes se tienen las condiciones de Dirichlet, lo que genera el vector b |,

entonces al sumar sobre todas las celdas y multiplicar por todos los elementos de la

base se obtiene el sistema por bloques:

S ﬂ;z]xk — FX -uy — bg (4.7)

T
Tk€eT k=t

donde F'X es una matriz tridiagonal por bloques:

FX =

(1 _'51)}71R 61}?123 0 - 0
_(1_€I)FEL [(1_§2>F1R—§1F1L] SQFER 0

0 0 0 —(1-¢, )FE, —¢, | FI

Obteniendo la versién discreta del operador gradiente a partir de (4.6) y (4.7):

S{ad" - [wg)-su-b, (48)

Tl —
TkeT k=1

donde B=FX — DX.

o = rk

Para el término / gn — — qn v
ox

Ty,
considerando la dualidad de la definicién de los flujos numéricos en (3.9):

N Tk ov o T
Z {Qh U] _/quh %} =—DB" -qn (4.9)

Tl —
Tk€eT k=1

en (3.8) se procede de manera similar,
Th—1
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4.3 Operador de Estabilidad
En el articulo de Deng y Hesthaven [10] se define la estabilidad para los nodos
interiores mas no en los extremos. En el borde no se conoce el valor de py, por tanto

se toma la aproximacion, es decir:
ﬁh(aa t) = ph(aJr? t) - ph(aia t) =0 ) ﬁh(ba t) = ph(bJra t) - ph(bi> t) =0

Entonces:

Tk

= [pa(af ) — pulay, )] wze) — [palai_y 1) — palap_q,t)] wlzk—1)
=[FE, p*—FI, pl] - [FI,-pl — FE, - pi™]
=FE, -pl ' —[FI,+FI)-p +FE, -plt!

Lyg - ph - w]

Tr—1

Donde FI,,,FI,,FE,, FE, son las matrices de flujos interior y exterior derecha

e izquierda respectivamente.

Sumando para todas las celdas y en forma matricial, con: FI = FI, + F1I,:

Ph
Sp
_FI.  FE, 2
N FE, -FI  FE,
Y Lng-Ba-uw]lt =
k=1
FE, -FI FE, i
i FE, —FI, |
| o |

4.4 Matriz del operador Fraccionario
Se tiene que: f € (1,2) — 8 — 2 € (—1,0), por definicién de Integral Frac-

cionaria [4] para x € Tj:
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DE (e t) = (/Qw—ol%aaw«
= {/m@—CVBmK¢M0+M+/%(x—Ol%MQﬂ%}

J

Sea Uz =

entonces para la celda 7T y x arbitrario pero fijo, se tiene:

1
r2-p)

al)ﬁ_2 3 : :C " b - 1-5 )
/ 52, (1) - w(w)dr = C / { / (& = O)'Ppu(C, D) +
/ (2 — O Ppu(C, )¢ + ot

(I—Ol%ﬂéﬂ%}wwﬂx
(4.10)
Se distinguen dos casos:

1.z eT;:
G [ [ @0 ¢ dcula)ds =, -

/,j / (x_c)l_ﬁqszolum(g) flla( )dCdﬁL‘]

donde:

2. x €T) con: o, < x5

CB/VJ' /k (m_c)l_ﬁph(f,t)dé"w(x)dm:Ijﬁ’k-p{l

/xj 1 / - ) Gt () D (0 )d(dm]

donde:
k
IJ =Cj
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Sumando para todas las celdas y en forma matricial:

g A \_pi-
0 0 e 0
Ph
N 4 [ - 0 - 0
) / D2 2py (1) w(z)de =
. [,
B (4 [ w0 ||
. _ :
(5] [ B m
| Ph

Por la construccion de la matriz fraccionaria se obtienen las siguientes proposiciones:

Proposicién 4.4.1: Caracterizacién por bloques de I°

Para la matriz del operador fraccionario I? se reduce el computo de entradas
a la primera columna por bloques si la particion 7 es uniforme. En tal caso

las diagonales por bloques son iguales.

Demostracién. Por medio del mapeo (4.1) los calculos se hacen en la celda de

referencia, entonces las entradas se obtienen como:

I%(row,col) = J;_BCB/ (

o

/ -y érow(y)dy) Geot () d (4.11)

2o

zo

Ii;k(row,col) = J;JkCs /“’“ (/m(«fjx - Jky)%mw(y)dy) Gor (1) d (4.12)

)

Si la particion es uniforme: J; = Jy = ... = Jj, entonces:

1 __ 72 _ _ N Lk _ 72,k _ _ 7Nk _
=p=.=1y , n‘=p'=_.=10" vk=2,N-1
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Proposicién 4.4.2: Convergencia de I’ cuando 3 — 2

La matriz del operador fraccionario I? converge a la matriz del operador de

difusién cuando 8 — 2, es decir:

lim 1% — M
B—2

Demostracion. La derivada en el sentido de Riemann-Liouville satisface la sigu-

iente condicién:

lim ,D,"” = lim ,Dfv(x) =
Jim oD %v(z) = lim oDyv(w) = v(z),

por lo tanto:

lim an’2ph(x, t) = pp(x,t)
B—2

entonces (4.10) para este caso se puede ver como:

lim [ oD 2pu(z,t) - w(x)de = /T pr(x,t) - w(z)de

—2
A Tj J

Al sumar sobre todas las celdas, se obtiene el resultado. O

7

Proposicién 4.4.3: Célculo de las entradas de I°

Conociendo la base en la cual se calcula la matriz fraccionaria. El computo

de las entradas de Ijﬁ y I%k es exacto con: a,b € R, 5 € (1,2).

Demostracién. Para § € (1,2) considere « = § — 2 € (—1,0), luego para la

integral:

// r —y)*p(y)q(z)dydz  donde p(y kay, q(x Z&x

Integrando por partes se tiene que:



25

/ax(:lz —y)ytdy = i (f) (_1)%;:(5;1@”““ (19

=0

/ (x —a)"z™dy = Z < 7ln!/(m —U)! ) (=D (b — a) T (4.14)

1=0 Hs:O(T +1+ S)

Por la linealidad de la integral y aplicando (4.13):

/ / T — x)dydx = ngZ&/a (/ —y)aykdy) 2dx

—ZZZ( )Mii / P — )ty

k=0 1=0 i=0

Tomando m = k —i+1,r =i+ a+ 1y aplicando (4.14) se obtiene el valor
exacto de la integral para cualquier p(y) y ¢(x). De forma similar se obtiene una

expresion para las entradas de I%k. O



CAPITULO 5
ESTABILIDAD Y ESTIMADO DE ERROR

En este capitulo se presentan los siguientes estimados del comportamiento del
error: Estabilidad en la norma L? y Orden de convergencia. Para el Método I los
estimados son dados en [10], dichos resultados se referencian aqui como Teorema
5.1.1 y Teorema 5.2.1. Para el Método II se utiliza un procedimiento similar al pre-
sentado en [10] obteniendo los estimados bajo una condicién adicional, ver Teorema
5.1.2 y Teorema 5.2.2.

5.1 Estabilidad en la norma L?

A continuacién se presentan los resultados de Estabilidad en la norma L?, la
demostracién para el resultado del Método I puede ser consultada en [10].

Sea (Up, Pr, @n) la solucion perturbada de (up, pr,qr) ; es decir, solucion de las
ecuaciones (3.6), (3.7) y (3.8) con diferente condicién inicial. Se definen los errores
€y, €p, €q COMO:

(eua €p, eq) = (ahaﬁhv Qh) - (uhvpha Qh)

La estabilidad en la norma L? de un método numérico se entiende por que la
norma del error en el tiempo t,, (e,(-,t,)) esté acotada por la norma del error inicial
(ey(+,0)) multiplicada por una constante C7 que solo dependa del tiempo final y no
de los pasos intermedios, ni del incremento de tiempo (7) o la discretizacion de la
malla:

||€u(atn)||L2(Q) < OT||€u('7O)||L2(Q)7 th 0<t,=n71< T )

donde n =0, ..., N;; N, es el nimero de pasos en tiempo y 7 = T/N,.

26
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Teorema 5.1.1: Estabilidad L? en el Método I

El Método I aplicado al problema (1.1) es L*(f2) estable y para todo t € [0, T

la solucidn satisface:

t
eaC DMy = leute Oy~ 2€05((5/2 = 0m) [ lep( )1
0
t N—1

s Lhﬁ/o S leaf (e t) de (5.1)

Nétese que para el caso f =1 (conveccién) la disipacién es causada por el término
de estabilidad S,(py), porque cos((3/2 — 1)m) = 0, por lo tanto en el limite h — 0

desaparece.

Teorema 5.1.2: Estabilidad L? en el Método 11

El Método IT aplicado al problema (1.1) es L? estable y para todo t € (0,7T)

la solucion satisface:

t
lew(s )l72@) = lew- 0|22y — 2 deos((8/2 — 1)7)/0 lep (o ) F-a-s/m0)
+t N—1

9T /O > leaf* s, ) de (5.2)

Demostracién. De las ecuaciones (3.6), (3.7) y (3.8) para el Método 2, se ob-

tienen las formas bilineales By, By y la forma lineal L, sumando todas las celdas e
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integrando en tiempo, es decir:

auh t b 82
By (up, pr, qp; v, w, 2) = —vdxdt— dan pr w dx dt
/ / (qh L 8_) do di
ox

/ / @ w0+ pi 2) de di + / (g (a) v*(a) — g5 (6) v~ (8)] dt

+/0 [Gn () [v](5) + Gnl;) [2](x;)] dt (5.3)

j=1
t N—1 ~

B2(uh7ph7 Gn; UV, W, Z) = Bl<uhaph? qn,V, W, Z) + / Z Lhﬁ [uh]<xj) [’U] (:CJ) dt
0 _

(5.4)

L(U,w,z):/ot /abf(a:,t) U(J:)—i—/tg(t) z(b)+/tg(t) o(b) dz dt (5.5)

las cuales satisfacen:
Bs(un, pr qn, v, w, z) = L(v, w, z) (5.6)
De (5.6) se obtiene para el error:
Bs(ey, ey, eq,v,w0, 2) = 0, (5.7)

Para todo (v,w,z) € HY(Q,T) x L*(Q,T) x H'(Q,T). Ya que es vilido para
cualquier de las funciones v, w, z, se eligen: v =e,, w = —e, y z = ¢,. Simplifi-
cando (5.7) :

are t b tN-1 )
/0 / 5 Cuda dt+/0 / d oD %e, ¢, du dt+/0 > Lus ([ed(5,1))* dt =0
a a j:l

(5.8)
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dey 1
Reescribiendo: / / Oc e dr dt = 3 (Ilewl- D)) — leal0, Do)

t b
leuleOlEsy = leu- Ol =2 | [ duDE e, ¢ do at
t N—1

2 / S Lnglled(@ ) dt (5.9

Haciendo uso del lema 2.4 de [11] en [10] se probé que:

b
/ («D220) v dz = cos((8/2 = D)o O srme)

Por lo que :

// ) ¢, dr df = cos((5/2 — 1) /||e,, D30 sme dt (5.10)

Reemplazando (5.10) en (5.9) se obtiene el resultado propuesto en (5.2). O

5.2 Orden de convergencia
A continuacién se presentan los resultados del orden de convergencia en la
norma L2. Se dice que el método converge de orden o € R* en espacio, si existe

¢ > 0 independiente de la discretizacién de la malla (h) tal que:
|u(- tn) —un(- ta)llo < ch®, Vi, :0<t, <T .

Considerando aproximacion con polinomios de grado menor o igual a p en todas las
celdas, con el fin de tener un estimado general en ). Para el andlisis de error se

definen los operadores de proyeccion:

I L2, T) =V, IL:HY(QT) = W,
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para cada celda T}, = (xy_1, xx), k = 1,..., N, y cualquier funcién suficientemente

regular u. IIF es definido para satisfacer las siguientes p 4 1 condiciones:

zk
/ (ITFu —u) vdr =0 ,Yv € Ppy(Ty), sip>0

Tr—1

T u(xg) = u ()

+ — ot
MM u(xg_q) = u" (1)
I1,, es el operador de proyeccién estandar en la norma L2, se define como:

zk
/ (Iyu—u)vde =0, YveP,(T),

Tp—1

Teorema 5.2.1: Orden de convergencia en el Método 1

El error para el Método I con flujos en una direccién (izquierda (3.11) o derecha

(3.12)), aplicado al problema (1.1) satisface:

(\/LLhﬁc—i— cﬁexp(T)> PPt 1< <2

c h? | g=1

Ju(- ) = un(-, t)]lo < (5.11)

oPtlu(z,t) oPHPlu(x,t) P Pu(w,t)

donde ¢, cs dependen de 3 S R R s R Ry

La demostracién para este resultado es realizada en [10].

Teorema 5.2.2: Orden de convergencia

El error para el Método II con flujos (3.9) en una direccién (izquierda (3.11)
o derecha (3.12)), aplicado al problema (1.1) satisface para g € (1,2):
(-, t) — un(-, )| 12(0) < cgexp(T) AP, (5.12)

oP () OPHPlu(x,t) 0P Pu(w,t)
81‘?4‘1 ! (‘)g;p-i-ﬁ—l ’ 63;174-5

donde cg depende de
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Demostracién. Sea (u, p, q) la solucién exacta y (un, pn, qn) la aproximacion

por el Método II, se definen:

(euvepa eq) = (u7 b, q) - (uhv Ph, Qh)
De (5.6) se obtiene la ecuacién del error:
Bs(ey, €, €4; v, w, z) =0, (5.13)

para todo (v, w, z) € HY(Q, T)x L*(Q, T)x HY(2, T). Témese : v = TFu—uy, w =

pn— pp y 2 =TT q — ¢y, luego ordenando los términos en (5.13):

BQ(U7 —w, z; U, W, Z) :B2(U_u+u7 —w+p—p, Z_q+q; v, w, Z)
= B2<Hiu —u, _(p - th)a H:Fq_ q; v, w, Z)
+ By(u —up, P—pn, 94— qn; v, W, 2)

:BQ<Hiu_u7 _(p_th)a H$q_q7 v, w, Z)a (514>

donde By(u — up, P —pn, 4 — qn; v, w, z) = 0 por la ortogonalidad de Galerkin.

Sean v¢ = [ITu —u, w® =p — I,p vy 2° = [ITq — q entonces:
Bsy(v, —w, z; v, w, z) = By(v®, —w®, 2% v, w, z), (5.15)

Siguiendo los pasos de la demostracién del Teorema 5.1.2 el lado izquierdo de (5.15)

€S:

]_ ta v ',t 22
/ [[o )HL(Q) &
0

By(v, —w, z; v, w, z) = 3 Y

+eos((8/2 = m) [ [0l
t N—1

+Z;h’g/0 Z[UP(I’j,ﬁ) dt (516)
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Por otra parte, utilizando la notacién de [17], el lado derecho de (5.15) es

By(v®, —w®, 2% v, w, 2) = A+B+C+D+E, (5.17)

donde

/ / ve(z,t) do dt, (5.18)
//z—d:cdt+//v—dxdt—l—/OT/abwezd:cdt, (5.19)

tNl

/ :E], ](LE], ) +0 (:L‘J, )[Z] ($j7 t) + i’hﬁ[@e][v] (xj’ t) dt, (5'20)

D=L / (=) (a0 (@ t) — () (b, )0~ (b,0)) dt, (5.21)

aBQe
// (x,1) :ctdxdt—i—// = w(x,t) dt. (5.22)

Usando la teoria de aproximacién estandar [8], se obtienen un estimado para

cada término de (5.17). Para A aplicando la desigualdad zy < (z*+y?)/2 se obtiene:

T b e 2 T b
<1 / / 9v(, 1) dwdt+/ /UQ(x,t) dr dt
2 0 a at 0 a
1 T
< BT 4 5/ [o(-, )12 dt | (5.23)
0
oP oy (z,t) oP hu(x, t)

Oxptl Oxpt+l

Los términos en B son cero por la ortogonalidad de Galerkin; esto se debe a que

donde c¢; depende de , por tanto de
por definicion w® = p — II,p es ortogonal a todos los polinomios de grado menor o
igual a p, v¢ = IT*u — u, 2¢ = I1Tq — q es ortogonal a polinomios de grado menor o
igual a p — 1. Por lo tanto B =0 .

Los términos en C son cero al tomar el flujo en una direcciéon, para 2¢ =
(2¢)"y 0¢ = vt se toma 2¢ =11"q — q, v* = [TTu — u; y para 2¢ = (2¢)Ty 0¢ = v

se toma 2¢ = IITq — quv® = II"u — u. Por lo tanto C =0 .



33

Para D aplicando la desigualdad xy < 1/2(z* +¢?) y f/hﬁ < n/h se obtiene:

D<ok [ (G @) + () 0 + 07 (@) + (. 0)F) .

utilizando el estimado de [16] para los términos de borde con penalidad 1/h , se

tiene:

T
D < ¢y hPT2 ¢ 02/ Jo(-, )12 dt (5.24)
0

oPHu(x,t) Pz, t)
Oxptl Oxp+l

1 2
Para & se utiliza la desigualdad zy < 3 (x_ + eyQ), donde la eleccion de € se
€

donde ¢ depende de , por tanto de

realiza para controlar el termino fraccionario.

Para el primer término,

T
/ / (x,t) w(x,t) do dt </ / d:v dt+/ §||W(',t)||%2(g) dt

S oy W2 4 S / Jw(-, )72y dt (5.25)
26 2 Jo
Pz (x,t) oPBu(z,t)

Oxp+l 61;174‘5

Para el segundo término, se hace uso del Lema (2):
T T 85—2 e aﬁ 2
t) dt = t) dt
/0/08x5_2 (= //8x52wx)
P2
// dxdt—l—// (m52> dt

€
SQfW”+2/|mmnmummmw (5.26)
0

donde c3 depende de , por tanto de
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P (x, t)
Oxpt+1

OPHA~ Ly (x,t)

donde ¢4 depende de g h-1

, por tanto de . Entonces de (5.25) y

(5.26) se tiene £ como:

Cy
£ < ( 3 —) p2rt2
2¢ + 2
e [T 2 2
45 [ I + IOl amsiy
0

T
Cmax
< S ety [l Ol d (5.27)
€ 0

donde ¢, = max{cs, cs}, ¢, es la constante de la equivalencia entre normas del

Teorema (2). Combinando (5.16) con (5.23), (5.24) y (5.27), se obtiene:

1 t
S0t e+ cos((3/2 = 1) = cue) [ 1ty s
tN 1

+Lhﬁ/ eyot) dt < o0y

c 1 r
+(cl+@+§)h2p+2+(§+c?) | et 0y - 628
0

témese € tal que cse < cos((/2 — 1)7), ademds Ly, 3 fo S l[v] (xj,t) dt >0,

Entonces

T
lo(, T)IZ2(@) < 100 0)[[Z2() + ¢ R*F2 + C/o (-, Ol dt, (5.29)

donde ¢ = 2max{c; +cs+% | ++c5}. Aplicando el Lema de Grénwall [8] se obtiene
el estimado (5.12). O



CAPITULO 6
EXPERIMENTOS NUMERICOS

Para realizar los experimentos numeéricos se utiliza el entorno de MATLAB.
Las integrales se evalian con cuadraturas de Gauss-Legendre con 15 puntos y para
avanzar en tiempo se utiliza la rutina de ode45, la cual tiene como parametro solo
la imposicion del paso de tiempo At < (%)6, donde (3 es el indice de difusién
fraccionaria, esto es para satisfacer con la condicién de estabilidad CFL(Courant
—Friedrichs—Lewy), basado en la experiencia para valores enteros[12]. En todos los

experimentos el error es calculado en el tiempo final, es decir en ¢t = 1.

Como solucién exacta al problema (1.1) se consideré: u(x,t) = x%~" donde
I'a+1-70)

Mo+l y el termino fuente:

a > 1. Ademas, el coeficiente de difusion: d =
fla,t) = —e " (2 +2°7F)

Con condiciones iniciales y de frontera:
uw(z,0) =2% 2€(0,1); u(0,t)=0, u(l,t)=ec" tec(0,1)

6.1 Experimentos con u suficientemente regular
Dentro de los objetivos de estos experimentos numéricos se encuentra validar los
Métodos 1 y II, contrastando los resultados en cuanto al orden de convergencia con
los estimados de error dados por el Teorema 5.2.1 y Teorema 5.2.2, respectivamente.
Se toma para esta prueba o = 5, por lo que en términos de derivadas, se cuenta con
regularidad suficiente para satisfacer las hipdtesis de los teoremas de convergencia

antes mencionados. Se utilizé flujo derecho en las siguientes pruebas.

35
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La tabla 6.1, presenta los resultados para aproximaciones de grado uniforme en
todas las celdas, en este caso constantes, es decir p = 0, por lo que se espera que el
orden de convergencia sea 1. La derivada fraccionaria ha sido variada en el rango de
[1, 2|, obteniendo que se converge para todos los valores del indice 8 con el orden

esperado.

Tabla 6.1: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 0. a = 5.

Método I
6] N =23 N =24 N =25 N =26
error error orden error orden error orden
2.00 | 3.17.E-02 | 1.58.E-02 1.00 | 7.91.E-03 1.00 | 3.95.E-03 1.00
1.80 | 3.24.E-02 | 1.62.E-02 1.00 | 8.11.E-03 1.00 | 4.05.E-03 1.00
1.50 | 3.41.E-02 | 1.72.E-02 0.99 | 8.61.E-03 1.00 | 4.30.E-03 1.00
1.20 | 3.75.E-02 | 1.92.E-02 0.97 | 9.60.E-03 1.00 | 4.79.E-03  1.00
1.00 | 3.95.E-02 | 2.20.E-02 0.84 | 1.14.E-02 0.95 | 5.81.E-03 0.97
Método 11
2.00 | 3.13.E-02 | 1.58.E-02 0.99 | 7.90.E-03 1.00 | 3.95.E-03 1.00
1.80 | 3.16.E-02 | 1.61.E-02 0.97 | 8.09.E-03 0.99 | 4.05.E-03 1.00
1.50 | 3.21.E-02 | 1.68.E-02  0.93 | 8.54.E-03 0.98 | 4.29.E-03 0.99
1.20 | 3.18.E-02 | 1.79.E-02  0.83 | 9.33.E-03 0.94 | 4.74.E-03 0.98
1.00 | 3.00.E-02 | 1.87.E-02 0.68 | 1.05.E-02 0.83 | 5.58.E-03  0.92
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La tabla 6.2, presenta los resultados para aproximaciones de grado p = 1 en

todas las celdas, por lo que se espera que el orden de convergencia sea 2. La derivada

fraccionaria ha sido variada en el rango de [1, 2], obteniendo que se converge para

todos los valores del indice 5 con el orden esperado.

Tabla 6.2: Error y orden de convergencia para polinomios de gradop=1. a =5

Método I
I6] N =2 N =26 N =27 N =28

error error orden error orden error orden
2.00 | 1.66.E-04 | 4.14.E-05 2.00 | 1.03.E-05 2.00 | 2.58.E-06 2.00
1.80 | 1.66.E-04 | 4.15.E-05 2.00 | 1.04.E-05 2.00 | 2.59.E-06 2.00
1.20 | 2.80.E-04 | 6.45.E-05 2.12 | 1.50.E-05 2.11 | 3.51.E-06 2.10
1.10 | 4.22.E-04 | 1.00.E-04 2.07 | 2.38.E-05 2.07 | 5.65.E-06 2.08
1.06 | 5.15.E-04 | 1.25.E-04 2.05 | 3.02.E-05 2.05 | 7.30.E-06 2.05
1.04 | 5.73.E-04 | 1.40.E-04 2.03 | 3.44.E-05 2.03 | 8.40.E-06 2.03
1.02 | 6.43.E-04 | 1.60.E-04 2.01 | 3.95.E-05 2.02 | 9.77.E-06 2.02
1.00 | 7.27.E-04 | 1.85.E-04 1.98 | 4.65.E-05 1.99 | 1.17.E-05 2.00

Método II

2.00 | 9.29.E-04 | 2.34.E-04 199 | 5.85.E-05 2.00 | 1.46.E-05 2.00
1.80 | 1.08.E-03 | 2.76.E-04 1.97 | 7.00.E-05 1.98 | 1.77.E-05 1.98
1.20 | 1.43.E-03 | 3.66.E-04 1.97 | 9.26.E-05 1.98 | 2.33.E-05 1.99
1.10 | 1.51.E-03 | 3.87.E-04 1.96 | 9.78.E-05 1.98 | 2.46.E-05 1.99
1.06 | 1.54.E-03 | 3.98.E-04 1.95 | 1.01.E-04 1.98 | 2.53.E-05 1.99
1.04 | 1.56.E-03 | 4.04.E-04 1.95 | 1.02.E-04 1.98 | 2.58.E-05 1.99
1.02 | 1.58.E-03 | 4.11.E-04 1.94 | 1.05.E-04 1.97 | 2.64.E-05 1.99
1.00 | 1.59.E-03 | 4.19.E-04 1.93 | 1.08.E-04 1.96 |2.73.E-05 1.98
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La tabla 6.3, presenta los resultados para aproximaciones de grado p = 2 en
todas las celdas, por lo que se espera que el orden de convergencia sea 3. La derivada
fraccionaria ha sido variada en el rango de [1, 2], obteniendo que se converge para

todos los valores del indice 5 con el orden esperado.

Tabla 6.3: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p =2. a =5

Método I
I6] N =23 N =24 N=2° N =26

error error orden error orden error orden
2.00 | 1.06.E-04 | 1.26.E-05 3.08 | 1.52.E-06 3.05 | 1.87.E-07 3.02
1.80 | 1.01.E-04 | 1.21.E-05 3.06 | 1.49.E-06 3.03 | 1.85.E-07 3.01
1.20 | 1.36.E-04 | 1.58.E-05 3.11 | 1.84.E-06 3.10 | 2.17.E-07  3.09
1.10 | 1.87.E-04 | 2.22.E-05 3.07 | 2.64.E-06 3.08 | 3.13.E-07 3.08
1.06 | 2.21.E-04 | 2.66.E-05 3.05 | 3.19.E-06 3.06 | 3.86.E-07 3.05
1.04 | 2.42.E-04 | 2.95.E-05 3.04 | 3.54.E-06 3.06 | 4.33.E-07 3.03
1.02 | 2.67.E-04 | 3.28.E-05 3.03 | 3.98.E-06 3.04 | 4.94.E-07 3.01
1.00 | 2.97.E-04 | 3.69.E-05 3.01 | 4.62.E-06 3.00 | 5.73.E-07 3.01

Método II

2.00 | 9.58.E-05 | 1.21.E-05 2,99 | 1.51.E-06 3.00 | 1.89.E-07 3.00
1.80 | 1.16.E-04 | 1.48.E-05 2.97 | 1.87.E-06 2.98 | 2.35.E-07 2.99
1.20 | 4.64.E-04 | 6.99.E-05 2.73 | 9.63.E-06 2.86 | 1.27.E-06 2.93
1.10 | 6.25.E-04 | 1.03.E-04 2.60 | 1.50.E-05 2.78 | 2.03.E-06 2.89
1.06 | 7.10.E-04 | 1.24.E-04 2.52 | 1.88.E-05 2.72 | 2.60.E-06 2.85
1.04 | 7.57.E-04 | 1.37.E-04 247 | 2.14.E-05 2.68 | 3.01.LE-06 2.83
1.02 | 8.08.E-04 | 1.52.E-04 2.41 | 2.46.E-05 2.62 | 3.55.E-06 2.79
1.00 | 8.63.E-04 | 1.69.E-04 2.35 | 2.87.E-05 2.56 | 4.29.E-06 2.74
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La tabla 6.4, presenta los resultados para aproximaciones de grado p = 3 en

todas las celdas, por lo que se espera que el orden de convergencia sea 4. La derivada

fraccionaria ha sido variada en el rango de [1, 2], obteniendo que se converge para

todos los valores del indice 5 con el orden esperado.

Tabla 6.4: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p =3. a =5

Método I
I6] N =22 N=23 N =24

error error orden error orden
2.00 | 9.80.E-05 | 8.46.E-06 3.53 | 7.38.E-07  3.52
1.80 | 9.09.E-05 | 6.86.E-06 3.73 | 5.21.E-07  3.72
1.20 | 7.36.E-05 | 3.98.E-06 4.21 | 2.17.E-07 4.20
1.10 | 8.73.E-05 | 5.02.E-06 4.12 | 2.83.E-07 4.15
1.06 | 9.91.E-05 | 5.95.E-06 4.06 | 3.48.E-07 4.10
1.04 | 1.07.E-04 | 6.60.E-06  4.02 | 3.94.E-07 4.07
1.02 | 1.18.E-04 | 7.42.E-06 3.99 | 4.52.E-07 4.04
1.00 | 1.30.E-04 | 8.47.E-06 3.94 | 5.30.E-07 4.00

Método II

2.00 | 2.83.E-05 | 1.77.E-06  4.00 | 1.11.E-07 4.00
1.80 | 2.87.E-05 | 1.79.E-06  4.00 | 1.12.E-07 4.00
1.20 | 5.71.E-05 | 3.66.E-06  3.96 | 2.31.E-07  3.98
1.10 | 6.29.E-05 | 4.06.E-06  3.95 | 2.56.E-07  3.99
1.06 | 6.55.E-05 | 4.24.E-06 3.95 | 2.67.E-07 3.99
1.04 | 6.69.E-05 | 4.35.E-06 3.94 | 2.74.E-07 3.99
1.02 | 6.83.E-05 | 4.47.E-06 3.93 | 2.82.E-07 3.99
1.00 | 6.98.E-05 | 4.61.E-06 3.92 | 2.92.E-07 3.98




40

6.2 Experimentos con u poco regular

En estas pruebas numéricas se consideran funciones exactas con poca regulari-
dad. El objetivo es contrastar el impacto de las restricciones del estimado de error
dado por el Teorema 5.2.1 para el Método I, y por Teorema 5.2.2 para el Método II.
En vista de que para este experimento no se cumplen las hipotesis de regularidad,
no puede asegurarse de antemano el orden de convergencia.

Se considera para el primer experimento o = 2.5 por lo que u € H*9((0, 1)),
entonces el orden de convergencia no puede ser mayor que 3.

La tabla 6.5, presenta los resultados del Método I para aproximaciones de grado
p = 1 en todas las celdas, por lo que se esperaria que el orden de convergencia sea
2. La derivada fraccionaria ha sido variada en el rango de [1, 2], obteniendo que no
se converge para todos los valores del indice S con el orden esperado.
Dado que para los valores de [ cercanos a 1, se obtiene aproximadamente el orden
deseado, se presentan los resultados para 5 € [1.0, 1.1] con incremento 0.01, con el

objetivo de apreciar el comportamiento de convergencia del error cuando 5 — 1.
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Tabla 6.5: Error y orden de convergencia del Método I para polinomios de grado

p=1 a=25
6] N =2° N =26 N =27 N =28
error error orden error orden error orden
2.00 | 9.13.E-03 | 4.56.E-03 1.00 | 2.28.E-03 1.00 | 1.14.E-03 1.00
1.80 | 6.00.E-03 | 2.61.E-03 1.20 | 1.14.E-03 1.20 | 4.94.E-04 1.20
1.20 | 1.32.E-03 | 3.74.E-04 1.82 | 1.07.E-04 1.81 | 3.05.E-05 1.81
1.10 | 1.08.E-03 | 2.82.E-04 1.93 | 743.E-05 1.92 | 1.96.E-05 1.92
1.09 | 1.07.E-03 | 2.76.E-04 1.95 | 7.22.E-05 1.94 | 1.89.E-05 1.93
1.08 | 1.05.E-03 | 2.71.E-04 1.96 | 7.03.E-05 1.95 | 1.83.E-05 1.94
1.07 | 1.05.E-03 | 2.67.E-04 197 |6.87.E-05 196 | 1.77.E-05 1.95
1.06 | 1.04.E-03 | 2.64.E-04 1.98 | 6.74.E-05 1.97 | 1.73.E-05 1.96
1.05 | 1.04.E-03 | 2.62.E-04 1.99 | 6.64.E-05 1.98 | 1.69.E-05 1.97
1.04 | 1.05.E-03 | 2.61.E-04 2.00 | 6.58.E-05 1.99 | 1.66.E-05 1.98
1.03 | 1.05.E-03 | 2.62.E-04 2.01 | 6.56.E-05 2.00 | 1.65.E-05 1.99
1.02 | 1.07.E-03 | 2.64.E-04 2.01 | 6.59.E-05 2.00 | 1.65.E-05 2.00
1.01 | 1.08.E-03 | 2.69.E-04 2.01 | 6.68.E-05 2.01 | 1.67.E-05 2.00
1.00 | 1.11.E-03 | 2.76.E-04 2.01 | 6.87.E-05 2.01 | 1.71.E-05 2.00
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La tabla 6.6, presenta los resultados del Método II para aproximaciones de

grado p = 1 en todas las celdas, por lo que se esperaria que el orden de convergencia

sea 2. La derivada fraccionaria ha sido variada en el rango de [1, 2], tomando el

mismo rango de valores de la tabla 6.5, obteniendo que se converge para todos los

valores del indice 8 con el orden esperado.

Tabla 6.6: Error y orden de convergencia del Método II para polinomios de grado

p=1 a=25
B N=2° N =26 N =27 N =28
error error orden error orden error orden
2.00 | 2.72.E-04 | 6.83.E-05 2.00 | 1.71.E-05 2.00 | 4.27.E-06 2.00
1.80 | 2.89.E-04 | 7.20.E-05 2.01 | 1.79.E-05 2.01 | 4.45.E-06 2.01
1.50 | 3.33.E-04 | 8.37.E-05 1.99 | 2.10.E-05 2.00 | 5.26.E-06  2.00
1.20 | 3.77.E-04 | 9.55.E-05 1.98 | 241.E-05 1.98 | 6.09.E-06 1.99
1.10 | 3.91.E-04 | 9.92.E-05 1.98 | 2.50.E-05 1.99 | 6.31.E-06 1.99
1.09 | 3.93.E-04 | 9.96.E-05 1.98 | 2.51.E-05 1.99 | 6.33.E-06 1.99
1.08 | 3.95.E-04 | 1.00.E-04 1.98 | 2.52.E-05 1.99 | 6.35.E-06 1.99
1.07 | 3.96.E-04 | 1.00.E-04 1.98 | 2.53.E-05 1.99 | 6.38.E-06 1.99
1.06 | 3.98.E-04 | 1.01.E-04 1.98 | 2.54.E-05 1.99 | 6.40.E-06 1.99
1.05 | 4.00.E-04 | 1.01.E-04 1.98 | 2.56.E-05 1.99 | 6.43.E-06 1.99
1.04 | 4.02.E-04 | 1.02.E-04 1.98 | 2.57.E-05 1.99 | 6.46.E-06 1.99
1.03 | 4.04.E-04 | 1.03.E-04 1.98 | 2.58.E-05 1.99 | 6.49.E-06 1.99
1.02 | 4.06.E-04 | 1.03.E-04 1.98 | 2.60.E-05 1.99 | 6.54.E-06 1.99
1.01 | 4.09.E-04 | 1.04.E-04 1.97 | 2.63.E-05 1.99 | 6.60.E-06 1.99
1.00 | 4.11.E-04 | 1.05.E-04 1.97 | 2.66.E-05 1.98 | 6.70.E-06 1.99
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La tabla 6.7, presenta los resultados de los Métodos I y II para aproximaciones

de grado p = 2 en todas las celdas, por lo que se esperaria que el orden de conver-

gencia sea 3.

Tabla 6.7: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 2. a = 2.5

Método I
I6] N =23 N =24 N =2 N =26

error error orden error orden error orden
2.00 | 3.36.E-03 | 1.68.E-03  1.00 | 8.40.E-04 1.00 | 4.20.E-04 1.00
1.80 | 1.44.E-03 | 6.27.E-04 1.20 | 2.73.E-04 1.20 | 1.19.E-04 1.20
1.20 | 4.00.E-04 | 1.15.E-04 1.80 | 3.30.E-05 1.80 | 9.47.E-06 1.80
1.10 | 4.25.E-04 | 1.14.E-04 1.90 | 3.05.E-05 1.90 | &8.16.E-06 1.90
1.08 | 4.26.E-04 | 1.12.E-04 1.92 | 297.E-05 1.92 | 7.85.E-06 1.92
1.06 | 4.27.E-04 | 1.11.E-04 1.94 | 2.89.E-05 1.94 | 7.53.E-06 1.94
1.04 | 4.26.E-04 | 1.09.E-04 1.96 | 2.81.E-05 1.96 | 7.21.E-06 1.96
1.02 | 4.26.E-04 | 1.08.E-04 1.98 | 2.73.E-05 1.98 | 6.90.E-06 1.98
1.00 | 4.25.E-04 | 1.06.E-04 2.00 | 2.66.E-05 2.00 | 6.67.E-06 2.00

Método II

2.00 | 1.11.E-05 | 1.51.E-06  2.87 | 2.03.E-07 2.89 | 2.71.E-08 2.91
1.80 | 1.18.E-05 | 1.62.E-06  2.87 | 2.19.E-07 2.89 | 2.93.E-08 2.90
1.20 | 3.12.E-05 | 4.07.E-06  2.94 | 5.34.E-07 293 | 7.01.E-08 2.93
1.10 | 4.38.E-05 | 5.62.E-06 2.96 | 7.30.E-07 2.94 | 9.52.E-08 2.94
1.08 | 4.75.E-05 | 6.07.E-06 2.97 | 7.87.E-07 2.95 | 1.02.E-07 294
1.06 | 5.19.E-05 | 6.62.E-06 2.97 | 855.E-07 2.95 | 1.11.E-07 294
1.04 | 5.71.E-05 | 7.27.E-06  2.97 | 9.35.E-07 296 | 1.21.E-07 2.95
1.02 | 6.32.E-05 | 8.06.E-06 2.97 | 1.03.E-06 2.96 | 1.34.E-07 2.95
1.00 | 7.05.E-05 | 9.05.E-06 2.96 | 1.16.E-06 2.96 | 1.50.E-07 2.95
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Los resultados obtenidos para el Método I en las tablas 6.5 (parap =1 )y
6.7 (para p = 2 ) muestran numéricamente que no converge con la tasa esperada,
mientras que el Método II en las tablas 6.6 (parap = 1) y 6.7 (para p = 2 ) converge
para todos los valores del indice 5 con el orden esperado.

La tabla 6.8, presenta los resultados de los Métodos I y II para aproximaciones
de grado p = 3 en todas las celdas, por lo que se esperaria que el orden de conver-
gencia sea 3 ya que es la regularidad de la funcién. Para comparar los métodos en
este caso se toma = {1.1, 1.2, 1.8, 2.0}, obteniendo que el Método I no converge

de la manera esperada mientras que el Método II si lo hace.

Tabla 6.8: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p =3. a = 2.5

Método I
I6] N = 22 N =23 N=24
error error orden error orden
2.00 | 2.64E-03 | 1.32E-03 1.00 | 6.61E-04 1.00
1.80 | 1.08E-03 | 4.71E-04 1.20 | 2.05E-04 1.20
1.20 | 2.18E-04 | 6.25E-05 1.80 | 1.79E-05 1.80
1.10 | 1.82E-04 | 4.53E-05 2.00 | 1.13E-05  2.00
Método 11
6] N =22 N=23 N=21
error error orden error orden
2.00 | 7.08.E-06 | 8.82.E-07 3.00 | 1.10.E-07  3.00
1.80 | 4.84.E-06 | 6.04.E-07 3.00 | 7.55.E-08  3.00
1.20 | 7.40.E-06 | 9.14.E-07 3.02 | 1.13.E-07 3.01
1.10 | 9.06.E-06 | 1.09.E-06 3.05 | 1.35.E-07  3.02
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La tabla 6.9, presenta los resultados del Método II para aproximaciones de grado

p = 3 en todas las celdas, para § € [1.00, 1.09] con incremento 0.01, corroborando

que cuando § — 1 se converge con orden 3.

Tabla 6.9: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 3, Método
IT - Con Estabilidad. a = 2.5

6] N =22 N =23 N =24

error error orden error orden
1.09 | 9.33.E-06 | 1.12.E-06  3.06 | 1.37.E-07  3.02
1.08 | 9.65.E-06 | 1.14.E-06  3.08 | 1.40.E-07  3.02
1.07 | 1.00.E-05 | 1.17.E-06 ~ 3.10 | 1.44.E-07 3.03
1.06 | 1.04.E-05 | 1.20.E-06  3.12 | 1.47.E-07 3.03
1.05 | 1.09.E-05 | 1.24.E-06 3.14 | 1.51.E-07 3.04
1.04 | 1.15.E-05 | 1.28.E-06  3.17 | 1.55.E-07  3.05
1.03 | 1.22.E-05 | 1.33.E-06  3.21 | 1.59.E-07  3.06
1.02 | 1.31.E-05 | 1.38.E-06  3.24 | 1.64.E-07 3.07
1.01 | 1.40.E-05 | 1.44.E-06  3.28 | 1.69.E-07  3.09
1.00 | 1.51.E-05 | 1.50.E-06  3.33 | 1.76.E-07  3.10

En vista del comportamiento del Método II para una funcién con poca regu-

laridad, se presentan a continuaciéon como segundo experimento o« = 1.5 por lo que

u € H*9((0, 1)) entonces el orden de convergencia no puede ser mayor que 2, con

el objetivo de validar numéricamente el comportamiento del método para este tipo

de funciones.

En las tablas 6.10 (para p = 1), 6.11 (para p = 2) y 6.12 (para p = 3) se

presentan los resultados del orden de convergencia para el Método II, para una

funcion con regularidad 2, por lo tanto es de esperarse que la convergencia sea de

orden 2 para aproximaciones con polinomios de grado 1,2 y 3, respectivamente.
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Tabla 6.10: Error y orden de convergencia del Método II para polinomios de grado
p=1conaoa=1.5

6] N =2° N =26 N =27 N =28

error error orden error orden error orden
2.00 | 2.70.E-04 | 6.85.E-05 1.98 | 1.74.E-05 1.98 | 442.E-06 1.98
1.80 | 1.45.E-04 | 3.78. E-05 1.94 | 9.81.E-06 1.95 |2.54.E-06 1.95
1.50 | 1.14.E-04 | 2.98.E-05 1.93 | 7.79.E-06 1.94 | 2.03.E-06 1.94
1.20 | 1.53.E-04 | 3.96.E-05 1.95 | 1.02.E-05 1.96 | 2.62.E-06 1.96
1.10 | 1.70.E-04 | 4.35.E-05 1.97 | 1.11.E-05 1.97 | 2.84.E-06 1.97
1.05 | 1.79.E-04 | 4.55.E-05 1.98 | 1.16.E-05 1.97 | 2.95.E-06 1.97
1.02 | 1.84.E-04 | 4.67.E-05 1.98 | 1.19.E-05 1.98 | 3.02.E-06 1.98
1.00 | 1.88.E-04 | 4.77.E-05 1.98 | 1.21.E-05 1.98 | 3.08.E-06 1.98

Tabla 6.11: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 2, Método
IT - Con Estabilidad. o = 1.5

I6] N =23 N=24 N=2° N =26

error error orden error orden error orden
2.00 | 4.32.E-04 | 1.08.E-04 2.00 | 2.69.E-05 2.00 | 6.73.E-06  2.00
1.80 | 1.41.E-04 | 3.52.E-05 2.00 | 8.79.E-06 2.00 | 2.20.E-06 2.00
1.50 | 3.29.E-05 | 8.22.E-06  2.00 | 2.05.E-06 2.00 | 5.14.E-07 2.00
1.20 | 6.84.E-05 | 1.69.E-05 2.01 | 4.22.E-06 2.01 | 1.05.E-06 2.00
1.10 | 7.80.E-05 | 1.92.E-05 2.02 | 4.79.E-06 2.01 | 1.19.E-06 2.00
1.05 | 8.42.E-05 | 2.07.E-05 2.03 | 5.13.E-06 2.01 | 1.28.E-06 2.01
1.02 | 8.90.E-05 | 2.18.E-05 2.03 | 5.39.E-06 2.01 | 1.34.E-06 2.01
1.00 | 9.30.E-05 | 2.26.E-05 2.04 | 5.59.E-06 2.01 | 1.39.E-06 2.01
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Tabla 6.12: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 3, Método
IT - Con Estabilidad. a = 1.5

B | N=2? N=23 N=21

error error orden error orden

2.00 | 9.83.E-04 | 2.45.E-04 2.01 |6.12.E-05 2.00
1.80 | 2.87.E-04 | 7.15.E-05 2.01 | 1.78.E-05  2.00
1.50 | 3.60.E-05 | 8.99.E-06 2.00 | 2.24.E-06  2.00
1.20 | 8.13.E-05 | 2.01.E-05  2.02 | 5.00.E-06 2.01
1.10 | 8.85.E-05 | 2.17.E-05  2.03 | 5.38.E-06 2.01
1.05 | 9.49.E-05 | 2.27.E-05 2.06 | 5.63.E-06 2.01
1.02 | 1.01.E-04 | 2.37.E-05 2.10 | 5.84.E-06 2.02
1.00 | 1.08.E-04 | 2.44.E-05 2.14 | 6.02.E-06 2.02

Los resultados de las tablas 6.10, 6.11 y 6.12 confirman numéricamente la con-
vergencia éptima del Método II para funciones con poca regularidad en mallas uni-
formes, ya que todos los experimentos mostrados hasta esta parte han sido con este
tipo de malla. A continuacion se presentan experimentos en mallas no uniformes.

6.3 Experimentos con malla no uniforme

Se tomé como malla inicial la formada por los nodos: {0, 1/2, 3/4, 1}, y
se refino tomando los puntos medios de cada celda, como muestra la figura 6.1,
duplicando la cantidad de celdas en cada paso.

Las tablas 6.13 (para p = 1), 6.14 (para p = 2) y 6.15 (para p = 3) presentan
los resultados del orden de convergencia para el Método II, para una funcién con
suficiente regularidad en mallas no uniformes, por lo tanto es de esperarse que la
convergencia sea de orden 2, 3 y 4 para aproximaciones con polinomios de grado 1,2

y 3, respectivamente.
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Figura 6.1: Ejemplo refinamiento para malla no uniforme

Tabla 6.13: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 1 en mallas
NO uniformes, Método II. o =5

Ié] N = 22 N =23 N =24 N=2° N =26

error error  orden | error  orden | error  orden | error  orden
2.00 | 1.26E-02 | 3.45E-03 1.87 | 9.01E-04 1.94 | 2.30E-04 1.97 |5.79E-05 1.99
1.90 | 1.34E-02 | 3.68E-03 1.86 | 9.65E-04 1.93 |247E-04 197 | 6.27E-05 1.98
1.80 | 1.42E-02 | 3.91E-03 1.86 | 1.03E-03 1.93 | 2.63E-04 196 | 6.68E-05 1.98
1.60 | 1.58E-02 | 4.38E-03 1.85 | 1.14E-03 1.94 | 2.92E-04 197 | 7.39E-05 1.98
1.40 | 1.73E-02 | 4.88E-03 1.83 | 1.27E-03 194 | 3.24E-04 197 | 8.16E-05 1.99
1.10 | 1.90E-02 | 5.74E-03 1.73 | 1.54E-03 1.89 | 3.93E-04 1.98 | 9.90E-05 1.99
1.05 | 1.92E-02 | 5.88E-03 1.71 | 1.61E-03 1.87 |4.12E-04 197 | 1.04E-04 1.99
1.01 | 1.93E-02 | 5.98E-03 1.69 | 1.67TE-03 1.84 | 4.32E-04 196 | 1.10E-04 1.97
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Tabla 6.14: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 2 en mallas
NO uniformes, Método II. o = 5

I6] N = 22 N =23 N =24 N=2° N =26

error error  orden | error  orden | error  orden | error  orden
2.00 | 1.04E-03 | 1.60E-04  2.69 | 2.07TE-05 2.95 | 2.60E-06 2.99 | 3.26E-07  3.00
1.90 | 1.02E-03 | 1.58E-04 2.69 | 2.05E-05 2.94 | 2.60E-06 298 | 3.27E-07 2.99
1.80 | 1.05E-03 | 1.61E-04 2.70 | 2.12E-05 2.93 | 2.70E-06 2.97 | 3.41E-07 2.99
1.60 | 1.29E-03 | 1.94E-04 2.74 | 2.60E-05 2.90 | 3.38E-06 295 | 4.30E-07 2.97
1.40 | 1.86E-03 | 2.81E-04 2.73 | 3.86E-05 2.86 | 5.11E-06 2.92 | 6.58E-07 2.96
1.10 | 3.70E-03 | 6.94E-04 2.42 | 1.07TE-04 2.70 | 1.52E-05 2.81 | 2.05E-06 2.89
1.05 | 4.17E-03 | 8.45E-04 2.30 | 1.39E-04 2.60 | 2.07E-05 2.76 | 2.87E-06 2.85
1.01 | 4.57E-03 | 9.96E-04 2.20 | 1.79E-04 247 | 2.82E-05 2.67 | 4.08E-06 2.79

Tabla 6.15: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 3 en mallas
NO uniformes, Método II. « =5

I6] N = 22 N =23 N =2¢ N=2

error error  orden | error  orden | error  orden
2.00 | 1.52E-04 | 1.01E-05 3.91 | 6.38E-07 3.99 | 3.99E-08 4.00
1.90 | 1.46E-04 | 9.72E-06  3.91 | 6.10E-07 4.00 | 3.80E-08 4.00
1.80 | 1.41E-04 | 9.36E-06  3.92 | 5.83E-07 4.00 | 3.62E-08 4.01
1.60 | 1.37E-04 | 8.83E-06 3.95 | 5.40E-07 4.03 | 3.32E-08 4.02
1.40 | 1.44E-04 | 8.75E-06  4.04 | 5.21E-07 4.07 | 3.17E-08 4.04
1.10 | 2.56E-04 | 1.23E-05 4.38 | 6.01E-07 4.36 | 3.22E-08 4.22
1.05 | 3.07E-04 | 1.55E-05 4.31 | 6.84E-07 4.50 | 3.31E-08 4.37
1.01 | 3.62E-04 | 2.01E-05 4.17 | 8.50E-07 4.56 | 4.10E-08 4.38
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Para validar el comportamiento del Método I en mallas no uniformes para una

funcién con poca regularidad, se presentan los resultados para a = 2.8 por lo que

u € H33((0, 1)) entonces el orden de convergencia no puede ser mayor que 3.3.

En las tablas 6.16 (para p = 1), 6.17 (para p = 2) y 6.18 (para p = 3) se

presentan los resultados del orden de convergencia para el Método II, para una

funcién con regularidad 3.3, por lo tanto es de esperarse que la convergencia sea de

orden 2 para p = 1, sea 3 para p = 2 y sea 3.3 para p = 3.

Tabla 6.16: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 1. Malla
NO uniforme, Método II. @ = 2.8

o) NO NO * 21 NO x 22 NO 23 NO * 2¢
error error  orden | error  orden | error  orden | error  orden
2.0 | 1.01E-02 | 2.56E-03 1.97 | 6.41E-04 2.00 | 1.60E-04 2.00 | 3.99E-05 2.00
1.8 | 8.89E-03 | 2.19E-03 2.02 | 5.28E-04 2.05 | 1.28E-04 2.05 | 3.10E-05 2.04
1.2 | 1.03E-02 | 2.32E-03 215 | 5.54E-04 2.07 | 1.38E-04 2.01 | 3.45E-05 2.00
1.1 | 1.21E-02 | 2.66E-03 2.19 | 6.09E-04 2.13 | 1.50E-04 2.03 | 3.72E-05 2.01
1.0 | 1.44E-02 | 3.14E-03 220 | 6.89E-04 2.19 | 1.67TE-04 2.04 | 4.18E-05 2.00

Tabla 6.17: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 2. Malla
NO uniforme, Método II. @ = 2.8

I} NO NO x 2! NO * 22 NO * 23 NO * 2¢
error error  orden | error  orden | error  orden | error  orden
2.0 | 7.72E-04 | 9.93E-05 2.96 | 1.27TE-05 2.97 | 1.62E-06 298 | 2.04E-07 2.98
1.8 | 7.34E-04 | 9.54E-05 294 | 1.23E-05 2.96 | 1.56E-06 2.97 | 1.98E-07 2.98
1.2 | 1.05E-03 | 1.50E-04 2.81 | 2.15E-05 2.80 | 2.87E-06 2.90 | 3.68E-07 2.96
1.1 | 1.43E-03 | 1.98E-04 285 | 2.92E-05 2.76 | 4.05E-06 2.85 | 5.30E-07 2.93
1.0 | 2.14E-03 | 3.37E-04 2.67 | 4.79E-05 281 | 6.84E-06 2.81 | 9.35E-07 2.87
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Tabla 6.18: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 3. Malla
NO uniforme, Método II. @ = 2.8

Ié] NO NO * 2! NO * 22 NO x 23
error error  orden | error  orden | error  orden
2.0 | 2.08E-05 | 2.17E-06  3.27 | 2.22E-07 3.29 | 2.26E-08  3.29
1.8 | 1.99E-05 | 2.05E-06 3.27 | 2.10E-07 3.29 | 2.14E-08 3.29
1.2 | 3.24E-05 | 3.13E-06  3.37 | 3.18E-07 3.30 | 3.25E-08  3.29
1.1 | 4.04E-05 | 3.49E-06 3.54 | 3.60E-07 3.28 | 3.61E-08 3.32
1.0 | 6.13E-05 | 4.76E-06  3.69 | 4.47E-07 3.41 | 4.58E-08 3.29

En vista de que el Método II en mallas no uniformes para una funcién con poca

regularidad se comporta de la manera esperada, se presentan los resultados para

a = 1.7 por lo que u € H*%((0, 1)) entonces el orden de convergencia no puede ser

mayor que 2.2.

En las tablas 6.19 (para p = 1), 6.20 (para p = 2) y 6.21 (para p = 3) se

presentan los resultados del orden de convergencia para el Método II, para una

funcion con regularidad 2.2, por lo tanto es de esperarse que la convergencia sea de

orden 2 parap=1ysea22parap=2yp=23.

Tabla 6.19: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 1. Malla
NO uniforme, Método II. o = 1.7

o) NO NO x 21 NO * 22 NO * 23 NO x 24
error error  orden | error  orden | error  orden | error  orden
2.0 | 6.99E-03 | 1.85E-03 1.92 | 4.80E-04 1.94 | 1.24E-04 196 | 3.15E-05 1.97
1.8 | 6.50E-03 | 1.67E-03 196 | 4.27E-04 197 | 1.08E-04 1.98 | 2.73E-05 1.99
1.2 | 7.60E-03 | 1.71E-03 2.15 | 4.18E-04 2.03 | 1.02E-04 2.03 | 2.51E-05 2.03
1.1 | 9.18E-03 | 1.93E-03 225 | 4.61E-04 2.07 | 1.11E-04 2.06 | 2.69E-05 2.04
1.0 | 1.25E-02 | 2.31E-03 243 | 5.17E-04 2.16 | 1.23E-04 2.07 | 2.96E-05 2.05




52

Tabla 6.20: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 2. Malla
NO uniforme, Método II. o = 1.7

I} NO NO x 2! NO * 22 NO * 23 NO % 24
error error  orden | error  orden | error  orden | error  orden
2.0 | 6.74E-04 | 1.47E-04 2.20 | 3.19E-05 2.20 | 6.94E-06 2.20 | 1.51E-06 2.20
1.8 | 3.98E-04 | 8.74E-05 2.18 | 1.91E-05 2.19 |4.17E-06 2.20 | 9.07TE-07 2.20
1.2 | 6.04E-04 | 1.39E-04 2.12 | 3.03E-05 2.19 | 6.57E-06 2.21 | 1.43E-06 2.20
1.1 | 6.72E-04 | 1.57E-04 2.10 | 3.46E-05 2.18 | 7.49E-06 2.21 | 1.62E-06 2.21
1.0 | 8.84E-04 | 1.88E-04 223 | 4.18E-05 2.17 | 9.09E-06 2.20 | 1.96E-06  2.21

Tabla 6.21: Error y orden de convergencia para polinomios de grado p = 3. Malla
NO uniforme, Método II. o = 1.7

B NO NO 21 NO x 22 NO * 23
error error  orden | error  orden | error  orden
2.0 | 2.23E-04 | 4.83E-05 2.21 | 1.0bE-05 2.20 | 2.28E-06 2.20
1.8 | 1.04E-04 | 2.25E-05 2.20 | 4.88E-06 2.20 | 1.06E-06  2.20
1.2 | 1.51E-04 | 3.34E-05 218 | 7.21E-06 2.21 | 1.56E-06 2.21
1.1 | 1.59E-04 | 3.54E-05 2.17 | 7.65E-06 2.21 | 1.69E-06 2.18
1.0 | 2.07E-04 | 3.95E-05 2.39 | 8.59E-06 2.20 | 1.86E-06 2.21




CAPITULO 7
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En este trabajo de tesis se ha propuesto un método LDG con penalizacion en la
variable principal y se presenta junto con un método LDG que penaliza en una vari-
able auxiliar. Las dos versiones del método LDG han sido aplicadas a un problema
de difusién fraccionaria en espacio, explicando los detalles de la implementacion.
Se ha estudiado el operador fraccionario en su forma discreta y se muestran algunas
de las propiedades que tiene dicho operador; como son la convergencia hacia la
matriz de difusién, la estructura por bloques y el cdlculo de sus entradas.

Para cada formulacién del método LDG se ha presentado el estimado de convergencia
del error y de estabilidad, también se corroboran con experimentos numéricos las
tasas de convergencia presentadas tedricamente.

Se presentan experimentos numéricos que describen el comportamiento de los métodos
para funciones con poca regularidad, obteniendo que la version propuesta es mas
robusta para dichas funciones, en el sentido que converge con orden éptimo.

En cuanto a trabajos futuros se encuentran los siguientes:

e Dado que se obtiene un comportamiento de convergencia éptima para funciones
de poca regularidad, es necesario realizar un analisis de error mas detallado para
este tipo de funciones.

e En vista de que existen problemas fisicos que se pueden describir con otro tipo
de derivadas, por ejemplo Griinwald-Letnikov, es necesario realizar investigacién

sobre la implementacion de otras derivadas fraccionarias.
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e Estudiar el estado estacionario, es decir, el Laplaciano fraccionario, el cual puede
ser escrito en términos de las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville por
izquierda y derecha.

e Implementacién en 2D /3D del método propuesto; en particular del operador frac-
cionario, en vista de que los otros operadores ya han sido estudiados en [7].

e Pre-condicionar el sistema lineal para resolver problemas con mas incégnitas, es
decir de mayor tamano. Noétese que es necesario estudiar alguna forma pre-
condicionar ya que el operador fraccionario genera una matriz triangular que es

densa para la mayoria de los valores de f3.
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