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Abstract
In this work we discuss the problem of a product of distributions. We present the
result of impossibility of Schwartz and various definitions of a product of distribu-
tions.
The construction of algebra of Colombeau and the relationship between the
product in this algebra and the model products are provided.
A clarification of the distributional product of functions related to locally inte-
grable functions, based on the known in the literature theorems, is given.
Finally, the general formulas relating the products of distributions called Prin-
cipal Values, Dirac’s deltas and their derivatives are obtained by Fourier transform

method.
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Resumen

En este trabajo se discute el problema del producto de distribuciones. Se presen-
ta el resultado de imposibilidad de Schwartz y varias definiciones del producto de
distribuciones.

Se da la construccién del algebra de Colombeau en R y la relacién entre el
producto en este algebra y los productos modelos.

Se aclara sobre los productos distribucionales de funciones relacionadas a fun-
ciones localmente integrables basandose en los teoremas conocidos en la literatura.

Luego utilizando los métodos de transformada de Fourier se obtienen férmulas
generales que relacionan los productos de distribuciones especiales llamadas Valores

Principales, deltas de Dirac y sus derivadas.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

El propésito de este trabajo titulado “Algebras de Colombeau y Multiplicacién
de Distribuciones” es dar a conocer el problema de multiplicacién que surge para
las distribuciones y su solucién en general.

Segun Vladimirov [13], Paul Dirac(1920) fue el precursor de la teoria de distribu-
ciones quién introdujo por primera vez en sus estudios de mecanica cudantica la

funcion llamada delta “ 9 7 | la cual tiene las siguientes propiedades:

dz) = 0 ,2#0

/Ré(x)ga(x)d:v = ¢(0) , pe C(R). (1.1)

Estrictamente la funcién delta es un funcional definido por (1.1), es decir a cada
funcién continua ¢ le corresponde un nimero (0) el cudl es un valor de ¢ en el
punto O .

La fundamentacién de la teoria de funciones generalizadas (distribuciones) fue de-
jada por el matematico ruso S.L.Sobolev en 1936, cuando este aplicé satisfactoria-
mente las funciones generalizadas al estudio del problema de Cauchy para ecuaciones
hiperbdlicas, [11].

En los anos cincuenta del siglo X X, el matemético francés L. Schwartz hizo intentos
en la construccién sistematica de una teoria de distribuciones sobre la base de una
teoria de espacios lineales topolégicos localmente convexos. Este hecho fue explicado
en su trabajo monogréfico “Théorie des distributions” (1950-51), [10].

Una posible limitacion de la teoria de distribuciones es que esta teoria es puramente



lineal en el sentido de que el producto de dos distribuciones no puede ser definido
en general.

El tema de multiplicacién de distribuciones segiin Oberguggenberger [9], fue con-
siderado inicialmente por Konig quién presentd una construccién de un espacio de
funciones generalizadas que contiene todas las distribuciones y también funciones
no necesariamente localmente integrables sobre R. La idea general de la teoria de
Konig es la siguiente:

Sea S el espacio de todas las funciones medibles en el sentido de Lebesgue sobre
R que son idénticas si coinciden en casi dondequiera. Sea V el espacio de las series
de potencias localmente finitas con coeficientes en S, esto es: 7 € V si existe una
sucesién de funciones f,, € S tal que para cada conjunto compacto K C R existe
N = N(7,K) tal que 7 = % fn2™.

Ademas se define la deriV;d_a(L) de 7 por O = >_ fn2"L.

Ahora sea U el subespacio de V generado por los elementos de la forma (g — fz)z",

donde m € Ny , g es localmente integrable, f es absolutamente continuay f =g .

Finalmente sea F' = V/U . Definimos el mapeo inyectivo de S a F' por:
S>f +—— clasede f2"€F.

Entonces podemos definir un producto interior de dos elementos o,7 € F' esto es:
o1, 5]

Laurent Schwartz senal6 en 1954,[9],[10], que el producto de dos distribuciones era
imposible, ya que no se podia definir el producto de la manera tal que el nuevo pro-
ducto y las derivadas sean consistentes con las operaciones correspondientes clasicas.
Se han efectuado distintos intentos por resolver totalmente el problema de multi-
plicar distribuciones, es por eso que han surgido diferentes métodos para efectuar
las multiplicaciones.

En 1956 A. Gonzalez Domingues y R. Scarfiello publicaron un trabajo en la Revista
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de la Unién Matemdtica Argentina(pag. 53-67), [19], en el que aparece la férmula
P (%) o= —%6' , donde P (%) es la distribucion valor principal de % , 0 es la dis-
tribucién delta de Dirac y 6" es la derivada.

J. Mikusinski,[18],[6],[7],[8], presenta no solo una definicién de multiplicacién usan-
do convolucién, sino también d& un desarrollo en este contexto de las operaciones
con distribuciones. Asi para el producto consideramos dos distribuciones Sy T,y

definimos:
ST = h'r(r)i{S x p YT * p°}

toda vez que el limite existe y p® es una delta net estricta.

A. Kaminski en [4] y [3] estudia varios productos de distribuciones y las relaciones
entre ellas y el uso de las transformadas de Fourier.

En 1982 J. Colombeau [1] introduce un dlgebra diferencial de nuevas funciones ge-
neralizadas G(R) con la propiedad de que G(R) contiene el espacio de distribuciones
2'(R) como un subespacio lineal, la derivada en G(R) extiende a la correspondiente
derivada usual en 2'(R) y el espacio C*®(R) de todas las funciones infinitamente
diferenciables es un subdlgebra de G(R).

Esta teoria de funciones generalizadas de Colombeau abre ampliamente posibili-
dades para encontrar soluciones a varias clases de ecuaciones diferenciales lineales y
no lineales.

En 1992 aparece el libro “Multiplication of Distributions and Aplications to Partial
Differential Equations” de M. Oberguggenberger [9], el cual presenta el desarrollo de
la teoria del producto de distribuciones, dlgebras de Colombeau y sus aplicaciones.
Ademas M. Nedeljkov, S. Pilipovi¢ y D. Scarpalézos publican el libro “The Linear
Theory of Colombeau Generalized Functions” en 1998, dando a conocer el estudio
de las algebras de Colombeau, [14].

También en el libro “Methods of the Theory of Generalized Functions” de Vladimirov,



[13], uno puede encontrar algunos hechos acerca del producto de distribuciones.
En [13] y [3] se enfatiza el uso de transformadas de Fourier como una herramienta
esencial para el estudio del producto de distribuciones.

El desarrollo de la presente tesis estd organizado como sigue.

En el capitulo II, presentamos el resultado de imposibilidad de Schwartz(1954).
Segin Oberguggenberger,[9], esta imposibilidad no tiene tanto que ver con la mul-
tiplicacion de distribuciones sino mas bien, es con la multiplicaciéon de funciones
continuas y diferenciacién. Asi por ejemplo:

si 0 es la distribucién delta de Dirac, entonces asumiendo que el producto de fun-
ciones infinitamente diferenciables con las funciones de prueba (C*.2") coincide con

el producto usual y el producto es asociativo entonces:

lo cual es una contradiccion.

De modo que el producto de una distribucién por una funcién suave no puede ser
extendida a un producto asociativo sobre 2'(R) .

En el capitulo III damos la construccién del dlgebra de Colombeau G(R) y las defini-
ciones de los conceptos relacionados.

En particular aclaramos el hecho que el producto de funciones continuas no es en
general igual al producto usual, pero en el algebra de Colombeau estd asociado a
ese producto.

Luego presentamos definiciones de productos intrinsecos de distribuciones y la relacion

entre ellos y los productos en el dlgebra de Colombeau (Proposicién 3.5.4) .



También damos el teorema de Kamiriski,[4], acerca del producto de funciones local-
mente integrables y discutimos varios aspectos del producto modelo de funciones
localmente integrables en los ejemplos.

Finalmente nuestro objetivo en el capitulo IV es estudiar los productos mode-
los de distribuciones especiales que corresponden a funciones que no son local-

mente integrables, llamadas “Valor Principal” o “Parte Finita” de las funciones

1 sgn(x)
Vel faf?

% ,ete .

En particular, se presenta propiedades de derivadas de estas distribuciones. Los de-
talles se muestran en el Apéndice C.

Luego nos concentramos sobre el uso de las transformadas de Fourier para estudiar
los productos de distribuciones mencionados anteriormente. Para esto utilizamos el
Teorema 4.2.7 de [3]

Los resultados que se obtienen nos dan ciertas relaciones entre tales distribuciones
y las distribuciones delta y sus derivadas.

La discusién de estas, esté dividida en 4 casos. En algunos de estos casos obtenemos
los resultados conocidos en la literatura. Por ejemplo, en el caso 1 la ecuacion (4.34)
es el resultado de Domingues - Scarfiello,[19], y Mikusinski,[18].

Ademas que llegamos a resultados al igual que los de Fisher, [2], en otros casos se
obtienen féormulas generales.

Luego consideramos ejemplos de aplicaciones y en particular estudiamos la consis-
tencia de ellos con el Teorema 3.5.3 (Kamiriski).

Finalmente se discute el producto modelo %.5 el cual es bien conocido en la literatura
[18] . Damos la demostracién explicita de la férmula para 1.6 . Luego consideramos

otros productos: %.5 y \71|'5/ y vemos que estos productos no existen.



Justificacion
Por qué Multiplicar Distribuciones?
El Producto de Distribuciones , llamado también Producto de Funciones Generali-
zadas es muy importante en el campo de la Fisica y Matematica . Pues se presenta
en la Teoria Cuantica de Campos, en estudios de Ondas de Choques para sistemas
de Ecuaciones Diferenciales Parciales no conservativos cuasilineales y para sistemas
de Ecuaciones Diferenciales Parciales lineales con coeficientes discontinuos.
Ademas en el campo de la Economia se presenta en el problema acerca de la Matriz

Insumo-Producto Distribucional.



Capitulo 2
RESULTADO DE IMPOSIBILIDAD DE
SCHWARTZ

Antes de definir el producto general de distribuciones asumiremos que existe un
algebra A sobre el cuerpo R que cumple las siguientes condiciones:

a) La funcién constante 1 es la identidad multiplicativa en A.

b) El espacio vectorial de distribuciones 2'(R) es un subespacio de A .

c¢) Existe un mapeo D : A — A llamado derivacién , el cual es R - lineal y satisface
la regla de Leibnitz y es tal que D aplicado a una distribucion es la derivada usual
de esa distribucion.

d) El producto usual de funciones continuas coincide con el producto en el dlgebra A,
denotado por © .

Ahora como z ® |z| = x|z| entonces tenemos:
D(xole]) = |z +z0 (D)
D*(x®|z|) = 2D|z|+ 2z ® D?|x|
D*(z®|z|) = 2D|z|+2204 (2.1)
donde “ ¢ 7 es la distribucién delta de Dirac. Por otro lado

D(z|z]) = 2|z|



de alli:
D?(z|z|) = 2D|x| (2.2)
Ahora, de 2.1 y 2.2 se tiene:
r®d = 0. (2.3)

Por el siguiente Teorema, la ecuacién (2.3) es imposible .
Teorema 2.0.1. Sea A un dlgebra asociativa cuyo producto estd denotado por “©7
yD:A— A un mapeo lineal llamado derivacion, que satisface la regla de Leibnitz
para la dertwada de un producto, tal que:
i) Las funciones 1, x , z(In|z| — 1) y 2*(In|x| — 1) pertenecen a A
y para x = 0 las dos ultimas funciones tienen por definicion el valor O .
it) La funcion constante 1 es el elemento unidad en el dlgebra A
iii)
r(In|z] —1)©x = 2*(In|z| — 1)
w) La derivacion D : A — A aplicada a las funciones 1, = , x*(In|z| — 1) es la
derivada usual.

Entonces el mapeo definido por:
Asf — 20 feA

es 1yectivo, esto es:

r®a=0 implica a=0.

Prueba Probemos lo siguiente:

D?[z(In|z| - )] or =1



En efecto; sabiendo que para dos elementos f y g de A se tiene:
(D*f) ©g=D*(f ©g) —2(Df)© (Dg) - f © D*
inferimos:
D*(z(ln|z| - 1)) ®x = D?*[z*(n|z| —1)] — 2D[x(In|z| — 1)] . (2.4)
Pero de (iv) tenemos:

Dz*(In|z| — 1)] = 2z(In|z| — 1) + 2°D(In |z| — 1) = 2z(In |z| — 1) + 2°D(In|z]),

Diz*(Injz| —1)] = 2z(ln|z|—-1)+z. (2.5)
Por lo tanto se tiene:
D?[z*(In |z| — 1)] = 2D[z(In |z| — 1)] + 1 (2.6)
y reemplazando en (2.4)
Dz(ln|z| - 1)@z = 1.

Entonces hemos probado que D?[z(In |z| — 1)] es el elemento inverso por izquierda
de z, lo que denotamos por x .

De alli la siguiente implicacion es cierta
r®a = 0=a=0mn

Nota: Aplicamos el Teorema 2.0.1 a la ecuacién (2.3) y vemos que 6 = 0 . Esto
es una contradicciéon ya que d # 0. Por esto no existe un algebra A que cumpla
(a)-(d).

Las funciones z(In |z|—1) y 2?(In |x|—1) utilizadas en el Teorema 2.0.1, son de la clase

C(R) y C'(R) respectivamente. Ahora consideremos una modificacién del Teorema
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2.0.1, en el cual en vez de las funciones de las clases C(R) y C'(R) tomaremos
funciones de las clases C""}(R) y C"(R) donde n > 2. El objetivo es ver si se puede
llegar a la misma conclusion que en el Teorema 2.0.1 .

Teorema 2.0.2. Supongamos un dlgebra asociativa A ,cuyo producto estd denotado
por ® y un mapeo lineal D : A — A llamado derivacion que satisface la regla de
Leibnitz, tal que:

i) Las funciones 1, z , L La"(In|z| — 1), La" ! (In|z| — 1) pertenecen a A y

n! 'n

para x = 0 las dos funciones ultimas tienen por definicion el valor 0 .

it) La funcion 1 es el elemento unidad del dlgebra A

iii)
1 n(l 1 1 n+11 1
—n!x (Inlz] -1) 0oz = —n!x (In|z| —1)

iv) La deriwacion D : A — A aplicada a las funciones

1
—pntl _
1, x, i (In]z| — 1)

"

es la derwada usual y D(")( o

) =1 . Entonces el mapeo definido por:
Asf —— 0 feA

es inyectivo , esto es: x ®@a=0=—=a=0.
Prueba Probemos que en A el elemento D" V[Z1(In |z| — 1)] es el inverso por

la izquierda de x, es decir:
xn
D("H)[—'(ln lz] —D]eozr=1.
n!
Para esto aplicamos la regla de Leibnitz. De (iv)

:E:; (In|z| —1)] = (n;— 1):10”(111 lz| — 1) + i—n . (2.7)

D



Sea f(z) = Z:(In|z| — 1) entonces de (iii) y de (2.7) se tiene:

n

Dlf @a] = (n+1)f + .

Reescribiendo (2.8) se obtiene

n

Dfox = nf+ % )
Derivando (2.9)
DOfor = (n— 1)Df+D(i—T;)
y derivando (2.10)
DO fozr = (n—-2)DPf + D(Q)(i—?),
y asi sucesivamente hasta el orden “ (n+1) ”
D"V for = DMW(=).
Como D™ (Z7) =1 entonces:
D(”“)[Z—T(ln|x| 1 er=1.

Con esto podemos inferir

r®a = 0=a=0.m

11

(2.8)

(2.9)

(2.10)



Capitulo 3
ALGEBRAS DE COLOMBEAU

3.1. Los conjuntos A,

Definimos:
o0

1%={¢€@®):/ pdz = 1}

—0o0

y para cada ¢ € N

Aq:{‘PE-@(R)i/ godley/ 2/ o(z)dr = 0;donde 1 < j < ¢}

Lema 3.1.1. Para cada q € Ny , A, # 0
Prueba Consideremos una funcién par ¢ € Z(R) con ffooo Ydx =1 . Probemos
que ¢ € A;(R). Sea:

ce” 1o ,para | z |< 1
(r) =

0 ,para | z [> 1

Verifiquemos que esta funcién satisface la condicion del conjunto Ag,es decir el

2

valor de “ ¢ ” esta dado puesto que:

1= [eder=c f_ll ¢ T dy , la integral existe y es mayor que cero. Ahora porque
1 es par, entonces ¢ € A;(R). De all{ el conjunto A; # ().

Luego dado tal 1, definamos ¢ = 1) 4+ M) ; donde X puede ser determinado. Probe-

mos que existe un A € R tal que ¢ € A3(R)

/gpdx = / zpdx+/\/ 'dr =1,

12

En efecto:
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puesto que v, 9" y ¥" son funciones de soporte compacto y 1) € Ay(R) .

/ rpdr = / x¢dx+/\/ ) dx .

Integrando por partes y utilizando el hecho que ¥ € A;(R) se tiene

/ xpdr = 0.

/ w2odr = / x2z/1dx+)\/ 2" dr,

/ 2odr = / x2¢d:t—|—2/\/ Wdx . (3.1)

Para que sea cierto [ 2%pdr =0, X es de la forma:

1 o0
/\:—5/_oox21/)dx.

Tenemos

Finalmente

Por lo tanto ¢ € A3(R) y Ay(R) # 0 .

Como 1) es par, ¥ también es par, entonces se obtiene que ¢ € A; es decir A; # 0 .
Inclusive si definimos la funcién ¢ = 9 + A" + Xotp™® y si tomamos

Ay = —}1 ffooo rhpdr entonces se obtiene que ¢ € Ay. De esta manera se forma una

cadena infinita descendente de conjuntos no vacios tal que, asi
A)DADAD - m

3.2. Construccion del Algebra de Colombeau

Sea :

E(R) = {Todos los mapeos u : Ag(R) — C*(R)} .

Notacién Dado u € E(R) y ¢ € Ap(R) definimos u(p, z) := u(p)(x).

Ademés sobre el conjunto E(R) introducimos la estructura de un algebra diferencial
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definiendo las siguientes operaciones: adicién, multiplicacion, multiplicacién por un
escalar y derivacion “ 97 .

Sean u,v € E(R) , ¢ € Ay(R) y r € R. Entonces

(u+v)(p) = ulp)+o(p)
(uv)(p) = ul@)v(p)
(ru)(¢) = r(u(p))
(Ou)(p) = O(ulp))

Lema 3.2.1. El conjunto E(R) es un dlgebra diferencial.
Prueba Probemos que E(R) es un algebra sobre R | esto es:
i) (E(R),+) es un espacio vectorial sobre R, bajo adicién y multiplicacién por un
escalar. Esto es

e Seanr,s € Ry w,v,w € E(R) entonces se verifica:

(u+v)+w = u+ (v+w)
utv = vtu
O+u = u+0=u
u+(—u) = (—u)+u=0
r(u+v) = rutro
(r+s)(u) = ru+su
(rs)(u) = r(su)

lu = u

ii) (E(R),+,.) es un anillo bajo adicién y multiplicacion.
e E(R) es un grupo abeliano bajo adicién.
o Vu,v,w € E(R), (uv)w=u(vw).

e (u+v)w=uw+ovw y wlu+v)=wu+ wo.



15
iii) Sean u,v € E(R) y r € R . Entonces:
r(uv) = (ru)v = u(rv)

Ademas para verificar que E(R) es un dlgebra diferencial, probemos que la derivacién
“ 07 es un mapeo lineal y satisface la regla de Leibnitz. Esto es:

Sean u,v € E(R), re R y Vp € C®(R) entonces:

Linealidad

Ou+0))(p) = I(u+v)(p)=(ulp)+v(p))

Iu+v) = 9d(u)+9(v)

Homogeneidad

Regla de Leibnitz

(O(uv))(p) = 9((uv)(p)) = d(u(p)v(p)) = ul(p)d(v(p)) + d(u(p))v(e)
= (udv)(p) + ((Qu)v)(¢) = (udv + (Qu)v)(p)

O(uv) = udv+ (Qu)v m

Ahora consideremos un mapeo lineal definido como :

!

L2 (R) — E(R)
w o — (w) e r— wkp (3.2)
donde w € Z'(R) , ¢ € Ay(R) y w * ¢ es definido en el Apéndice B. Probemos que

este mapeo es inyectivo.

En efecto:
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Sean wy,wy, € Z'(R) y

Entonces Vo € Ag(R)
Wikp = wWexp .

Para cada € > 0, consideremos una funcién ¢, determinada por:

Luego ¢ € Ay ¥
Wy * Pe = Wa ¥ Pe . (3.4)

Utilizando el Teorema de Regularizacion de una distribucién, [17],(ver Apéndice B)

tenemos que: V¢ € Z(R)ei=1,2

e—0t

Por lo tanto de (3.4) se tiene:
w; = Wy.

También podemos ver que d(t(w)) = t0(w).

Con todo esto decimos que el conjunto E(R) es un algebra diferencial conmutativa,
asociativa que contiene a Z'(R).

Definicién 3.2.2 (Conjunto A (R) ). Sea A (R) el conjunto de todos los mapeos
u € E(R) con la propiedad:

“ Para todo conjunto compacto K C R y para todo o € Ny ,IN (e, K) € N tal

que para todo ¢ > N y para todo ¢ € Ay (R) ,existen c¢,n > 0 tal que para cada
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e € (0,n) se cumple su};z | 0%u(pe, ) |< cet™N 7
El supremo existe puesxtf) que u(p.) € C*(R) y K es compacto.
Asi los elementos de A4 (R) tienden a cero cuando € — 0 més réapido que una
potencia entera de e.
Observacion. El conjunto A (R) es un subdlgebra de E(R) cerrado bajo diferen-

ciacion , pero no es un ideal de E(R) ; puesto que E(R) contiene elementos con un

crecimiento arbitrario sobre p. cuando € — 0 . Por ejemplo, dado u de la forma:

u(p) = exp(p) ; ¢ € Ap(R) .

En efecto: Si ¢ € Ag(R) y v(0) =1, entonces

(i, 0) = ulie(0)] = eapli(0)] = eap()

Definicién 3.2.3 (Conjunto Ey(R) ). Sea Ep(R) el conjunto de todos los mapeos
u € E(R) con la propiedad:

“ Para todo conjunto compacto K C R y para todo o € Ny , AN (a, K) € N tal que
para todo ¢ > Ny para todo ¢ € A,(R"), existen ¢,n > 0 tal que para cada
e € (0,n) se cumple sup | °u(pe, z) |< ce™™ 7

zeK
Los elementos de FEp(R) son llamados mapeos moderados. Este conjunto es un dlge-

bra diferencial y A (R) es un ideal en Ey(R).
Definicién 3.2.4 (Algebra de Colombeau). El dglgebra de Colombeau sobre R es
definido por :

G(R) = En(R)/A(R) .

Entonces:
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donde [u] = u+ A (R) . Denotemos el producto en G por “- 7 .

SiU = [u] yV = [v] estdin en G(R) entonces :
U-V=[u] .

G(R) es un algebra diferencial, asociativa y conmutativa.

Proposicién 3.2.5.

’

(27 (R)) € Ex(R) y o (A (R)) = {0}

(¢ embedding” de 2'(R) en Ey(R) .)

Prueba Sabiendo (3.2) probemos que (2 (R)) C Ey(R)
En efecto: Sea w € Z'(R) y K C R compacto. Por el teorema de representacién
de distribuciones [9], existe una funcién continua f con soporte compacto y algin
B € Ny tal que w es de la forma: w = 0°f en una vecindad de K.

Para e lo suficientemente pequeno tenemos:

sup | wg(2) | = sup | (8 * o)) |=sup | (f * @p)(x) |
zeK xeK xeK
= sup | (f(z — ), P0(y)) |=sup | / f(@ — ) puly)dy |
sup | wri(z) | < sup / | f@ - 9)Pocy) | dy - (3.5)
zeK zeK J -

Como ¢(y) = %cp (%) , la derivada [-ésima estd dada por:

0y pc(y) = Eiﬁa% (%) :

Haciendo un cambio de variable z = £ y sustituyendo en (3.5) se tiene:

1 [e.e]
sup | wse,(o) < owp [ | fla = e)0%0(2) | dz
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y sup [70 | f(z —€2)0%p(z) | dz < C; Vp € Ay, donde C' es una constante que
zeK
depende de K y .

cosup | w ok p () [< Ce?
reK

Un argumento similar se aplica a las derivadas de w * ¢, , esto es:
O%(w * ) = w * 0%,

Asf concluimos que t(w) € Ep(R) .
Ahora probemos que ¢t~} (A(R)) = {0}
En efecto: Supongamos que t(w) € A (R), entonces w * o, — 0 en Z'(R) para

¢ € A,(R) con q suficientemente grande. Por otro lado Vi € Z'(R)

lm (w * o, ) = (w, ) .

e—0t

Consecuentemente:

De alli " (A (R)) = {0} =

Nota: El mapeo ¢ induce un mapeo lineal inyectivo 7 , definido por:

El punto de construccién de G(R) es que 7 convierte a C*°(R) en un subdlgebra de
G(R), lo que aclaramos en lo que sigue.

Primero notemos que hay dos maneras de representar a f € C*°(R) en Ej:

t(w) y el mapeo constante o(f): Ay > ¢ — f.

La siguiente Proposicién demuestra que i(f) = [o(f)] .

Proposicién 3.2.6. Si [ € C*(R) entonces (f * ¢ — f)ocaom) € A (R).

Consecuentemente, t(f) = [o(f)] .
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Prueba El argumento de la demostracion se basa en la expansion de Taylor

o0

(f oo F)lx) = / e —y) — f@)edy)dy

o0

donde ¢.(y) = 2¢(¥). Haciendo la sustitucién z = ¥ se tiene:

) (1 4 (a+1)
: j!( Jo—ez—ay 4+ qu - 1()52 S x)qﬂ Pz
o [ 4 ¢G) (g —ez) 1!
- /_ [ / ]l( ) —ez)p(z) + ((q +)1)| f(q+1)(§)<ﬂ(z)] dz,

Ure-n@ = Y100 [T E L s [T EE e

pu o (q+1)!

~
) 17

donde ¢ esté entre x 'y x — ez. La expresién (I) desaparece siempre que

© € A,(R).

Si x varia en un conjunto compacto, es decir x € K, entonces la expresién (I7) se
estima por Cel@*Y donde C es una constante que depende de K,q y ¢, y el factor

e*! es el mismo Vi € A, (R).

Sup | [+ pe(w) = f(2) |= g e
TE

Dealli (fxp—f)e A/ (R) =

El mismo argumento se da para las derivadas.
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Conclusion V f, g € C*°(R) se cumple i(fg) = i(f) - i(g) .

Prueba

i(f)-ilg) = ilfg). =

Notacién: Para w € 2'(R) , i(w) se denota usualmente por el mismo w .

3.3. Asociacién
Definicién 3.3.1 (Asociacién). Se dice que un elemento U € G(R) admite
w € Z'(R) como distribucién asociada , si U tiene un representante u € Ey(R)
tal que AN € N | Vp € Ay(R) y Vi € Z(R)

lim u(pe, )Y (z)dr = (w, 1) .

=0t J_ o

De la expresion anterior decimos también que U estd asociado a w y lo denotamos
por: U ~w .

Uno puede demostrar que la definicion es independiente del representante “u ”
de U que se escoja y que w es Unico. Sin embargo si tal w existe entonces en general:
(w)#U .

SiU,V e GR)y U—-V = 0entonces decimos que U estd asociada con V' y lo
denotamos por: U = V.
Observacion. Cada distribucion estd asociada consigo misma, es decir: [(w) ~ w.
En efecto: Sabemos que t(w) = [t(w)]. Entonces Vo € Ap(R)

o0 o0

lim t(w) (@) (x)dx = lim (w * @) (x)dx = (w, ) .

e—0t J_ o =0t J oo

Ejemplo 3.3.2. i &y es delta de Dirac entonces 53(x) no admite una distribucion

asociada.
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En efecto: §2(x) tiene un representante de la forma:

u(p, ) = (do * )(x)(do * p)(z) = p(z)p(x)

Luego tenemos:

o0 o0 001

) B 3 9 Y -2
i [ ulponpp@yde = Jim [ gl = lm [ S

X

—JY(2)dz
Haciendo un cambio de variable y = % y simplificando se tiene:

o0 1 o0

lim [ w(pe,2)p(z)de = = [ ©*(y)i(ey)dy

R

Analizando I, vemos que cuando € — 07 (I) diverge para cada ¢ € Ay(R), si
$(0) £ 0.
Propiedades:
Sean U , V' y W elementos de G(R) tal que U ~ V. Entonces se cumplen las siguien-
tes propiedades:
1. 0%U = 0*V para todo o € Nj.
2. f-U= f-V para todo f € C*°(R)
3 U+W=V+W
Pero una asociacién “~x” no puede ser multiplicada por elementos arbitrarios de
G(R) . Por ejemplo:
z-0(z) =0, pero x - 6*(z) % 0

Ejemplo 3.3.3. Sea H la funcion de Heaviside definida por:

1 ,2>0
H(z) =
0 ,2<0

y H> = H - H. Entonces H?> # H en G(R), pero H> ~ H .
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Prueba La demostracién la haremos por el absurdo. Supongamos que H? = H.

Derivando se tiene:

(H) = H-H +H -H=2H-H
pero H = § entonces:
25 = H-§ . (3.6)
Por otro lado si hacemos lo mismo para H* = H*>.H = H-H = H? = H , obtenemos:
-0 = H-9 (3.7)

De (3.6) y (3.7) se tiene d = 0 que es una contradiccién. Por lo tanto H? # H .
Ahora verifiquemos que H? ~ H.
En efecto: Para ¢ € A(R) un representante de H es dado por: ¢ +— (H * ¢)?

Debemos demostrar que Vi € Z(R):

o0

Jim (H * o) (x) (x)dz = (H,1)) (3-8)

En efecto:

Trabajemos por separado con (I):

R

€

Haciendo un cambio de variable z = =¥ | tenemos:

z
€

(H *p)(x) = / p(2)dz . (3.9)

—0o0

. 2
Sustituyendo (3.9) en (3.8), tomando en cuenta que (f:oo gp(z)dz) ¥ (x) converge a
H(z)Y(z) casi dondequiera y aplicando el teorema de Lebesgue se cumple (3.8).

Por lo tanto H>~ H m
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Ejemplo 3.3.4. Definimos U = [p — H * ¢y,)] para ¢ € Ag(R) , donde ¢ es un
elemento fijo de Ag(R) y l(¢) = sup{| = |: p(z) # 0}. Entonces l(p.) = €l(p).
Probaremos que U ~ H

Prueba Un representante “u ” de U es de la forma:

u(p,x) = (H* dyp))(w)
I e N s
ulpr) = /0 l(¢)¢<el(w))dy'

Haciendo un cambio de variable , z = 2(:;/) se obtiene:

u(p,x) = /W) o(2)dz . (3.10)

oo

Luego tenemos que verificar :

o0

lim w(oe, 2)Y(x)de = (H,) . (3.11)

e—=0t J_ o

Reemplazando (3.10)en el lado izquierdo de (3.11) se tiene:
e )
h’r%/ (/ ¢(2)d2)(x)dx .
—00 J—00 I

Entonces como en el Ejemplo 3.3.3 se obtiene (3.11). =
3.4. Producto de funciones continuas en el algebra de Colombeau

Observacion. Si f(z) y g(x) son funciones continuas sobre R, entonces:

f9~fg,

donde “. 7 representa la multiplicacion en el dlgebra de Colombeau.
Prueba f-g = [p — (f *¢)(g* ¢)] donde ¢ € Ayp(R). Debemos probar que
Vi € 2(R)

lim (fxp)W)(g*e)W)v(y)dy = (fg,v) (3.12)

e—0t
NS
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analizando por separado tenemos:

(f % 0)) = (F(2), pely — 2)) = / T F @y — 2)dz

(9% 0 )(y) = (9(7), pc(y — 7)) = /_ g(x)p(y — x)dx

o= g (e e ([ swet i) vty

Sustituyendo z =y —e€n y x =y — ev

I = /_OO /_Oo /_OO T —enen)gly — ev)p(v)P(y) dydndv — (3.13)

Fe(y,m,v)

Necesitamos acotar F.(y,n, ) para aplicar el Teorema de Lebesgue.

[Fe(y,n, V)| = @)l [f(y—en)llgly — ev)] le(n)||o(v)]

-

(@)

Sabemos que ¢ y v tienen soportes compactos. Por esto, existe r > 0 tal que el

soporte de F, esta en la caja rectangular dada por:
yl <r il <r;lvl<r

Sin pérdida de generalidad uno puede asumir que ¢ < 1. Luego utilizando la de-

sigualdad triangular se obtiene que:

ly—en| < |yl+en <r+e <2r

y—el < lyl+evl<rter<2r,
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y que |f(y —en)g(y — ev)] es acotada por una constante C, puesto que f y ¢ son

continuas. Entonces:

Wy = emllemllgly — en)lle@)] < Clo@)llemlle@)] -

En (3.13) aplicando el Teorema de Lebesgue , tenemos:

lim I = /Zf(y)g(y) (/Zw(n)dn) </(:90(V)dV>j¢(y)dy

f@(;)rdazl

lim I. = (fg,%)

e—0F

Por consiguiente f-g~ fg m
3.5. Productos intrinsecos de Distribuciones
Definicién 3.5.1 (Delta red estricta). Esta es una familia de funciones de prueba
{p}es0 C Z(R), tal que satisface las siguientes condiciones:
i) supp(p) — {0} cuando e — 0T .

it) Para todo € >0 se cumple [*_p“(z)dz =1 .

iii) [72 |pf(x)|dx es acotado independientemente de e.
En particular para cada ¢ € Ay tenemos una red llamada delta red modelo, definida

por:

pPr= e, (3.14)

donde @, es de la forma (5.3).
Definicién 3.5.2 (Productos de distribuciones). Sean u, v € Z'(R). Un producto

de v y v podemos definirlo como sigue:

u.v] = li_r)%u(v*pe) (3.15)
[u.v = lm(u=*p)v (3.16)

e—0
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[u].[v] = lli%(u x p°) (v * 0°) (3.17)
[u.v] = lli%(u % p) (v * p°) (3.18)

donde el limite existe en 9 N{p}eso y {0}es0 y no depende de las redes.

Sien (3.15)-(3.18), p° y o son reemplazados por v, y Y. donde ¢ , Y € Ay y si se
requiere que (3.15)-(3.18) cumplan solamente para las delta redes modelos entonces
los productos se llaman “Productos Modelos” [9].

Nota: La ecuacién (3.18) es debida a Mikusiriski, [18]. Dicho producto es la
forma més general del producto de distribuciones entre (3.15)-(3.18), la cual uti-
lizaremos en esta seccion.

Las ecuaciones (3.15) y (3.16) fueron dadas por Hirata y Ogata [16], quienes re-
quirieron que ambos productos se cumplan simultaneamente.

Kaminski,[4], introdujo los corchetes para denotar el producto de dos distribuciones.
A continuacién presentamos un teorema del mismo para funciones localmente inte-
grables.

Teorema 3.5.3 (Kaminski). Si F € L} y Ge L], dondel <p,r<ooy

}D—i—% < 1, entonces el producto [F.G] existe en el sentido distribucional y coincide
con el producto usual F'G de funciones.

La prueba estd dada en [4] .

Proposicién 3.5.4. Sean u,v € 2'(R). Si el producto modelo [u.v] en (3.18) de
u y v existe, entonces el producto de los mismos en el dlgebra de Colombeau G
denotado por u - v, admite a [u.v] como distribucion asociada.

La prueba estd en [9] .

Observacion. En general u-v # [u.v|, pero u-v = [u.v]. En este sentido el producto
intrinseco en (3.18) es coherente con la multiplicacion en G(R) .
Si Iy, Fy € L2 entonces, seqin el Teorema 3.5.3, el producto usual F1Fy coincide

loc

con el producto distribucional [Fy.Fy) .
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A continuacién veamos un ejemplo que ilustra dicho resultado.
Ejemplo 3.5.5. Sean (zy)™'3 , (z_)7'? dos funciones localmente integrables

definidas por:

(z4)713 = (x)7 ,e>0
0 ,x <0
)
(z_)/3 = (o) e <0
0 ,x >0

2

Tales funciones también pertenecen a Lj,,.

Probemos que el producto [(m+)_1/3,(x_)—1/3] =0.

Prueba V¢ € Z(R) y de (3.14) podemos definir

L= (@7 %)@ x g0y,

= () ([0 () ) )

Haciendo cambios de variables conn =% v =% y = 2 se tiene:

L= e /Z /Ooo / w%%@(n—V)w(n+§)1/)(n€)dvd£dn (3.19)

J/

-

Je

Luego, aplicando el teorema de Lebesgue a J,, se tiene:

e—0+

i . = vo) [ [ ] o e el Sudedn - (320)
i

-

La integral I existe puesto que ¢ es de soporte compacto y las funciones == y

S
5

son localmente integrables.

De alli podemos concluir de (3.19) que

lim I, =0.

e—0+
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Consecuentemente, el producto [(z;)~/3.(z_)~'/3] = 0. Este producto coincide con
el producto usual.

Observacion. En general el producto usual y el distribucional de dos funciones
localmente integrables son diferentes.

El siguiente ejemplo ilustra dicha observacion.

Ejemplo 3.5.6. Sean F(zx) = mll/z y G(x) = 2% dos funciones definidas por:

;

—1/2
(zy) V2= (@)™ z>0
0 ,x <0
(
(z_)/? = (=) e <0
0 ,x >0

\

1

FEstas funciones pertenecen a L,

y el producto usual FG = 0. Probemos que el
producto distribucional [F.G] = 56 #0 .
Prueba V¢ € Z(R) y de (3.14) podemos definir

Ioo= (@ r )@ 0. 0) |

L= (G (e () a) ([Te e ) )

Haciendo cambios de variables con n =% ,v =% y £ = Z se tiene:

Y el N B |
le = —= = v e)dvdédn
/OO/O /0 mm@(n )o(n + &) (ne)dvdEdn

donde ¢ € Ay(R) y las funciones % y ﬁ son localmente integrables. De alli apli-

vl
cando el teorema de Lebesgue tenemos:

) B 00 0o 00 1 L B
lin I = (0) / | T e et il (321
7

Analizando la expresién J.

Por conveniencia utilizamos la funcién de Heaviside H(z) que es 1 para x > 0y 0
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para x < 0. Entonces.

/_OO /_OO /_Oo %w(n +&)p(n — v)dvdEdn .

Haciendo la sustitucion de uw = n — v se tiene

/_oo /_Oo /_ i %Wt + v+ &) p(u)drdédu

y después de la sustitucién v = u + v + &

/ / / N \/%:Z) (v)p(u)dvdvdu . (3.22)

En (3.22) vemos que las funciones ¢ no dependen de v . Luego la regién de inte-

gracién se reduce a:
EF={-xx<u<x,u<v<o0,0<rv<v—u}

De alli (3.22) toma la forma de:

/_Z /uoo )¢ ( / NI \/m )dvdu (3.23)

()
Resolviendo independientemente la integral (I),
/ / dv
\/|V\/|U—U—V 0 \/; — u)Q’
2 2
utilizando integracion por sustitucion trigonométrica: v — 5% = 5% sinf y

__ v—Uu
dv = 5

ucos@al@ x
/ / dd =02, =m.
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Sustituyendo este resultado en (3.23), obtenemos

J == /_ Z / " o) p(u)dvdu — = / Y / T o)dv)du . (3.24)

—0o0
J/

A
Luego, observemos que
(et = ([ o) = —ow
') pv)dv) = —— Oogpvv— o(u) .

Por tanto, (3.24) toma la forma

m I = 24(0) = 5(5,9)

e—0t 2 2
(z) (@) ) =26 m

Ejemplo 3.5.7. Sean (v,)72/* y (x_)72/3 dos funciones localmente integrables,

definidas por:

(z,)72/3 = (@) e >0
0 ,x <0
;
(0.)2/% — (—2)723 x<0
0 ,x >0

\

Probemos que el producto [(x,)~%/3.(x_)"%?] no emiste.
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Prueba V¢ € Z(R) y de (3.14) podemos definir

L= (2% 0) @2 % 00, 0)

we (a (e () ([ oo (7)) )

,v="12y {=Z se tiene:

€

Haciendo cambios de variables con n =

le = %/_ /0 /O s €/§—290(77—V)90(?7+£)w(776)dyd5dn (3.25)
J

z
€

/

1

donde ¢ € Ap(R) y las funciones 5/172 y Ve son localmente integrables. Luego

aplicando el teorema de Lebesgue tenemos:

timde = 00 [ [ [T et vet+ vz (320
Y

J/

La integral I existe y en general es diferente de cero.
Por consiguiente en (3.25)

lim I, no existe V ¢ € Ag si ¢¥(0) # 0. De alli concluimos que el producto distribu-

e—0F

cional [(z4)7%/3.(x_)72/%] no existe. m
El siguiente ejemplo generaliza el Ejemplo 3.5.6 .

Ejemplo 3.5.8. Para 0 <a<1 y 0<0b<1 definimos las funciones localmente

—b

integrables (1)~ %y (x_)~" como sigue:

(

(x)~ x>0

0 ,x <0

\

(—2)% ,2<0

0 ,x >0

\

Veamos el producto distribucional [(zy)™%.(x_)7"] .
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En efecto V¢ € Z(R) y de (3.14) podemos definir

L= (@ % o) (@Z" % 9o), )

= () ) ([0 (52) )

Haciendo cambios de variables conn =% ,v =% y { = 2 se tiene:
€a+b/ / / o |§|bso v)e(n +&)v(ne)dvdédn  (3.27)
Je
donde ¢ € Ay(R) y las funciones — gib son localmente integrables. Luego apli-
cando el teorema de Lebesgue tenemos
lim J, il dvdéd 3.28
lim Je = yagb‘P v)e(n +&§)dvddn . (3.28)

(I )
Analizando la expresién I .
Por conveniencia utilizamos la funcién de Heaviside H(z) que es 1 para x > 0y 0

para z < 0 entonces se tiene:

/ / / v | |§|b (77+§)90(77—1/)dud§dn,

Haciendo la sustitucién v = n — v tenemos

/// y,/| |§|b (“+V+£)s0(u)dud§du,

y después de la sustitucion v =u+ v + &

/ / / HV\ |Uj;f;|by) (v)p(u)dvdvdu . (3.29)

En (3.29) vemos que las funciones ¢ no dependen de v. Luego la regién de integracion

se reduce a:

E={-x<u<x,u<v<o0,0<v<v—u}.
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De alli (3.29) toma la forma de

I = /_ Z /u h /0 o Va(i(i)i(f)mbdudvdu. (3.30)

Evaluamos independientemente cada integral. Sea

A _ /U—u dl/ .
o Vvi{v—u—v)

Solamente consideremos el caso de a +b = 1; o sea b = 1 — a. Entonces se tiene:

A _ /’U—u dl/ ‘
0 vi(v —u—wv)l-e

v
v—

A= [ e = ) w0

Recordemos que la funcién Beta para A, u > 0 se define por:

Haciendo la sustituciéon x = -*-; o sea v = z(v —u) , dv = (v — u)dz, tenemos

B\ p) = fol 2 11 — x)#~dx, aplicando este hecho, para nuestro caso

['(1 —a)l(a)

A = B(l—a,a)= )

— (1 - a)l(a)

Luego sustituyendo en (3.30) obtenemos:

I = I'(1-a)l'(a) /_OO /OO o(u)p(v)dudv .
- _

Del Ejemplo 3.5.6 vemos que (i) = %,entonces
1
I = §F(1 —a)l'(a)
y de alli en (3.27) se tiene

lim I, =

I P(1 - a)T(@)(0)

;
lfm [, — %( T ><5,w>

e—0+ sin Ta
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s
2sinma

[(z4)7%(2_)7"] existe y es de la forma [(z,)~ % (z_)7" =
Consecuentemente vemos que el producto usual no coincide con el producto dis-

tribucional. =



Capitulo 4
EL USO DE TRANSFORMADAS DE FOURIER
PARA ESTUDIAR LOS PRODUCTOS DE
DISTRIBUCIONES

4.1. Distribuciones especiales
Las funciones localmente integrables son distribuciones. En particular esto ocurre

para las funciones
"y sgn(x)]z]”. (4.1)

donde av > —1.

A continuaciéon definimos las distribuciones que uno asigna a las funciones de la
forma (4.1), con @ < —1, y entonces para « = —N — 3, donde N es un entero
positivoy 0 < g < 1.

Tales distribuciones son conocidas en la literatura. En particular, segin [13] podemos

definir las siguientes distribuciones.

Definicién 4.1.1. Pf <|x‘+ﬂg> y Pf ([lg(fv(f[)g) son definidas por:
Para cada ¢ € 2(R),

(1)) - [t | o o

|z|<1 || >1

<Pf (Sgn(x)) ,s0>— /Sgn(I)[w(I)—SN_l(fr, O oy /de (4.3)

| N+ | [N+ | [N+
|o[<1 |z|>1

36
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donde :

Sy-1(x,p) = . (4.4)

Definicién 4.1.2. Definimos:

i) Si0 < (<1 entonces se define: Vo € Z(R)

k par

(P (52) ) =1 (552) ) S0 09

k impar

ii) Para N par se define la distribucion P (ﬁ) que se denota por P (Q%N), Y para

N impar la distribucion P( P > denotada por P( ), segin (4.5) y (4.6)
respectivamente , donde 3 =10 .
Nota: Las férmulas (4.5) y (4.6) no pueden ser utilizadas con =0, N impar
6 =0, N par respectivamente.
Las derivadas distribucionales de las distribuciones definidas en la Definicion 4.1.2

se comportan como las derivadas usuales de las funciones (Apéndice C), esto es:

P (mﬁ) = —(N+pB)P (%) , (47)

P (%) — (N+B)P (W) . (4.8)

Para las distribuciones de la Definicién 4.1.1 esto no se cumple. Uno puede demostrar

(Apéndice C) que:

’ N
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Pf (T%ﬁ) — (N +B)Pf <| INW“) +§% L+ . (410)

También notamos que:
1 1
p(_) _ Py (_> . (4.11)
x x

En efecto: De (4.6) se tiene Vo € Z(R)

((G)e) = (P (5) )
(o) - [ e, [ e,
< (x>,%0> /m|<1 € /|ac>1 z 7

que podemos reescribir como

() - ()5
() - (2} -

<Pf (%) ,¢> - /| <lwdzp+ /| N %dm. (4.13)

Ejemplo 4.1.3. Para la funcion In |z| entendida como distribucion, probemos que

También,

(Infz[)" = P(3) .
Prueba Se tiene Vo € Z(R)

((nfe]), ) = —<1n|93|790'>=—/00 In|z|¢’ (x)dz

—00

N e )

-~

I

e integrando por partes, se tiene:

T = lim In(€)(¢(€) — p(—€)) + lim ( / . / h Mda:) L (414)

E—»O‘*’ , e—0F o I X

~
A



A =0 por la regla de L'Hospital, luego en (4.14) y de (4.12) tenemos:
= r(G) )
x
(nle) =P () =
nlz|) = »

Ejemplo 4.1.4. Definimos la funcion:

Injz| ,2>0
sgn(z)In |z| =
—Injz| ,z<0

y probemos que (sgn(x)In|z|) = Pf <|71‘> :
Prueba Se tiene Vo € Z(R)

(sgn@mlel) ) = —(sgn(a)Inlal, )

((sgn(x)nlal) ¢) = - / sgn(a) In |z (2)da

—00
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((sgn(@) ) @) = lim (/__elnyx\go’(x)dx—/€m1n|x\<p’<x>dx> .

e—0F .

T
Integrando por partes, se tiene:

I = i [m@e-0 +90) - [Py [TEDa

= i [1n<€><¢<_6>+¢<6>> -/ : o [ as s

[ e [T

[ = lim ln(e)(sﬁ(—e)ﬂO(G)H/ der/_le deJr/el

0+ a1 2]
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Restando y sumando % en las integrales en A y resolviendo se tiene

I = lim [ln(e)(gp(—e)—{—gp(e))—2¢(O)]n(g)]+/| @dJH/HQ pla) —(0) ,

0t > |2l ||

J/

-~

B

B = 0 por la regla de L'Hospital. De alli de (4.13) podemos concluir

(sgn(z) n Jel) = Pf (i) .

]

Notacién En lo que sigue a las distribuciones:

() 7 () o 7 ()

denotamos por |z| N8 | sgn(z)|z| NP y 27V 6 W, EjnT(j—tz)a y - respectiva-

mente.

4.2. Distribuciones temperadas, transformadas de Fourier y el
producto de distribuciones.

Usando un espacio de funciones de prueba més general que Z(R) uno puede
definir el espacio de distribuciones temperadas como un subespacio de Z'(R).
El espacio de funciones de prueba que se emplea es el Espacio de Schwartz.
Definicién 4.2.1 (Espacio de Schwartz .). .7 es el espacio de todas las funciones
infinitamente diferenciables quienes junto con sus derivadas se aproximan a cero
1

mds rdpidamente que cualquier potencia de l cuando |x| — co. Asi sobre la recta

—00 < & < 090, las funciones p € .7 satisfacen desigualdades de la forma:
|28 0D (2)] < Chgp para k,q=0,1,2,... .

donde Cy 4., S0n constantes.
Definicién 4.2.2 (Espacio .'). Una distribucion temperada es un funcional con-
tinuo sobre el espacio . de funciones de Schwartz. Denotemos por .7 el conjunto

de todas las distribuciones temperadas.
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Definicién 4.2.3 (Transformada de Fourier de una Funcién de Prueba en .). Sea

¢ € . La transformada de Fourier de ¢ es la funcion F[p| € .7 definida por:
Flollo) = / o(x)e"dr |, o €R (4.15)

Definicién 4.2.4 (Transformada de Fourier de una Distribucién). La transforma-

da de Fourier de una distribucion temperada f es la distribucion temperada F|f]

definida por: ¥ ¢ € S

(Zlfle) = (f,Zle]) (4.16)

Los siguientes dos conceptos son definidos segin [3] (Kaminski).
Definicién 4.2.5 (Conjunto W1'). W' es el conjunto de funciones medibles en R
tales que para todo F € W' existe un polinomio P tal que: FP~' € L' .
Definicién 4.2.6. Decimos que la convolucion f * g, de distribuciones temperadas
[y g estemperada, si f = fi+fo+-+fr y g=g1+ g2+ -+ gs, donde
fi,gj(l <i<r, 1<) < s) son derivadas distribucionales de algin orden de
las funciones F; y G; en W' y ademds las convoluciones |F;| x |G;| existen casi
dondequiera siendo también funciones de la clase W'.

El siguiente teorema estd dado en [3]. Dicho teorema se utilizard més adelante.
Teorema 4.2.7. Sean f y g dos distribuciones temperadas tal que la convolucion

f * g es temperada. Entonces el producto F|f|..F|q] existe y
F 1719l = Zf * 4] (4.17)

Nota: En la ecuacién (4.17) F[f]..#|g] denota el producto (3.18) de distribu-
ciones .Z|f] y #|g| que originalmente se denoté por: [.Z[f]..Z[g]] .
En lo que sigue utilizamos la notacién simplificada (sin corchetes) para el producto.
Ejemplo 4.2.8. Sea 6(x — xo) la distribucion delta de Dirac con singularidad en

xg. Probemos que F[§(x — xo)] = €7
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Prueba Vy € ., tenemos:

(Tl -0 g) = {6z — 20), Flgl) = Fle (o)
- / p(€)eTdE = (7, )

Fo(x —x)] = e

En particular: Si g = 0 entonces Z[§] = 1.
A continuacién presentamos la tabla (4-1) segin [15], en el cual vemos las transfor-

madas de Fourier de algunas distribuciones que utilizaremos més adelante.

Cuadro 4-1: Tabla de Transformadas de Fourier

No Distribucién f Transformada de Fourier .Z|f]

1 ) 1

2 1 2md

3 ! insgn(o)

4 2 —lo]

5 ™ sm > 1 2(—i)mmwm)

6 ™ m>1 (;Z’j’{)!amflsgn(a)

7| 2t (n=0,1,2,--+) " nlo™ 1 4 (=1)" i ™)

8 | 2" (n=0,1,2,---) (=1 nle T — r s )]

9 |22 (A#£0,£1,£2,--) | DA+ 1)[eMB oMt — 7RG g2
10 |22 A#£0,£1,£2,---) [T+ 1)[eE)ozA ! — emAE) g A

Nota: 072! y 02" son las distribuciones definidas en [15] y son relacionadas

a las distribuciones definidas en la Definicién 4.1.2 por:

e Lo e

o = Sl + 1o sgn(0) (4.18)
e L, e

o=t = (ol = ol sgn(0) (4.19)

A continuacién consideramos una aplicacion importante del Teorema 4.2.7 que
nos permite conseguir ciertas identidades para los productos de distribuciones espe-

ciales.
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Para k real, £ > —1 tenemos:

. 2 x>0
xl = (4.20)
0 ,z<0
—x)* L2z <0
ab = (=) (4.21)
0 ,x >0

La convolucién de dichas funciones esta dada por

b w2l = B+ 1,1+1), (4.22)
donde B(k + 1,1+ 1) = fol 2#(1 — 2)ldz . Andlogamente para z* * z! | se tiene:

" xat = BRI+ . (4.23)

4.3. Justificacion para el uso del Teorema 4.2.7

k

Las funciones z% , 2!, y 2% | 2

donde k,[ reales y k,l > —1 son localmente

k l

k oy ol
Tral y alxw

integrables y sus convoluciones x también lo son.
» Verifiquemos que tales funciones son temperadas segtin de la Definicién 4.2.5 .
Consideramos dos casos para demostrar que x’j e Wt

i) Si —1 < k < 0 entonces para el polinomio P(x) := 1+ z? se tiene que

k k
Ty Ty 1
= e L' (R
P(z) 1+ 22 (R)
ii) Si k& > 0 entonces para el polinomio P(z) := 1+ x2(1+k/), donde k" es el minimo

, ! .
entero mas cercano a k tal que k& > k, se tiene que

k k
T T 1

- " c 'R

P(z) 1 4 22(1+K") (R)

De la misma manera se puede ver que xﬂr € W1. Consecuentemente se tiene

kool 1
xf, xl, e W
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» Verificamos que la convolucion x’i * a:l+ es temperada.

Sabemos que z% x 2, = 2" B(k + 1,1+ 1). Entonces 2% x 2! € W

Ademds |25 | = 2% y |2 | =2l
Por lo tanto |25 | % |2 | = 2% x 2!, € W

k l

De manera analoga se puede verificar lo mismo para las funciones z* y x' .

Ahora la discusion de las consecuencias de (4.22) y (4.23) esta dividida en los
casos pertinentes, para los cuales utilizaremos la siguiente convencién.

Si f,g,F yG e 2 (R), entonces f.g + F.G denota el limite en 2'(R) dado por:
fg+FG = lm[(fxp)(gxp)+ (Fxp)(G*p)] (4.24)

si el limite existe y no depende de las redes (p)eso -
Nota: Si el limite anterior es la distribucién denotada por 1", entonces en el algebra

de Colombeau se tiene:
fg+F-G=T . (4.25)

Caso 1: k,[ son enteros no negativos.

Aplicando la transformada de Fourier a x* * 2!, utilizando de la tabla (4-1) la

férmula (7) y el hecho que

CTREDT+1) K
Bkt LI+ ) = = oy e 1)

se obtiene una ecuacién que multiplicada por —# nos resulta:

T2 O-k+1 : O-H—l

1 1 K1 1
(—1)FHs®) 50 _ - ((_1)lk;us<l>.m + (—1)’f”5(’“)-m> B

e
_ {(_;)T + S (E+1+1)0 1 ] k! (4.26)

' 2 okt | (k+1+ 1)
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Andalogamente de (4.23) se tiene:

ks sy, (CDP g 1 (—1)ft2 1 oo KNI 1 I
(—1)F+s ).5()+Tk!6().ak+1+ P 115¢ >.al+1_(_ )2kt TR
= —<_1)k+l+15(k+l+1) _ (_1)2k:+2l (k + 1+ 1)! 1 k! (4 27)

im 72 o2 | (k+1+ 1)1 '

» Sumando (4.26) y (4.27) y entonces a este resultado multiplicando por 7? tenemos:

1 1 1
k412 s(k l —
(1)t ™) 60 — ki (JM) . (am) = —k!l! (OHM) . (429)

1) Si k =1y entonces dividiendo por (k!)? en (4.28) se tiene:

() i = ()

y sustituyendo k =n — 1,

La ecuacion (4.29) es un resultado del producto de distribuciones dada por Fisher

en [2].

En particular si k =1=10

1 /1) 1 /1
1

aunque (;)2 y 62 no existen por si mismos, lo que fue observado por Mikusiniski
en [18] y esto es consistente con (4.24) .(Ver también la ecuacién (4.25))

2) Dividiendo por k!'l! a (4.28) tenemos:

b 1 — (=17 sE O — 1
gk+1 ) "\ i1 k) gkH+2 | 7

que, después de hacer las sustituciones k =n — 1y [ =r — 1 toma la forma de

(%ﬂ)_(%)_(n(_—11))!";7:21)!5@_1)'5(7"_1) - (#) 3y
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La ecuacion (4.31) es un resultado del producto de distribuciones dada por Fisher
en [2].

Restando (4.26) de (4.27) tenemos:

SHEHHD (4.32)

1 1 (—1)FHHLE !
1) le® [ — —1)k115%), -
(=1) oh+1 +(=1) ottt (k+1+1)!

Si k=1en (4.32) se tiene:

5k 1 _ (=D& §2k+1)
okt+l 2(2k + 1)!

que, después de sustituir £k = n — 1, toma la forma de

5=, (i) _ D= 1) sony (4.33)

on 2(2n —1)!
La ecuacién (4.33) es un resultado del producto de distribuciones dada por Fisher

en [2]. En particular si k = [ =0, (4.33) se reduce a

d. (%) = —%5’. (4.34)

La ecuacion (4.34) fue demostrada por primera vez por Domingues y Scarfiello en
(18] .
Dividiendo por k! I! a (4.32) se obtiene

(—!W(;(l)( 1 >+ (—1)k5(k>_( 1 ): ((—1)k+l+1 s

l ohk+l k! oltl kE+1+41)!

que, después de sustituir k =n — 1y [ =r — 1, resulta que

(=D" sy (L) N ((—_1)7"50«—1), (L) _ ((‘ﬂawr—l). (4.35)

(n—1)! or r—1)! o n+r—1)!

La ecuacion (4.35) es un resultado del producto de distribuciones dada por Fisher
en [2].
Caso 2: \,uéZ y (N+u)€Z

Aplicando la transformada de Fourier a 27 x 2/}, utilizando la férmula (9) de la tabla
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(4-1) y ademds haciendo las sustituciones \ = A, h=5pyy=5A+p+1)

tenemos:
Al et e % .~ sgn(o) sgn(o) ~ g sgn(o) . < .
—|o] Jo|#7 sin Asin 1 + P Jo]er cos A cos fi + i|o]| ol sin A cos ji+
Z_sgn(a) lo|~* Y cos Asin fi = |o| > # " 2sin g — im CoS A (4.36)
ot " T o T
Anélogamente para z* * 2", se tiene:
—|o|™ Lo 7* L sin Asin fi + TQT’\QZ)'S"QT“(JZ) cos \ cos fi — i]a\_’\_l.%ﬁ sin \ cos fi
o o o
Sgn(0) | F s epe2 4 o sgnlo)
A Jo| ™ cos Asin fi = |o| A+ QSIH’V-FZWCOS’)/. (4.37)

De (4.36) y (4.37) tenemos:

s Para la suma de las mismas

sgn(o) sgn(o)
oL o]t

— |o|™ 1o 7* ! sin Asin i+ cos Acos i=|o| 2 sing (4.38)

» Para la diferencia:

sgn(o)
| [Pu+2

sgn(o)
’0‘)\+1

|(T|_>\_1. sgn(a) .

EE SlDS\COSﬂ—G— Jo| 7+t cosj\sin,a:— cosy (4.39)

Caso 3: \e€Z, né¢7z
Aplicando la transformada de Fourier a 27 * 2, utilizando de la tabla (4-1) la

férmula (7) y (9) respectivamente y ademds I'(A 4+ 1) = Al se tiene:

a1 897(0)

ol cos fi + (=1) 0™ || # 1 sin fi—

iNo™ o™ sinf + Mo

sgn(o)

1Y) 597(9) S9Mo)
(=1)%imd || M2

W COS ’3/ (440)

cos ji = i A |i|o| A2 siny +

A

Anélogamente para z* x 2" se tiene:



—i(—=D)*lo Mo sin + (—1)*

_c(\) sgn(o)
+ gmd\V. o

Conclusién:

1) Multiplicando por (—1)*

A a1 Sgn(o) ~
2(—1) g .WCOSM‘i‘ A\

+((=1)* -

2) Multiplicando por (—1)*

2(=1)*c L |o|#sin i — N 750

— (=D +1)i?

De (4.42) y (4.43) podemos inferir:

= Si A=2my m par

i)

= Si A\ =2m y m impar

)\| —A— 1 SQTL( )

cosfi = i A |i|o| A2 sin g —

'5()‘) lo| #sinfi =

a_son(o)

) sgn(o)

||+1

sgn(o)

|| Mt

a (4.40) y sumando (4.41) se obtiene

o] A2 cos Yy

a (4.40) y restando a (4.41), tenemos:

ot

(lo|™*7"sgn(0r)) cos 7

1

1
()\) . ~ ~
) o sin i = (et sin 7y
sgn(o) _  sgn(o) .
. |0‘|P«+1 COoSs U = —WCOS’Y

cos fi + w0W |o| 7~

cos Y
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Usin i+

(4.41)

(14 (1)) Mol >+ 2sin 7+

(4.42)

cosfi = ((—=1)* = 1)i o A+ ?sing—

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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1 sgn(o) o omoy 1 1 .
O_)\+1. ’0_|“+1 COS/.L—i—xé .WSIHIM——WSIH’Y
y
1 ] sgn(oc) . sgn(o) _
_ 5™ - I\
L g [ S )\!5 o BEEE cos7y
» SiA=2m+ 1y m par
iii)
1 sgn(o) Ty L sgn(o) ~
0_/\+1. |0’|N+1 COS/L—xé .WSIHM——WCOS’Y
y
1 . 50 sgn(o) 1 .
0A+1'|0‘u+1 sin i+ ﬁ . |0'|“+1 Cos 4 = _W sin 7y
» SiA=2m+ 1y m impar
iv)
1 sgn(o) Ty Lo sgn(o) _
s Ry R cos,u—x5 o sin [ P cosy
y
1 | T 50 sgn(o) _ 1 -
e P sin i+ IV o cos 1 = Wsmv

Caso 4: N EZ, uédZ y (A\+p) €.

49

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

Aplicando la transformada de Fourier a z% * 2/}, y utilizando de la tabla (4-1) la

+

férmula (7) y (9) respectivamente tenemos:
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sgn(o) sgn(o)

PR COS A COs [i +

—|o|™ 1o * L sin Asin fi +

+ilo| A Tngfi> sin A cos fi + ingA(i) Jo|7* "t cos Asin i =
o o
U s —A—p—2 Arp; o s(Abutl)

A

Anélogamente para z? x 2" se tiene:

sgn(o) sgn(o)

_‘O.|—>\—1_|0'|—“_1 sin:\sinﬂ—i— o . o]t COSS\COS/]_
Caasgn(o) s sgn(0) e s
—i|o| Top sin A cos fi — zw—)\ﬂ.|a| cos Asin fi =
e A A2 Ol
Conclusién:

» Sumando (4.52) y (4.53) se obtiene

sgn(o) sgn(o)
ERENEGE

DA+ o+ 2)|o| L |o| L sin Asin i — oS \ COS i =

1
= —§¢*+M (=1 + DA+ g+ Do 2772 gm (=12 — 1)gOT ] (4.54)

» Restando (4.52) de (4.53)

sgn(o)
7P

sgn(o) .

DA+ p 4 2)|o| o] sin A cos fi + Jo|7# Y cos Asin i =

1
= Ei“ﬂ—l (1= (=DM A+ p+ Dloe™7#72 4 im(— 17 4 1)s3 D] (4.55)

De (4.54) y (4.55) podemos inferir:

» SiA+pu=0( mod 4)
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1 1 .« . _ sgn(o) sgn(o) +  _ 1
M—/\H.W sin A\ sin i — P ol Cos \ cos fi= e (4.56)
y
L sgn(e) 5 sgn(o) .
P ol sin \ cos ji+ (o o cos)\sm,u:md (4.57)
» SiA+pu=2( mod4)
if)
1 1 <. _ sgn(o) sgn(o)
M—AH'WSID)‘SIHL‘_ o P oAt C0S A co8 i = P (4.58)
y
L sgn(a) sin \ cos /,l_i_sgn(a) cos}sjnﬂ:_—wé(kﬂlﬂ) (4 59)
o o o1 o O r?) '
» SiA+pu=2m+ 1y m par
iii)
1 1 .+~ . _ sgn(o) sgn(o) . -
——— ———sin A - : A =— O (4,60
o o] sin A sin fi 0P o COS \ COS i Tt ) (4.60)
y
1 sgno) . 5 . sgn(o) C
o o sin A cos fi+ o ol cos Asin fi = s (4.61)
s SiA+p=2m+1ymimpar
iv)
1 1 .+ . _ sgn(o) sgn(o) ~ . T
———.———sin Asin ji— . Acos ji= 0 (4,62
o T sin A sin 1 o ot cos A\ cos [i NEEES) (4.62)
y
1 sgn(o) . + _ sgn(o) 1 < 1
P ot sin A cos fi+ (o o cos Asin fi = e (4.63)
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4.4. Aplicaciones
Los siguientes ejemplos, muestran algunos resultados contenidos en los diferen-

tes casos de la Seccién 4.3

Ejemplo 4.4.1. Sea A = —% Yy p o= —% entonces \ + p = —%. Utilizando los

resultados del Caso 2, tenemos de la ecuacion (4.38)

1 1 T, . T sgn(o) sgn(o) T T 1 T
o137 o [1/3 Sm(_g)sm(—g)+ EEEGRE COS(_g)COS(—g)ZM—m Sln(—g),
que se simplifica a

1 1 sgn(o) sgn(o) 1
_3|0_|1/3'|J|1/3+ EREEEE = —2—|0_|2/3 , (4.64)
y de la ecuacion (4.39)

1 sgn(o) . sgn(o) 1 T, . m sgn(o) -
PEEERPE 81n(—§)COS(—§)+ ERE '|a|—1/3COS(_§>Sln(_§):_ EEE COS(_E)
que conduce a

1 sgn(o) sgn(o) 1 sgn(o)
_|0_|1/3- |0_|1/3 - |O"1/3 .|0_’1/3 = — —|0_|2/3
y entonces tenemos
1 sgn(o) sgn(o)
EEENEEE - o 2/3 (4.65)

El producto en (4.65) es consistente con el Teorema 8 (p = 2,r = 2), ya que los

cuadrados de las funciones son localmente integrables.

Ejemplo 4.4.2. Sea A\ = —% L= —% entonces A + = —1. Haciendo uso de los

resultados del Caso 4 podemos inferir de la ecuacion (4.62) que

1 1 T m. sgn(o) sgn(o) T T T

‘0’1/2"_‘0|1/2'Sln(_1)Sln(_Z) BRETERETE COS(_Z)COS(_Z) — md

donde T'(1) =1 y de alli
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1 1 sgn(o) sgn(o)

G o2 o JepE T 2T (4.66)
De la ecuacion (4.63) se obtiene
1 sgn(o) . 7 m. sgn(o) 1 . ,om 1
o (o2 Sln(_Z)COS(—Z)+ o172 oI COS(_Z)SIH(_Z) = —
1 sgn(o) sgn(o) 1 .1
|U|1/2‘ |0|1/2 |O.|1/2 '|O'|1/2 - e
y finalmente
1 sgn(o) 1
|12 o1/ - (4.67)

La ecuacion (4.67) no se puede obtener del Teorema 3.5.3.

Sean F = II/Q LG = 7171%) yp,r>1tad que F el yGeL. Ahora como

loc

p
1 — D
<|z|1/2> = lr|p/2 entonces 5 < 1 y consecuentemente

1<p<2. (4.68)
De manera andloga se tiene

1<r<?2. (4.69)
Para que se cumpla + <1, el valor de r debe satisfacer r > 5 . Analizando esta
desigualdad entre los valores de p, 1 y 2 vemos que la funcién E es decreciente.

Entonces r > 2, lo cudl es una contradiccion con (4.69).
Concluimos esta parte afirmando que no podemos consequir los valores de p y

tales que se cumpla la hipotesis del Teorema 3.5.5.

Ademds para las distribuciones F = 011/2 y G =

0_1/2, el producto de F y G

estd dado por:
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1 1 1 1 sgn(o) sgn(o) 1 sgn(o) sgn(o)
FG=- . — . . — . 4.70

3 (1 7~ e T e o o) 40
donde se utilizo (4.18) y (4.19). Luego sustituyendo los resultados obtenidos de (4.66)

y (4.67) en (4.70) se tiene:
1
F.G =3 (4.71)

La ecuacion (4.71) es el producto distribucional enunciado en [4] y obtenido en el
ejemplo 3.5.6.
Ejemplo 4.4.3. Sea A = —% L= —% entonces A + i = —%. Utilizando los

resultados del Caso 2 tenemos.

De la ecuacion (4.38) se tiene:

1 1 . 7w, . 7w sgn(o) sgn(o) T NI S T
_W.W81n(—§)51 (_Z)+ EEERRETE COS(_§)COS(_Z)_M—5NSIH(_E)’
1 1 sgn(o) sgn(o) 4 T, 1
V3 : + : = ——sin(——)—=
o3 a2 o E T ot V2 127 |o[5/6
/3 1 1 sgn(o) sgn(o) a1 1 479
0|13 |o[1/2 - o[1/3 " |o|1/2 = (V3 - )|0-|5/6 ’ (4.72)
y de la ecuacion (4.39) se obtiene:
1 sgn(o) . 7 m. sgn(o) 1 T ., 7w sgn(o) 0
|0_|1/3. |0_|1/2 Sln(—g) COS(—Z>+M—l/B.M—l/QCOS(—g)SlH(—Z)——W COS(—E)
/3 1 sgn(o) sgn(o) 1 :iCOS(_i)sgn(a)
o R e 1 L [ RSV 127 |o[5/8
1 1

|0-|1/3' |0-|1/2 |O-|1/3 '|0-|1/2 |0-|5/6

De las ecuaciones (4.72) y (4.73) surge la pregunta de, si los productos distribu-
cionales que aparecen en dichas ecuaciones coinciden con sus productos como fun-

ciones sequn del Teorema 3.5.5.
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Sean F = |x\11/3 ,G = M+“ yp,r > 1 talque F € LY vy G € L] . Ahora como

loc loc*

p
<|$|11/3) = |x|},/3 entonces § < 1 y consecuentemente
1<p<3. (4.74)
De manera andloga para <|$|+/2> = \x|+/2 se obtiene
1<r<2. (4.75)

Para que se cumpla %—1—% <1, el valor de r debe satisfacer r > 1%' Luego podemos
inferir que ﬁ <r<?2.
En particular, si p=15/2 entonces % <r <2y podemos consequir r = % tal que se

cumple

1+1_6+2_52<1
p r 11 5 55~

De lo anterior podemos concluir que uno puede satisfacer la hipdtesis del Teorema

3.5.3, pamF:M;l/3 y G= MII/Q conp:g y 7«:%_

—_

. . . sgn(o) sgn(o) . 1
Andlogamente se puede hacer lo mismo para las funciones i Y G O s Y

sgn(o)
|O’|1/2 N

Consecuentemente decimos que tales productos existen en (4.72) y (4.73). De alli to-
dos estos productos segun el Teorema 3.5.3 son iguales a los productos usuales de
funciones.
4.5. Otros productos particulares
1. El producto modelo %.5

Por (318) se tiene:
- (5 = lim — X (5 * ) en .@/ (R)
T e—0 T ‘ ‘ ’

Vi € Z(R), definimos

En efecto.
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L= [ (1 ‘ we) ()0 % 2 ()0 ()dy (4.76)

e \
Las convoluciones en (4.76) se consigue de las férmulas (B.1) (Apéndice B)

(5% (0 = (52, ely — 2)) = o) = - (Y) (477)

€

G we) (y) = <i,ws(y—w)> :

Ahora para no trabajar con la distribucion % directamente, la reemplazamos, segin

el Ejemplo 4.1.3, por (In|z|)" que resulta en

(50) ) = alol. sty =2 = [ talelyly— o).

Luego haciendo el cambio de variable z = y — x en la integral y poniendo

©.(2) = 2¢' (%) se tiene:

(é ] ng) (y) = /OO Inly — 2l ¢ (C)dz (4.78)

[e.e]

Entonces sustituyendo (4.77) y (4.78) en (4.76) tenemos:

I = 613 T (%) U(y) /OO Iny — z|¢ (f) dzdy

[e.9] —00

que después de los cambios de variables ¢ = Z y = ¢ toma la forma de

L= 1 [ [ el - ode )dcdn (4.79)

Para analizar qué ocurre con I, cuando ¢ — 0, es conveniente utilizar la férmula

de Taylor

b(en) = (0) + eny)' (0) + 0 (en) (4.80)
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donde 9 es una funcién suave.

Sustituyendo (4.80) en (4.79) se obtiene

% / i / " [0(0) + e (0) + EPd(enlo(min |e] + In | — ¢l (C)dCd

y luego
= el oo [~ [ et dCdn+¢ V[ e dle ©dcan+
(1) (1)
T Infef (0 / / e(0)¢ (C)ian +4/(0 / / ) = I (O +
IH (IV)
elnu// dédn+e// n) |y — ¢l (C)dcdn
) (VI) ’

Ahora las integrales (I) , (/1) y (V') son iguales a cero, puesto que ¢ € Z(R) .
Analizamos la expresién (V). Porque 1 € C¥(R) , In|n — ¢| es una funcién local-
mente integrable y (1) , ¢ (¢) son funciones de soportes compactos, entonces para
cada € < 1, la funcién integrante es acotada por una funcién integrable.
Utilizando el Teorema de Lebesgue para la convergencia acotada concluimos que el
limite de la integral (V1) cuando € — 0T existe, por lo que la expresién que contiene
la integral V' I tiende a cero.

En la integral 11 sustituimos z = n — ( que nos da

H:/ 1nz\/ o(z+C)p (g)dg)dz.

Ahora integrando por partes con u = p(z + () v v = ¢(() se obtiene

H:/ lnz|/ (2 + O)p(¢)dCdz .
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Luego sumamos las dos expresiones para I1 que nos da 27 =0 . Entonces I1/ =0 .

Para la integral IV se hace la sustitucion z = 1 — ¢ que nos resulta

W= [Tl [+ 0F Qe+ Odcds

Luego integrando por partes con u = (z+ ()p(z + () y v = ¢(() se obtiene

= /Oo /OO In 2| [so(z + () + (2 + Q¢ (2 + Qw(C) | d¢d= .

Sea n = z 4 ( y luego colocando 7 en lugar de ( se tiene:

//ln\n Cle(n)e(C)dCdn — / / In |n — Clnw()()dédm

y después de sumar y restar ¢ en (i) ,

— [ [ b= cemetodcan— [~ [ min=cltn - O mptc)dcan -

/ / In|n - ¢I¢e (n)y ()dCdn

Entonces:

o = - /°° / ) lnln—ClsD(C)(%[(n—C)sD(n)]dCdn- (4.81)

(i)
Probemos que (i7) es igual a —1 .
En efecto:
Sea z = n — (. Entonces sustituyendo en (i7), se obtiene

| w0 vt + ldedz = [0 ( [ w4 0) dz) i

—00 [e.9]

-~

D)
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Ahora (ii7) es el limite cuando ¢, — 07 y e — 01 de

/OO In \z[% [zo(z+ ()] dz + /_62 In ]z]% [zp(z + ()] dz . (4.82)

€1 —00

Integrando por partes en (4.82) con u =In|z| y v = zp(z+ () se obtiene para (i)

—/Ooogo(z+C)dz—/_iogo(z+C)dz:—/_Zgo(z+é)dz:—1

1

Por lo tanto IV = 5
En resumen

liml, = ~/(0)

e T

lim I, = Ly

eli% e _2 777ZJ
Consecuentemente: %.5: —%5/ ]

2. El producto modelo El‘.é , donde |71\ = Pf (i)

|z

1 1
— -6 = lim (—*(pe) 0% ) .
(m) tg \ Jay * <) (0% 2

Por (3.18) se tiene

Las convoluciones en (4.83) se consiguen de las férmulas (4.77) y

<é * we) (y) = <é,<pe(y - Sv)>

Ahora, para no trabajar con la distribucion I?l\ directamente, la reemplazamos segtin
el Ejemplo 4.1.4 por (In|z|sgn(z))" que resulta en

(i %) ) = tmlelsan(o), ity — o)) = |~ lelsgn(a)ii (v~ a)d

[e o]
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Luego haciendo el cambio de variable z =y —z y como ¢.(2) = ¢ (Z) se tiene:

’

(i * soe) (y) = /_OO In |y — z[sgn(y — 2)61290 (z)dz : (4.84)

] 0
Entonces sustituyendo (4.77) y (4.84) en (4.83) tenemos:

o0

I = 613 _0090<%)¢(y)/_

o0

r (2
In|y — z|sgn(y — 2)¢ <E> dzdy ,

(e}

que, después de los cambios de variables ( = % y n =¥, toma la forma

Y
€

o= 1 [ etmue il - Ocdsontetn = )¢ ©dcdn . (459

Para analizar lo que ocurre con I, cuando € — 07 es conveniente utilizar la

formula de Taylor

blen) = (0) + eny (0) + n*(en) . (4.86)

donde {E es una funcién suave y tomar en cuenta que sgn(e(n — ¢)) = sgn(n — () .

Sustituyendo (4.86) en (4.85) se obtiene



61

1n|\ / / n)sgn(n — )¢’ (Q)d¢dn +

)

/ / by — Clsgn( — O (O)dCdn +

i ldw' ) [ [ netsontn - 0 (Odcdn+

JZoJ ~ _

/ / ne(n) In |n — Clsgn(n — Q)¢ (¢)d¢dn +
(1v)

(I

+61n|!/ / 2P (en)p(n)sgn(n — )¢ (¢)dCdn +
V)

/ [ e nly = clsgn(n - ¢)¢ (¢ydcdn

J

(V1)
Ahora los limites de las integrales (V) y (VI) existen por el teorema de
Lebesgue, puesto que ¢ € Z(R). Las integrales I, 11,111 y IV existen puesto que
las funciones integrantes tienen soportes compactos.

Analizemos la integral [

1= [ i - [ / " o) (Q)d¢dn
I = 2/_Z<p2(n)dn-

Entonces I >0 , Vp € Ap .

Luego tenemos para cada 1) € Z(R) tal que 1(0) # 0

L lnew( )Cl+%¢(0)02+(1n€)¢’(o)03+¢’<0)04+e(1ne)05(e)+606(e),
1 1 / / 2
I = — [9(0)C1 + —(0)C + e (0)Cs + - (0)Ci + €C5(e) + - —Co(e) | |

-

A



62

donde C1, ..., s, denotan los valores de las integrales I, ...,V I respectivamente.
Entonces aplicando el limite a I, se tiene que 11'1][1+ 1“76 = —00 y ll'm+ A =Y(0)Cy
e—0 e—0

con C; Z0 y ¥(0) #0.

Por lo tanto I, diverge. Consecuentemente el producto (H) .0 no existe. m

3. El producto modelo ﬁ.é’, donde ﬁ = Pf <i> :

||

Por (3.18) se tiene

1 . 1 /
—.0 = lim (— * go) (0 *¢) .
]

o7 T

Vi € Z(R) definimos

e[ (i . soe) )6 * ) (W) (y)dy (4.87)

s \|7]
Las convoluciones en (4.87) se consiguen de las férmulas siguientes:

/

6+ 9)W) = (0(2), 0y — 2)) = —p.(y) = — (so' (g)) (4.88)

€2 €

y de (4.84). Sustituyendo (4.88) y (4.84) en (4.87) se tiene:

-1 & 1Y & 4
L= [ ) [ iy slsgnty - 2 Chdzdy

—0o0 [e.9]

que después de los cambios de variables ( = % y =¥, toma la forma

L= [ [ St = Oclsgnteln - e dcdn . (459)

Para analizar que ocurre con I, cuando e — 07 es conveniente utilizar nuevamente

la féormula de Taylor

b(en) = (0) + eny)’ (0) + En*(en) . (4.90)

donde J es una funcién suave y tomar en cuenta que sgn(e(n —¢)) = sgn(n — ¢).

Sustituyendo (4.90) en (4.89) se obtiene:
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/ / nsgn(n — ' (C)dCdn -

( )
L) / ) / T )y — Clsgn(n — Q)¢ (C)dCdn —

ln|\

/ / e (n)sgn(n — )¢ (¢)d¢dn —

—%w //W )In|n —
(

—1n||/ / 2 d(en)e (n)sgn(n — €)' (¢)dCdn —

(V)

III
{Isgn(n — )¢ (¢)d¢dn —
V)

I

- [ [ dtend ity ~ dlsgntn - O ©)dcdn
RG
Luego las integrales I, ..., IV existen y las integrales V' y VI tienen limites finitos

cuando € — 0.

En particular, vemos que en el caso de la integral 1711 ,

111 =/ / g ( ¢)d¢dn — / / g ( ¢)d¢dn ,

1nr = / ng (e (n)dn (4.91)

J/

~
B

e integrando por partes con u = np(n) y v = ¢(n) se tiene

Sustituyendo en (4.91)
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Entonces I11 <0, Vo€ A .
Sea ¢ € 2(R) tal que 1(0) = 0y ' (0) # 0, entonces:

Ine , .
I, = —Tl/) (0)C1 — ?ﬁ (0)C: — (In€e)Cs(e) — Cyle)
ln € ’ 1 4 €
I. = —— ¥ (0)C; + — (0)Cy + €Cs(€) + —Cy(e) ]| ,
c Ine Ine
A
donde C4, ..., Cy, denotan los valores de las integrales I11, ...,V I respectivamente.

Entonces aplicando el limite a I, se tiene que ﬁlirgl+ (—1“76) =00y

61_1')rér1+A ='(0)Cy con C; #0..

Por lo tanto, I, diverge. Consecuentemente el producto (ﬁ) .0 no existe . m
Nota: Para el resultado anterior es importante saber que siempre es posible con-

seguir una funcién de prueba 1 talque ¥(0) = 0y ¢'(0) # 0. Sea (x) = 2¥(z),

donde ¥ € Z(R) y ¥(0) # 0, entonces 1(z) cumple con las condiciones deseadas.
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Capitulo 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Al modificar la hipdtesis del teorema de Schwartz de la imposibilidad, hemos lle-
gado a la misma conclusiéon que en el teorema original.
El producto intrinseco de dos funciones continuas en el algebra de Colombeau

esta asociado al producto usual, esto es:

Ja9=Tfg.

En general el producto usual y distribucional de funciones localmente integrables

no son iguales, ya que si por ejemplo F' = xilﬂ y G= 2% estén en L} .(R), su

producto usual es cero y el distribucional es %5. En el ejemplo 3.5.8 del capitulo
I1T se generaliza dicho resultado.

Los resultados que hemos encontrado en el Caso 1, del capitulo IV comprueban los
resultados dados por Fisher [2]. En particular la ecuacién (4.33) es una generali-
zacion de la ecuacién demostrada por Domingues y Scarfiello.

En los casos 2, 3 y 4 del capitulo IV llegamos a férmulas que relacionan otros
productos de distribuciones las cuales son tediosas. Sin embargo, seria interesante

seguir estudios sobre esas férmulas.

Un ejemplo es la ecuacién (4.67):

1 sgn(o)

1
|0|1/2' |0|1/2 o

el cual no se puede obtener por el Teorema 3.5.3 .
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En la ecuacién (4.65) el hecho que |U‘11 73 T";Tl(g) = 7?72(73) es consistente con el Teorema
3.5.3 (p=2,r=2) .
Las derivadas de las distribuciones llamadas Valores Principales se comportan como

las derivadas usuales (Apéndice C).

En el futuro se pueden aplicar las ideas de J. F. Colombeau para modificar los
conjuntos A, para ” Remover Divergencias ” .

También haciendo uso del algebra de Colombeau se pueden resolver los problemas

acerca de la Matriz Insumo- Producto Distribucional en la Economia.
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Apéndice A
FUNCIONES LOCALMENTE INTEGRABLES
Y EL TEOREMA DE LEBESGUE

Definicién A.0.1 (Funcién Localmente integrable). Una funcion f sobre R™ se dice
localmente integrable si la funcion f es medible en el sentido de Lebesque y la integral
[y | fldz es finito para cada compacto K C R™ .

El conjunto de tales funciones es denotado por L}, .(R") .

loc

En general definimos f € LY (R™), donde 1 < p < 0o si f es medible y [|f|Pdx es
finito. "
Teorema A.0.2 (Teorema de Lebesgue). Sea fi(z); k = 1,2,--- una sucesion de
funciones medibles en R™ que converge casi dondequiera a la funcion f.

Si existe una funcidn integrable g(z) talque V' k =1,2,---
|fr(2)| < g(z) casi dondequiera
entonces las funciones f, y f(x) son también integrables y

m [ fi(z)de = f(2)da .
Rn

k—oo R

Nota El teorema anterior lo aplicamos en nuestro caso para una sucesion €

que converge a 0 .
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Apéndice B
DISTRIBUCIONES

Definicién B.0.3 (Soporte compacto). Sea ¢ : R — R, entonces el soporte de ¢

es el conjunto supp(p) = {z € R : p(x) # 0}. Si supp(p) es acotado, decimos que
@ es una funcion de soporte compacto.
Definicién B.0.4 (Funciones de Prueba). Una funcion ¢ : R — R es de prueba
si esta es infinitamente diferenciable(p € C*(R)) y tiene soporte compacto.

El espacio de todas las funciones de prueba denotamos por Z(R).

Propiedades: Para todo ¢,y € Z(R) , Va € R y Vh € C*(R) se verifica:

Definicién B.0.5 (Convergencia en Z(R)). Decimos que una sucesion de funciones
de prueba {px}tren converge a cero en Z(R), si cada ¢y se anula por fuera del
intervalo acotado K y ademds converge uniformemente a la funcion cero junto con
sus derivadas de cualquier orden, es decir; Vo € Ny

lim sup [0%pk(z)] = 0.

k—oo zeK
Luego o, — v en Z(R), sip € Z(R) y o — o, — 0 en Z(R) .
Definicién B.0.6 (Distribucién). Una distribucion ¢ funcion generalizada f es una

funcional lineal continua sobre Z(R) que cumple:
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» Vo, 0 € Z(R) y ar, a2 €R,
(f, a101 + aspa) = ar(f, 1) + aa(f, 2)

Yy

» Sipr— 0 en Z(R) entonces (f, ox) — 0 .
El conjunto de todas las distribuciones sobre R es denotado por 2'(R) .

Para toda funcién f € L,.(R) le corresponde una distribucién llamada regular

definida por: Vo € Z(R)
o) = [ s@plads

B.1. Operaciones sobre Distribuciones
1.- Adicién y Multiplicacién por un escalar real

Sean f1, fo € Z'(R), ¢ € 2(R) y a1, as € R, entonces se tiene:

(arfi + aafa, o) = ar(f1, ) + aa(fa, ¥)

2.- El producto de una distribucién por una funcién h € C*°(R) es definida por:
Vo € Z(R)
(hf,0) = (f, ho)
3.- Diferenciacién de Distribuciones.

Sea f € 2'(R), entonces la derivada de f es la distribucién f  definida por:

(f o) =—(f.¢).

Ejemplo B.1.1. Sea 0 la funcion localmente integrable definida por:

1 ,2>0
0(x) =
0 ,2<0
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Hallemos la primera derivada.

En efecto: Yo € 2(R)

Por lo tanto 6 =3 .
Teorema B.1.2 (Teorema de Regularizaciéon de una Distribucién). Sea X C R™
un conjunto abierto y sea (uj)1<j<oo UnG sucesion de distribuciones sobre X el cual
tiene la siguiente propiedad: Para cada ¢ € C*(X) con soporte compacto, la sucesion

(uj, ) converge cuando j — oo. Entonces
6 = (u,6) = lim (u;,6)

es un elemento de 2'(X) .

B.2. Convolucion
Definicién B.2.1. Sean f(x) y g(x) dos funciones localmente integrables en R. Si
la integral [*°_ f(y)g(z — y)dy existe para todos los x € R y define una funcion
localmente integrable en R entonces esta se llama la convolucion de las funciones f

y g, y se denota por f x g de modo que:

u*muﬂz/ff@mm—yMy

La convolucién f x g existe si:
» f,g € L, tal que supp(f) C A, supp(g) C By los conjuntos A y B son tales que

para cada R > 0 el conjunto:

Tr ={(z,y) :x € A,y € B, |r+y| < R}

1

es acotado en R?, entonces fxg € L}, .
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1

loe, €ntonces la

En particular si f € L}, es una funcién de soporte compactoy g € L
convolucién f x g existe, [13] .
Teorema B.2.2 (Treves). [12] Sea ¢ una funcion C™ con soporte compacto y T

una distribucion en R. Entonces la funcion:

x — (Ty, o(z —y))
es una funcion C* en R y para cada p € Ny

(%)p%w(x_y» _ <Ty, (%)pw(x—y)> .

La notacién 7T}, significa que la distribucién 7" actiia sobre una funcién ¢(z —y)
cuando esta ultima se considera como una funcién de la variable y .
Definicién B.2.3 (Convolucién de una funcién de prueba con una Distribucién).

La funcion

r — (T, p(x —y)) (B.1)

es llamada la convolucion de ¢ y T y es denotada por T x ¢ ¢ o T ,[12] .



Apéndice C
DERIVADAS DE DISTRIBUCIONES
ESPECIALES

= Analizemos la derivada de Pf (\mINW) donde NeNyO<f<1.

En efecto: V ¢ € Z(R) tenemos:

1\ 1 ,
<Pf () ’¢> = (7 () #)
Y ¢ (@) = Soasy S ()
<Pf () ’“">:_/ o= [ s (CD

|z|<1 |z|>1
N TV - ~ TV 7

1 11

Resolviendo la integral 17 :

S [P ) (z)
/M EhEai / et [ et

e integrando por partes con u = |z|++ﬁ y v = @(x) se tiene:

— —1 0o 00
() () p() ()
/!x\N+5 !JJ\N+5 +(N+5)/x\x|1v+ﬁd$+|x|fv+ﬁ +(N+ﬁ)/x’$|N+ﬁ
00 1 1
Luego II queda como sigue:
I = (1) — (1) + (N + §) / %dm | (C.2)

|z|>1

73

dz
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Ahora resolviendo la integral I, se tiene:

- k=0 ) RT: k=0 ’
o i S AT o
1 1

y luego separando convenientemente,

—€ 1 , r A
Y ¢ (7) k=0 M
=t |\ [+ ] ) e [+ ] ) S
1 E —_——— 1
I

Para I, tenemos:

(k+1>(0)ac
E N kD
/ / St T o / E \N+ﬂd“/ e
y haciendo la sustitucién y = —z obtenemos:

1

N— k+1) ;
I, = Z /(—1)kyk_N_ﬁdy+/xk_N_ﬁdy

€ €

B N-1 S0(1~c+1)<0) (_1)k yk—N=G+1 1 . pE—N=p+1 1
2 g k—N-B+1)| k-N-p+1
N-l (k+1)
L - e A [(CRVLRSY (©3)

2 kl(k— N —f+1)

o

Por otro lado para I se tiene:

[ () Lo (@)
L= / 1x|N+ﬁd“/e R
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que después de hacer integracién por partes con u = ‘x'ﬁ y v = p(z) nos da:

1

(N+ﬁ)/%dx

—€ —€

+(N+ﬁ)/ |s0() dr + o()

[N+5 |x|N+ﬂ

o(r)
|x|N+5

11:

-1 ]

N
. . (k) (0
Para resolver (i), necesitamos sumar y restar » % = Sn(z, ) y esto resulta
k=0

€1

*) (0)ar *) (0
e 1 kzoeo lg?) Zso k'
N d N . (C4
+9) // v e 9 // S (C

(ii)

Luego haciendo la sustitucién para (ii) con y = —x se tiene:

1

NQO 1)k1kNﬁld+ o N=-1g, | —
S0 v 4

DD e IUET TGS (C5)

e (C.5) y (C.4), I queda de la forma
L () z s
11:%_¢(—1)+90(1)+(N+6)/| 1 x|x|N+B dx +
N ®)(0)*
+(N + ) kzzo k!&i _(]%) 5 (1= NB)((=1)*1 +1).(C.6)

Luego I=(C.3) - (C.6) , II= (C.2). Sustituyendo en (C.1) tenemos:

(1 =) o o ).} - (2o
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donde
go(k k—N— k—1
—(V+5) Zkl N — ﬁ)(l—e NEED+1) +
N-1 (k1)
B e (L (GRS R

Simplificando J, se obtiene:

N o)
> 00 vy ).

k=0

Entonces (C.7) queda:

N ook N ook
o) = 3 5 2D ek — (=€) + 3 £ (—e)k
lim =1

e—07t eN+8

(idi)
Haciendo simplificaciones y utilizando la regla de L’Hospital se tiene que (iii) = 0 .

Por lo tanto tenemos:

1 4 N
Pf (W) - —(N+5)Pf<‘3f§+ﬁﬂ)+z; s (C.9)

» Analizemos la derivada de Pf ( g1 ) donde NeNyO0< <1

En efecto: V ¢ € Z(R) tenemos:

(7 (55) =) = ~(m(52) )

/ N=1 (k1) (0)zF
san(a) (1) = 3 24050t ,
B |m|N+ﬁ |Q;|N+ﬂ ’ )
|z|<1 |z|>1

-~ -~

1 11
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Resolviendo la integral 11, se tiene:

sn(@)e @), [ =) [ o)
/ ok = | et | st

|z|>1

e integrando por partes con u = |z|++ﬁ y v = @(x)

—(N+ﬂ)/ plo) o o)

J}’JI|N+’6 ’$|N+ﬂ ,

 —p(x)
I = e

+ (N + ) / xﬁﬁﬁ dz

Luego II queda como sigue:
II= —p(=1)—p1)+(N+8) [ B |N+6+1dx (C.11)
|z|>1
Ahora resolviendo la integral I, se tiene:

N-1

(k+1) (0
()= 3 4)
d

1\ sgn(x < .
Y k=0
= lim / / | o[ N+8 ’

y luego separando convenientemente

Nzl e+ (0)*

sgn(a sgn(z Kl
=A% </ / ) mw dw‘(/ / ) |:c|N+ﬁ t

Para I, tenemos:

N
Sp(k-H)( )

N () [ () .
(/ / ) v = Ly (/ v | e

k=0

y haciendo la sustitucién y = —z obtenemos:
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k=0

N-1  (k+1) 0 k—N—(+1 k—N—(+1
I, — er(0) (—1)+ y LT
2 gl (k—N—-[(+1) k—N—-p3+1

N-1 (k+1)

¥ (0) E—N—p+1 k+1

I, = 1-— -1 1) . 12
: (s ey eu v U (G VR (C.12)

Eod

=0

Por otro lado para I; se tiene:

[T =9 (@) b ()
L = / ’$|N+ﬂd —I—/ ‘x|N+ﬁdx

que después de hacer integracién por partes con u = ‘w'ﬁ y v = p(x) nos da

h %wm o(x)
_ (N+ﬂ)/x|x|N+Bd:c—|— ’$|N+’6
- -1

h:—ﬂz%;w@+@gn o(1) N+ﬁ(/ /) pwm1

— ()
|x‘N+5

1:

L (N4B) / ﬁﬁlﬁd;ﬁ

N
. . (k) () 2k
Para resolver (i), necesitamos sumar y restar » % = Sn(z, ) y esto resulta

k=0
en:
(k) )
e 1ﬂx—;@$ B w(@
=0
(N+03) </_1+/6 ) [ N5 dx+ </ / ) |x|N+ﬁ+1 dx| . (C.13)
Luego haciendo la sustitucién para (ii) con y = —x se tiene:

N

k;) 0) 1 1
(/ (_1)kyk—N—ﬁ—ldy+/ :Ek—N—,B—ldx) —

N (k)
- Z k!(];p_ ]S))_ 3) (1= (=D +1). (C.14)
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De (C.14) y (C.13), I; queda de la forma:

o) - z e
I — —so(—;v)+; ) | o) + (1) + (N + ) / |x|N+5+1 dz+
|z|<1
o™ (0)x
+ (N +0) Zk' T (JOV) m(l—ek—N—ﬁ)((—l)kH) (C.15)

Luego I=(C.15) - (C.12) , II= (C.11) . Sustituyendo en (C.10) tenemos:

éDf ([%N(fﬁ)) /,¢>:—(N+ﬁ)<9f Gﬁ),ét{r& (%hﬂ) (C.16)

donde

J. - N+6Z A ORI
Rk — N — )

— (k+1)
R = L= YT ).

Simplificando J, se obtiene:

Entonces (C.16) toma la forma de:
' N

1 1 @)
k=1

N #0 N ® 0
o(—e€) — g_:o £ 0 (—e)k + () — g_:o £ 0 ek
e—0t eN+B

)+ 1)

g

(i)
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Haciendo simplificaciones y utilizando la regla de L’Hospital se tiene que (iii)= 0 .

Por lo tanto tenemos:
P sgn(@)\" _ N+ 3)P 3 H sPm (C.17
f Ta[N+a = —(N+3)Ff |N+ﬂ+1 +Z m (C.17)
-0

Nota: De manera similar se pueden obtener las derivadas de Pf (ﬁ) y

Pf <%> las cuales coenciden con las férmulas (C.9) y (C.17), cuando 3 =0 .

= Analizemos la derivada de P (W) donde NeNy0O< <1

Por la Definicién 4.1.2 tenemos:

|z NP |~”U|N+ﬁ —~ N+ﬁ k‘—l)/f ‘

Derivando la expresién anterior se tiene:

P<|as|flv+ﬁ), =+ P () ¢

N N-1 +1
ED = s _ s+ 1
% kz% N+B E— DK (C.18)

En (i), hacemos la sustitucién k + 1 = [, entonces:

(D -1 o 1—(—1)F
(Z)_I; k! 5()_;(N+B—k)(k—1)'

Por que el primer término de la primera sumatoria es cero, entonces tenemos:

N
(k)
(i) N+ﬁ;N+ﬁ kk'(s .

Sustituyendo en (C.18)

’

B sgn(x) 1\ N Vi e
P (|33|N+a) (N + 3)Pf <|$’N+ﬁ+l) (N+8)> N5 k)k!5 (C.19)

k=1
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Por la Definicién 4.1.2, (4.5),

N
sgn(x) sgn - L

P|——=|=PF E :
(|:c|N+ﬁ+1) / (\W“)*k:o N+ﬁ w‘s

Entonces de (C.19) y lo anterior podemos concluir que

P (|x|1{/+/@>/ = —(N+pB)P <%) n (C.20)

= Analizemos la derivada de P <| e ) donde N e NyO0<pg<1

Por la Definicién 4.1.2 tenemos:

N-1
sgn(x) sgn Ft 41 )
P = Pf o
() = o () + 2T EE T

=0

Luego derivando tenemos:

sgn(z) / B 1
P() = - P () +
N N-1
L+ (- D41
(k) (k+1)
kZ:O L (D" +kZ:0 N+ﬁ k—l)k5 . (C.21)

En (i), haciendo la sustitucién k + 1 = [ se tiene:

. N1+ al L]
(i)=Y 5<k+2 N+ﬁ k( )'5“)

k=0 k=1

que se puede reescribir en la siguiente forma

N
(k)
(i) N+B§;N+ﬁ kk'd .

Sustituyendo en (C.21)

sgn(x) / al
P(W) :—(N+6)Pf<| |N+ﬁ+1) (N +0) Z N+ﬁ kk' stk C.22)

=0



Por la Definicion 4.1.2, (4.6), se tiene:

N
1 k1
[ (k)
P(|x|N+ﬁ+1)‘Pf<\er+ﬁ+1)+Z N+6 P

=0

Luego de (C.21) y lo anterior podemos concluir

P(H3) = -0 or ()

82

(C.23)
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Este es el resumen para la audiencia general.

En este trabajo se discute el problema del multiplicar distribuciones. Se presenta
el resultado de imposibilidad de Schwartz, el cual fue el motivo para verificar ciertos
productos modelos.

Ademas se da varias definiciones del producto de distribuciones.

Se da la construcciéon de un édlgebra en R, dado por Colombeau y la relacion
entre el producto en este algebra y otros productos modelos.

Se aclara sobre los productos distribucionales de funciones relacionadas a fun-
ciones localmente integrables este es un caso particular, basiandose en los teoremas
conocidos en la literatura.

Luego utilizando los métodos de transformada de Fourier se obtiene férmulas
generales que relacionan los productos de distribuciones especiales llamadas Valores
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