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MAESTRÍA EN CIENCIAS

en
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Abstract

In this work we discuss the problem of a product of distributions. We present the

result of impossibility of Schwartz and various definitions of a product of distribu-

tions.

The construction of algebra of Colombeau and the relationship between the

product in this algebra and the model products are provided.

A clarification of the distributional product of functions related to locally inte-

grable functions, based on the known in the literature theorems, is given.

Finally, the general formulas relating the products of distributions called Prin-

cipal Values, Dirac’s deltas and their derivatives are obtained by Fourier transform

method.
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Departamento: Ciencias Matemáticas

Resumen

En este trabajo se discute el problema del producto de distribuciones. Se presen-

ta el resultado de imposibilidad de Schwartz y varias definiciones del producto de

distribuciones.

Se da la construcción del álgebra de Colombeau en R y la relación entre el

producto en este álgebra y los productos modelos.

Se aclara sobre los productos distribucionales de funciones relacionadas a fun-

ciones localmente integrables basándose en los teoremas conocidos en la literatura.

Luego utilizando los métodos de transformada de Fourier se obtienen fórmulas

generales que relacionan los productos de distribuciones especiales llamadas Valores

Principales, deltas de Dirac y sus derivadas.
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RESUMEN EN ESPAÑOL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii

AGRADECIMIENTOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vi
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3.5. Productos intŕınsecos de Distribuciones . . . . . . . . . . . . . . . 26

4. EL USO DE TRANSFORMADAS DE FOURIER PARA ESTUDIAR
LOS PRODUCTOS DE DISTRIBUCIONES . . . . . . . . . . . . . . 36

4.1. Distribuciones especiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.2. Distribuciones temperadas, transformadas de Fourier y el produc-

to de distribuciones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.3. Justificación para el uso del Teorema 4.2.7 . . . . . . . . . . . . . 43
4.4. Aplicaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.5. Otros productos particulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS . . . . . . . . . . . . . . . 65

APENDICES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

A. FUNCIONES LOCALMENTE INTEGRABLES Y EL TEOREMA DE
LEBESGUE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

vii



B. DISTRIBUCIONES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

B.1. Operaciones sobre Distribuciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
B.2. Convolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

C. DERIVADAS DE DISTRIBUCIONES ESPECIALES . . . . . . . . . . . 73

viii
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

El propósito de este trabajo titulado “Álgebras de Colombeau y Multiplicación

de Distribuciones” es dar a conocer el problema de multiplicación que surge para

las distribuciones y su solución en general.

Según Vladimirov [13], Paul Dirac(1920) fue el precursor de la teoŕıa de distribu-

ciones quién introdujo por primera vez en sus estudios de mecánica cuántica la

función llamada delta “ δ ” , la cual tiene las siguientes propiedades:

δ(x) = 0 , x 6= 0∫
R
δ(x)ϕ(x)dx = ϕ(0) , ϕ ∈ C(R) . (1.1)

Estrictamente la función delta es un funcional definido por (1.1), es decir a cada

función continua ϕ le corresponde un número ϕ(0) el cuál es un valor de ϕ en el

punto 0 .

La fundamentación de la teoŕıa de funciones generalizadas (distribuciones) fue de-

jada por el matemático ruso S.L.Sobolev en 1936, cuando este aplicó satisfactoria-

mente las funciones generalizadas al estudio del problema de Cauchy para ecuaciones

hiperbólicas, [11].

En los años cincuenta del siglo XX, el matemático francés L. Schwartz hizo intentos

en la construcción sistemática de una teoŕıa de distribuciones sobre la base de una

teoŕıa de espacios lineales topológicos localmente convexos. Este hecho fue explicado

en su trabajo monográfico “Théorie des distributions” (1950-51), [10].

Una posible limitación de la teoŕıa de distribuciones es que esta teoŕıa es puramente
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lineal en el sentido de que el producto de dos distribuciones no puede ser definido

en general.

El tema de multiplicación de distribuciones según Oberguggenberger [9], fue con-

siderado inicialmente por König quién presentó una construcción de un espacio de

funciones generalizadas que contiene todas las distribuciones y también funciones

no necesariamente localmente integrables sobre R. La idea general de la teoŕıa de

König es la siguiente:

Sea S el espacio de todas las funciones medibles en el sentido de Lebesgue sobre

R que son idénticas si coinciden en casi dondequiera. Sea V el espacio de las series

de potencias localmente finitas con coeficientes en S, esto es: τ ∈ V si existe una

sucesión de funciones fn ∈ S tal que para cada conjunto compacto K ⊂ R existe

N = N(τ,K) tal que τ =
N∑

n=0

fnz
n .

Además se define la derivada de τ por ∂τ =
∑
fnz

n+1 .

Ahora sea U el subespacio de V generado por los elementos de la forma (g− fz)zm,

donde m ∈ N0 , g es localmente integrable, f es absolutamente continua y f
′
= g .

Finalmente sea F = V/U . Definimos el mapeo inyectivo de S a F por:

S 3 f 7−→ clase de fz0 ∈ F .

Entonces podemos definir un producto interior de dos elementos σ, τ ∈ F esto es:

σ.τ , [5].

Laurent Schwartz señaló en 1954,[9],[10], que el producto de dos distribuciones era

imposible, ya que no se pod́ıa definir el producto de la manera tal que el nuevo pro-

ducto y las derivadas sean consistentes con las operaciones correspondientes clásicas.

Se han efectuado distintos intentos por resolver totalmente el problema de multi-

plicar distribuciones, es por eso que han surgido diferentes métodos para efectuar

las multiplicaciones.

En 1956 A. Gonzalez Domingues y R. Scarfiello publicaron un trabajo en la Revista
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de la Unión Matemática Argentina(pag. 53-67), [19], en el que aparece la fórmula

P
(

1
x

)
δ = −1

2
δ
′
, donde P

(
1
x

)
es la distribución valor principal de 1

x
, δ es la dis-

tribución delta de Dirac y δ
′
es la derivada.

J. Mikusiński,[18],[6],[7],[8], presenta no solo una definición de multiplicación usan-

do convolución, sino también dá un desarrollo en este contexto de las operaciones

con distribuciones. Aśı para el producto consideramos dos distribuciones S y T , y

definimos:

S.T = ĺım
ε→0+

{S ∗ ρε}.{T ∗ ρε}

toda vez que el ĺımite existe y ρε es una delta net estricta.

A. Kamiński en [4] y [3] estudia varios productos de distribuciones y las relaciones

entre ellas y el uso de las transformadas de Fourier.

En 1982 J. Colombeau [1] introduce un álgebra diferencial de nuevas funciones ge-

neralizadas G(R) con la propiedad de que G(R) contiene el espacio de distribuciones

D
′
(R) como un subespacio lineal, la derivada en G(R) extiende a la correspondiente

derivada usual en D
′
(R) y el espacio C∞(R) de todas las funciones infinitamente

diferenciables es un subálgebra de G(R).

Esta teoŕıa de funciones generalizadas de Colombeau abre ampliamente posibili-

dades para encontrar soluciones a varias clases de ecuaciones diferenciales lineales y

no lineales.

En 1992 aparece el libro “Multiplication of Distributions and Aplications to Partial

Differential Equations” de M. Oberguggenberger [9], el cual presenta el desarrollo de

la teoŕıa del producto de distribuciones, álgebras de Colombeau y sus aplicaciones.

Además M. Nedeljkov, S. Pilipović y D. Scarpalézos publican el libro “The Linear

Theory of Colombeau Generalized Functions” en 1998, dando a conocer el estudio

de las álgebras de Colombeau, [14].

También en el libro “Methods of the Theory of Generalized Functions” de Vladimirov,
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[13], uno puede encontrar algunos hechos acerca del producto de distribuciones.

En [13] y [3] se enfatiza el uso de transformadas de Fourier como una herramienta

esencial para el estudio del producto de distribuciones.

El desarrollo de la presente tesis está organizado como sigue.

En el caṕıtulo II, presentamos el resultado de imposibilidad de Schwartz(1954).

Según Oberguggenberger,[9], esta imposibilidad no tiene tanto que ver con la mul-

tiplicación de distribuciones sino más bien, es con la multiplicación de funciones

continuas y diferenciación. Aśı por ejemplo:

si δ es la distribución delta de Dirac, entonces asumiendo que el producto de fun-

ciones infinitamente diferenciables con las funciones de prueba (C∞.D
′
) coincide con

el producto usual y el producto es asociativo entonces:

(δ.x)P

(
1

x

)
= 0

y

δ.

(
x.P

(
1

x

))
= δ

lo cual es una contradicción.

De modo que el producto de una distribución por una función suave no puede ser

extendida a un producto asociativo sobre D
′
(R) .

En el caṕıtulo III damos la construcción del álgebra de Colombeau G(R) y las defini-

ciones de los conceptos relacionados.

En particular aclaramos el hecho que el producto de funciones continuas no es en

general igual al producto usual, pero en el álgebra de Colombeau está asociado a

ese producto.

Luego presentamos definiciones de productos intŕınsecos de distribuciones y la relación

entre ellos y los productos en el álgebra de Colombeau (Proposición 3.5.4) .
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También damos el teorema de Kamiński,[4], acerca del producto de funciones local-

mente integrables y discutimos varios aspectos del producto modelo de funciones

localmente integrables en los ejemplos.

Finalmente nuestro objetivo en el caṕıtulo IV es estudiar los productos mode-

los de distribuciones especiales que corresponden a funciones que no son local-

mente integrables, llamadas “Valor Principal” o “Parte Finita” de las funciones

1
x
, 1
|x| ,

sgn(x)
|x|2 , etc .

En particular, se presenta propiedades de derivadas de estas distribuciones. Los de-

talles se muestran en el Apéndice C.

Luego nos concentramos sobre el uso de las transformadas de Fourier para estudiar

los productos de distribuciones mencionados anteriormente. Para esto utilizamos el

Teorema 4.2.7 de [3] .

Los resultados que se obtienen nos dan ciertas relaciones entre tales distribuciones

y las distribuciones delta y sus derivadas.

La discusión de estas, está dividida en 4 casos. En algunos de estos casos obtenemos

los resultados conocidos en la literatura. Por ejemplo, en el caso 1 la ecuación (4.34)

es el resultado de Domingues - Scarfiello,[19], y Mikusiński,[18].

Además que llegamos a resultados al igual que los de Fisher, [2], en otros casos se

obtienen fórmulas generales.

Luego consideramos ejemplos de aplicaciones y en particular estudiamos la consis-

tencia de ellos con el Teorema 3.5.3 (Kamiński).

Finalmente se discute el producto modelo 1
x
.δ el cual es bien conocido en la literatura

[18] . Damos la demostración expĺıcita de la fórmula para 1
x
.δ . Luego consideramos

otros productos: 1
|x| .δ y 1

|x| .δ
′
y vemos que estos productos no existen.



6

Justificación

Por qué Multiplicar Distribuciones?

El Producto de Distribuciones , llamado también Producto de Funciones Generali-

zadas es muy importante en el campo de la F́ısica y Matemática . Pues se presenta

en la Teoŕıa Cuántica de Campos, en estudios de Ondas de Choques para sistemas

de Ecuaciones Diferenciales Parciales no conservativos cuasilineales y para sistemas

de Ecuaciones Diferenciales Parciales lineales con coeficientes discontinuos.

Además en el campo de la Economı́a se presenta en el problema acerca de la Matriz

Insumo-Producto Distribucional.



Caṕıtulo 2

RESULTADO DE IMPOSIBILIDAD DE

SCHWARTZ

Antes de definir el producto general de distribuciones asumiremos que existe un

álgebra A sobre el cuerpo R que cumple las siguientes condiciones:

a) La función constante 1 es la identidad multiplicativa en A.

b) El espacio vectorial de distribuciones D
′
(R) es un subespacio de A .

c) Existe un mapeo D : A −→ A llamado derivación , el cual es R - lineal y satisface

la regla de Leibnitz y es tal que D aplicado a una distribución es la derivada usual

de esa distribución.

d) El producto usual de funciones continuas coincide con el producto en el álgebra A,

denotado por � .

Ahora como x� |x| = x|x| entonces tenemos:

D(x� |x|) = |x|+ x� (D|x|)

D2(x� |x|) = 2D|x|+ x�D2|x|

D2(x� |x|) = 2D|x|+ 2x� δ (2.1)

donde “ δ ” es la distribución delta de Dirac. Por otro lado

D(x|x|) = 2|x|

7
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de alĺı:

D2(x|x|) = 2D|x| (2.2)

Ahora, de 2.1 y 2.2 se tiene:

x� δ = 0 . (2.3)

Por el siguiente Teorema, la ecuación (2.3) es imposible .

Teorema 2.0.1. Sea A un álgebra asociativa cuyo producto está denotado por “�”

y D : A −→ A un mapeo lineal llamado derivación, que satisface la regla de Leibnitz

para la derivada de un producto, tal que:

i) Las funciones 1, x , x(ln |x| − 1) y x2(ln |x| − 1) pertenecen a A

y para x = 0 las dos últimas funciones tienen por definición el valor 0 .

ii) La función constante 1 es el elemento unidad en el álgebra A

iii)

x(ln |x| − 1)� x = x2(ln |x| − 1)

iv) La derivación D : A −→ A aplicada a las funciones 1 , x , x2(ln |x| − 1) es la

derivada usual.

Entonces el mapeo definido por:

A 3 f 7−→ x� f ∈ A

es inyectivo, esto es:

x� a = 0 implica a = 0 .

Prueba Probemos lo siguiente:

D2[x(ln|x| − 1)]� x = 1
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En efecto; sabiendo que para dos elementos f y g de A se tiene:

(D2f)� g = D2(f � g)− 2(Df)� (Dg)− f �D2g

inferimos:

D2(x(ln |x| − 1))� x = D2[x2(ln |x| − 1)]− 2D[x(ln |x| − 1)] . (2.4)

Pero de (iv) tenemos:

D[x2(ln |x| − 1)] = 2x(ln |x| − 1) + x2D(ln |x| − 1) = 2x(ln |x| − 1) + x2D(ln |x|),

D[x2(ln |x| − 1)] = 2x(ln |x| − 1) + x . (2.5)

Por lo tanto se tiene:

D2[x2(ln |x| − 1)] = 2D[x(ln |x| − 1)] + 1 (2.6)

y reemplazando en (2.4)

D2[x(ln |x| − 1)]� x = 1 .

Entonces hemos probado que D2[x(ln |x| − 1)] es el elemento inverso por izquierda

de x, lo que denotamos por x−1.

De alĺı la siguiente implicación es cierta

x� a = 0 ⇒ a = 0

Nota: Aplicamos el Teorema 2.0.1 a la ecuación (2.3) y vemos que δ = 0 . Esto

es una contradicción ya que δ 6= 0 . Por esto no existe un álgebra A que cumpla

(a)-(d).

Las funciones x(ln |x|−1) y x2(ln |x|−1) utilizadas en el Teorema 2.0.1, son de la clase

C(R) y C1(R) respectivamente. Ahora consideremos una modificación del Teorema
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2.0.1, en el cual en vez de las funciones de las clases C(R) y C1(R) tomaremos

funciones de las clases Cn−1(R) y Cn(R) donde n ≥ 2. El objetivo es ver si se puede

llegar a la misma conclusión que en el Teorema 2.0.1 .

Teorema 2.0.2. Supongamos un álgebra asociativa A ,cuyo producto está denotado

por � y un mapeo lineal D : A → A llamado derivación que satisface la regla de

Leibnitz, tal que:

i) Las funciones 1 , x , xn

n!
, 1

n!
xn(ln |x| − 1) , 1

n!
xn+1(ln |x| − 1) pertenecen a A y

para x = 0 las dos funciones últimas tienen por definición el valor 0 .

ii) La función 1 es el elemento unidad del álgebra A

iii)

1

n!
xn(ln|x| − 1)� x =

1

n!
xn+1(ln |x| − 1)

iv) La derivación D : A→ A aplicada a las funciones

1 , x ,
1

n!
xn+1(ln|x| − 1)

es la derivada usual y D(n)(xn

n!
) = 1 . Entonces el mapeo definido por:

A 3 f 7−→ x� f ∈ A

es inyectivo , esto es: x� a = 0 =⇒ a = 0 .

Prueba Probemos que en A el elemento D(n+1)[xn

n!
(ln |x| − 1)] es el inverso por

la izquierda de x, es decir:

D(n+1)[
xn

n!
(ln |x| − 1)]� x = 1 .

Para esto aplicamos la regla de Leibnitz. De (iv)

D[
xn+1

n!
(ln |x| − 1)] =

(n+ 1)

n!
xn(ln |x| − 1) +

xn

n!
. (2.7)
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Sea f(x) = xn

n!
(ln |x| − 1) entonces de (iii) y de (2.7) se tiene:

D[f � x] = (n+ 1)f +
xn

n!
. (2.8)

Reescribiendo (2.8) se obtiene

Df � x = nf +
xn

n!
. (2.9)

Derivando (2.9)

D(2)f � x = (n− 1)Df +D(
xn

n!
) (2.10)

y derivando (2.10)

D(3)f � x = (n− 2)D(2)f +D(2)(
xn

n!
),

y aśı sucesivamente hasta el orden “ (n+1) ”

D(n+1)f � x = D(n)(
xn

n!
) .

Como D(n)(xn

n!
) = 1 entonces:

D(n+1)[
xn

n!
(ln|x| − 1)]� x = 1 .

Con esto podemos inferir

x� a = 0 ⇒ a = 0 .



Caṕıtulo 3

ALGEBRAS DE COLOMBEAU

3.1. Los conjuntos Aq

Definimos:

A0 = {ϕ ∈ D(R) :

∫ ∞

−∞
ϕdx = 1}

y para cada q ∈ N

Aq = {ϕ ∈ D(R) :

∫ ∞

−∞
ϕdx = 1 y

∫ ∞

−∞
xjϕ(x)dx = 0; donde 1 ≤ j ≤ q}

Lema 3.1.1. Para cada q ∈ N0 , Aq 6= ∅

Prueba Consideremos una función par ψ ∈ D(R) con
∫∞
−∞ ψdx = 1 . Probemos

que ψ ∈ A1(R). Sea:

ψ(x) =

 ce
− 1

1−x2 , para | x |< 1

0 , para | x |≥ 1

Verifiquemos que esta función satisface la condición del conjunto A0,es decir el

valor de “ c ” está dado puesto que:

1 =
∫
ψdx = c

∫ 1

−1
e
− 1

1−x2 dx , la integral existe y es mayor que cero. Ahora porque

ψ es par, entonces ψ ∈ A1(R). De alĺı el conjunto A1 6= ∅.

Luego dado tal ψ, definamos ϕ = ψ+λψ
′′

; donde λ puede ser determinado. Probe-

mos que existe un λ ∈ R tal que ϕ ∈ A2(R)

En efecto: ∫ ∞

−∞
ϕdx =

∫ ∞

−∞
ψdx+ λ

∫ ∞

−∞
ψ

′′
dx = 1,

12



13

puesto que ψ , ψ
′
y ψ

′′
son funciones de soporte compacto y ψ ∈ A0(R) .

Tenemos ∫ ∞

−∞
xϕdx =

∫ ∞

−∞
xψdx+ λ

∫ ∞

−∞
xψ

′′
dx .

Integrando por partes y utilizando el hecho que ψ ∈ A1(R) se tiene∫ ∞

−∞
xϕdx = 0 .

Finalmente ∫ ∞

−∞
x2ϕdx =

∫ ∞

−∞
x2ψdx+ λ

∫ ∞

−∞
x2ψ

′′
dx,

∫ ∞

−∞
x2ϕdx =

∫ ∞

−∞
x2ψdx+ 2λ

∫ ∞

−∞
ψdx . (3.1)

Para que sea cierto
∫
x2ϕdx = 0 , λ es de la forma:

λ = −1

2

∫ ∞

−∞
x2ψdx .

Por lo tanto ϕ ∈ A2(R) y A2(R) 6= ∅ .

Como ψ es par, ψ
′′

también es par, entonces se obtiene que ϕ ∈ A3 es decir A3 6= ∅ .

Inclusive si definimos la función ϕ = ψ + λ1ψ
′′

+ λ2ψ
(4) y si tomamos

λ2 = −1
4

∫∞
−∞ x

4ψdx entonces se obtiene que ϕ ∈ A4. De esta manera se forma una

cadena infinita descendente de conjuntos no vacios tal que, aśı

A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ · · ·

3.2. Construcción del Algebra de Colombeau

Sea :

E(R) = {Todos los mapeos u : A0(R) −→ C∞(R)} .

Notación Dado u ∈ E(R) y ϕ ∈ A0(R) definimos u(ϕ, x) := u(ϕ)(x).

Además sobre el conjunto E(R) introducimos la estructura de un álgebra diferencial
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definiendo las siguientes operaciones: adición, multiplicación, multiplicación por un

escalar y derivación “ ∂ ” .

Sean u, v ∈ E(R) , ϕ ∈ A0(R) y r ∈ R. Entonces

(u+ v)(ϕ) = u(ϕ) + v(ϕ)

(uv)(ϕ) = u(ϕ)v(ϕ)

(ru)(ϕ) = r (u(ϕ))

(∂u)(ϕ) = ∂(u(ϕ))

Lema 3.2.1. El conjunto E(R) es un álgebra diferencial.

Prueba Probemos que E(R) es un álgebra sobre R , esto es:

i) (E(R),+) es un espacio vectorial sobre R, bajo adición y multiplicación por un

escalar. Esto es

• Sean r, s ∈ R y u, v, w ∈ E(R) entonces se verifica:

(u+ v) + w = u+ (v + w)

u+ v = v + u

0 + u = u+ 0 = u

u+ (−u) = (−u) + u = 0

r(u+ v) = ru+ rv

(r + s)(u) = ru+ su

(rs)(u) = r(su)

1 u = u

ii) (E(R),+, .) es un anillo bajo adición y multiplicación.

• E(R) es un grupo abeliano bajo adición.

• ∀u, v, w ∈ E(R), (uv)w=u(vw).

• (u+ v)w = uw + vw y w(u+ v) = wu+ wv.
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iii) Sean u, v ∈ E(R) y r ∈ R . Entonces:

r(uv) = (ru)v = u(rv)

Además para verificar que E(R) es un álgebra diferencial, probemos que la derivación

“ ∂ ” es un mapeo lineal y satisface la regla de Leibnitz. Esto es:

Sean u, v ∈ E(R) , r ∈ R y ∀ϕ ∈ C∞(R) entonces:

Linealidad

(∂(u+ v))(ϕ) = ∂((u+ v)(ϕ)) = ∂(u(ϕ) + v(ϕ))

∴ ∂(u+ v) = ∂(u) + ∂(v)

Homogeneidad

∂(ru) = r∂(u)

Regla de Leibnitz

(∂(uv))(ϕ) = ∂((uv)(ϕ)) = ∂(u(ϕ)v(ϕ)) = u(ϕ)∂(v(ϕ)) + ∂(u(ϕ))v(ϕ)

= (u∂v)(ϕ) + ((∂u)v)(ϕ) = (u∂v + (∂u)v)(ϕ)

∂(uv) = u∂v + (∂u)v

Ahora consideremos un mapeo lineal definido como :

ι : D
′
(R) −→ E(R)

w 7−→ ι(w) : ϕ 7−→ w ∗ ϕ (3.2)

donde w ∈ D
′
(R) , ϕ ∈ A0(R) y w ∗ ϕ es definido en el Apéndice B. Probemos que

este mapeo es inyectivo.

En efecto:
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Sean w1, w2 ∈ D
′
(R) y

ι(w1) = ι(w2)

Entonces ∀ϕ ∈ A0(R)

w1 ∗ ϕ = w2 ∗ ϕ .

Para cada ε > 0, consideremos una función ϕε determinada por:

ϕε(x) =
1

ε
ϕ(
x

ε
) . (3.3)

Luego ϕε ∈ A0 y

w1 ∗ ϕε = w2 ∗ ϕε . (3.4)

Utilizando el Teorema de Regularización de una distribución, [17],(ver Apéndice B)

tenemos que: ∀ ψ ∈ D(R) e i = 1, 2

ĺım
ε→0+

〈wi ∗ ϕε, ψ〉 = 〈wi, ψ〉 .

Por lo tanto de (3.4) se tiene:

w1 = w2 .

También podemos ver que ∂(ι(w)) = ι∂(w).

Con todo esto decimos que el conjunto E(R) es un álgebra diferencial conmutativa,

asociativa que contiene a D
′
(R).

Definición 3.2.2 (Conjunto N (R) ). Sea N (R) el conjunto de todos los mapeos

u ∈ E(R) con la propiedad:

“ Para todo conjunto compacto K ⊂ R y para todo α ∈ N0 , ∃N(α,K) ∈ N tal

que para todo q > N y para todo ϕ ∈ Aq(R) ,existen c, η > 0 tal que para cada
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ε ∈ (0, η) se cumple sup
x∈K

| ∂αu(ϕε, x) |≤ cεq−N ”

El supremo existe puesto que u(ϕε) ∈ C∞(R) y K es compacto.

Aśı los elementos de N (R) tienden a cero cuando ε → 0 más rápido que una

potencia entera de ε.

Observación. El conjunto N (R) es un subálgebra de E(R) cerrado bajo diferen-

ciación , pero no es un ideal de E(R) ; puesto que E(R) contiene elementos con un

crecimiento arbitrario sobre ϕε cuando ε −→ 0+ . Por ejemplo, dado u de la forma:

u(ϕ) = exp(ϕ) ; ϕ ∈ A0(R) .

En efecto: Si ϕ ∈ A0(R) y ϕ(0) = 1 , entonces

u(ϕε, 0) = u[ϕε(0)] = exp[ϕε(0)] = exp(
1

ε
)

Definición 3.2.3 (Conjunto EM(R) ). Sea EM(R) el conjunto de todos los mapeos

u ∈ E(R) con la propiedad:

“ Para todo conjunto compacto K ⊂ R y para todo α ∈ N0 , ∃N(α,K) ∈ N tal que

para todo q ≥ N y para todo ϕ ∈ Aq(Rn) , existen c, η > 0 tal que para cada

ε ∈ (0, η) se cumple sup
x∈K

| ∂αu(ϕε, x) |≤ cε−N ”

Los elementos de EM(R) son llamados mapeos moderados. Este conjunto es un álge-

bra diferencial y N (R) es un ideal en EM(R).

Definición 3.2.4 (Álgebra de Colombeau). El álgebra de Colombeau sobre R es

definido por :

G(R) = EM(R)/N (R) .

Entonces:

G(R) = {[u] : u ∈ EM(R)}
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donde [u] = u+ N (R) . Denotemos el producto en G por “ · ” .

Si U = [u] y V = [v] están en G(R) entonces :

U · V = [uv] .

G(R) es un álgebra diferencial, asociativa y conmutativa.

Proposición 3.2.5.

ι(D
′
(R)) ⊂ EM(R) y ι−1(N (R)) = {0}

(“ embedding” de D
′
(R) en EM(R) .)

Prueba Sabiendo (3.2) probemos que ι(D
′
(R)) ⊂ EM(R)

En efecto: Sea w ∈ D
′
(R) y K ⊂ R compacto. Por el teorema de representación

de distribuciones [9], existe una función continua f con soporte compacto y algún

β ∈ N0 tal que w es de la forma: w = ∂βf en una vecindad de K.

Para ε lo suficientemente pequeño tenemos:

sup
x∈K

| w ∗ ϕε(x) | = sup
x∈K

| (∂βf ∗ ϕε)(x) |= sup
x∈K

| (f ∗ ∂β
yϕε)(x) |

= sup
x∈K

| 〈f(x− y), ∂β
yϕε(y)〉 |= sup

x∈K
|
∫ ∞

−∞
f(x− y)∂β

yϕε(y)dy |

∴ sup
x∈K

| w ∗ ϕε(x) | ≤ sup
x∈K

∫ ∞

−∞
| f(x− y)∂β

yϕε(y) | dy . (3.5)

Como ϕε(y) = 1
ε
ϕ
(

y
ε

)
, la derivada β-ésima está dada por:

∂β
yϕε(y) =

1

εβ
∂βϕ

(y
ε

)
.

Haciendo un cambio de variable z = y
ε

y sustituyendo en (3.5) se tiene:

sup
x∈K

| w ∗ ϕε(x) |≤
1

εβ
sup
x∈K

∫ ∞

−∞
| f(x− εz)∂βϕ(z) | dz
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y sup
x∈K

∫∞
−∞ | f(x − εz)∂βϕ(z) | dz ≤ C; ∀ϕ ∈ A0, donde C es una constante que

depende de K y ϕ.

∴ sup
x∈K

| w ∗ ϕε(x) |≤ Cε−β

Un argumento similar se aplica a las derivadas de w ∗ ϕε , esto es:

∂α(w ∗ ϕε) = w ∗ ∂αϕε

Aśı concluimos que ι(w) ∈ EM(R) .

Ahora probemos que ι−1(N (R)) = {0}

En efecto: Supongamos que ι(w) ∈ N (R), entonces w ∗ ϕε −→ 0 en D
′
(R) para

ϕ ∈ Aq(R) con q suficientemente grande. Por otro lado ∀ψ ∈ D
′
(R)

ĺım
ε→0+

〈w ∗ ϕε, ψ〉 = 〈w,ψ〉 .

Consecuentemente:

∴ w = 0

De alĺı ι−1(N (R)) = {0}

Nota: El mapeo ι induce un mapeo lineal inyectivo ι̃ , definido por:

ι̃ : D
′
(R) −→ G(R)

w 7−→ ι̃(w) = [ι(w)] .

El punto de construcción de G(R) es que ι̃ convierte a C∞(R) en un subálgebra de

G(R), lo que aclaramos en lo que sigue.

Primero notemos que hay dos maneras de representar a f ∈ C∞(R) en EM :

ι(w) y el mapeo constante σ(f) : A0 3 ϕ 7→ f .

La siguiente Proposición demuestra que ι̃(f) = [σ(f)] .

Proposición 3.2.6. Si f ∈ C∞(R) entonces (f ∗ ϕ− f)ϕ∈A0(R) ∈ N (R).

Consecuentemente, ι̃(f) = [σ(f)] .
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Prueba El argumento de la demostración se basa en la expansión de Taylor

(f ∗ ϕε − f)(x) =

∫ ∞

−∞
[f(x− y)− f(x)]ϕε(y)dy

donde ϕε(y) = 1
ε
ϕ(y

ε
). Haciendo la sustitución z = y

ε
se tiene:

(f ∗ ϕε − f)(x) =

∫ ∞

−∞
[f(x− εz)− f(x)]ϕ(z)dz

=

∫ ∞

−∞

[
f
′
(x)

1!
(x− εz − x) +

f
′′
(x)

2!
(x− εz − x)2 + · · ·+

f (j)(x)

j!
(x− εz − x)j + · · ·+ f (q+1)(ξ)

(q + 1)!
(x− εz − x)q+1

]
ϕ(z)dz

=

∫ ∞

−∞

[
q∑

j=1

f (j)(x)

j!
.(−εz)jϕ(z) +

(−εz)q+1

(q + 1)!
f (q+1)(ξ)ϕ(z)

]
dz,

(f ∗ ϕε − f)(x) =

q∑
j=1

f (j)(x)

∫ ∞

−∞

(−εz)j

j!
ϕ(z)dz︸ ︷︷ ︸

I

+

∫ ∞

−∞

(−εz)q+1

(q + 1)!
f (q+1)(ξ)ϕ(z)dz︸ ︷︷ ︸
II

,

donde ξ está entre x y x− εz. La expresión (I) desaparece siempre que

ϕ ∈ Aq(R).

Si x varia en un conjunto compacto, es decir x ∈ K, entonces la expresión (II) se

estima por Cε(q+1), donde C es una constante que depende de K, q y ϕ, y el factor

εq+1 es el mismo ∀ϕ ∈ Aq(R).

∴ sup
x∈K

| f ∗ ϕε(x)− f(x) |≤ CK,q,ϕ ε
q+1

De alĺı (f ∗ ϕ− f) ∈ N (R)

El mismo argumento se da para las derivadas.
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Conclusión ∀ f, g ∈ C∞(R) se cumple ι̃(fg) = ι̃(f) · ι̃(g) .

Prueba

ι̃(f) · ι̃(g) = [ι(f)] · [ι(g)] = [σ(f)] · [σ(g)]

= [σ(f)σ(g)] = [σ(fg)] = [ι(fg)]

ι̃(f) · ι̃(g) = ι̃(fg) .

Notación: Para w ∈ D
′
(R) , ι̃(w) se denota usualmente por el mismo w .

3.3. Asociación

Definición 3.3.1 (Asociación). Se dice que un elemento U ∈ G(R) admite

w ∈ D
′
(R) como distribución asociada , si U tiene un representante u ∈ EM(R)

tal que ∃N ∈ N , ∀ϕ ∈ AN(R) y ∀ψ ∈ D(R)

ĺım
ε→0+

∫ ∞

−∞
u(ϕε, x)ψ(x)dx = 〈w,ψ〉 .

De la expresión anterior decimos también que U está asociado a w y lo denotamos

por: U ≈ w .

Uno puede demostrar que la definición es independiente del representante “u ”

de U que se escoja y que w es único. Sin embargo si tal w existe entonces en general:

ι̃(w) 6= U .

Si U , V ∈ G(R) y U − V ≈ 0 entonces decimos que U está asociada con V y lo

denotamos por: U ≈ V .

Observación. Cada distribución está asociada consigo misma, es decir: ι̃(w) ≈ w.

En efecto: Sabemos que ι̃(w) = [ι(w)]. Entonces ∀ϕ ∈ A0(R)

ĺım
ε→0+

∫ ∞

−∞
ι(w)(ϕε)ψ(x)dx = ĺım

ε→0+

∫ ∞

−∞
(w ∗ ϕε)ψ(x)dx = 〈w,ψ〉 .

Ejemplo 3.3.2. Si δ0 es delta de Dirac entonces δ2
0(x) no admite una distribución

asociada.
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En efecto: δ2
0(x) tiene un representante de la forma:

u(ϕ, x) := (δ0 ∗ ϕ)(x)(δ0 ∗ ϕ)(x) = ϕ(x)ϕ(x)

Luego tenemos:

ĺım
ε→0+

∫ ∞

−∞
u(ϕε, x)ψ(x)dx = ĺım

ε→0+

∫ ∞

−∞
ϕ2

ε(x)ψ(x)dx = ĺım
ε→0+

∫ ∞

−∞

1

ε2
ϕ2(

x

ε
)ψ(x)dx

Haciendo un cambio de variable y = x
ε

y simplificando se tiene:

ĺım
ε→0

∫ ∞

−∞
u(ϕε, x)ψ(x)dx = ĺım

ε→0

1

ε

∫ ∞

−∞
ϕ2(y)ψ(εy)dy︸ ︷︷ ︸

Iε

Analizando Iε vemos que cuando ε→ 0+ (I) diverge para cada ϕ ∈ A0(R), si

ψ(0) 6= 0 .

Propiedades:

Sean U , V y W elementos de G(R) tal que U ≈ V . Entonces se cumplen las siguien-

tes propiedades:

1. ∂αU ≈ ∂αV para todo α ∈ N0.

2. f · U ≈ f · V para todo f ∈ C∞(R)

3. U +W ≈ V +W

Pero una asociación “≈” no puede ser multiplicada por elementos arbitrarios de

G(R) . Por ejemplo:

x · δ(x) ≈ 0 , pero x · δ2(x) 6≈ 0

Ejemplo 3.3.3. Sea H la función de Heaviside definida por:

H(x) =

 1 , x > 0

0 , x < 0

y H2 = H ·H. Entonces H2 6= H en G(R), pero H2 ≈ H .
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Prueba La demostración la haremos por el absurdo. Supongamos que H2 = H.

Derivando se tiene:

(H2)
′

= H ·H ′
+H

′ ·H = 2H ·H ′

pero H
′
= δ entonces:

1

2
δ = H · δ . (3.6)

Por otro lado si hacemos lo mismo paraH3 = H2·H = H ·H = H2 = H , obtenemos:

1

3
δ = H · δ (3.7)

De (3.6) y (3.7) se tiene δ = 0 que es una contradicción. Por lo tanto H2 6= H .

Ahora verifiquemos que H2 ≈ H.

En efecto: Para ϕ ∈ A0(R) un representante de H es dado por: ϕ 7→ (H ∗ ϕ)2

Debemos demostrar que ∀ψ ∈ D(R):

ĺım
ε→0+

∫ ∞

−∞
(H ∗ ϕε)

2(x)︸ ︷︷ ︸
I

ψ(x)dx = 〈H,ψ〉 (3.8)

En efecto:

Trabajemos por separado con (I):

(H ∗ ϕε)(x) =

∫ ∞

0

1

ε
ϕ(
x− y

ε
)dy .

Haciendo un cambio de variable z = x−y
ε

, tenemos:

(H ∗ ϕε)(x) =

∫ x
ε

−∞
ϕ(z)dz . (3.9)

Sustituyendo (3.9) en (3.8), tomando en cuenta que
(∫ x

ε

−∞ ϕ(z)dz
)2

ψ(x) converge a

H(x)ψ(x) casi dondequiera y aplicando el teorema de Lebesgue se cumple (3.8).

Por lo tanto H2 ≈ H
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Ejemplo 3.3.4. Definimos U = [ϕ −→ H ∗ φl(ϕ)] para ϕ ∈ A0(R) , donde φ es un

elemento fijo de A0(R) y l(ϕ) = sup{| x |: ϕ(x) 6= 0}. Entonces l(ϕε) = εl(ϕ).

Probaremos que U ≈ H

Prueba Un representante “u ” de U es de la forma:

u(ϕ, x) := (H ∗ φl(ϕ))(x)

u(ϕ, x) =

∫ ∞

0

1

l(ϕ)
φ

(
x− y

εl(ϕ)

)
dy .

Haciendo un cambio de variable , z = x−y
εl(ϕ)

se obtiene:

u(ϕ, x) =

∫ x
εl(ϕ)

−∞
φ(z)dz . (3.10)

Luego tenemos que verificar :

ĺım
ε→0+

∫ ∞

−∞
u(ϕε, x)ψ(x)dx = 〈H,ψ〉 . (3.11)

Reemplazando (3.10)en el lado izquierdo de (3.11) se tiene:

ĺım
ε→0

∫ ∞

−∞
(

∫ x
εl(ϕ)

−∞
φ(z)dz︸ ︷︷ ︸
I

)ψ(x)dx .

Entonces como en el Ejemplo 3.3.3 se obtiene (3.11).

3.4. Producto de funciones continuas en el álgebra de Colombeau

Observación. Si f(x) y g(x) son funciones continuas sobre R, entonces:

f · g ≈ fg ,

donde “ . ” representa la multiplicación en el álgebra de Colombeau.

Prueba f · g = [ϕ → (f ∗ ϕ)(g ∗ ϕ)] donde ϕ ∈ A0(R). Debemos probar que

∀ψ ∈ D(R)

ĺım
ε→0+

∫ ∞

−∞
(f ∗ ϕε)(y)(g ∗ ϕε)(y)ψ(y)dy︸ ︷︷ ︸

Iε

= 〈fg, ψ〉 (3.12)
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analizando por separado tenemos:

(f ∗ ϕε)(y) = 〈f(z), ϕε(y − z)〉 =

∫ ∞

−∞
f(z)ϕε(y − z)dz

(g ∗ ϕε)(y) = 〈g(x), ϕε(y − x)〉 =

∫ ∞

−∞
g(x)ϕε(y − x)dx

Iε =
1

ε2

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(z)ϕ(

y − z

ε
)dz

)(∫ ∞

−∞
g(x)ϕ(

y − x

ε
)dx

)
ψ(y)dy .

Sustituyendo z = y − εη y x = y − εν

Iε =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(y − εη)ϕ(η)g(y − εν)ϕ(ν)ψ(y)︸ ︷︷ ︸

Fε(y,η,ν)

dydηdν (3.13)

Necesitamos acotar Fε(y, η, ν) para aplicar el Teorema de Lebesgue.

|Fε(y, η, ν)| = |ψ(y)| |f(y − εη)||g(y − εν)|︸ ︷︷ ︸
(i)

|ϕ(η)||ϕ(ν)|

Sabemos que ϕ y ψ tienen soportes compactos. Por esto, existe r > 0 tal que el

soporte de Fε está en la caja rectangular dada por:

|y| ≤ r ; |η| ≤ r ; |ν| ≤ r .

Sin pérdida de generalidad uno puede asumir que ε ≤ 1. Luego utilizando la de-

sigualdad triangular se obtiene que:

|y − εη| ≤ |y|+ ε|η| ≤ r + εr ≤ 2r

y

|y − εν| ≤ |y|+ ε|ν| ≤ r + εr ≤ 2r ,
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y que |f(y − εη)g(y − εν)| es acotada por una constante C, puesto que f y g son

continuas. Entonces:

|ψ(y)||f(y − εη)||ϕ(η)||g(y − εν)||ϕ(ν)| ≤ C|ψ(y)||ϕ(η)||ϕ(ν)| .

En (3.13) aplicando el Teorema de Lebesgue , tenemos:

ĺım
ε→0+

Iε =

∫ ∞

−∞
f(y)g(y)

(∫ ∞

−∞
ϕ(η)dη

)(∫ ∞

−∞
ϕ(ν)dν

)
︸ ︷︷ ︸R

ϕ(x)dx=1

ψ(y)dy

ĺım
ε→0+

Iε = 〈fg, ψ〉

Por consiguiente f · g ≈ fg

3.5. Productos intŕınsecos de Distribuciones

Definición 3.5.1 (Delta red estricta). Esta es una familia de funciones de prueba

{ρε}ε>0 ⊂ D(R), tal que satisface las siguientes condiciones:

i) supp(ρε) → {0} cuando ε→ 0+ .

ii) Para todo ε > 0 se cumple
∫∞
−∞ ρ

ε(x)dx = 1 .

iii)
∫∞
−∞ |ρ

ε(x)|dx es acotado independientemente de ε.

En particular para cada ϕ ∈ A0 tenemos una red llamada delta red modelo, definida

por:

ρε = ϕε , (3.14)

donde ϕε es de la forma (3.3).

Definición 3.5.2 (Productos de distribuciones). Sean u, v ∈ D
′
(R). Un producto

de u y v podemos definirlo como sigue:

u.[v] = ĺım
ε→0

u(v ∗ ρε) (3.15)

[u].v = ĺım
ε→0

(u ∗ ρε)v (3.16)
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[u].[v] = ĺım
ε→0

(u ∗ ρε)(v ∗ σε) (3.17)

[u.v] = ĺım
ε→0

(u ∗ ρε)(v ∗ ρε) (3.18)

donde el ĺımite existe en D
′

,∀{ρε}ε>0 y {σε}ε>0 y no depende de las redes.

Si en (3.15)-(3.18), ρε y σε son reemplazados por ϕε y ψε donde ϕ , ψ ∈ A0 y si se

requiere que (3.15)-(3.18) cumplan solamente para las delta redes modelos entonces

los productos se llaman “Productos Modelos” [9].

Nota: La ecuación (3.18) es debida a Mikusiński, [18]. Dicho producto es la

forma más general del producto de distribuciones entre (3.15)-(3.18), la cual uti-

lizaremos en esta sección.

Las ecuaciones (3.15) y (3.16) fueron dadas por Hirata y Ogata [16], quienes re-

quirieron que ambos productos se cumplan simultáneamente.

Kamiński,[4], introdujo los corchetes para denotar el producto de dos distribuciones.

A continuación presentamos un teorema del mismo para funciones localmente inte-

grables.

Teorema 3.5.3 (Kamiński). Si F ∈ Lp
loc y G ∈ Lr

loc donde 1 ≤ p, r ≤ ∞ y

1
p

+ 1
r
≤ 1, entonces el producto [F.G] existe en el sentido distribucional y coincide

con el producto usual FG de funciones.

La prueba está dada en [4] .

Proposición 3.5.4. Sean u, v ∈ D
′
(R). Si el producto modelo [u.v] en (3.18) de

u y v existe, entonces el producto de los mismos en el álgebra de Colombeau G

denotado por u · v, admite a [u.v] como distribución asociada.

La prueba está en [9] .

Observación. En general u ·v 6= [u.v], pero u ·v ≈ [u.v]. En este sentido el producto

intŕınseco en (3.18) es coherente con la multiplicación en G(R) .

Si F1, F2 ∈ L2
loc entonces, según el Teorema 3.5.3, el producto usual F1F2 coincide

con el producto distribucional [F1.F2] .
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A continuación veamos un ejemplo que ilustra dicho resultado.

Ejemplo 3.5.5. Sean (x+)−1/3 , (x−)−1/3 dos funciones localmente integrables

definidas por:

(x+)−1/3 =

 (x)−1/3 , x > 0

0 , x < 0

(x−)−1/3 =

 (−x)−1/3 , x < 0

0 , x > 0

Tales funciones también pertenecen a L2
loc.

Probemos que el producto [(x+)−1/3.(x−)−1/3] = 0 .

Prueba ∀ ψ ∈ D(R) y de (3.14) podemos definir

Iε = 〈(x−1/3
+ ∗ ϕε)(x

−1/3
− ∗ ϕε), ψ〉 ,

Iε =

〈
1

ε2

(∫ ∞

0

y−1/3ϕ

(
x− y

ε

)
dy

)(∫ ∞

0

(z)−1/3ϕ

(
x+ z

ε

)
dz

)
, ψ(x)

〉
.

Haciendo cambios de variables con η = x
ε

, ν = y
ε

y ξ = z
ε

se tiene:

Iε = 3
√
ε

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1
3
√
ν

1
3
√
ξ
ϕ(η − ν)ϕ(η + ξ)ψ(ηε)dνdξdη︸ ︷︷ ︸

Jε

(3.19)

Luego, aplicando el teorema de Lebesgue a Jε, se tiene:

ĺım
ε→0+

Jε = ψ(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1
3
√
ν

1
3
√
ξ
ϕ(η − ν)ϕ(η + ξ)dνdξdη︸ ︷︷ ︸

I

. (3.20)

La integral I existe puesto que ϕ es de soporte compacto y las funciones 1
3√ν

y 1
3√ξ

son localmente integrables.

De alĺı podemos concluir de (3.19) que

ĺım
ε→0+

Iε = 0 .
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Consecuentemente, el producto [(x+)−1/3.(x−)−1/3] = 0. Este producto coincide con

el producto usual.

Observación. En general el producto usual y el distribucional de dos funciones

localmente integrables son diferentes.

El siguiente ejemplo ilustra dicha observación.

Ejemplo 3.5.6. Sean F (x) = x
−1/2
+ y G(x) = x

−1/2
− dos funciones definidas por:

(x+)−1/2 =

 (x)−1/2 , x > 0

0 , x < 0

(x−)−1/2 =

 (−x)−1/2 , x < 0

0 , x > 0

Estas funciones pertenecen a L1
loc y el producto usual FG = 0. Probemos que el

producto distribucional [F.G] = π
2
δ 6= 0 .

Prueba ∀ ψ ∈ D(R) y de (3.14) podemos definir

Iε =
〈
(x
−1/2
+ ∗ ϕε)(x

−1/2
− ∗ ϕε), ψ

〉
,

Iε =

〈
1

ε2

(∫ ∞

0

y−1/2ϕ

(
x− y

ε

)
dy

)(∫ ∞

0

(z)−1/2ϕ(
x+ z

ε
)dz

)
, ψ(x)

〉
.

Haciendo cambios de variables con η = x
ε

, ν = y
ε

y ξ = z
ε

se tiene:

Iε =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1√
|ν|

1√
|ξ|
ϕ(η − ν)ϕ(η + ξ)ψ(ηε)dνdξdη ,

donde ϕ ∈ A0(R) y las funciones 1√
|ν|
y 1√

|ξ|
son localmente integrables. De alĺı apli-

cando el teorema de Lebesgue tenemos:

ĺım
ε→0+

Iε = ψ(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1√
|ν|

1√
|ξ|
ϕ(η + ξ)ϕ(η − ν)dνdξdη︸ ︷︷ ︸

J

(3.21)

Analizando la expresión J .

Por conveniencia utilizamos la función de Heaviside H(x) que es 1 para x > 0 y 0
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para x < 0. Entonces.

J =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

H(ν)H(ξ)√
|ν|
√
|ξ|
ϕ(η + ξ)ϕ(η − ν)dνdξdη .

Haciendo la sustitución de u = η − ν se tiene

J =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

H(ν)H(ξ)√
|ν|
√
|ξ|
ϕ(u+ ν + ξ)ϕ(u)dνdξdu

y después de la sustitución v = u+ ν + ξ

J =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

H(ν)H(v − u− ν)√
|ν|
√
|v − u− ν|

ϕ(v)ϕ(u)dνdvdu . (3.22)

En (3.22) vemos que las funciones ϕ no dependen de ν . Luego la región de inte-

gración se reduce a:

E = {−∞ < u <∞ , u ≤ v ≤ ∞ , 0 ≤ ν ≤ v − u}

De alĺı (3.22) toma la forma de:

J =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

u

ϕ(v)ϕ(u)

(∫ v−u

0

1√
|ν|
√
|v − u− ν|

dν

)
︸ ︷︷ ︸

(I)

dvdu (3.23)

Resolviendo independientemente la integral (I),

I =

∫ v−u

0

dν√
|ν|
√
|v − u− ν|

=

∫ v−u

0

dν√
(v−u

2
)2 − (ν − v−u

2
)2
,

utilizando integración por sustitución trigonométrica: ν − v−u
2

= v−u
2

sin θ y

dν = v−u
2

cos θdθ, se tiene

I =

∫ π
2

−π
2

v−u
2

cos θdθ√
(v−u

2
)2(cos θ)2

=

∫ π
2

−π
2

dθ = θ|
π
2

−π
2

= π .
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Sustituyendo este resultado en (3.23), obtenemos

J = π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

u

ϕ(v)ϕ(u)dvdu = π

∫ ∞

−∞
ϕ(u)(

∫ ∞

u

ϕ(v)dv)du︸ ︷︷ ︸
(i)

. (3.24)

Luego, observemos que

d

du
(

∫ ∞

u

ϕ(v)dv) = − d

du
(

∫ u

∞
ϕ(v)dv) = −ϕ(u) .

Por tanto, (3.24) toma la forma

J = π

∫ ∞

−∞
− d

du

(∫ u

∞
ϕ(v)dv

)(∫ ∞

u

ϕ(v)dv

)
du .

De alĺı, finalmente J resulta:

J = −π
2

([∫ ∞

∞
ϕ(v)dv

]2

−
[∫ ∞

−∞
ϕ(v)dv

]2
)

=
π

2
.

Consecuentemente de (3.21) se tiene que

ĺım
ε→0+

Iε =
π

2
ψ(0) =

π

2
〈δ, ψ〉

∴ [(x+)−1/2.(x−)−1/2] =
π

2
δ

Ejemplo 3.5.7. Sean (x+)−2/3 y (x−)−2/3 dos funciones localmente integrables,

definidas por:

(x+)−2/3 =

 (x)−2/3 , x > 0

0 , x < 0

(x−)−2/3 =

 (−x)−2/3 , x < 0

0 , x > 0

Probemos que el producto [(x+)−2/3.(x−)−2/3] no existe.
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Prueba ∀ ψ ∈ D(R) y de (3.14) podemos definir

Iε = 〈(x−2/3
+ ∗ ϕε)(x

−2/3
− ∗ ϕε), ψ〉 ,

Iε =

〈
1

ε2

(∫ ∞

0

y−2/3ϕ

(
x− y

ε

)
dy

)(∫ ∞

0

(z)−2/3ϕ

(
x+ z

ε

)
dz

)
, ψ(x)

〉
.

Haciendo cambios de variables con η = x
ε

, ν = y
ε

y ξ = z
ε

se tiene:

Iε =
1
3
√
ε

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1
3
√
ν2

1
3
√
ξ2
ϕ(η − ν)ϕ(η + ξ)ψ(ηε)dνdξdη︸ ︷︷ ︸

Jε

(3.25)

donde ϕ ∈ A0(R) y las funciones 1
3√

ν2
y 1

3
√

ξ2
son localmente integrables. Luego

aplicando el teorema de Lebesgue tenemos:

ĺım
ε→0+

Jε = ψ(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1
3
√
ν2

1
3
√
ξ2
ϕ(η − ν)ϕ(η + ξ)dνdξdη︸ ︷︷ ︸
I

. (3.26)

La integral I existe y en general es diferente de cero.

Por consiguiente en (3.25)

ĺım
ε→0+

Iε no existe ∀ ϕ ∈ A0 si ψ(0) 6= 0 . De alĺı concluimos que el producto distribu-

cional [(x+)−2/3.(x−)−2/3] no existe.

El siguiente ejemplo generaliza el Ejemplo 3.5.6 .

Ejemplo 3.5.8. Para 0 ≤ a < 1 y 0 ≤ b < 1 definimos las funciones localmente

integrables (x+)−a y (x−)−b como sigue:

(x+)−a =

 (x)−a , x > 0

0 , x < 0

(x−)−b =

 (−x)−b , x < 0

0 , x > 0

Veamos el producto distribucional [(x+)−a.(x−)−b] .
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En efecto ∀ ψ ∈ D(R) y de (3.14) podemos definir

Iε = 〈(x−a
+ ∗ ϕε)(x

−b
− ∗ ϕε), ψ〉 ,

Iε =

〈
1

ε2

(∫ ∞

0

y−aϕ

(
x− y

ε

)
dy

)(∫ ∞

0

(z)−bϕ

(
x+ z

ε

)
dz

)
, ψ(x)

〉
.

Haciendo cambios de variables con η = x
ε

, ν = y
ε

y ξ = z
ε

se tiene:

Iε =
ε

εa+b

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1

|ν|a
1

|ξ|b
ϕ(η − ν)ϕ(η + ξ)ψ(ηε)dνdξdη︸ ︷︷ ︸

Jε

(3.27)

donde ϕ ∈ A0(R) y las funciones 1
νa y 1

ξb son localmente integrables. Luego apli-

cando el teorema de Lebesgue tenemos

ĺım
ε→0+

Jε = ψ(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1

νa

1

ξb
ϕ(η − ν)ϕ(η + ξ)dνdξdη︸ ︷︷ ︸

(I)

. (3.28)

Analizando la expresión I .

Por conveniencia utilizamos la función de Heaviside H(x) que es 1 para x > 0 y 0

para x < 0 entonces se tiene:

I =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

H(ν)H(ξ)

|ν|a|ξ|b
ϕ(η + ξ)ϕ(η − ν)dνdξdη .

Haciendo la sustitución u = η − ν tenemos

I =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

H(ν)H(ξ)

|ν|a|ξ|b
ϕ(u+ ν + ξ)ϕ(u)dνdξdu ,

y después de la sustitución v = u+ ν + ξ

I =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

H(ν)H(v − u− ν)

|ν|a|v − u− ν|b
ϕ(v)ϕ(u)dνdvdu . (3.29)

En (3.29) vemos que las funciones ϕ no dependen de ν. Luego la región de integración

se reduce a:

E = {−∞ < u <∞ , u ≤ v ≤ ∞ , 0 ≤ ν ≤ v − u} .
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De alĺı (3.29) toma la forma de

I =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

u

∫ v−u

0

ϕ(v)ϕ(u)

νa(v − u− ν)b
dνdvdu . (3.30)

Evaluamos independientemente cada integral. Sea

A =

∫ v−u

0

dν

νa(v − u− ν)b
.

Solamente consideremos el caso de a+ b = 1; o sea b = 1− a. Entonces se tiene:

A =

∫ v−u

0

dν

νa(v − u− ν)1−a
.

Haciendo la sustitución x = ν
v−u

; o sea ν = x(v − u) , dν = (v − u)dx, tenemos

A =

∫ 1

0

(v − u)dx

(v − u)axa(v − u− (v − u)x)1−a
=

∫ 1

0

dx

xa(1− x)1−a
=

∫ 1

0

x−a(1− x)a−1dx .

Recordemos que la función Beta para λ, µ > 0 se define por:

B(λ, µ) =
∫ 1

0
xλ−1(1− x)µ−1dx, aplicando este hecho, para nuestro caso

A = B(1− a, a) =
Γ(1− a)Γ(a)

Γ(1)
= Γ(1− a)Γ(a)

Luego sustituyendo en (3.30) obtenemos:

I = Γ(1− a)Γ(a)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

u

ϕ(u)ϕ(v)dudv︸ ︷︷ ︸
(i)

.

Del Ejemplo 3.5.6 vemos que (i) = 1
2
,entonces

I =
1

2
Γ(1− a)Γ(a)

y de alĺı en (3.27) se tiene

ĺım
ε→0+

Iε =
1

2
Γ(1− a)Γ(a)ψ(0)

ĺım
ε→0+

Iε =
1

2

( π

sin πa

)
〈δ, ψ〉
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∴ [(x+)−a.(x−)−b] existe y es de la forma [(x+)−a.(x−)−b] = π
2 sin πa

δ .

Consecuentemente vemos que el producto usual no coincide con el producto dis-

tribucional.



Caṕıtulo 4

EL USO DE TRANSFORMADAS DE FOURIER

PARA ESTUDIAR LOS PRODUCTOS DE

DISTRIBUCIONES

4.1. Distribuciones especiales

Las funciones localmente integrables son distribuciones. En particular esto ocurre

para las funciones

|x|α y sgn(x)|x|α . (4.1)

donde α > −1 .

A continuación definimos las distribuciones que uno asigna a las funciones de la

forma (4.1), con α ≤ −1, y entonces para α = −N − β, donde N es un entero

positivo y 0 ≤ β < 1 .

Tales distribuciones son conocidas en la literatura. En particular, según [13] podemos

definir las siguientes distribuciones.

Definición 4.1.1. Pf
(

1
|x|N+β

)
y Pf

(
sgn(x)
|x|N+β

)
son definidas por:

Para cada ϕ ∈ D(R),〈
Pf

(
1

|x|N+β

)
, ϕ

〉
=

∫
|x|<1

[ϕ(x)− SN−1(x, ϕ)]

|x|N+β
dx+

∫
|x|>1

ϕ(x)

|x|N+β
dx (4.2)

y 〈
Pf

(
sgn(x)

|x|N+β

)
, ϕ

〉
=

∫
|x|<1

sgn(x)[ϕ(x)−SN−1(x, ϕ)]

|x|N+β
dx+

∫
|x|>1

sgn(x)ϕ(x)

|x|N+β
dx (4.3)

36
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donde :

SN−1(x, ϕ) =
N−1∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!
xk . (4.4)

Definición 4.1.2. Definimos:

i) Si 0 < β < 1 entonces se define: ∀ϕ ∈ D(R)〈
P

(
1

|x|N+β

)
, ϕ

〉
=

〈
Pf

(
1

|x|N+β

)
, ϕ

〉
− 2

N−1∑
k=0
k par

1

(N−1+β−k)k!
ϕ(k)(0) (4.5)

〈
P

(
sgn(x)

|x|N+β

)
, ϕ

〉
=

〈
Pf

(
sgn(x)

|x|N+β

)
, ϕ

〉
− 2

N−1∑
k=0

k impar

1

(N−1+β−k)k!
ϕ(k)(0) (4.6)

ii) Para N par se define la distribución P
(

1
|x|N

)
, que se denota por P

(
1

xN

)
, y para

N impar la distribución P
(

sgn(x)
|x|N

)
, denotada por P

(
1

xN

)
, según (4.5) y (4.6)

respectivamente , donde β = 0 .

Nota: Las fórmulas (4.5) y (4.6) no pueden ser utilizadas con β = 0 , N impar

ó β = 0 , N par respectivamente.

Las derivadas distribucionales de las distribuciones definidas en la Definición 4.1.2

se comportan como las derivadas usuales de las funciones (Apéndice C), esto es:

P

(
1

|x|N+β

)′

= −(N + β)P

(
sgn(x)

|x|N+β+1

)
, (4.7)

P

(
sgn(x)

|x|N+β

)′

= −(N + β)P

(
1

|x|N+β+1

)
. (4.8)

Para las distribuciones de la Definición 4.1.1 esto no se cumple. Uno puede demostrar

(Apéndice C) que:

Pf

(
1

|x|N+β

)′

= −(N + β)Pf

(
sgn(x)

|x|N+β+1

)
+

N∑
k=1

(−1)k − 1

k!
δ(k) , (4.9)
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Pf

(
sgn(x)

|x|N+β

)′

= −(N + β)Pf

(
1

|x|N+β+1

)
+

N∑
k=0

1 + (−1)k

k!
δ(k) . (4.10)

También notamos que:

P

(
1

x

)
= Pf

(
1

x

)
. (4.11)

En efecto: De (4.6) se tiene ∀ϕ ∈ D(R)〈
P

(
1

x

)
, ϕ

〉
=

〈
P

(
sgn(x)

|x|

)
, ϕ

〉
,〈

P

(
1

x

)
, ϕ

〉
=

∫
|x|<1

ϕ(x)− ϕ(0)

x
dx+

∫
|x|>1

ϕ(x)

x
dx ,

que podemos reescribir como〈
P

(
1

x

)
, ϕ

〉
= ĺım

ε→0+

(∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)
ϕ(x)

x
dx (4.12)〈

P

(
1

x

)
, ϕ

〉
=

〈
Pf

(
1

x

)
, ϕ

〉
También, 〈

Pf

(
1

|x|

)
, ϕ

〉
=

∫
|x|<1

ϕ(x)− ϕ(0)

|x|
dx+

∫
|x|>1

ϕ(x)

|x|
dx . (4.13)

Ejemplo 4.1.3. Para la función ln |x| entendida como distribución, probemos que

(ln |x|)′ = P ( 1
x
) .

Prueba Se tiene ∀ϕ ∈ D(R)

〈(ln |x|)′ , ϕ〉 = −〈ln |x|, ϕ′〉 = −
∫ ∞

−∞
ln |x|ϕ′

(x)dx

〈(ln |x|)′ , ϕ〉 = −
(

ĺım
ε→0+

(∫ −ε

−∞
ln |x|ϕ′

(x)dx+

∫ ∞

ε

ln |x|ϕ′
(x)dx

))
︸ ︷︷ ︸

I

e integrando por partes, se tiene:

I = ĺım
ε→0+

ln(ε)(ϕ(ε)− ϕ(−ε))︸ ︷︷ ︸
A

+ ĺım
ε→0+

(∫ −ε

−∞

ϕ(x)

x
dx+

∫ ∞

ε

ϕ(x)

x
dx

)
. (4.14)
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A = 0 por la regla de L
′
Hospital, luego en (4.14) y de (4.12) tenemos:

I =

〈
P

(
1

x

)
, ϕ

〉

∴ (ln |x|)′ = P

(
1

x

)
Ejemplo 4.1.4. Definimos la función:

sgn(x) ln |x| =

 ln |x| , x > 0

− ln |x| , x < 0

y probemos que (sgn(x) ln |x|)′ = Pf
(

1
|x|

)
.

Prueba Se tiene ∀ϕ ∈ D(R)

〈
(sgn(x) ln |x|)′ , ϕ

〉
= −

〈
sgn(x) ln |x|, ϕ′

〉
〈
(sgn(x) ln |x|)′ , ϕ

〉
= −

∫ ∞

−∞
sgn(x) ln |x|ϕ′

(x)dx〈
(sgn(x) ln |x|)′ , ϕ

〉
= ĺım

ε→0+

(∫ −ε

−∞
ln |x|ϕ′

(x)dx−
∫ ∞

ε

ln |x|ϕ′
(x)dx

)
︸ ︷︷ ︸

I

.

Integrando por partes, se tiene:

I = ĺım
ε→0+

[
ln(ε)(ϕ(−ε) + ϕ(ε))−

∫ −ε

−∞

ϕ(x)

x
dx+

∫ ∞

ε

ϕ(x)

x
dx

]
,

I = ĺım
ε→0+

[
ln(ε)(ϕ(−ε) + ϕ(ε))−

∫ −1

−∞

ϕ(x)

x
dx−

∫ −ε

−1

ϕ(x)

x
dx +

+

∫ 1

ε

ϕ(x)

x
dx+

∫ ∞

1

ϕ(x)

x
dx

]
,

I = ĺım
ε→0+

ln(ε)(ϕ(−ε) + ϕ(ε)) +

∫
|x|>1

ϕ(x)

|x|
dx+

∫ −ε

−1

ϕ(x)

|x|
dx+

∫ 1

ε

ϕ(x)

|x|
dx︸ ︷︷ ︸

A

 .
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Restando y sumando ϕ(0)
|x| en las integrales en A y resolviendo se tiene

I = ĺım
ε→0+

[ln(ε)(ϕ(−ε) + ϕ(ε))− 2ϕ(0) ln(ε)]︸ ︷︷ ︸
B

+

∫
|x|>1

ϕ(x)

|x|
dx+

∫
|x|<1

ϕ(x)− ϕ(0)

|x|
dx .

B = 0 por la regla de L
′
Hospital. De alĺı de (4.13) podemos concluir

(sgn(x) ln |x|)′ = Pf

(
1

|x|

)
Notación En lo que sigue a las distribuciones:

P

(
1

|x|N+β

)
, P

(
sgn(x)

|x|N+β

)
y P

(
1

xN

)
denotamos por |x|−N−β , sgn(x)|x|−N−β y x−N ó 1

|x|N+β ,
sgn(x)
|x|N+β y 1

xN respectiva-

mente.

4.2. Distribuciones temperadas, transformadas de Fourier y el
producto de distribuciones.

Usando un espacio de funciones de prueba más general que D(R) uno puede

definir el espacio de distribuciones temperadas como un subespacio de D
′
(R).

El espacio de funciones de prueba que se emplea es el Espacio de Schwartz.

Definición 4.2.1 (Espacio de Schwartz S ). S es el espacio de todas las funciones

infinitamente diferenciables quienes junto con sus derivadas se aproximan a cero

más rápidamente que cualquier potencia de 1
|x| cuando |x| → ∞. Aśı sobre la recta

−∞ < x <∞, las funciones ϕ ∈ S satisfacen desigualdades de la forma:

|xkϕ(q)(x)| ≤ Ck,q,ϕ para k, q = 0, 1, 2, . . . .

donde Ck,q,ϕ son constantes.

Definición 4.2.2 (Espacio S
′
). Una distribución temperada es un funcional con-

tinuo sobre el espacio S de funciones de Schwartz. Denotemos por S
′
el conjunto

de todas las distribuciones temperadas.
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Definición 4.2.3 (Transformada de Fourier de una Función de Prueba en S ). Sea

ϕ ∈ S . La transformada de Fourier de ϕ es la función F [ϕ] ∈ S definida por:

F [ϕ](σ) =

∫ ∞

−∞
ϕ(x)eiσxdx , σ ∈ R (4.15)

Definición 4.2.4 (Transformada de Fourier de una Distribución). La transforma-

da de Fourier de una distribución temperada f es la distribución temperada F [f ]

definida por: ∀ ϕ ∈ S

〈F [f ], ϕ〉 = 〈f,F [ϕ]〉 (4.16)

Los siguientes dos conceptos son definidos según [3] (Kamiński).

Definición 4.2.5 (Conjunto W 1). W 1 es el conjunto de funciones medibles en R

tales que para todo F ∈ W 1 existe un polinomio P tal que: FP−1 ∈ L1 .

Definición 4.2.6. Decimos que la convolución f ∗ g, de distribuciones temperadas

f y g es temperada, si f = f1 + f2 + · · · + fr y g = g1 + g2 + · · · + gs, donde

fi, gj(1 ≤ i ≤ r , 1 ≤ j ≤ s) son derivadas distribucionales de algún orden de

las funciones Fi y Gj en W 1 y además las convoluciones |Fi| ∗ |Gj| existen casi

dondequiera siendo también funciones de la clase W 1.

El siguiente teorema está dado en [3]. Dicho teorema se utilizará más adelante.

Teorema 4.2.7. Sean f y g dos distribuciones temperadas tal que la convolución

f ∗ g es temperada. Entonces el producto F [f ].F [g] existe y

F [f ].F [g] = F [f ∗ g] (4.17)

Nota: En la ecuación (4.17) F [f ].F [g] denota el producto (3.18) de distribu-

ciones F [f ] y F [g] que originalmente se denotó por: [F [f ].F [g]] .

En lo que sigue utilizamos la notación simplificada (sin corchetes) para el producto.

Ejemplo 4.2.8. Sea δ(x − x0) la distribución delta de Dirac con singularidad en

x0. Probemos que F [δ(x− x0)] = eiσx0
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Prueba ∀ϕ ∈ S , tenemos:

〈F [δ(x− x0)], ϕ〉 = 〈δ(x− x0),F [ϕ]〉 = F [ϕ](x0)

=

∫
ϕ(ξ)eiσx0dξ =

〈
eiσx0 , ϕ

〉
F [δ(x− x0)] = eix0σ

En particular: Si x0 = 0 entonces F [δ] = 1 .

A continuación presentamos la tabla (4–1) según [15], en el cual vemos las transfor-

madas de Fourier de algunas distribuciones que utilizaremos más adelante.

Cuadro 4–1: Tabla de Transformadas de Fourier

No Distribución f Transformada de Fourier F [f ]
1 δ 1
2 1 2πδ
3 x−1 iπsgn(σ)
4 x−2 −π|σ|
5 xm ;m > 1 2(−i)mπδ(m)

6 x−m ;m > 1 imπ
(m−1)!

σm−1sgn(σ)

7 xn
+ (n = 0, 1, 2, · · · ) in+1[n!σ−n−1 + (−1)n+1iπδ(n)]

8 xn
− (n = 0, 1, 2, · · · ) in+1[(−1)n+1n!σ−n−1 − iπδ(n)]

9 xλ
+ (λ 6= 0,±1,±2, · · · ) iΓ(λ+ 1)[eiλ(π

2
)σ−λ−1

+ − e−iλ(π
2
)σ−λ−1
− ]

10 xλ
− (λ 6= 0,±1,±2, · · · ) iΓ(λ+ 1)[eiλ(π

2
)σ−λ−1
− − e−iλ(π

2
)σ−λ−1

+ ]

Nota: σ−λ−1
+ y σ−λ−1

− son las distribuciones definidas en [15] y son relacionadas

a las distribuciones definidas en la Definición 4.1.2 por:

σ−λ−1
+ =

1

2
(|σ|−λ−1 + |σ|−λ−1sgn(σ)) (4.18)

σ−λ−1
− =

1

2
(|σ|−λ−1 − |σ|−λ−1sgn(σ)) (4.19)

A continuación consideramos una aplicación importante del Teorema 4.2.7 que

nos permite conseguir ciertas identidades para los productos de distribuciones espe-

ciales.
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Para k real, k > −1 tenemos:

xk
+ =

 xk , x > 0

0 , x < 0
(4.20)

xk
− =

 (−x)k , x < 0

0 , x > 0
(4.21)

La convolución de dichas funciones está dada por

xk
+ ∗ xl

+ = xk+l+1
+ B(k + 1, l + 1) , (4.22)

donde B(k + 1, l + 1) =
∫ 1

0
zk(1− z)ldz . Análogamente para xk

− ∗ xl
−, se tiene:

xk
− ∗ xl

− = xk+l+1
− B(k + 1, l + 1) . (4.23)

4.3. Justificación para el uso del Teorema 4.2.7

Las funciones xk
+ , xl

+ y xk
− , xl

− donde k, l reales y k, l > −1 son localmente

integrables y sus convoluciones xk
+ ∗ xl

+ y xk
− ∗ xl

− también lo son.

Verifiquemos que tales funciones son temperadas según de la Definición 4.2.5 .

Consideramos dos casos para demostrar que xk
+ ∈ W 1.

i) Si −1 < k < 0 entonces para el polinomio P (x) := 1 + x2 se tiene que

xk
+

P (x)
=

xk
+

1 + x2
∈ L1(R)

ii) Si k ≥ 0 entonces para el polinomio P (x) := 1 + x2(1+k
′
), donde k

′
es el mı́nimo

entero más cercano a k tal que k
′ ≥ k, se tiene que

xk
+

P (x)
=

xk
+

1 + x2(1+k′ )
∈ L1(R)

De la misma manera se puede ver que xl
+ ∈ W 1. Consecuentemente se tiene

xk
+ , xl

+ ∈ W 1.
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Verificamos que la convolución xk
+ ∗ xl

+ es temperada.

Sabemos que xk
+ ∗ xl

+ = xk+l+1
+ B(k + 1, l + 1). Entonces xk

+ ∗ xl
+ ∈ W 1.

Además |xk
+| = xk

+ y |xl
+| = xl

+.

Por lo tanto |xk
+| ∗ |xl

+| = xk
+ ∗ xl

+ ∈ W 1.

De manera análoga se puede verificar lo mismo para las funciones xk
− y xl

−.

Ahora la discusión de las consecuencias de (4.22) y (4.23) está dividida en los

casos pertinentes, para los cuales utilizaremos la siguiente convención.

Si f, g, F y G ∈ D
′
(R), entonces f.g + F.G denota el ĺımite en D

′
(R) dado por:

f.g + F.G = ĺım
ε→0

[(f ∗ ρε)(g ∗ ρε) + (F ∗ ρε)(G ∗ ρε)] , (4.24)

si el ĺımite existe y no depende de las redes (ρε)ε>0 .

Nota: Si el ĺımite anterior es la distribución denotada por T , entonces en el álgebra

de Colombeau se tiene:

f · g + F ·G ≈ T . (4.25)

Caso 1: k, l son enteros no negativos.

Aplicando la transformada de Fourier a xk
+ ∗ xl

+, utilizando de la tabla (4–1) la

fórmula (7) y el hecho que

B(k + 1, l + 1) =
Γ(k + 1)Γ(l + 1)

Γ(k + l + 2)
=

k! l!

(k + l + 1)!

se obtiene una ecuación que multiplicada por − 1
π2 nos resulta:

(−1)k+lδ(k).δ(l) − 1

iπ

(
(−1)lk!δ(l).

1

σk+1
+ (−1)kl!δ(k).

1

σl+1

)
− k!l!

π2

1

σk+1
.

1

σl+1
=

=

[
(−1)k+l

iπ
δ(k+l+1) − (k + l + 1)!

π2

1

σk+l+2

]
k!l!

(k + l + 1)!
. (4.26)
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Análogamente de (4.23) se tiene:

(−1)k+lδ(k).δ(l)+
(−1)2k+l

iπ
k!δ(l).

1

σk+1
+

(−1)k+2l

iπ
l!δ(k).

1

σl+1
−(−1)2k+2lk!l!

π2

1

σk+1
.

1

σl+1
=

=

[
(−1)k+l+1

iπ
δ(k+l+1) − (−1)2k+2l (k + l + 1)!

π2

1

σk+l+2

]
k!l!

(k + l + 1)!
. (4.27)

Sumando (4.26) y (4.27) y entonces a este resultado multiplicando por π2 tenemos:

(−1)k+lπ2δ(k).δ(l) − k! l!

(
1

σk+1

)
.

(
1

σl+1

)
= −k! l!

(
1

σk+l+2

)
. (4.28)

1) Si k = l y entonces dividiendo por (k!)2 en (4.28) se tiene:(
1

σk+1

)2

− π2

(k!)2
(δ(k))2 =

(
1

σ2k+2

)
y sustituyendo k = n− 1,(

1

σn

)2

− π2

((n− 1)!)2
(δ(n−1))2 =

(
1

σ2n

)
. (4.29)

La ecuación (4.29) es un resultado del producto de distribuciones dada por Fisher

en [2].

En particular si k = l = 0

δ2 − 1

π2

(
1

σ

)2

= − 1

π2

(
1

σ2

)
, (4.30)

aunque
(

1
σ

)2
y δ2 no existen por si mismos, lo que fue observado por Mikusiński

en [18] y esto es consistente con (4.24) .(Ver también la ecuación (4.25))

2) Dividiendo por k! l! a (4.28) tenemos:(
1

σk+1

)
.

(
1

σl+1

)
− (−1)k+lπ2

k! l!
δ(k)δ(l) =

(
1

σk+l+2

)
,

que, después de hacer las sustituciones k = n− 1 y l = r − 1 toma la forma de(
1

σn

)
.

(
1

σr

)
− (−1)n+rπ2

(n− 1)! (r − 1)!
δ(n−1).δ(r−1) =

(
1

σk+l+2

)
(4.31)
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La ecuación (4.31) es un resultado del producto de distribuciones dada por Fisher

en [2].

Restando (4.26) de (4.27) tenemos:

(−1)lk!δ(l).

(
1

σk+1

)
+ (−1)kl!δ(k).

(
1

σl+1

)
=

(−1)k+l+1k! l!

(k + l + 1)!
δ(k+l+1) . (4.32)

1) Si k = l en (4.32) se tiene:

δ(k).

(
1

σk+1

)
=

(−1)k+1k!

2(2k + 1)!
δ(2k+1)

que, después de sustituir k = n− 1, toma la forma de

δ(n−1).

(
1

σn

)
=

(−1)n(n− 1)!

2(2n− 1)!
δ(2n−1) . (4.33)

La ecuación (4.33) es un resultado del producto de distribuciones dada por Fisher

en [2]. En particular si k = l = 0, (4.33) se reduce a

δ.

(
1

σ

)
= −1

2
δ
′
. (4.34)

La ecuación (4.34) fue demostrada por primera vez por Domingues y Scarfiello en

[18] .

2) Dividiendo por k! l! a (4.32) se obtiene

(−1)l

l!
δ(l).

(
1

σk+1

)
+

(−1)k

k!
δ(k).

(
1

σl+1

)
=

(−1)k+l+1

(k + l + 1)!
δ(k+l+1) ,

que, después de sustituir k = n− 1 y l = r − 1, resulta que

(−1)n

(n− 1)!
δ(n−1).

(
1

σr

)
+

(−1)r

(r − 1)!
δ(r−1).

(
1

σn

)
=

(−1)n+r

(n+ r − 1)!
δ(n+r−1) . (4.35)

La ecuación (4.35) es un resultado del producto de distribuciones dada por Fisher

en [2].

Caso 2: λ, µ 6∈ Z y (λ+ µ) 6∈ Z

Aplicando la transformada de Fourier a xλ
+ ∗x

µ
+, utilizando la fórmula (9) de la tabla
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(4–1) y además haciendo las sustituciones λ̃ = π
2
λ , µ̃ = π

2
µ y γ̃ = π

2
(λ + µ + 1)

tenemos:

−|σ|−λ−1.|σ|−µ−1 sin λ̃ sin µ̃+
sgn(σ)

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos λ̃ cos µ̃+ i|σ|−λ−1.

sgn(σ)

|σ|µ+1
sin λ̃ cos µ̃+

+ i
sgn(σ)

|σ|λ+1
.|σ|−µ−1 cos λ̃ sin µ̃ = |σ|−λ−µ−2 sin γ̃ − i

sgn(σ)

|σ|λ+µ+2
cos γ̃ . (4.36)

Análogamente para xλ
− ∗ x

µ
−, se tiene:

−|σ|−λ−1.|σ|−µ−1 sin λ̃ sin µ̃+
sgn(σ)

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos λ̃ cos µ̃− i|σ|−λ−1.

sgn(σ)

|σ|µ+1
sin λ̃ cos µ̃

− i
sgn(σ)

|σ|λ+1
.|σ|−µ−1 cos λ̃ sin µ̃ = |σ|−λ−µ−2 sin γ̃ + i

sgn(σ)

|σ|λ+µ+2
cos γ̃ . (4.37)

De (4.36) y (4.37) tenemos:

Para la suma de las mismas

− |σ|−λ−1.|σ|−µ−1 sin λ̃ sin µ̃+
sgn(σ)

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos λ̃ cos µ̃= |σ|−λ−µ−2 sin γ̃ (4.38)

Para la diferencia:

|σ|−λ−1.
sgn(σ)

|σ|µ+1
sin λ̃ cos µ̃+

sgn(σ)

|σ|λ+1
.|σ|−µ−1 cos λ̃ sin µ̃=− sgn(σ)

|σ|λ+µ+2
cos γ̃ (4.39)

Caso 3: λ ∈ Z , µ 6∈ Z

Aplicando la transformada de Fourier a xλ
+ ∗ xµ

+, utilizando de la tabla (4–1) la

fórmula (7) y (9) respectivamente y además Γ(λ+ 1) = λ! se tiene:

iλ!σ−λ−1.|σ|−µ−1 sin µ̃+ λ!σ−λ−1.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃+ (−1)λπδ(λ).|σ|−µ−1 sin µ̃−

− (−1)λiπδ(λ).
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃ = i−λ−1λ!

[
i|σ|−λ−µ−2 sin γ̃ +

sgn(σ)

|σ|λ+µ+2
cos γ̃

]
(4.40)

Análogamente para xλ
− ∗ x

µ
− se tiene:
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−i(−1)λλ!σ−λ−1.|σ|−µ−1 sin µ̃+ (−1)λλ!σ−λ−1.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃+ πδ(λ).|σ|−µ−1 sin µ̃+

+ iπδ(λ).
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃ = i−λ−1λ!

[
i|σ|−λ−µ−2 sin γ̃ − sgn(σ)

|σ|λ+µ+2
cos γ̃

]
(4.41)

Conclusión:

1) Multiplicando por (−1)λ a (4.40) y sumando (4.41) se obtiene

2(−1)λσ−λ−1.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃+

2π

λ!
δ(λ).|σ|−µ−1 sin µ̃ = (1 + (−1)λ)i−λ|σ|−λ−µ−2 sin γ̃+

+ ((−1)λ − 1)i−λ−1 sgn(σ)

|σ|−λ−µ−2
cos γ̃ (4.42)

2) Multiplicando por (−1)λ a (4.40) y restando a (4.41), tenemos:

2(−1)λσ−λ−1.|σ|−µ−1 sin µ̃− 2π

λ!
δ(λ).

sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃ = ((−1)λ − 1)i−λ−1|σ|−λ−µ−2 sin γ̃−

− ((−1)λ + 1)i−λ(|σ|−λ−µ−2sgn(σ)) cos γ̃ (4.43)

De (4.42) y (4.43) podemos inferir:

Si λ = 2m y m par

i)

1

σλ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃+

π

λ!
δ(λ).

1

|σ|µ+1
sin µ̃ =

1

|σ|λ+µ+2
sin γ̃ (4.44)

y

1

σλ+1
.

1

|σ|µ+1
sin µ̃− π

λ!
δ(λ).

sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃ = − sgn(σ)

|σ|λ+µ+2
cos γ̃ (4.45)

Si λ = 2m y m impar
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ii)

1

σλ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃+

π

λ!
δ(λ).

1

|σ|µ+1
sin µ̃ = − 1

|σ|λ+µ+2
sin γ̃ (4.46)

y

1

σλ+1
.

1

|σ|µ+1
sin µ̃− π

λ!
δ(λ).

sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃ =

sgn(σ)

|σ|λ+µ+2
cos γ̃ (4.47)

Si λ = 2m+ 1 y m par

iii)

1

σλ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃− π

λ!
δ(λ).

1

|σ|µ+1
sin µ̃ = − sgn(σ)

|σ|λ+µ+2
cos γ̃ (4.48)

y

1

σλ+1
.

1

|σ|µ+1
sin µ̃+

π

λ!
δ(λ).

sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃ = − 1

|σ|λ+µ+2
sin γ̃ (4.49)

Si λ = 2m+ 1 y m impar

iv)

1

σλ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃− π

λ!
δ(λ).

1

|σ|µ+1
sin µ̃ =

sgn(σ)

|σ|λ+µ+2
cos γ̃ (4.50)

y

1

σλ+1
.

1

|σ|µ+1
sin µ̃+

π

λ!
δ(λ).

sgn(σ)

|σ|µ+1
cos µ̃ =

1

|σ|λ+µ+2
sin γ̃ (4.51)

Caso 4: λ 6∈ Z , µ 6∈ Z y (λ+ µ) ∈ Z.

Aplicando la transformada de Fourier a xλ
+ ∗ x

µ
+, y utilizando de la tabla (4–1) la

fórmula (7) y (9) respectivamente tenemos:
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−|σ|−λ−1.|σ|−µ−1 sin λ̃ sin µ̃+
sgn(σ)

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos λ̃ cos µ̃+

+i|σ|−λ−1.
sgn(σ)

|σ|µ+1
sin λ̃ cos µ̃+ i

sgn(σ)

|σ|λ+1
.|σ|−µ−1 cos λ̃ sin µ̃ =

=
iλ+µ

Γ(λ+ µ+ 2)

[
(λ+ µ+ 1)!σ−λ−µ−2 + (−1)λ+µiπδ(λ+µ+1)

]
. (4.52)

Análogamente para xλ
− ∗ x

µ
− se tiene:

−|σ|−λ−1.|σ|−µ−1 sin λ̃ sin µ̃+
sgn(σ)

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos λ̃ cos µ̃−

−i|σ|−λ−1.
sgn(σ)

|σ|µ+1
sin λ̃ cos µ̃− i

sgn(σ)

|σ|λ+1
.|σ|−µ−1 cos λ̃ sin µ̃ =

=
iλ+µ

Γ(λ+ µ+ 2)

[
(−1)λ+µ(λ+ µ+ 1)!σ−λ−µ−2 − iπδ(λ+µ+1)

]
. (4.53)

Conclusión:

Sumando (4.52) y (4.53) se obtiene

Γ(λ+ µ+ 2)|σ|−λ−1.|σ|−µ−1 sin λ̃ sin µ̃− sgn(σ)

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos λ̃ cos µ̃ =

= −1

2
iλ+µ

[
(−1λ+µ + 1)(λ+ µ+ 1)!σ−λ−µ−2 + iπ(−1λ+µ − 1)δ(λ+µ+1)

]
(4.54)

Restando (4.52) de (4.53)

Γ(λ+ µ+ 2)|σ|−λ−1.
sgn(σ)

|σ|µ+1
sin λ̃ cos µ̃+

sgn(σ)

|σ|λ+1
.|σ|−µ−1 cos λ̃ sin µ̃ =

=
1

2
iλ+µ−1

[
(1−(−1)λ+µ)(λ+ µ+ 1)!σ−λ−µ−2 + iπ(−1λ+µ + 1)δ(λ+µ+1)

]
(4.55)

De (4.54) y (4.55) podemos inferir:

Si λ+ µ ≡ 0 ( mod 4)
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i)

1

|σ|λ+1
.

1

|σ|µ+1
sin λ̃ sin µ̃− sgn(σ)

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos λ̃ cos µ̃= − 1

σλ+µ+2
(4.56)

y

1

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
sin λ̃ cos µ̃+

sgn(σ)

|σ|λ+1
.

1

|σ|µ+1
cos λ̃ sin µ̃=

π

Γ(λ+ µ+ 2)
δ(λ+µ+1) (4.57)

Si λ+ µ ≡ 2 ( mod 4)

ii)

1

|σ|λ+1
.

1

|σ|µ+1
sin λ̃ sin µ̃− sgn(σ)

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos λ̃ cos µ̃ =

1

σλ+µ+2
(4.58)

y

1

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
sin λ̃ cos µ̃+

sgn(σ)

|σ|λ+1
.

1

|σ|µ+1
cos λ̃ sin µ̃=

−π
Γ(λ+µ+2)

δ(λ+µ+1) (4.59)

Si λ+ µ = 2m+ 1 y m par

iii)

1

|σ|λ+1
.

1

|σ|µ+1
sin λ̃ sin µ̃− sgn(σ)

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos λ̃ cos µ̃=

−π
Γ(λ+µ+2)

δ(λ+µ+1) (4.60)

y

1

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
sin λ̃ cos µ̃+

sgn(σ)

|σ|λ+1
.

1

|σ|µ+1
cos λ̃ sin µ̃ =

1

σλ+µ+2
(4.61)

Si λ+ µ = 2m+ 1 y m impar

iv)

1

|σ|λ+1
.

1

|σ|µ+1
sin λ̃ sin µ̃− sgn(σ)

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
cos λ̃ cos µ̃=

π

Γ(λ+µ+2)
δ(λ+µ+1) (4.62)

y

1

|σ|λ+1
.
sgn(σ)

|σ|µ+1
sin λ̃ cos µ̃+

sgn(σ)

|σ|λ+1
.

1

|σ|µ+1
cos λ̃ sin µ̃ = − 1

σλ+µ+2
(4.63)
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4.4. Aplicaciones

Los siguientes ejemplos, muestran algunos resultados contenidos en los diferen-

tes casos de la Sección 4.3

Ejemplo 4.4.1. Sea λ = −2
3

y µ = −2
3

entonces λ + µ = −4
3
. Utilizando los

resultados del Caso 2, tenemos de la ecuación (4.38)

− 1

|σ|1/3
.

1

|σ|1/3
sin(−π

3
) sin(−π

3
) +

sgn(σ)

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/3
cos(−π

3
) cos(−π

3
)=

1

|σ|2/3
sin(−π

6
) ,

que se simplifica a

− 3
1

|σ|1/3
.

1

|σ|1/3
+
sgn(σ)

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/3
= −2

1

|σ|2/3
, (4.64)

y de la ecuación (4.39)

1

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/3
sin(−π

3
) cos(−π

3
) +

sgn(σ)

|σ|1/3
.

1

|σ|1/3
cos(−π

3
) sin(−π

3
)=−sgn(σ)

|σ|2/3
cos(−π

6
)

que conduce a

− 1

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/3
− sgn(σ)

|σ|1/3
.

1

|σ|1/3
= −2

sgn(σ)

|σ|2/3

y entonces tenemos

1

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/3
=

sgn(σ)

|σ|2/3
(4.65)

El producto en (4.65) es consistente con el Teorema 3 (p = 2, r = 2), ya que los

cuadrados de las funciones son localmente integrables.

Ejemplo 4.4.2. Sea λ = −1
2

, µ = −1
2

entonces λ + µ = −1. Haciendo uso de los

resultados del Caso 4 podemos inferir de la ecuación (4.62) que

1

|σ|1/2
.

1

|σ|1/2
sin(−π

4
) sin(−π

4
)− sgn(σ)

|σ|1/2
.
sgn(σ)

|σ|1/2
cos(−π

4
) cos(−π

4
) =

π

Γ(1)
δ

donde Γ(1) = 1 y de alĺı
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1

|σ|1/2
.

1

|σ|1/2
− sgn(σ)

|σ|1/2
.
sgn(σ)

|σ|1/2
= 2πδ . (4.66)

De la ecuación (4.63) se obtiene

1

|σ|1/2
.
sgn(σ)

|σ|1/2
sin(−π

4
) cos(−π

4
) +

sgn(σ)

|σ|1/2
.

1

|σ|1/2
cos(−π

4
) sin(−π

4
) = − 1

σ

− 1

|σ|1/2
.
sgn(σ)

|σ|1/2
− sgn(σ)

|σ|1/2
.

1

|σ|1/2
= −2

1

σ
.

y finalmente

1

|σ|1/2
.
sgn(σ)

|σ|1/2
=

1

σ
(4.67)

La ecuación (4.67) no se puede obtener del Teorema 3.5.3.

Sean F = 1
|x|1/2 , G = sgn(σ)

|x|1/2 y p, r ≥ 1 tal que F ∈ Lp
loc y G ∈ Lr

loc. Ahora como(
1

|x|1/2

)p

= 1
|x|p/2 entonces p

2
< 1 y consecuentemente

1 ≤ p < 2 . (4.68)

De manera análoga se tiene

1 ≤ r < 2 . (4.69)

Para que se cumpla 1
p
+ 1

r
≤ 1, el valor de r debe satisfacer r ≥ p

p−1
. Analizando esta

desigualdad entre los valores de p, 1 y 2 vemos que la función p
p−1

es decreciente.

Entonces r ≥ 2, lo cuál es una contradicción con (4.69).

Concluimos esta parte afirmando que no podemos conseguir los valores de p y r

tales que se cumpla la hipótesis del Teorema 3.5.3.

Además para las distribuciones F = σ
−1/2
+ y G = σ

−1/2
− , el producto de F y G

está dado por:
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F.G =
1

4

(
1

|σ|1/2
.

1

|σ|1/2
− 1

|σ|1/2
.
sgn(σ)

|σ|1/2
+
sgn(σ)

|σ|1/2
.

1

|σ|1/2
− sgn(σ)

|σ|1/2
.
sgn(σ)

|σ|1/2

)
(4.70)

donde se utilizó (4.18) y (4.19). Luego sustituyendo los resultados obtenidos de (4.66)

y (4.67) en (4.70) se tiene:

F.G =
1

2
πδ . (4.71)

La ecuación (4.71) es el producto distribucional enunciado en [4] y obtenido en el

ejemplo 3.5.6.

Ejemplo 4.4.3. Sea λ = −2
3

, µ = −1
2

entonces λ + µ = −7
6
. Utilizando los

resultados del Caso 2 tenemos.

De la ecuación (4.38) se tiene:

− 1

|σ|1/3
.

1

|σ|1/2
sin(−π

3
) sin(−π

4
) +

sgn(σ)

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/2
cos(−π

3
) cos(−π

4
)=

1

|σ|5/6
sin(− π

12
),

√
3

1

|σ|1/3
.

1

|σ|1/2
+
sgn(σ)

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/2
= − 4√

2
sin(− π

12
)

1

|σ|5/6

√
3

1

|σ|1/3
.

1

|σ|1/2
− sgn(σ)

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/2
= (

√
3− 1)

1

|σ|5/6
, (4.72)

y de la ecuación (4.39) se obtiene:

1

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/2
sin(−π

3
) cos(−π

4
) +

sgn(σ)

|σ|1/3
.

1

|σ|1/2
cos(−π

3
) sin(−π

4
)=−sgn(σ)

|σ|5/6
cos(− π

12
)

√
3

1

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/2
+
sgn(σ)

|σ|1/3
.

1

|σ|1/2
=

4√
2

cos(− π

12
)
sgn(σ)

|σ|5/6

√
3

1

|σ|1/3
.
sgn(σ)

|σ|1/2
+
sgn(σ)

|σ|1/3
.

1

|σ|1/2
= (

√
3 + 1)

sgn(σ)

|σ|5/6
(4.73)

De las ecuaciones (4.72) y (4.73) surge la pregunta de, si los productos distribu-

cionales que aparecen en dichas ecuaciones coinciden con sus productos como fun-

ciones según del Teorema 3.5.3.
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Sean F = 1
|x|1/3 , G = 1

|x|1/2 y p, r ≥ 1 talque F ∈ Lp
loc y G ∈ Lr

loc. Ahora como(
1

|x|1/3

)p

= 1
|x|p/3 entonces p

3
< 1 y consecuentemente

1 ≤ p < 3 . (4.74)

De manera análoga para
(

1
|x|1/2

)r

= 1
|x|r/2 se obtiene

1 ≤ r < 2 . (4.75)

Para que se cumpla 1
p
+ 1

r
≤ 1, el valor de r debe satisfacer r ≥ p

p−1
. Luego podemos

inferir que p
p−1

≤ r < 2 .

En particular, si p = 5/2 entonces 5
3
≤ r < 2 y podemos conseguir r = 11

6
tal que se

cumple

1

p
+

1

r
=

6

11
+

2

5
=

52

55
≤ 1 .

De lo anterior podemos concluir que uno puede satisfacer la hipótesis del Teorema

3.5.3, para F = 1
|σ|1/3 y G = 1

|σ|1/2 con p = 5
2

y r = 11
6
.

Análogamente se puede hacer lo mismo para las funciones sgn(σ)

|σ|1/3 y sgn(σ)

|σ|1/2 ó 1
|σ|1/3 y

sgn(σ)

|σ|1/2 .

Consecuentemente decimos que tales productos existen en (4.72) y (4.73). De alĺı to-

dos estos productos según el Teorema 3.5.3 son iguales a los productos usuales de

funciones.

4.5. Otros productos particulares

1. El producto modelo 1
x
.δ

Por (3.18) se tiene:(
1

x

)
· δ = ĺım

ε→0

[(
1

x
∗ ϕε

)
(δ ∗ ϕε)

]
en D

′
(R) .

En efecto.

∀ψ ∈ D(R), definimos
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Iε :=

∫ ∞

−∞

(
1

x
∗ ϕε

)
(y)(δ ∗ ϕε)(y)ψ(y)dy . (4.76)

Las convoluciones en (4.76) se consigue de las fórmulas (B.1) (Apéndice B)

(δ ∗ ϕε)(y) = 〈δ(z), ϕε(y − z)〉 = ϕε(y) =
1

ε
ϕ
(y
ε

)
(4.77)

y (
1

x
∗ ϕε

)
(y) =

〈
1

x
, ϕε(y − x)

〉
.

Ahora para no trabajar con la distribución 1
x

directamente, la reemplazamos, según

el Ejemplo 4.1.3, por (ln |x|)′ que resulta en(
1

x
∗ ϕε

)
(y) = 〈ln |x|, ϕ′

ε(y − x)〉 =

∫ ∞

−∞
ln |x|ϕ′

ε(y − x)dx .

Luego haciendo el cambio de variable z = y − x en la integral y poniendo

ϕ
′
ε(z) = 1

ε2
ϕ
′
( z

ε
) se tiene:(

1

x
∗ ϕε

)
(y) =

∫ ∞

−∞
ln |y − z| 1

ε2
ϕ
′
(
z

ε
)dz . (4.78)

Entonces sustituyendo (4.77) y (4.78) en (4.76) tenemos:

Iε =
1

ε3

∫ ∞

−∞
ϕ
(y
ε

)
ψ(y)

∫ ∞

−∞
ln |y − z|ϕ′

(z
ε

)
dzdy

que después de los cambios de variables ζ = z
ε

y η = y
ε

toma la forma de

Iε =
1

ε

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(η)ψ(ηε) ln |(η − ζ)ε|ϕ′

(ζ)dζdη . (4.79)

Para analizar qué ocurre con Iε cuando ε −→ 0, es conveniente utilizar la fórmula

de Taylor

ψ(εη) = ψ(0) + εηψ
′
(0) + ε2η2ψ̃(εη) (4.80)
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donde ψ̃ es una función suave.

Sustituyendo (4.80) en (4.79) se obtiene

Iε =
1

ε

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
[ψ(0) + εηψ

′
(0) + ε2η2ψ̃(εη)]ϕ(η)[ln |ε|+ ln |η − ζ|]ϕ′

(ζ)dζdη

y luego

Iε =
ln |ε|
ε
ψ(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(η)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(I)

+
1

ε
ψ(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(η) ln |η − ζ|ϕ′

(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸
(II)

+

+ ln |ε|ψ′
(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ηϕ(η)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(III)

+ψ
′
(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ηϕ(η) ln |η − ζ|ϕ′

(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸
(IV )

+

ε ln |ε|
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
η2ψ̃(εη)ϕ(η)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(V )

+ε

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
η2ψ̃(εη)ϕ(η) ln |η − ζ|ϕ′

(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸
(V I)

.

Ahora las integrales (I) , (III) y (V ) son iguales a cero, puesto que ϕ ∈ D(R) .

Analizamos la expresión (V I). Porque ψ̃ ∈ C∞(R) , ln |η − ζ| es una función local-

mente integrable y ϕ(η) , ϕ
′
(ζ) son funciones de soportes compactos, entonces para

cada ε < 1 , la función integrante es acotada por una función integrable.

Utilizando el Teorema de Lebesgue para la convergencia acotada concluimos que el

ĺımite de la integral (V I) cuando ε→ 0+ existe, por lo que la expresión que contiene

la integral V I tiende a cero.

En la integral II sustituimos z = η − ζ que nos da

II =

∫ ∞

−∞
ln |z|

∫ ∞

−∞

(
ϕ(z + ζ)ϕ

′
(ζ)dζ

)
dz .

Ahora integrando por partes con u = ϕ(z + ζ) y v = ϕ(ζ) se obtiene

II =

∫ ∞

−∞
ln |z|

∫ ∞

−∞
ϕ
′
(z + ζ)ϕ(ζ)dζdz .
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Luego sumamos las dos expresiones para II que nos da 2II = 0 . Entonces II = 0 .

Para la integral IV se hace la sustitución z = η − ζ que nos resulta

IV =

∫ ∞

−∞
ln |z|

∫ ∞

−∞
(z + ζ)ϕ

′
(ζ)ϕ(z + ζ)dζdz .

Luego integrando por partes con u = (z + ζ)ϕ(z + ζ) y v = ϕ(ζ) se obtiene

IV = −
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ln |z|

[
ϕ(z + ζ)ϕ(ζ) + (z + ζ)ϕ

′
(z + ζ)ϕ(ζ)

]
dζdz .

Sea η = z + ζ y luego colocando η en lugar de ζ se tiene:

IV = −
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ln |η − ζ|ϕ(η)ϕ(ζ)dζdη −

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ln |η − ζ|ηϕ′

(η)ϕ(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸
(i)

,

y después de sumar y restar ζ en (i) ,

IV = −
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ln |η − ζ|ϕ(η)ϕ(ζ)dζdη −

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ln |η − ζ|(η − ζ)ϕ

′
(η)ϕ(ζ)dζdη −

−
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ln |η − ζ|ζϕ′

(η)ϕ(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸
IV

.

Entonces:

2IV = −
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ln |η − ζ|ϕ(ζ)

∂

∂η
[(η − ζ)ϕ(η)] dζdη︸ ︷︷ ︸

(ii)

. (4.81)

Probemos que (ii) es igual a −1 .

En efecto:

Sea z = η − ζ. Entonces sustituyendo en (ii), se obtiene∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ln |z|ϕ(ζ)

∂

∂z
[zϕ(z + ζ)] dζdz =

∫ ∞

−∞
ϕ(ζ)

(∫ ∞

−∞
ln |z| ∂

∂z
[zϕ(z + ζ)] dz

)
︸ ︷︷ ︸

(iii)

dζ
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Ahora (iii) es el ĺımite cuando ε1 → 0+ y ε2 → 0+ de∫ ∞

ε1

ln |z| ∂
∂z

[zϕ(z + ζ)] dz +

∫ −ε2

−∞
ln |z| ∂

∂z
[zϕ(z + ζ)] dz . (4.82)

Integrando por partes en (4.82) con u = ln |z| y v = zϕ(z+ ζ) se obtiene para (iii)

−
∫ ∞

0

ϕ(z + ζ)dz −
∫ 0

−∞
ϕ(z + ζ)dz = −

∫ ∞

−∞
ϕ(z + ζ)dz = −1

Por lo tanto IV =
1

2
.

En resumen

ĺım
ε→0

Iε =
1

2
ψ

′
(0)

ĺım
ε→0

Iε =

〈
−1

2
δ
′
, ψ

〉
Consecuentemente: 1

x
.δ = −1

2
δ
′

2. El producto modelo 1
|x| .δ , donde 1

|x| = Pf
(

1
|x|

)
Por (3.18) se tiene (

1

|x|

)
· δ = ĺım

ε→0

(
1

|x|
∗ ϕε

)
(δ ∗ ϕε) .

∀ψ ∈ D(R), definimos

Iε :=

∫ ∞

−∞

(
1

|x|
∗ ϕε

)
(y)(δ ∗ ϕε)(y)ψ(y)dy . (4.83)

Las convoluciones en (4.83) se consiguen de las fórmulas (4.77) y(
1

|x|
∗ ϕε

)
(y) =

〈
1

|x|
, ϕε(y − x)

〉
.

Ahora, para no trabajar con la distribución 1
|x| directamente, la reemplazamos según

el Ejemplo 4.1.4 por (ln |x|sgn(x))
′
que resulta en(

1

|x|
∗ ϕε

)
(y) = 〈ln |x|sgn(x), ϕ

′

ε(y − x)〉 =

∫ ∞

−∞
ln |x|sgn(x)ϕ

′

ε(y − x)dx .
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Luego haciendo el cambio de variable z = y − x y como ϕ
′
ε(z) = 1

ε2
ϕ
′
( z

ε
) se tiene:(

1

|x|
∗ ϕε

)
(y) =

∫ ∞

−∞
ln |y − z|sgn(y − z)

1

ε2
ϕ
′
(
z

ε
)dz . (4.84)

Entonces sustituyendo (4.77) y (4.84) en (4.83) tenemos:

Iε =
1

ε3

∫ ∞

−∞
ϕ
(y
ε

)
ψ(y)

∫ ∞

−∞
ln |y − z|sgn(y − z)ϕ

′
(z
ε

)
dzdy ,

que, después de los cambios de variables ζ = z
ε

y η = y
ε
, toma la forma

Iε =
1

ε

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(η)ψ(ηε) ln |(η − ζ)ε|sgn(ε(η − ζ))ϕ

′
(ζ)dζdη . (4.85)

Para analizar lo que ocurre con Iε cuando ε → 0+ es conveniente utilizar la

fórmula de Taylor

ψ(εη) = ψ(0) + εηψ
′
(0) + ε2η2ψ̃(εη) . (4.86)

donde ψ̃ es una función suave y tomar en cuenta que sgn(ε(η − ζ)) = sgn(η − ζ) .

Sustituyendo (4.86) en (4.85) se obtiene
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Iε =
ln |ε|
ε
ψ(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(η)sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(I)

+

+
1

ε
ψ(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(η) ln |η − ζ|sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(II)

+

+ ln |ε|ψ′
(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ηϕ(η)sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(III)

+

+ψ
′
(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ηϕ(η) ln |η − ζ|sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(IV )

+

+ε ln |ε|
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
η2ψ̃(εη)ϕ(η)sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(V )

+

+ε

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
η2ψ̃(εη)ϕ(η) ln |η − ζ|sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(V I)

.

Ahora los ĺımites de las integrales (V ) y (V I) existen por el teorema de

Lebesgue, puesto que ϕ ∈ D(R). Las integrales I, II, III y IV existen puesto que

las funciones integrantes tienen soportes compactos.

Analizemos la integral I

I =

∫ ∞

−∞

∫ η

−∞
ϕ(η)ϕ

′
(ζ)dζdη −

∫ ∞

−∞

∫ ∞

η

ϕ(η)ϕ
′
(ζ)dζdη

I = 2

∫ ∞

−∞
ϕ2(η)dη .

Entonces I > 0 , ∀ϕ ∈ A0 .

Luego tenemos para cada ψ ∈ D(R) tal que ψ(0) 6= 0

Iε =
ln ε

ε
ψ(0)C1 +

1

ε
ψ(0)C2 + (ln ε)ψ

′
(0)C3 + ψ

′
(0)C4 + ε(ln ε)C5(ε) + εC6(ε) ,

Iε =
ln ε

ε

[
ψ(0)C1 +

1

ln ε
ψ(0)C2 + εψ

′
(0)C3 +

ε

ln ε
ψ

′
(0)C4 + ε2C5(ε) +

ε2

ln ε
C6(ε)

]
︸ ︷︷ ︸

A

,
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donde C1, . . . , C6, denotan los valores de las integrales I, . . . , V I respectivamente.

Entonces aplicando el ĺımite a Iε se tiene que ĺım
ε→0+

ln ε
ε

= −∞ y ĺım
ε→0+

A = ψ(0)C1

con C1 6= 0 y ψ(0) 6= 0.

Por lo tanto Iε, diverge. Consecuentemente el producto
(

1
|x|

)
.δ no existe.

3. El producto modelo 1
|x| .δ

′
, donde 1

|x| = Pf
(

1
|x|

)
.

Por (3.18) se tiene

1

|x|
.δ

′
= ĺım

ε→0

(
1

|x|
∗ ϕ
)

(δ
′ ∗ ϕ) .

∀ψ ∈ D(R) definimos

Iε :=

∫ ∞

−∞

(
1

|x|
∗ ϕε

)
(y)(δ

′ ∗ ϕε)(y)ψ(y)dy . (4.87)

Las convoluciones en (4.87) se consiguen de las fórmulas siguientes:

(δ
′ ∗ ϕε)(y) = 〈δ′(z), ϕε(y − z)〉 = −ϕ′

ε(y) =
−1

ε2

(
ϕ
′
(y
ε

))
(4.88)

y de (4.84). Sustituyendo (4.88) y (4.84) en (4.87) se tiene:

Iε =
−1

ε4

∫ ∞

−∞
ϕ
′
(
y

ε
)ψ(y)

∫ ∞

−∞
ln |y − z|sgn(y − z)ϕ

′
(
z

ε
)dzdy ,

que después de los cambios de variables ζ = z
ε

y η = y
ε

, toma la forma

Iε =
−1

ε2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ
′
(η)ψ(ηε) ln |(η − ζ)ε|sgn(ε(η − ζ))ϕ

′
(ζ)dζdη . (4.89)

Para analizar que ocurre con Iε cuando ε −→ 0+ es conveniente utilizar nuevamente

la fórmula de Taylor

ψ(εη) = ψ(0) + εηψ
′
(0) + ε2η2ψ̃(εη) . (4.90)

donde ψ̃ es una función suave y tomar en cuenta que sgn(ε(η − ζ)) = sgn(η − ζ).

Sustituyendo (4.90) en (4.89) se obtiene:
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Iε = − ln |ε|
ε2

ψ(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ
′
(η)sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(I)

−

− 1

ε2
ψ(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ
′
(η) ln |η − ζ|sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(II)

−

− ln |ε|
ε
ψ

′
(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ηϕ

′
(η)sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(III)

−

−1

ε
ψ

′
(0)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ηϕ

′
(η) ln |η − ζ|sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(IV )

−

− ln |ε|
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
η2ψ̃(εη)ϕ

′
(η)sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(V )

−

−
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
η2ψ̃(εη)ϕ

′
(η) ln |η − ζ|sgn(η − ζ)ϕ

′
(ζ)dζdη︸ ︷︷ ︸

(V I)

.

Luego las integrales I, . . . , IV existen y las integrales V y V I tienen ĺımites finitos

cuando ε→ 0+.

En particular, vemos que en el caso de la integral III ,

III =

∫ ∞

−∞

∫ η

−∞
ηϕ

′
(η)ϕ

′
(ζ)dζdη −

∫ ∞

−∞

∫ ∞

η

ηϕ
′
(η)ϕ

′
(ζ)dζdη ,

III = 2

∫ ∞

−∞
ηϕ

′
(η)ϕ(η)dη︸ ︷︷ ︸
B

, (4.91)

e integrando por partes con u = ηϕ(η) y v = ϕ(η) se tiene

B = −1

2

∫ ∞

−∞
ϕ2(η)dη .

Sustituyendo en (4.91)

III = −
∫ ∞

−∞
ϕ2(η)dη .
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Entonces III < 0, ∀ϕ ∈ A0 .

Sea ψ ∈ D(R) tal que ψ(0) = 0 y ψ
′
(0) 6= 0, entonces:

Iε = − ln ε

ε
ψ

′
(0)C1 −

1

ε
ψ

′
(0)C2 − (ln ε)C3(ε)− C4(ε)

Iε = − ln ε

ε

[
ψ

′
(0)C1 +

1

ln ε
ψ

′
(0)C2 + εC3(ε) +

ε

ln ε
C4(ε)

]
︸ ︷︷ ︸

A

,

donde C1, . . . , C4, denotan los valores de las integrales III, . . . , V I respectivamente.

Entonces aplicando el ĺımite a Iε se tiene que ĺım
ε→0+

(
− ln ε

ε

)
= ∞ y

ĺım
ε→0+

A = ψ
′
(0)C1 con C1 6= 0 .

Por lo tanto, Iε diverge. Consecuentemente el producto
(

1
|x|

)
.δ

′
no existe .

Nota: Para el resultado anterior es importante saber que siempre es posible con-

seguir una función de prueba ψ talque ψ(0) = 0 y ψ
′
(0) 6= 0 . Sea ψ(x) = xΨ(x),

donde Ψ ∈ D(R) y Ψ(0) 6= 0, entonces ψ(x) cumple con las condiciones deseadas.



Caṕıtulo 5

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

1) Al modificar la hipótesis del teorema de Schwartz de la imposibilidad, hemos lle-

gado a la misma conclusión que en el teorema original.

2) El producto intŕınseco de dos funciones continuas en el álgebra de Colombeau

está asociado al producto usual, esto es:

f · g ≈ fg .

3) En general el producto usual y distribucional de funciones localmente integrables

no son iguales, ya que si por ejemplo F = x
−1/2
+ y G = x

−1/2
− están en L1

loc(R), su

producto usual es cero y el distribucional es πδ
2

. En el ejemplo 3.5.8 del caṕıtulo

III se generaliza dicho resultado.

4) Los resultados que hemos encontrado en el Caso 1, del caṕıtulo IV comprueban los

resultados dados por Fisher [2]. En particular la ecuación (4.33) es una generali-

zación de la ecuación demostrada por Domı́ngues y Scarfiello.

5) En los casos 2, 3 y 4 del caṕıtulo IV llegamos a fórmulas que relacionan otros

productos de distribuciones las cuales son tediosas. Sin embargo, seŕıa interesante

seguir estudios sobre esas fórmulas.

Un ejemplo es la ecuación (4.67):

1

|σ|1/2
.
sgn(σ)

|σ|1/2
=

1

σ

el cual no se puede obtener por el Teorema 3.5.3 .
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6) En la ecuación (4.65) el hecho que 1
|σ|1/3 .

sgn(σ)

|σ|1/3 = sgn(σ)

|σ|2/3 es consistente con el Teorema

3.5.3 (p=2,r=2) .

7) Las derivadas de las distribuciones llamadas Valores Principales se comportan como

las derivadas usuales (Apéndice C).

8) En el futuro se pueden aplicar las ideas de J. F. Colombeau para modificar los

conjuntos Aq para ” Remover Divergencias ” .

9) También haciendo uso del álgebra de Colombeau se pueden resolver los problemas

acerca de la Matriz Insumo- Producto Distribucional en la Economı́a.
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Apéndice A

FUNCIONES LOCALMENTE INTEGRABLES

Y EL TEOREMA DE LEBESGUE

Definición A.0.1 (Función Localmente integrable). Una función f sobre Rn se dice

localmente integrable si la función f es medible en el sentido de Lebesgue y la integral∫
K
|f |dx es finito para cada compacto K ⊂ Rn .

El conjunto de tales funciones es denotado por L1
loc(Rn) .

En general definimos f ∈ Lp
loc(Rn), donde 1 ≤ p <∞ si f es medible y

∫
K

|f |pdx es

finito.

Teorema A.0.2 (Teorema de Lebesgue). Sea fk(x); k = 1, 2, · · · una sucesión de

funciones medibles en Rn que converge casi dondequiera a la función f .

Si existe una función integrable g(x) talque ∀ k = 1, 2, · · ·

|fk(x)| ≤ g(x) casi dondequiera

entonces las funciones fk y f(x) son también integrables y

ĺım
k→∞

∫
Rn

fk(x)dx =

∫
Rn

f(x)dx .

Nota El teorema anterior lo aplicamos en nuestro caso para una sucesión εk

que converge a 0 .
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Apéndice B

DISTRIBUCIONES

Definición B.0.3 (Soporte compacto). Sea ϕ : R −→ R, entonces el soporte de ϕ

es el conjunto supp(ϕ) = {x ∈ R : ϕ(x) 6= 0}. Si supp(ϕ) es acotado, decimos que

ϕ es una función de soporte compacto.

Definición B.0.4 (Funciones de Prueba). Una función ϕ : R −→ R es de prueba

si esta es infinitamente diferenciable(ϕ ∈ C∞(R)) y tiene soporte compacto.

El espacio de todas las funciones de prueba denotamos por D(R).

Propiedades: Para todo ϕ, ψ ∈ D(R) , ∀a ∈ R y ∀h ∈ C∞(R) se verifica:

i) ϕ+ φ ∈ D(R)

ii) ϕφ ∈ D(R)

iii) aϕ ∈ D(R)

iv) hϕ ∈ D(R)

Definición B.0.5 (Convergencia en D(R)). Decimos que una sucesión de funciones

de prueba {ϕk}k∈N converge a cero en D(R), si cada ϕk se anula por fuera del

intervalo acotado K y además converge uniformemente a la función cero junto con

sus derivadas de cualquier orden, es decir; ∀α ∈ N0

ĺım
k→∞

sup
x∈K

|∂αϕk(x)| = 0 .

Luego ϕk → ϕ en D(R), si ϕ ∈ D(R) y ϕ− ϕk → 0 en D(R) .

Definición B.0.6 (Distribución). Una distribución ó función generalizada f es una

funcional lineal continua sobre D(R) que cumple:
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∀ϕ1, ϕ2 ∈ D(R) y a1, a2 ∈ R,

〈f, a1ϕ1 + a2ϕ2〉 = a1〈f, ϕ1〉+ a2〈f, ϕ2〉

y

Si ϕk → 0 en D(R) entonces 〈f, ϕk〉 → 0 .

El conjunto de todas las distribuciones sobre R es denotado por D
′
(R) .

Para toda función f ∈ L1
loc(R) le corresponde una distribución llamada regular

definida por: ∀ϕ ∈ D(R)

〈f, ϕ〉 =

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x)dx

B.1. Operaciones sobre Distribuciones

1.- Adición y Multiplicación por un escalar real

Sean f1, f2 ∈ D
′
(R), ϕ ∈ D(R) y a1, a2 ∈ R, entonces se tiene:

〈a1f1 + a2f2, ϕ〉 = a1〈f1, ϕ〉+ a2〈f2, ϕ〉

2.- El producto de una distribución por una función h ∈ C∞(R) es definida por:

∀ϕ ∈ D(R)

〈hf, ϕ〉 = 〈f, hϕ〉

3.- Diferenciación de Distribuciones.

Sea f ∈ D
′
(R), entonces la derivada de f es la distribución f

′
definida por:

〈f ′
, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉 .

Ejemplo B.1.1. Sea θ la función localmente integrable definida por:

θ(x) =

 1 , x > 0

0 , x < 0
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Hallemos la primera derivada.

En efecto: ∀ϕ ∈ D(R)

〈θ′ , ϕ〉 = −〈θ, ϕ′〉 = −
∫ ∞

−∞
θ(x)ϕ

′
(x)dx = −

∫ ∞

0

ϕ
′
(x)dx = −ϕ(x)|∞0 = ϕ(0)

〈θ′ , ϕ〉 = 〈δ, ϕ〉

Por lo tanto θ
′
= δ .

Teorema B.1.2 (Teorema de Regularización de una Distribución). Sea X ⊂ Rn

un conjunto abierto y sea (uj)1≤j≤∞ una sucesión de distribuciones sobre X el cual

tiene la siguiente propiedad: Para cada φ ∈ C∞(X) con soporte compacto, la sucesión

〈uj, φ〉 converge cuando j →∞. Entonces

φ→ 〈u, φ〉 = ĺım
j→∞

〈uj, φ〉

es un elemento de D
′
(X) .

B.2. Convolución

Definición B.2.1. Sean f(x) y g(x) dos funciones localmente integrables en R. Si

la integral
∫∞
−∞ f(y)g(x − y)dy existe para todos los x ∈ R y define una función

localmente integrable en R entonces esta se llama la convolución de las funciones f

y g, y se denota por f ∗ g de modo que:

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y)dy .

La convolución f ∗ g existe si:

f, g ∈ L1
loc tal que supp(f) ⊂ A , supp(g) ⊂ B y los conjuntos A y B son tales que

para cada R > 0 el conjunto:

TR = {(x, y) : x ∈ A, y ∈ B, |x+ y| ≤ R}

es acotado en R2, entonces f ∗ g ∈ L1
loc .
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En particular si f ∈ L1
loc es una función de soporte compacto y g ∈ L1

loc, entonces la

convolución f ∗ g existe, [13] .

Teorema B.2.2 (Treves). [12] Sea ϕ una función C∞ con soporte compacto y T

una distribución en R. Entonces la función:

x→ 〈Ty, ϕ(x− y)〉

es una función C∞ en R y para cada p ∈ N0(
d

dx

)p

〈Ty, ϕ(x− y)〉 =

〈
Ty,

(
d

dx

)p

ϕ(x− y)

〉
La notación Ty significa que la distribución T actúa sobre una función ϕ(x− y)

cuando esta última se considera como una función de la variable y .

Definición B.2.3 (Convolución de una función de prueba con una Distribución).

La función

x→ 〈Ty, ϕ(x− y)〉 (B.1)

es llamada la convolución de ϕ y T y es denotada por T ∗ ϕ ó ϕ ∗ T ,[12] .



Apéndice C

DERIVADAS DE DISTRIBUCIONES

ESPECIALES

Analizemos la derivada de Pf
(

1
|x|N+β

)
donde N ∈ N y 0 < β < 1 .

En efecto: ∀ ϕ ∈ D(R) tenemos:〈
Pf

(
1

|x|N+β

)′

, ϕ

〉
= −

〈
Pf

(
1

|x|N+β

)
, ϕ

′
〉

〈
Pf

(
1

|x|N+β

)′

, ϕ

〉
=−

∫
|x|<1

ϕ
′
(x)−

∑N−1
k=0

ϕ(k+1)(0)xk

k!

|x|N+β
dx

︸ ︷︷ ︸
I

−
∫

|x|>1

ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx

︸ ︷︷ ︸
II

. (C.1)

Resolviendo la integral II :∫
|x|>1

ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx =

∫ −1

−∞

ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx+

∫ ∞

1

ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx

e integrando por partes con u = 1
|x|N+β y v = ϕ(x) se tiene:

∫
|x|>1

ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx=

ϕ(x)

|x|N+β

∣∣∣∣∣
−1

−∞

+ (N + β)

−1∫
−∞

ϕ(x)

x|x|N+β
dx+

ϕ(x)

|x|N+β

∣∣∣∣∣
∞

1

+ (N + β)

∞∫
1

ϕ(x)

x|x|N+β
dx .

Luego II queda como sigue:

II = ϕ(−1)− ϕ(1) + (N + β)

∫
|x|>1

ϕ(x)

x|x|N+β
dx . (C.2)
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Ahora resolviendo la integral I, se tiene:

I =

1∫
−1

ϕ
′
(x)−

N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)xk

k!

|x|N+β
dx = ĺım

ε→0+

 −ε∫
−1

+

1∫
ε

 ϕ
′
(x)−

N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)xk

k!

|x|N+β
dx

y luego separando convenientemente,

I = ĺım
ε→0+


 −ε∫
−1

+

1∫
ε

 ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx︸ ︷︷ ︸

I1

−

 −ε∫
−1

+

1∫
ε


N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)xk

k!

|x|N+β
dx

︸ ︷︷ ︸
(I2)

 .

Para I2 tenemos:

 −ε∫
−1

+

1∫
ε


N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)xk

k!

|x|N+β
dx =

N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!

 −ε∫
−1

xk

|x|N+β
dx+

1∫
ε

xk

|x|N+β
dx


y haciendo la sustitución y = −x obtenemos:

I2 =
N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!

 1∫
ε

(−1)kyk−N−βdy +

1∫
ε

xk−N−βdy


=

N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!

(−1)k yk−N−β+1

(k −N − β + 1)

∣∣∣∣∣
1

∞

+
xk−N−β+1

k −N − β + 1

∣∣∣∣∣
1

∞


I2 =

N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!(k −N − β + 1)
(1− εk−N−β+1)((−1)k + 1) (C.3)

Por otro lado para I1 se tiene:

I1 =

∫ −ε

−1

ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx+

∫ 1

ε

ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx
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que después de hacer integración por partes con u = 1
|x|N+β y v = ϕ(x) nos da:

I1 =
ϕ(x)

|x|N+β

∣∣∣∣∣
−ε

−1

+ (N + β)

−ε∫
−1

ϕ(x)

x|x|N+β
dx+

ϕ(x)

|x|N+β

∣∣∣∣∣
1

ε

+ (N + β)

1∫
ε

ϕ(x)

x|x|N+β
dx

I1 =
ϕ(−ε)− ϕ(ε)

εN+β
− ϕ(−1) + ϕ(1) + (N + β)

(∫ −ε

−1

+

∫ 1

ε

)
ϕ(x)

x|x|N+β
dx︸ ︷︷ ︸

(i)

.

Para resolver (i), necesitamos sumar y restar
N∑

k=0

ϕ(k)(0)xk

k!
= SN(x, ϕ) y esto resulta

en:

(N+β)

 −ε∫
−1

+

1∫
ε

ϕ(x)−
N∑

k=0

ϕ(k)(0)xk

k!

x|x|N+β
dx+(N + β)

 −ε∫
−1

+

∫ 1

ε


N∑

k=0

ϕ(k)(0)xk

k!

x|x|N+β
dx

︸ ︷︷ ︸
(ii)

. (C.4)

Luego haciendo la sustitución para (ii) con y = −x se tiene:

N∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!

 1∫
ε

(−1)k−1yk−N−β−1dy +

1∫
ε

xk−N−β−1dx

 =

=
N∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!(k −N − β)
(1− εk−N−β)((−1)k−1 + 1) . (C.5)

De (C.5) y (C.4), I1 queda de la forma

I1 =
ϕ(−ε)− ϕ(ε)

εN+β
− ϕ(−1) + ϕ(1) + (N + β)

∫
|x|<1

ϕ(x)−
N∑

k=0

ϕ(k)(0)xk

k!

x|x|N+β
dx+

+(N + β)
N∑

k=0

ϕ(k)(0)xk

k!(k −N − β)
(1− εk−N−β)((−1)k−1 + 1) . (C.6)

Luego I=(C.3) - (C.6) , II= (C.2). Sustituyendo en (C.1) tenemos:〈
Pf

(
1

|x|N+β

)′

, ϕ

〉
=−(N + β)

〈
Pf

(
1

x|x|N+β

)
, ϕ

〉
− ĺım

ε→0+

(
ϕ(−ε)−ϕ(ε)

εN+β
+Jε

)
(C.7)



76

donde

Jε = −(N + β)
N∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!(k −N − β)
(1− εk−N−β)((−1)k−1 + 1) +

N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!(k −N − β + 1)
(1− εk−N−β+1)((−1)k + 1) . (C.8)

Simplificando Jε se obtiene:

Jε =
N∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!
(1− εk−N−β)((−1)k−1 + 1) .

Entonces (C.7) queda:〈
Pf

(
1

|x|N+β

)′

, ϕ

〉
= −(N + β)

〈
Pf

(
1

x|x|N+β

)
, ϕ

〉
+

N∑
k=1

((−1)k−1 + 1)

k!
ϕ(k)(0) +

ĺım
ε→0+


ϕ(ε)−

N∑
k=1

ϕ(k)(0)
k!

εk − ϕ(−ε) +
N∑

k=1

ϕ(k)(0)
k!

(−ε)k

εN+β


︸ ︷︷ ︸

(iii)

.

Haciendo simplificaciones y utilizando la regla de L’Hospital se tiene que (iii) = 0 .

Por lo tanto tenemos:

Pf

(
1

|x|N+β

)′

= −(N + β)Pf

(
sgn(x)

|x|N+β+1

)
+

N∑
k=1

((−1)k − 1)

k!
δ(k) (C.9)

Analizemos la derivada de Pf
(

sgn(x)
|x|N+β

)
, donde N ∈ N y 0 < β < 1

En efecto: ∀ ϕ ∈ D(R) tenemos:〈
Pf

(
sgn(x)

|x|N+β

)′

, ϕ

〉
= −

〈
Pf

(
sgn(x)

|x|N+β

)
, ϕ

′
〉

= −
∫

|x|<1

sgn(x)

(
ϕ
′
(x)−

N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)xk

k!

)
|x|N+β

dx

︸ ︷︷ ︸
I

−
∫

|x|>1

sgn(x)ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx

︸ ︷︷ ︸
II

. (C.10)
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Resolviendo la integral II, se tiene:∫
|x|>1

sgn(x)ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx =

∫ −1

−∞

−ϕ′
(x)

|x|N+β
dx+

∫ ∞

1

ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx

e integrando por partes con u = 1
|x|N+β y v = ϕ(x)

II =
−ϕ(x)

|x|N+β

∣∣∣∣∣
−1

−∞

− (N + β)

−1∫
−∞

ϕ(x)

x|x|N+β
dx+

ϕ(x)

|x|N+β

∣∣∣∣∣
∞

1

+ (N + β)

∞∫
1

ϕ(x)

x|x|N+β
dx .

Luego II queda como sigue:

II = −ϕ(−1)− ϕ(1) + (N + β)
∫

|x|>1

ϕ(x)
|x|N+β+1dx . (C.11)

Ahora resolviendo la integral I, se tiene:

I = ĺım
ε→0+

 −ε∫
−1

+

1∫
ε

 sgn(x)

(
ϕ
′
(x)−

N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)xk

k!

)
|x|N+β

dx

y luego separando convenientemente

I = ĺım
ε→0+


(∫ −ε

−1

+

∫ 1

ε

)
sgn(x)ϕ

′
(x)

|x|N+β
dx︸ ︷︷ ︸

I1

−
(∫ −ε

−1

+

∫ 1

ε

) sgn(x)
N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)xk

k!

|x|N+β
dx︸ ︷︷ ︸

I2

 .

Para I2, tenemos:

(∫ −ε

−1

+

∫ 1

ε

) sgn(x)
N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)xk

k!

|x|N+β
dx =

N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!

(∫ −ε

−1

(−x)k

|x|N+β
dx+

∫ 1

ε

xk

|x|N+β
dx

)
y haciendo la sustitución y = −x obtenemos:
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I2 =
N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!

(∫ 1

ε

(−1)k+1yk−N−βdy +

∫ 1

ε

xk−N−βdy

)

I2 =
N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!

(−1)k+1 yk−N−β+1

(k −N − β + 1)

∣∣∣∣∣
1

∞

+
xk−N−β+1

k −N − β + 1

∣∣∣∣∣
1

∞


I2 =

N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!(k −N − β + 1)
(1− εk−N−β+1)((−1)k+1 + 1) . (C.12)

Por otro lado para I1 se tiene:

I1 =

∫ −ε

−1

−ϕ′
(x)

|x|N+β
dx+

∫ 1

ε

ϕ
′
(x)

|x|N+β
dx

que después de hacer integración por partes con u = 1
|x|N+β y v = ϕ(x) nos da

I1 =
−ϕ(x)

|x|N+β

∣∣∣∣∣
−ε

−1

− (N + β)

−ε∫
−1

ϕ(x)

x|x|N+β
dx+

ϕ(x)

|x|N+β

∣∣∣∣∣
1

ε

+ (N+β)

1∫
ε

ϕ(x)

x|x|N+β
dx

I1 =
−ϕ(−ε)− ϕ(ε)

εN+β
+ ϕ(−1) + ϕ(1) + (N + β)

(∫ −ε

−1

+

∫ 1

ε

)
ϕ(x)

|x|N+β+1
dx︸ ︷︷ ︸

(i)

.

Para resolver (i), necesitamos sumar y restar
N∑

k=0

ϕ(k)(0)xk

k!
= SN(x, ϕ) y esto resulta

en:

(N+β)


(∫ −ε

−1

+

∫ 1

ε

) ϕ(x)−
N∑

k=0

ϕ(k)(0)xk

k!

|x|N+β+1
dx+

(∫ −ε

−1

+

∫ 1

ε

) N∑
k=0

ϕ(k)(0)xk

k!

|x|N+β+1
dx︸ ︷︷ ︸

(ii)

 . (C.13)

Luego haciendo la sustitución para (ii) con y = −x se tiene:

N∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!

(∫ 1

ε

(−1)kyk−N−β−1dy +

∫ 1

ε

xk−N−β−1dx

)
=

=
N∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!(k −N − β)
(1− εk−N−β)((−1)k + 1) . (C.14)
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De (C.14) y (C.13), I1 queda de la forma:

I1 =
−ϕ(−ε)− ϕ(ε)

εN+β
+ ϕ(−1) + ϕ(1) + (N + β)

∫
|x|<1

ϕ(x)−
N∑

k=0

ϕ(k)(0)xk

k!

|x|N+β+1
dx+

+ (N + β)
N∑

k=0

ϕ(k)(0)xk

k!(k −N − β)
(1− εk−N−β)((−1)k + 1) (C.15)

Luego I=(C.15) - (C.12) , II= (C.11) . Sustituyendo en (C.10) tenemos:〈
Pf

(
sgn(x)

|x|N+β

)′

,ϕ

〉
=−(N+β)

〈
Pf

(
1

|x|N+β+1

)
, ϕ

〉
+ ĺım

ε→0+

(
ϕ(−ε) + ϕ(ε)

εN+β
+Jε

)
(C.16)

donde

Jε = −(N + β)
N∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!(k −N − β)
(1− εk−N−β)((−1)k + 1) +

+
N−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!(k −N − β + 1)
(1− εk−N−β+1)((−1)k+1 + 1) .

Simplificando Jε se obtiene:

Jε =
N∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!
(1− εk−N−β)((−1)k + 1) .

Entonces (C.16) toma la forma de:〈
Pf

(
1

|x|N+β

)′

, ϕ

〉
= −(N + β)

〈
Pf

(
1

|x|N+β+1

)
, ϕ

〉
+

N∑
k=1

ϕ(k)(0)

k!
((−1)k + 1)

+ ĺım
ε→0+


ϕ(−ε)−

N∑
k=0

ϕ(k)(0)
k!

(−ε)k + ϕ(ε)−
N∑

k=0

ϕ(k)(0)
k!

(ε)k

εN+β


︸ ︷︷ ︸

(iii)

.
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Haciendo simplificaciones y utilizando la regla de L’Hospital se tiene que (iii)= 0 .

Por lo tanto tenemos:

Pf

(
sgn(x)

|x|N+β

)′

= −(N + β)Pf

(
1

|x|N+β+1

)
+

N∑
k=0

(1 + (−1)k)

k!
δ(k) (C.17)

Nota: De manera similar se pueden obtener las derivadas de Pf
(

1
|x|N

)
y

Pf
(

sgn(x)
|x|N

)
las cuales coenciden con las fórmulas (C.9) y (C.17), cuando β = 0 .

Analizemos la derivada de P
(

1
|x|N+β

)
donde N ∈ N y 0 < β < 1

Por la Definición 4.1.2 tenemos:

P

(
1

|x|N+β

)
= Pf

(
1

|x|N+β

)
−

N−1∑
k=0

(−1)k + 1

(N + β − k − 1)k!
δ(k) .

Derivando la expresión anterior se tiene:

P

(
1

|x|N+β

)′

= −(N + β)Pf

(
sgn(x)

|x|N+β+1

)
+

N∑
k=0

(−1)k − 1

k!
δ(k) −

N−1∑
k=0

(−1)k + 1

(N + β − k − 1)k!
δ(k+1)

︸ ︷︷ ︸
(i)

. (C.18)

En (i), hacemos la sustitución k + 1 = l, entonces:

(i) =
N∑

k=0

(−1)k − 1

k!
δ(k) −

N∑
l=1

1− (−1)k

(N + β − k)(k − 1)!

Por que el primer término de la primera sumatoria es cero, entonces tenemos:

(i) = −(N + β)
N∑

k=1

(−1)k − 1

(N + β − k)k!
δ(k) .

Sustituyendo en (C.18)

P

(
1

|x|N+β

)′

= −(N + β)Pf

(
sgn(x)

|x|N+β+1

)
− (N + β)

N∑
k=1

(−1)k − 1

(N + β − k)k!
δ(k) .(C.19)
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Por la Definición 4.1.2, (4.5),

P

(
sgn(x)

|x|N+β+1

)
= Pf

(
sgn(x)

|x|N+β+1

)
+

N∑
k=0

(−1)k − 1

(N + β − k)k!
δ(k) .

Entonces de (C.19) y lo anterior podemos concluir que

P

(
1

|x|N+β

)′

= −(N + β)P

(
sgn(x)

|x|N+β+1

)
(C.20)

Analizemos la derivada de P
(

sgn(x)
|x|N+β

)
donde N ∈ N y 0 < β < 1

Por la Definición 4.1.2 tenemos:

P

(
sgn(x)

|x|N+β

)
= Pf

(
sgn(x)

|x|N+β

)
+

N−1∑
k=0

(−1)k+1 + 1

(N + β − k − 1)k!
δ(k) .

Luego derivando tenemos:

P

(
sgn(x)

|x|N+β

)′

= −(N + β)Pf

(
1

|x|N+β+1

)
+

N∑
k=0

1 + (−1)k

k!
δ(k) +

N−1∑
k=0

(−1)k+1 + 1

(N + β − k − 1)k!
δ(k+1)

︸ ︷︷ ︸
(i)

. (C.21)

En (i), haciendo la sustitución k + 1 = l se tiene:

(i) =
N∑

k=0

1 + (−1)k

k!
δ(k) +

N∑
k=1

(−1)k + 1

(N + β − k)(k − 1)!
δ(l)

que se puede reescribir en la siguiente forma

(i) = −(N + β)
N∑

k=0

(−1)k + 1

(N + β − k)k!
δ(k) .

Sustituyendo en (C.21)

P

(
sgn(x)

|x|N+β

)′

= −(N + β)Pf

(
1

|x|N+β+1

)
− (N + β)

N∑
k=0

(−1)k + 1

(N + β − k)k!
δ(k)(C.22)
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Por la Definición 4.1.2, (4.6), se tiene:

P

(
1

|x|N+β+1

)
= Pf

(
1

|x|N+β+1

)
+

N∑
k=0

(−1)k + 1

(N + β − k)k!
δ(k) .

Luego de (C.21) y lo anterior podemos concluir

P

(
sgn(x)

|x|N+β

)′

= −(N + β)P

(
1

|x|N+β+1

)
(C.23)
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(

1
x

)
δ = −1

2
δ
′
.

Rev.Un.Mat. Argentina, 1:53–67, 1956.
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Este es el resumen para la audiencia general.

En este trabajo se discute el problema del multiplicar distribuciones. Se presenta

el resultado de imposibilidad de Schwartz, el cual fue el motivo para verificar ciertos

productos modelos.

Además se da varias definiciones del producto de distribuciones.

Se da la construcción de un álgebra en R, dado por Colombeau y la relación

entre el producto en este álgebra y otros productos modelos.

Se aclara sobre los productos distribucionales de funciones relacionadas a fun-

ciones localmente integrables este es un caso particular, basándose en los teoremas

conocidos en la literatura.

Luego utilizando los métodos de transformada de Fourier se obtiene fórmulas

generales que relacionan los productos de distribuciones especiales llamadas Valores

Principales, deltas de Dirac y sus derivadas.


