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The numerical solutions of Partial Differential Equations calculated from a finite
difference scheme or finite element scheme generally present errors in amplitude, due
to dissipation, and errors in phase due to dispersion. Thus, if we have control over
the dissipation and dispersion, we should have numerical solutions closer to real
solutions. The objective of this work is to analyze the dissipation, dispersion and

stability properties of the Local Discontinuous Galerkin method.
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Por
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Consejero: Paul Castillo
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Las soluciones numéricas de una ecuacién diferencial parcial calculada por un
método de diferencia finita o por un método de elemento finito generalmente presen-
tan errores en amplitud, debido a disipacion y errores en fase, debido a dispersion.
De ahi, que si es posible tener control sobre la disipacion y la dispersién, podriamos
tener soluciones numéricas mas cercanas a la solucion real. El objetivo de este tra-
bajo es analizar las propiedades de disipacion, dispersion y estabilidad del método

“Local Discontinuous Galerkin”.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

El método “Local Discontinuous Galerkin” (LDG) fue introducido por Cock-
burn y Shu en 1998 [7] para ecuaciones de conveccién-difusion. Ese método es
una generalizacién del método introducido por Bassi y Rebay [1] para las ecua-
ciones de Navier-Stokes. El método LDG es uno de los métodos discontinuos de
Galerkin, que en los ultimos anos ha sido utilizado en la solucién numérica de una
gran variedad de ecuaciones diferenciales, como por ejemplo, las ecuaciones de Euler
de gases dinamicos, las ecuaciones de aguas superficiales, las ecuaciones de mo-
delo hidrodindmico para simulacion de dispositivo semiconductor, entre otras. Las
propiedades por las cuales es ampliamente utilizado se debe a que es localmente con-
servativo, no requiere continuidad entre los elementos, es posible utilizar polinomios
de alto orden, el grado de aproximacion del polinomio puede variar de un elemento

a otro haciendo posible la adaptividad, entre otras.

El LDG como todo “Discontinuous Galerkin” (DG) consiste en reescribir el
problema dado como un sistema de ecuaciones de primer orden, luego se discretiza
el dominio en un conjunto finito de subdominios. Después se multiplica el sistema
encontrado por funciones de prueba pertenecientes al espacio local de polinomios e
integrando por partes sobre cada elemento se obtiene la formulacién débil del pro-

blema.



Puesto que la discretizacion en espacio del método LDG no requiere continuidad
entre los elementos, es necesario aproximar las soluciones en las fronteras de cada ele-
mento. El LDG la aproxima mediante los flujos numéricos, los cuales estan definidos
de manera que la matriz de carga sea simétrica, el esquema sea local, consistente y
conservativo. En el siguiente capitulo veremos como estan definidos estos flujos y a

qué se refieren cada una de estas propiedades.

Las publicaciones que se han hecho sobre el método LDG se refieren en gran
parte a estimados de error a priori y a superconvergencia. Por mencionar algunos
tenemos:

e El estimado de error a priori para la versién h [5], en el cual se demuestra y com-
prueba experimentalmente que los érdenes de convergencia en las aproximaciones
dadas por el método LDG con pardmetro de estabilizacién 7, de orden h~! son
Optimos.

e El estimado de error a priori para la versiéon hp [6], donde Castillo, Cockburn,
Schotzau y Schwab hacen un analisis de error teniendo en cuenta el tamano del
elemento de la malla, h, y el grado de aproximacion del polinomio, p.

e Superconvergencia [3], aqui Castillo demuestra y comprueba numéricamente que el
operador gradiente en el método LDG superconverge en los ceros de los polinomios

de Legendre.

En ninguno de estos articulos se hace un anélisis de otras propiedades impor-

tantes como son la disipacion y la dispersion.

Las propiedades mencionadas son de gran importancia porque las soluciones
numéricas de una ecuacion diferencial parcial obtenida por un esquema de dife-
rencia finita o de un esquema de elemento finito generalmente presenta errores en

amplitud, debido a disipaciéon y errores en fase, debido a dispersiéon. De ahi que



si es posible tener control sobre la disipacién y la dispersion, podriamos realizar
una mejor aproximacion de dicha amplitud y fase, y como consecuencia tendriamos

soluciones numéricas mas cercanas a la solucién real.

En este trabajo se analizaran las propiedades de disipacion y dispersion que
ain no han sido estudiadas para el LDG y se comparara con esquemas de diferen-
cias finitas tradicionales como lo son Forward-Time Forward-Space(FTFS) y Laa-
Wendroff (LW). Consideraremos un problema hiperbdlico con diferentes tipos de
condiciones iniciales. De igual manera compararemos el comportamiento del método
LDG cuando el espacio de polinomios de grado 1 es generado por una base ortogonal

y por una base de interpolacién de Lagrange.



CAPITULO 2
EL METODO “LOCAL DISCONTINUOUS
GALERKIN” (LDG)

En este capitulo mostramos la técnica de discretizacion que utiliza el LDG para
tres tipos de ecuaciones diferenciales parciales como son las elipticas, hiperbdlicas y
parabdlicas. En la primera secciéon presentamos el método LDG para un problema
eliptico en una dimensiéon donde mostramos los pasos fundamentales para llegar a
la forma discreta del problema y explicamos las caracteristicas que debe cumplir el

flujo numérico para el LDG.

En la segunda seccion, aplicamos la idea desarrollada en el problema eliptico
para un problema hiperbdlico lineal en una dimension, donde buscamos los esque-
mas correspondientes a los espacios de polinomios de grado uno de Legendre y los
de interpolacién de Lagrange, luego en el capitulo 5 comparamos el comportamiento
del LDG para estos dos tipos de bases. También encontramos el esquema para poli-

nomios de interpolacion de grado 2.

Para finalizar, desarrollamos el método LDG para un problema parabdlico en
una dimensién dependiente del tiempo, donde hallamos el esquema para espacios de

polinomios de grado uno.



2.1 LDG Para Un Problema Eliptico

Consideremos el siguiente problema eliptico unidimensional con condiciones de

borde de Dirichlet

—Upy = f en (2.1)

u = g sobre 02 (2.2)

Basados en [2], introducimos una nueva variable q , q = u,. Podemos reescribir

nuestro problema modelo como un sistema de ecuaciones de primer orden de la forma

q = U en (2.3)

-q, = f en € (2.4)

u =9 sobre S (2.5)

Discretizamos el dominio de la ecuacién (2.1) sobre una malla 3, = {z;},

j=0,1,...,N, denotamos I; = [zj,x;41],7 = 0,1,..., N — 1 como la j-ésima celda.
Las celdas no necesariamente son uniformes, pero por simplicidad, en este tra-
bajo las consideramos uniformes de tamano h. Para obtener la formulacién débil
del problema, multiplicamos (2.3) y (2.4) por funciones suaves de prueba r y v

,Tespectivamente, e integramos por partes sobre cada elemento ;,

/1 ar = (ur)e; 1 — (ur)e; — /I ur, (2.6)

J J

| v = (@l @+ [ o 2.)

I;



Las ecuaciones anteriores estan bien definidas para cualesquiera funciones (u, q)
y (v,r) en Vx M, en nuestro caso V = M puesto que todas las funciones son de una
variable. En el capitulo 6 definiremos los espacios V' y M de manera general, por el

momento lo definimos para el caso unidimensional de la siguiente manera

V=M= {ue L*Q):ul, € H'(I;), VI; € S},} (2.8)

La idea es aproximar la solucién exacta (u, q) con funciones (uy, q;) en el espacio

de elementos finitos V}, x M;, C V x M, en el caso unidimensional V}; = M,

Vi, =M, = {u € LQ(Q) : u|1j € @k(@% VIJ € %h} (29)

donde @ (I;) es el espacio local de polinomios de grado menor o igual a k.

Cabe destacar que la definicién del espacio de elementos finito (2.9) es comple-
tamente local y no requiere continuidad entre los elementos. También es importante

notar que el grado de aproximacion del polinomio puede variar de un elemento a otro.

De ese modo, los dos primeros términos del lado derecho de (2.6) y (2.7) pre-
sentan ambigiiedad ya que la soluciéon u y la funcién de prueba v son discontinuas
exactamente en los bordes ;41 y ;. Lo mismo ocurre para q y para la funcién de

prueba r. Para solventar esa ambigiiedad el método DG propone lo siguiente:

- Reemplazar los términos up(x;), qy,(x;) por los flujos numéricos wy(z;) v q,(z;),
los cuales dependeran en este caso de los valores por la derecha e izquierda del
nodo z;. Es decir, los flujos son aproximaciones de los valores de u; y q; en los

bordes de la celda. Asi mismo ocurre en el nodo z,4.
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De la definicién de integral podemos reemplazar las funciones de prueba r(z;),
v(x;),r(xj41),v(z41) por los valores en el interior de la celda ;. Por ejemplo, r(z;)

reemplazarlo por r(z}) y v(x;41) reemplazarlo por v(x}, ).

Teniendo en cuenta las aproximaciones anteriores en las ecuaciones (2.6) y (2.7)

la solucién aproximada (up, q;) debe cumplir para cada I; € 3

/ Qe = T )e(zs) — ()~ / st (2.10)

I;

[ e =anlage)ote) — aueo) + [ 1o @.11)

I

El método LDG esta definido con base en los flujos numéricos [4], u, vy q,, de

la siguiente manera:

ah{:cj+1,1j} = {uh} + /8$j+1 [Uh] (2.12)

ah{z {qh} - /6$j+1[qh] (2]'?))

4115}

donde z;41 es un borde interior compartido por los elementos I; e I;11, B;,,, es un
pardmetro que depende del borde, {uy} y [us] son el promedio y el salto de una
funcion u los cuales definimos abajo. En ecuaciones de tipo eliptico y parabdlico, a
cualquiera de estos flujos es necesario adicionar un coeficiente de estabilidad n[uy],

el cual ayudard a garantizar que el problema discreto tenga solucién.

1 - —
{un} = §(U|Ij+1 +uly) vy [ua] = uln A, Al (2.14)

7 Ly 7 1,41 son los vectores normales unitarios a x;1; hacia afuera del elemento I; e

I; 11 respectivamente. En el caso unidimensional, 7i;, = 1y 7y, = —1.

De modo similar, definimos el promedio y el salto de la funciéon q



1 — —
{qh} = §<q’1j+1 + q‘IJ') y [qh] = q‘Ij+1an+1 + q|1jn1j' (2'15>

Los flujos numéricos uy, y q,, satisfacen las propiedades de localidad, consistencia
y conservacion.
- Localidad significa que los flujos dependen tinicamente de las trazas up|(r; 1,,,}, ¥
qnl{1;,1,,1y de los elementos que comparten el borde z;41.
- Consistencia en el sentido que los flujos satisfacen las condiciones |z, 1,y = 'y
/q\h‘{xj +1,I;} = Ug para una funcion suave u satisfaciendo las condiciones de frontera.
- Conservacion se refiere que los flujos cumplen la propiedad de leyes de conservacion
Pliz; i1} = Pl{z;s1.0,41)- s decir, el flujo que entra es igual al flujo que sale a través

de un borde compartido.

El analisis de error que se ha hecho del método LDG para un problema modelo
eliptico [5], indica que cuando se utilizan polinomios de grado por lo menos k en todos
los elementos de la malla y pardmetro de estabilizacién de orden 1, la norma L? del
gradiente qj, y la norma L? del potencial u;, son del orden k y k —|—% respectivamente.
Si el pardmetro de estabilizacién es tomado de orden h~!, el orden de convergencia

del potencial aumenta a k + 1.

2.2 LDG Para Un Problema Hiperbdlico

En la presente secciéon encontramos la forma discreta del método LDG para un
problema hiperbdlico en una dimensién dependiente del tiempo, para lograr ese ob-
jetivo aplicamos el método de semidiscretizacién LDG, el cual consiste en discretizar

el espacio asumiendo que el tiempo es continuo.

Consideremos la ecuacién de transporte con condiciones de frontera de Dirichlet



u +au, = 0 z € (c,d) (2.16)
u(z,0) = wup(x) x € [c,d (2.17)
u(d,t) = 0,t>0 (2.18)

Es féacil verificar que la solucién analitica del problema (2.16) estd dada por
up(z — at). Es decir, la solucién de la ecuacién de transporte se obtiene desplazando
la condicion inicial ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda, dependiendo del
valor de a. Si a > 0 la condicién inicial es trasladada hacia la derecha y si a < 0,
la condicién inicial es trasladada hacia la izquierda. Note que la condicién inicial
mantiene la amplitud. En todo este trabajo suponemos que a < 0 de modo que la

solucién se mueve hacia la izquierda a medida que pasa el tiempo

Denotemos por I; = [z;,x;11], 7 = 1,2,...,m, la celda i-ésima de una malla
uniforme para el dominio (¢, d) con longitud h = x;11 —z;, donde 1 = cy xp,11 = d.
Multiplicando por la funcién escalar de prueba v € V}, e integrando sobre el elemento

I; tenemos

/ vuy = —a [uu
I.

k3

- [ ) 219)

Como en el caso eliptico, buscamos aproximar la solucién v por una funciéon
up, € Vi, = {u € L*(Q) : u|;, € pp(I), VI; € S} de modo que se cumpla la

condicién

/I Vi, = —a [y(xiﬂ)a(m) — v )a(as) — /I ui(y)x] (2.20)

i

para toda funciéon de prueba v € V,.
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Teniendo en cuenta (2.14) en (2.12), el flujo en el nodo x;;1 puede escribirse de

la siguiente manera

~ 1 1
Uy, 1y = (5 + ﬁml) ui(Tis1) + (5 - 5%“) Uit1(Tit1) (2.21)

El valor 3,,,, lo escogemos de tal manera que sea consistente con las propiedades
de la solucién de la ecuacién de transporte y con las caracteristicas fisicas del pro-
blema. Puesto que la solucién del problema (2.16) es la condicién inicial desplazada
hacia la izquierda, el valor de f3,,,, debe ser negativo y para preservar el sentido
fisico, Bs,,, = —% de modo que el flujo u en el nodo x;; esté dado por la solucion

en la celda [; 1, que es de donde viene el flujo. Esto es

ah{zwrlvfi} = Uiyl (xiJrl) (2.22)

Asi mismo, se obtiene que ﬂh{l_y]_} = wu;(x;), note que para 3 = 0, se obtiene un
promedio de las soluciones en dos celdas adyacentes. Sustituyendo el flujo (2.22)
en (2.20), el problema se reduce a encontrar u; € Vj,, tal que para toda funcién de

prueba v € V),

/Ii Vi = —a |:V(xi_+1>ui+1(l‘i+1)) — v(z ui(z;) — /1 ui(u)z] (2.23)

La forma discreta del problema la hallamos escogiendo una base para el espacio
Vi, puesto que la funcion de prueba v pertenece a este espacio, la reemplazamos por
cada uno de los elementos de la base, ademas la aproximacién u;, € Vj, se escribe
como combinacién lineal de los elementos de la base, de esa manera se obtiene

un sistema de ecuaciones para los coeficientes de u;. Si la base que se emplea es
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ortogonal, la matriz de masa es diagonal, pero si se utiliza una base interpolante,
la matriz de masa es simétrica, en cualquiera de los casos no es dificil encontrar la
inversa de dicha matriz. La matriz de masa es la que se obtiene en el lado izquierdo
de (2.23) después de reemplazar u; como combinacién lineal de los elementos de la
base y v por los elementos de la base. Mas adelante veremos claramente la matriz

de masa.

2.2.1 LDG Para Polinomios de Grado 1

Supongamos que 3 = {¢1, ¢2} es una base del espacio de polinomios de grado
1,Vi, v puesto que u; € V3, entonces se puede escribir como una combinacién lineal
de los elementos de la base cuyos coeficientes dependeran de la celda y del tiempo
t, ya que a medida que transcurre el tiempo, estos coeficientes se van modificando.

Luego,

u; = oy i (8)B () + oz (t) P () (2.24)

Derivando a ambos lados con respecto al tiempo obtenemos

i = 614 ()65 (&) + o, (1) () (2.25)

donde, « significa la derivada de a con respecto a t. Sustituyendo (2.24) y (2.25) en

(2.23) obtenemos
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du/ v + 0'4271»/ vy = —a [v(z ) (i@ (i) + 02,105 (1)) —
I; I;

V(@) (i (3:) + o (31)) — o / B(2) (V) — a2y / di(a

o
[( )i (1) /sbl )a( )i () /¢2 )a}
] (

—a [v(x) ¢ (i) o + v(w) 05 (T oz

Sustituyendo v por los elementos de la base {¢1, 92} de la i-ésima celda, denotado

\, @5, obtenemos el sistema

Jrordr [poidh | [ g
Jrdsdt [pdudh ) \ dag
(61(2:))* + [} 61(2) (@) i (@i)ds(z:) + [, ¢§($)(¢i)x i
Py ()P (i) + [, d1(2)(dh)e  (95(2:))* + [, d5(2)(h)s a2,

| @i@n)é @) (@) (@) | [ o (2.27)

O (xi41) T (wir1)  Ph(ir1)dy (wi41) | \ 02

La matriz en el lado izquierdo es la que se conoce como matriz de masa. Note
que la obtuvimos después de escribir u;; como combinacién lineal de los elementos
de la base y v por los elementos de la base. Este sistema puede ser escrito en la

forma matricial

dui
dt

donde M representa la matriz de masa del sistema, u; es un vector de longitud k+1,

que contiene los coeficientes de la soluciéon u en la base local de la celda I;, Ay B
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son matrices constantes de dimensién (k + 1) x (k+ 1), k representa el grado de los
polinomios que en nuestro caso es 1.

El resultado (2.27) representa la forma discreta de la ecuacién de transporte por
el método LDG tomando como espacio V}, el espacio de los polinomios de grado uno
en la base 5 = {¢1,¢2} y es de suma importancia porque nos permitird conseguir
el esquema para cualquier clase de polinomios. En particular, para los polinomios

ortogonales y los polinomios de interpolacién.
Bases Ortogonales

En las dos siguientes secciones utilizamos la ecuacién (2.27) para reescribir el
esquema del método LDG para polinomios ortogonales y polinomios interpolantes.
Luego con estos esquemas en el capitulo 5 haremos algunos experimentos numéricos
para comparar el comportamiento del LDG en cada una de estas bases para ver de

qué manera se ve afectada la disipacion y dispersion del método.

Considerando los polinomios de Legendre {1, 2} y utilizando el producto interior
definido por (p(z),q(z)) = [7*' p(z)g(x), obtenemos para el elemento I; la base

T4

ortogonalizada

. . 1
B = {#{ =1,05 =7 — §($i+1 +$z)}

Note que en el elemento I;;; la base § esta dada por los siguientes elementos
{(b’i“ =1, 5 =2 — %(xiﬁ + xiﬂ)}. Reemplazando los elementos de la base en la
ecuacion (2.27) y recordando que la malla estd dividida uniformemente con longitud

h tenemos



14

h 0 A 1 —ip aq 1 —ip aq
3 R 2 I 2 (2.2
0 % O.égﬂ‘ %h h —lhz a2 i+1

Matriz de Masa

Note que la matriz de masa para la base ortogonal es diagonal. Multiplicando por

la inversa de la matriz de masa

dl,i _a 1 —% a1 a1 —% a1 4+1 (2 30)
. hls h\se ’
Qg n 3 Qg n -3 Q2541
Escrito en forma matricial
du;, a,, a_ .

donde u; es un vector de longitud 2 que contiene los coeficientes de la solucion u en

1 —h 1 —bh
la base local de la celda I;, A = 2 y B= 2
6 3 6 _3
h h
Aplicando Forward-Fuler en tiempo, haciendo \ = % y teniendo en cuenta

(2.18) tenemos el esquema LDG para la ecuacién de transporte con aproximacion

de polinomios ortogonales de grado 1 y condicién de borde uy, ,, = 0.

uptt = (Ixo + aXA)u — aABuj, (2.32)
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Bases Interpolantes

Ahora, si consideramos la base de interpolacion de Lagrange para polinomios

de grado 1

v ={utl =1 - 2 ) = (2.33)

Tiv1 — X4 LTiy1 — Ty

en la ecuacién (2.27) obtenemos

14 0 0 g
Ml oa b (2.34)
Qg4 10 Q241

D= Wi
N |—=

h =h
=a
h zh

Wi~ o
NI— N

N

Matriz de Masa

Note que la matriz de masa para bases interpolantes es simétrica. Multiplicando por

la inversa de la matriz de masa obtenemos

Qg _ % 1 -3 aLi | 2%1 -1 0 Q1,41 (2.35)
Qg 1 3 Qi 2 0 241
Lo cual se puede escribir en forma matricial
du; 2
L (2.36)

ad h " h

donde u; representa un vector de tamano 2 que contiene los coeficientes de la solucion

1 -3 -1 0
u en la base local de la celda I; R = y S=
1 3 2 0
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Utilizamos Forward-Euler en tiempo, haciendo \ = % y teniendo en cuenta (2.18)
obtenemos el esquema LDG para la ecuacién de transporte con aproximacion de
polinomios interpolantes de grado 1 con condicién de borde u;, ;= 0.

Ul = (Iyy + aAR)u! — 2aASu?,, (2.37)

7

Ahora utilizando la misma idea como se hizo con polinomios de grado 1, en-
contramos que la forma discreta de la ecuacién de transporte (2.16) por el método

LDG con polinomios de Lagrange de grado 2 en la base 8 = {¢1, ¢2, 3} s

Jr, #1010 [r, 0105 [p, #1905 | | d
Jr, 9205 1, 9305 [y, 0305 | | G2 | T
Jr, 505 [y, 0505 [y, 9505) \dan
(81 (zi)? = [, 61 (@) (¢1)e  P1(xi)d3(wi) = [1, 93(2) (@) d1(zi)5(xi) = [1. ¢5(2)(91)a | [ r.s
| ba(@i)ei(@i) = fr, 61(@)(@3)x  (d3(zi)* — [r, 62(2)(83)e  Sp(zi)ds(zi) — [1, d5(2)(¢2)a | | a2
¢5(2)di (@) = [; #1(@)(95)e  d5(zi)dh(zi) — [, d5(@)(95)a  (¢5(x)))% = [}, 5(2)(3)e as,i
Gt (@ir1)d T (wig1) DL (ir1)dbT (wig1)  OL(mit1)diT (wig) Q1,41
T ph(zig1)d T (@ig1)  dh(mip1)dsT T (it1)  dh(zip1)dit (ir1) | | @z (2-38)

Pi(xiv1)di T (@ip1)  di(mig1)oat (wiv1)  dL(it1)oh (zig1) o341

La base del espacio de los polinomios de Lagrange de grado 2 para el elemento

I; es

T)= ) d)g(x) =

(i — 24)(Ts — Tig1)

7:{ i (2) (zj_*?i)(x_xi-‘rl) () (z —zi)(x — Tit1) (xz —z)(z — T) }

(i1 — i) (i1 — Ti)
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Haciendo los calculos correspondientes a cada una de las integrales en el sistema

anterior obtenemos

2 1 1 . 3 2 1
sh h —5h Q1 2 3 % Q1 0 00 Q141
1 8 1 o | =a | 2 1 _2 | —a . 2.39
15h 15h 15h a2, 3 3 3 Qg 0 0 O a9t ( )
1 1 2 . 12 1 ‘ N
—%h ﬁh ﬁh a3 g G 3 3 as g 1 0 0 Qa3 i+1

Matriz de Masa

Multiplicando por la inversa de la matriz de masa y simplificando

du 120 26 —16 Qaq 6 0 0 a1 54+1

a a
g | = @ -32 9 —4 Qg _% -3 00 Q241 (2-40)
drg i 56 —38 —32/ \ay, 18 0 0) \asint

Utilizando Forward-Euler en tiempo obtenemos el esquema LDG para polinomios

de interpolaciéon de Lagrange de grado 2

A A
urt = <[3><3 + %P) (U %Qu?+1 (2.41)
120 26 —16 6 0 0
donde P=]|-32 9 4| vy Q@=|-3 00

o6 —38 —32 18 0 0
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2.3 LDG Para Un Problema Parabdlico

En esta seccién analizamos el LDG para una ecuaciéon de calor en una dimension,
donde encontramos la forma discreta del problema tomando V}, como el espacio de

polinomios de grado 1. La ecuacion con que trabajamos es

Up = ClUgy (2.42)
donde ¢ es una constante positiva.
Basicamente el trabajo estda basado en lo expuesto en la secciéon anterior. La

técnica que vamos a aplicar es la de semidiscretizacion del LDG, pero primero hay

que reescribir el problema como un sistema de primer orden de la forma

clq = u, (2.43)
U = Qg (2.44)
Denotemos por I; = [z;,%;41], 4 = 1,2,...,n una malla para el dominio del

problema. Procediendo como antes, multiplicamos las ecuaciones (2.43) y (2.44) por

funciones de prueba r y v e integrando por partes sobre el elemento I; obtenemos

/l g = u@i)r(m) — ulz)r(z) — / ur, (2.45)

I;

i

/I u = wlaa)almin) vl - / 4)e (2.46)

I;
Buscamos aproximar {u,q} por las funcién {un,qn} € Vj (espacio local de

polinomios de grado menor o igual a k) de modo que se cumpla la condicién
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! /I @r = ﬂh(xiﬂ)r(xiﬂ)—ﬂh(xi)r(xj)—/uhrx (2.47)

Jow = v i) o@D - [ e, )

para toda funcién de prueba {r,v} € V.

De la ecuacién (2.21), sabemos que el flujo uy(z;41) en la celda I; estd dado por

~ 1 1
Uh{ri_’_l,Ii} = (5 + 5%‘-4-1) ui(xi+1) + (5 - /6331'+1) ui+1($i+1>

Del andlisis expuesto en el problema parabdlico sobre la escogencia de 3,,,, y
usando el hecho que ¢ > 0 vemos que 3,,,, = % Luego, el flujo u en los nodos x;1

y x; estd dado por

ianiT) Ui (Zit1) (2.49)

ah{?civfi} = ui_l(xi) (250)

uh{,

De la ecuacién (2.15) en (2.13) y usando el hecho que f,,,, = 1 tenemos que el

flujo ¢ en los nodos z;,1 y x; esta dado por

T Gi+1(Tit1) (2.51)

E]\h{mi,,i} = q(x;) (2.52)

Sustituyendo los flujos (2.49), (2.50) en (2.47) y (2.51), (2.52) en (2.48) tenemos
que el problema se reduce a encontrar u; € V}, tal que para toda funciéon de prueba

{r,v} € V}, se cumpla
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! /I, qr = ui(xiﬂ)r(xiﬂ)—ui1(:Ui)r(xzr)—/juhrx (2.53)

i

Jow = vendmatn —v@a) - [ e, @5

I;

Suponiendo que 3 = {¢1, ¢2} es una base del espacio de polinomios de grado
1 y puesto que {u;,q;} € Vi, se pueden escribir como combinacién lineal de los
elementos de la base cuyos coeficientes dependen de la celda y del tiempo t. Esto

es,

G = oni(t)e(x) + cz(t)dh(x) (2.55)

ui = pra(t)d)(z) + p2a(t)dy(2) (2.56)

Sustituyendo las ecuaciones (2.55) y (2.56) en (2.53)

¢t (al,i/ gbi17’+0z27i/ gbér) =
I; I;

(Pl,#ﬁi (Ti1) + Pz,i%(ﬂfwl)) 7"(%11) - (Pl,iqﬂ(iﬁ'i) + Pz,wlﬂ%(fci)) r(:vj)

—/(/)uébzi + p2.id5)Te

I;

= ((mﬁ)(xiﬂ) — /1 ¢§7’x> p1,i + ((7"¢§)(3?i+1) - /1 ¢§7’x> p2,i

— [r(@h) e (@i)prio1 + r(z)dy H@i)paia]  (2.57)

Reemplazando r por los elementos de la base en la celda I;, ¢!, ¢} obtenemos

el sistema
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Jroit Jroies | [ o
fT ¢12¢11 fT ¢12¢12 Qg

(61(is1)) f[ ¢ () (d1)a Py (Ti41) D} (Ti1) f[ o5 (x) () P
A (xi1)Ps(xin1) — [1, ¢1(2)(h)a (P5(2it1))* = [}, dh(x ’) p2.i

. & ()9} () ¢Z1($z)¢lz () Pli-1 (2.59)
¢§($i)¢z1_l(l’i) %(fﬁ’i)%—l(%) P2,i-1

Por otro lado, sustituyendo la ecuacién (2.55) en (2.54) y utilizando el hecho que

iy = pra()6(2) + poi(t)6i(x), obtenemos

/31,@/ vel + /32,1/ veh =
I; I;
V(@) (0107 (@ig1) + a1 05 (Tig1)) — v(@) (00,108 (37) + o dh(;))

—/(041,%253 +O‘2,i¢;)vz
I;

= v(@i) " (@) o + 0(@7) 05 (Ti )z — (“(ﬁ)qﬁi(fm) + /, @i“x) i

- (vationten + [ o) ons 259

Sustituyendo v por los elementos de la base en la celda I;, ¢}, ¢4, podemos

escribir la ecuacion anterior como el sistema
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Jr @500 [r o505 |\ pas
O (271) 0T (@in) O ()b (@) Q141
oh(x z+1)¢ (9‘3z+1) ¢é<x;+1)¢é+l<xi+l) Q211

@@, @) ¢i<xi>¢;<xi>+f1.¢%<x><¢?>f ] (o0)

¢ZQ($2 ¢2L[ xi + ffi ¢Z1 fE %)CE (¢2 xl + f] ¢Z Z) a?,i

Calculando « de la ecuacién (2.58) y sustituyendo en (2.60) vemos que el sistema
anterior puede escribirse en forma matricial
du;

M _
dt  h? (

Auiyq + Bu; + Du;_q) (2.61)

donde u; es un vector de longitud k£ 4 1 que contiene los coeficientes de la solucién
u en la base local correspondiente a la celda I;, M es la matriz de masa, A, By D
son matrices constantes de dimensién (k4 1) x (k + 1), en nuestro caso k = 1. En

particular, si consideramos la base interpolante (2.33) y ¢ = 1 obtenemos

Il
D= W=
Wl O
w
[—
w
D
o
Ot



CAPITULO 3
DISIPACION Y DISPERSION

En este capitulo basamos nuestro trabajo en una seccién de [11] para dar una
idea general de disipacion y dispersion. Empezamos definiendo la disipacién y dis-
persion de soluciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, seguida-
mente presentamos algunos ejemplos donde mostramos el andlisis de disipacion-
dispersién en el caso continuo para luego hacerlo en el caso discreto. También presen-
tamos algunos ejemplos utilizando esquemas de diferencias finitas donde mostramos
graficamente y algebraicamente la caracteristica principal de esquemas disipativos y
dispersivos. Por ultimo hacemos una breve presentacion de la técnica de la ecuacion
modificada para luego utilizarla en el andlisis de disipacién-dispersién del método

LDG y los esquemas de diferencias finita tradicionales LW y FTFS.

3.1 Disipacion y Dispersion

Cuando resolvemos ecuaciones diferenciales parciales analiticamente, general-
mente utilizamos la transformada de Fourier que hace que la solucién dependa de

un término llamado modos de Fourier, el cual tiene la forma

u(x,t) = we' @) = geiwteibe (3.1)

donde w es la frecuencia de la onda, 3 es el nimero de onda, que estda dado por

B =2, X es la longitud de onda.

23
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En [11] se define la disipacién y dispersién de soluciones de ecuaciones en
derivadas parciales teniendo en cuenta los modos de Fourier, los cuales se encar-
gan de describir el comportamiento de una onda en espacio-tiempo. La disipacion

y dispersion se define de la siguiente manera:

Definition 3.1.1. Una solucion de una ecuacion diferencial parcial se dice disipativa
st los modos de Fourier no crecen con el tiempo y al menos uno decae. Si ninguno

de los modos de Fourier decae ni crece la solucion se llama no-disipativa.

Definition 3.1.2. Una solucion de una ecuacion diferencial parcial se dice disper-
sia si los modos de Fourier de diferentes longitudes de onda \ (o nimero de onda

B) se propagan a velocidades diferentes.

En pocas palabras, podemos pensar la disipacién como el decaimiento de la
solucion a medida que avanza el tiempo y la dispersién como la superposicion de

ondas de diferentes frecuencias viajando a diferentes velocidades.

3.1.3 Disipacion y Dispersiéon Caso Continuo

Para tener una idea del analisis de disipacion-dispersion para el caso discreto,
estudiamos inicialmente el caso continuo basados en [11]. Empezamos analizando la

disipacion-dispersion para la ecuacién

Los modos de Fourier (3.1) satisfacen la ecuacién (3.2) siempre que se cumpla
la relacién w = ibB3?, llamada relacién de disipacién-dispersién. Luego, los modos de

Fourier se convierten en



25

u(z, t) = ae "t (3.3)

Al comparar esta ultima ecuacién con (3.1) vemos que la onda no se ha movido,
pero a medida que pasa el tiempo la amplitud decae. Por lo tanto, la ecuacién es

disipativa y no-dispersiva.

Analicemos ahora la disipacion-dispersion para la ecuacion

Ut + Clggy = 0 c>0 (3.4)

De manera andloga, los modos de Fourier (3.1) satisfacen la ecuacién (3.4)

siempre que w = ¢3*. Luego, los modos de Fourier se convierten en

Notamos que la onda no ha cambiado de amplitud pero se mueve con una rapidez
¢3?. De modo que si variamos el nimero de onda 3 obtenemos diferentes velocidades.

Por lo tanto, la ecuacién es dispersiva y no-disipativa.

Cabe anotar que las ecuaciones diferenciales parciales que contienen iinicamente
derivadas en z de orden par son disipativas, mientras que las que contienen inicamente

derivadas de orden impar mayores que 1 son dispersivas.

3.1.4 Disipacion y Dispersiéon Caso Discreto

Para hacer un anélisis de disipacion-dispersion de un esquema de diferencias
finita se procede estudiando los modos de Fourier discretos. Los modos de Fourier

en el caso discreto estan dado por
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'LLZ — aei(wnAt+ﬁkA:v) (36)

donde 0 < fAx < 7.

Haciendo analogia con el caso continuo, los modos de Fourier discreto (3.6)
satisfacen una ecuacién de diferencias finita siempre que se cumpla una relacion

entre w y (3 llamada relacién de disipacién-dispersion discreta denotada w = w(/f3).

Generalmente la relacién de disipacion-dispersion discreta es compleja, digamos

de la forma w = a + ib. Luego, los modos de Fourier discretos se convierten en

UZ — aei(omAtJr’ibnAt+ﬁkAm) _ a(efbAt)neiﬁ[kAa:f(fa/ﬁ)nAt] (37)

de ahi vemos que la disipacién depende del valor de b y la dispersién del valor de «.

Por lo tanto se tiene que, si

b > 0 para algun 3, entonces el esquema es disipativo.

b < 0 para algtin 3, entonces soluciones del esquema creceran sin cota y el esquema

sera inestable.
e b =0 para todo (3, entonces el esquema es no-disipativo.

a = 0 para todo 3 no hay propagacion de onda y en consecuencia el esquema es

no-dispersivo.

a # 0 para algin [ la onda se propaga con velocidad —a//f3.

—a/f3 es una funcién no trivial de 3, el esquema es dispersivo.
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3.2 Analisis de Disipacién-Dispersion Para el FTFS

Ahora presentamos un ejemplo ilustrativo donde veremos graficamente los efec-
tos de la disipacion. Es decir, el decrecimiento de la solucién a medida que avanza

el tiempo.

Consideremos el problema hiperbdlico (2.16) con a = —1 y las siguientes condi-

ciones iniciales

w—u, = 0 x€/cd) (3.8)
sintz  x€]0,1] C (¢, d)

u(z,0) = (3.9)
0 si z<0 6 x>1

Sabemos por el andlisis expuesto en la seccién (2.2) que la solucién analitica de

este problema es la condicién inicial desplazada hacia la izquierda.
condicién inicial

091

0.7

0.6
<— a<0

T

0.5

valores de U

0.4r

0.31

0.1r

0 i i i i i
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

espacio

Figure 3-1: Condicién inicial ecuacion (3.9)
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Para resolver el problema numéricamente, discretizamos (3.8) utilizando el

método de diferencias finitas F'TFS con lo cual obtenemos el esquema

W= Al — ) (3.10)

donde A = k/h y la condicién de borde es u,.; = 0. Las soluciones para T" = 0,

T =2 T =4y T = 8 se muestran en la figura (3-2), donde hemos dividido el

dominio en 100 partes iguales de longitud h.

T=0
09| —*T=2
- T=4

valores de U

-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
espacio

Figure 3-2: FTFS para h = 0.135 y k£ = 0.108

En la figura (3-2) vemos claramente que a medida que avanza el tiempo, la onda

va decayendo, esta caracteristica nos permite afirmar que el esquema es disipativo.

En lo que sigue, haremos un estudio analitico de la disipacion y la dispersion del
esquema de diferencias finitas FTFS, también mostramos el rango de valores para

los cuales el esquema es dispersivo.
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Como se mostré para el caso discreto, los modos de Fourier (3.6) satisfacen la

ecuacién (3.10) de manera que

aei(w(n+1)At+BkAx) _ aei(wnAtJerAz) . a)\(aei(wnAtJrﬁ(kJrl)A:v) . aei(wnAtJrﬁkA:v))

Dividiendo por e (wnAtH8kAT) nog queda

WA = 1 —a\(ePhT 1) (3.11)

= 1+ a)— alcos(BAx) —iasin(fAx) (3.12)

Del anélisis de estabilidad de Von Neumann [10] tenemos que el factor de am-

plificacion g = 14 aX —aX cos(BAz) —iaAsin(SAx) satisface la desigualdad |g| < 1.

Por lo tanto

e P2 = |2 = /(1 4 aX — a) cos(BAT))? + (aAsin(BAz))? < 1 (3.13)

Con lo cual,

le ™2 = /(1 4+ a\)? — 2a\(1 + a)) cos(BAz) + (aN)? < 1

De esta desigualdad se infiere que b > 0. Luego si b > 0 los modos de Fourier decaen
y se dice que el esquema es disipativo, pero si b = 0 los modos de Fourier no crecen

ni decaen y el esquema es no-disipativo.

Para analizar la dispersién, se necesita conocer la velocidad de ondas de altas
frecuencias y bajas frecuencias. Para ello, se divide a ambos lados de (3.12) por

|e=bA| para obtener
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giodt _ 1+ aX — a)cos(BAz) — iaXsin(GAx)

= 14
|1+ aX — aXcos(BAx) — ialsin(SAx)| (3:-14)
Por otro lado, se conoce que 2! = cos(aAt) + isin(aAt). Por lo tanto,
1+ aX — a)cos(BAz)
At) = 3.15
cos(airt) |1 4+ aX — aXcos(BAx) — iarsin(BAz)| (3:15)
sin(aAt) = —aAsin(fAz) (3.16)

|1+ aX — aXcos(BAz) — ialsin(SAx)|

—a)sin(BAx)
1+al—aX cos(BAz)

Luego, tan(aAt) = y de ahi se obtiene la relacion de dispersion real

W= L { aXsin(SAx) }
At 1+ aX — aXcos(fAx)
_ 1 - { aAsin(GAz) ) } (3.18)

At 1+ 2a)sin?(%52

(3.17)

Note que cuando SAx tiende a 7 las ondas son de alta frecuencia. Por consiguiente

1 —1
am =7 tan™(0) (3.19)

El valor de tan™!(0) est4 condicionado por el signo de sin(aAt) y cos(aAt). De

la ecuacion (3.16) y (3.15) vemos que cuando SAz tiende a 7, sin(aAt) tiende a cero

14+2a)

r2an De esta ultima ecuacion se

por la derecha porque a < 0 y cos(aAt) tiende a

tiene que cos(aAt) estd en el cuadrante I'si aX > 2, y si ad < 3, el cos(aAt) estd

en el cuadrante II. Por lo tanto

0, si al>—-1/2
tan"'(0) =

m, o sioa\< —1/2
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Luego, para SAx cercano a 7, la rapidez de propagacién de ondas de alta frecuencia

esta dada por

0, sial>—1/2
o/ =
1/\, si a\ < —1/2

Para encontrar la velocidad de las ondas de baja frecuencia (BAxz — 0) uti-

lizamos las expansiones en series de Taylor de sin,sin®6 y tan™! 2

sind = 60— %93 +O(0°) (3.20)
0 1 1
N B! 6
sin” 5 49 480 +O(0°) (3.21)
1
tan 'z = z— 623 + O(2%) (3.22)

Sustituyendo en la ecuacién (3.18) se obtiene

a = —é { ABAx — %(1 + 3aX + 2a* A\ (BAz)? + O((ﬂAx)4)} (3.23)

Por lo tanto, la relacion de dispersién real para ondas de baja frecuencia es

a~ —af3 {1 - %(1 + 2a\) (1 + aA)(ﬁAm)Z} (3.24)

Reemplazando en (3.6) se tienen los modos de Fourier discretos

n ae—bnAtei(omAH—ﬁkA@ (325)

ae—bnAtei[—aﬂnAt{l—%(1+2a)\)(1+a>\)(,8A$)2}+ﬁk:Am] (3.26)

Q

ae—bnAt eiﬁ[kA:c—{a— 2 (142aX)(1+aX) (BAx)? }nAt] (3 27)
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De la ecuacion (3.27) se tiene que la rapidez v de la onda es

D=

a, si aA=—3 6 al\=—1;
v=9 a—&(142a\)(1+aN)(fAz)* >a, si —3 <al <0

a—¢(1+2a\)(1+ aN)(BAZ)? <a, si —1<al< —%

Por lo tanto, se tiene que para —% < aX < 0 las ondas de baja frecuencia se
mueven mas lentamente que las ondas de alta frecuencia y caso contrario ocurre si

se tiene —1 < a\ < —%. Luego, de la definicién se tiene que el esquema es dispersivo.

Hasta este punto hemos mostrado la caracteristica grafica de la disipacion,
el andlisis algebraico de la disipacién y dispersién, falta mostrar la representacion

grafica de la dispersion y la forma de disminuir la disipacion.

Una forma de mejorar los resultados cuando se tiene mucha disipacién es dis-
minuyendo el tamano de la malla, h, lo cual nos ayudard a mantener gran parte de
los modos exactamente en la soluciéon y como consecuencia se reduce la disipacion.
Veamos en la figura (3-3) que ocurre con las soluciones del problema (3.8), (3.9)

cuando disminuimos h por un factor 10.

Observe en la figura (3-3) que para t = 2 la disipacién es minima, mientras
que para t = 8 la onda decae una décima parte de su valor inicial contra un 50%
que disminuyé anteriormente(3-2). Por consiguiente, cuando disminuimos h las

soluciones presentan poca disipacion.
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Figure 3-3: FTFS para h = 0.0135 y £ = 0.0108

3.3 Analisis de Disipacion-Dispersiéon Para el Lax-Wendroff

Ahora, resolvemos el problema de la ecuacién de transporte (2.16) utilizando el

esquema Laz- Wendroff (LW)

22
g1 a\ a“\

w, =y — 7(“Z+1 —up_y) + T(“Zﬂ — 2up + up_y) (3.28)
Considerando los mismos pardmetros empleados en la figura (3-2) para el FTES,

obtenemos para el LW la figura (3-4)

Claramente en la figura (3-4) vemos que el esquema es disipativo debido al
decaimiento de la onda a medida que avanza el tiempo, también se puede notar
unas pequenas oscilaciones que aparecen sobre el eje X lo cual es una caracteristica

propia de esquemas dispersivos.
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valores de U

espacio

Figure 3-4: LW para h =0.135y k = 0.108

Por otro lado, si comparamos las figuras (3-2) y (3-4) vemos que el esquema

LW es menos disipativo que el esquema FTFS.

De manera similar como se hizo para el caso FTFS, se analizard la disipacién

y la dispersion en forma analitica. Si se sustituyen los modos de Fourier (3.6) en la

ecuacién (3.28) se obtiene

ﬁei(w(n—i-l)At—l—ﬂkAx) _ ﬂei(wnAt—i—,BkAz) . @ (aei(wnAt—l-B(k—I—l)Aa:) . ﬁei(wnAH‘ﬂ(k—l)Az))

a’\?

+ (a ei(wnAt-i-ﬂ(k—‘rl)Az) — 924 ei(wnAt—l—,@kA:c) + 4 ez‘(wnAt+ﬁ(k—1)Ax))

Dividiendo por e (wndt+8kAT) nog queda
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o 2
2 2
2\ A
= 1—alisin(fAz) + a2 (—4 sin2(62x))

= 1-2a*)\*sin® (%) —daXsin(fAx)

eiwAt - 1 (eiﬁAx o e*ZﬁAaz) + (eiBAaz 24 efiﬁAx)

Puesto que el factor de amplificacion ¢g para el esquema LW esta dado por
el lado derecho de la tultima ecuacién y ademés la estabilidad del esquema esta

condicionada a |g| < 1 se tiene que

|eiwAt| — ’efbAt‘ < 1 (329>

lo cual es valido siempre que b > 0. Note que el esquema es disipativo para b > 0
yva que los modos de Fourier decaen a medida que avanza el tiempo y para b = 0,

los modos de Fourier no crecen ni decaen de manera que el esquema es no-disipativo.

Para analizar la dispersién se divide (3.29) entre |e=*2| y se obtiene

. Ax .
it _ 1 — 2a%)\%sin? (22%) B Z,a/\ sin(BAz) (3.30)

|€—bAt| |e—bAt|

= cos(aAt) + isin(aAt) (3.31)

Comparando partes real e imaginaria se tiene que

—aAsin([fAx)

sin(aAt) = =y

(3.32)
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1 — 2a%\?sin*(BAz/2)

cos(aAt) = pE=ry (3.33)
Dividiendo (3.32) entre (3.33)
—aAsin([SAz)
t At) = 3.34
an(aAl) = 1 s ol (A7 )2) (3:34)
De modo que la relacién de dispersion real esta dada por
-1 _ aAsin(GAz)
= —tan~! 3.35
T A (1 — 2a?\? sin2(ﬁAa:/2)) (3:35)
Cuando Az — 7 las ondas son de alta frecuencia y (3.35) se convierte en
1 ~1(0) (3.36)
a = - tan .

El valor de tan™!(0) se halla de (3.32) y (3.33). Sabemos que a < 0y SAr — 7

asf sin(aAt) — 01 y cos(aAt) — % Luego,

0, si |a)| < ¥2
tan~'(0) = (3.37)

m, si ]a)\]>‘/7§

Sustituyendo ( 3.37 ) en (3.36), la rapidez de las ondas de alta frecuencia es

0, siJa)| < ‘/75
—a/f =
/A, si Ja\| > 2
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Para las ondas de baja frecuencia se utiliza (3.20), (3.21) y (3.22) en (3.35)

obteniéndose
1
a~ —af |1 — 6(1 — a*\?)(BAz)? (3.38)
Hallamos los modos de Fourier sustituyendo (3.38) en (3.6)

uz _ aefbnAteiB[kA:rf{af%(17a)\)(1+a/\)(ﬁAx)2}nAt] (339)

Por lo tanto, la rapidez v de ondas de baja frecuencia estd dada por

a, si a\ = +£1;
a—%(1—al)(1+aX)(BAz)* >a, si |a| <1;

Note que para |aA| < 1 las ondas de baja frecuencia se mueven mds lentamente

que las de alta frecuencia. Por consiguiente, el esquema es dispersivo.

En la figura siguiente comparamos los esquemas LW y FTFS para h = 0.2550
v k = 0.2040.

Observe que la figura (3-5) muestra claramente que el esquema FTFS es méas
disipativo que el LW. Ademas el efecto de la dispersion del método LW se puede ver,

mientras que en el F'TFS aparece escondido debido a la alta disipacion del esquema.
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Lax Wendroff y FTFS para la ecuacion de transporte, n=100, T=20
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Figure 3-5: FTFS v LW para h = 0.2550, k = 0.2040

3.4 Analisis de Disipacion-Dispersién para el LDG
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En esta seccion estudiamos la disipacién y dispersion del método LDG uti-

lizando una técnica llamada ecuacién modificada. Brevemente haremos una intro-

duccion sobre esta técnica y posteriormente la aplicaremos al esquema dado por la

base interpolante de Lagrange de grado 1 en (2.34).

3.4.1 Ecuacién Modificada

Los primeros en desarrollar la técnica de la ecuacion modificada para una

ecuacién de diferencia finita fueron Warming y Hyett [12]. En su articulo Warming

y Hyett estudian el comportamiento de un esquema de diferencia finita utilizando

los coeficientes de una ecuacién modificada.

La ecuacién modificada es la ecuacién diferencial parcial exacta resuelta numéri-

camente. Los términos que aparecen en la ecuacién modificada que no estan en la
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ecuacion diferencial parcial original representan el error de truncamiento del esquema
numeérico. La principal ventaja de la aproximacién es que esos coeficientes-errores
nos proporcionan informacién inmediata acerca de las propiedades de disipacién y
dispersion del esquema numérico. De hecho, el coeficiente de las derivadas de orden
par esta asociado con la disipacién, mientras que el coeficiente de las derivadas de

orden impar con la dispersién.

Para hallar la ecuacién modificada del problema de la ecuacion de transporte, se
expande cada término de una ecuacién de diferencia finita en una serie de Taylor ya
sea en tiempo o espacio y luego en esa ecuacion expandida se elimina las derivadas
en tiempo mayores que uno y las derivadas mixtas en tiempo y espacio utilizando

la misma ecuacién expandida.

Luego de este proceso, la ecuacion resultante contiene solo derivadas en espa-
cio. El coeficiente de la derivada de orden par corresponde al efecto disipativo y el
coeficiente de la derivada de orden impar corresponde al efecto dispersivo. Por lo
tanto, conociendo estos coeficientes podemos manipular la disipacién y dispersion

del esquema.

Basados en el trabajo hecho por Warming y Hyett [12], Donea, Quartapelle y
Selmin [8] hallaron la ecuacién modificada para un esquema de elementos finitos.
La discrepancia entre los esquemas de diferencias finitas y el esquema de elementos
finitos empleado es que las ecuaciones de elementos finitos son siempre implicitas

aun cuando se utilice un algoritmo de un paso para el tiempo.

Para encontrar la ecuacién modificada correspondiente al método LDG apo-
yamos nuestro trabajo en [8], y la ecuacién (2.35) que se puede escribir como el

sistema
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a 3a 2a

Q1 = O T gm0 + 7 A2t (3.40)
. a 3a 4a
Qg = Eal’i WOQ,Z' - 7062,%1 (3.41)

Multiplicando (3.40) por 2 y sumando con (3.41) nos queda

3 3
aa“ aOéQi (342)

20’41,1"1‘0'42,1:7 i 0,

Utilizando Forward-Euler en tiempo y despejando tenemos la siguiente ecuacion para

los coeficientes

200 + o4 = (24 3aX) af, 4 (1 — 3a)) of; (3.43)

Sabemos que en el elemento I; la solucién en el punto (z;,t") estd dada por

up (2:) = o Wi (2:) + o 1y ()
pero, Y5(x;) = 0y 1} (x;) = 1, por lo tanto, u}(z;) = af,;. Esta solucién la represen-

n __ n
tamos af; = u;'.

Similarmente tenemos que la solucién en el nodo ;41 es uf(ziy1) = ab, la

representamos o ; = uf, ;. Luego la ecuacién (3.43) se transforma en el esquema

2w = (24 3aA) ) + (1 - 3aX) uly,y (3.44)
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Hasta aqui lo que hemos hecho es encontrar el esquema correspondiente con
la ecuacién (1.3) en [8]. Ahora empleamos la técnica de la ecuacién modificada

utilizando las siguientes expansiones de Taylor centradas en (z;,t")

k? k3
U?"‘l = U? + kut + Eutt + Euttt + ...
h? k2 kh? kh
ultt =l + hug + ku + o e + Gt + PR+ U + e
2 h3
w = uy + hug + ?um + Eumx + ..

Sustituyendo cada término de (3.44) por su correspondiente expansién de Taylor y

simplificando

1 1 1 1 1 1 1
U + aly, + ékutt + ghum + §ahum + 6k2um + ahQUt;@x + gk‘hutm + éahzuxm +...=0
(3.45)

Para obtener la ecuacién modificada, eliminamos las derivadas en tiempo mayo-

res que 1 utilizando el siguiente método:

Eliminamos la derivada uy; multiplicando la ecuacién (3.45) por el operador
(—=k/2)0/0t y sumando el resultado a la ecuacién (3.45). En la nueva ecuacién
el coeficiente de uy, es modificado, por lo cual en el siguiente paso para eliminar
Uy, debemos multiplicar (3.45) por el operador (% — %) 9/0x y este resultado se lo
sumamos a la nueva ecuacion. Estos calculos pueden ser organizados en una tabla

tal como aparece en la tabla (3-1).

Una vez eliminadas las derivadas en tiempo mayores que 1, sumamos todas
las columnas que aparecen en la tabla (3-1) obteniendo la ecuacién modificada del

método LDG
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Table 3-1: Procedimiento para determinar la ecuacion modificada para el método
LDG

’ Derivadas Parciales H ut\ um\ [ \ Uty \ Uy \ Ut \ Uzt \ Ugpat \ Uz ‘
Operadores 1l a k ul ah k2 Eh h2 ah?
p 2 3 2 6 6 6 6
_ kD _k | _ak K2 | _hk | _ahk
201 2 2 4 6 4
_h | _ah __hk B2 _ah?
3 3 6 9 6
_h . akyd ak | | %k @2k | L ahk | | a?hk
( 3t )ax + +7 +7 +5 +=
k282 k’2 ﬁ
12072 12 12
hk ahk
6 6
(@ _ akQ) 62 ak? | _ a%k?
6 3 ) dzot 3 3

_h __ah?

18 18

_ahk | _d’hk

12 12

h2 ahk a?k?\ 92 a?k? a®k?

(_18_12+ 3)81:2 + +3
ah ah?
up + au, = —3(1 + 30\ ) Uy + E(l — 3a\ + 60>\ Uypy + ... (3.46)

De la ecuaciéon modificada (3.46) vemos que el método LDG en la base de

polinomios de grado 1 es disipativo de orden 2 para a\ > —%, ademas como a es
negativo, el método disipa para \ < —%. También podemos afirmar que el método
LDG es dispersivo de orden 3.
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Similarmente, encontramos que la ecuaciéon modificada para el esquema de dife-

rencias finita Laz- Wendroff es

h? 2h2k
Uy + au, = —%(1 — ® 2N Uy — ¢ S

(1 — a2\ ugpee + . (3.47)

y para el “Forward Time-Forward Space” es

h h?
Uy + auy = —%(1 + a\)ug, — %(1 + 3aX + 2a* N ugpy + ... (3.48)

De la ecuacion (3.47) afirmamos que el esquema LW es disipativo de orden 4
y dispersivo de orden 3 para 0 < |a\| < 1, y de (3.48) podemos afirmar que el

FTFS es disipativo de orden 2 para —1 < aA < 0 y dispersivo de orden 3 para
a\ 7& {_17 _%}



CAPITULO 4
ANALISIS DE ESTABILIDAD CASO 1D

En este capitulo probamos la estabilidad del esquema LDG (3.44). La estabi-
lidad es un paso fundamental en el andlisis de convergencia de un método numérico
porque es la herramienta que nos permite acotar las soluciones para cualquier tiempo.
Cuando hacemos un anélisis de estabilidad, buscamos una relacién entre h y k de

manera que la soluciéon no crezca indefinidamente.

La estabilidad se prueba utilizando el andlisis de Von Neumann, el cual aplica
principalmente un analisis de Fourier al esquema para buscar el factor de amplifi-
cacion ¢, cuya magnitud es la cantidad de la amplitud de cada frecuencia la cual

debe satisfacer |g| < 1 o equivalentemente |g|? < 1.

4.1 Estabilidad Del Método LDG

Para probar la estabilidad del esquema (3.44) hacemos inicialmente un cambio

de subindice en el esquema
2urtt + it = (24 3aX) ul, + (1 — 3aX) ully (4.1)

Una forma equivalente que se deduce del anélisis de Fourier para probar estabilidad

neim¥ en el esquema (4.1) y luego dividiendo por g"e’™

es cambiando u], por g para

obtener el factor de amplificacién

44
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(24 3a)) + (1 — 3a))e?
9= 24+ €i0 (42>

Multiplicando por el conjugado del denominador, utilizando el hecho que ¥ = cos 0+

1sin @ y simplificando tenemos

(544 cos) + 3ar(l — cosf) —i9aAsin b

_ 4.3
I 5+ 4cosf (43)
expresando la ecuacion anterior en la forma a + b
3aA(1l — cosf . 9aAsinf
g= |1+ ( ) - (4.4)

54 4cosf Z5—|—4COS(9

Teniendo en cuenta la condicién de estabilidad de Von Neumann, |g|? < 1 se tiene

6aA(1 —cosf)  9a®A?(1 —cosf)?  8la*A\?sin® 0 <1 (4.5)

1
i 5+ 4cosd * (5 +4cosf)? +(5+4c030)2_

Haciendo uso de las formulas de angulos medios para sinf y cos obtenemos
2sin?(6/2)(6a\ + 18a*\* 4 162a*\* cos®(6/2)) < 0 (4.6)
Puesto que sin?(#/2) es positivo y a es negativo se tiene que
1+ 3a\ + 27aXcos*(0/2) > 0 (4.7)

Asimismo, cos?(6/2) es positivo y como a es negativo se tiene que el valor més

pequeno que puede tomar A ocurre para

1+ 3a\ + 27aX > 0 (4.8)
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De ahi, para que el esquema sea estable es necesario tomar

Nk

<~ 304 (4.9)

donde a es la velocidad de la onda en la direccién hacia la izquierda.

Este resultado es importante porque nos permite fijar el A para una velocidad
dada y poder estudiar el comportamiento de la onda a medida que avanza el tiempo.
Es decir, fijando A y aumentando el tiempo podemos ver si el esquema es disipativo.
La relacién de estabilidad (4.9) la comprobaremos mediante experimentos numéricos

en el capitulo 5.

4.2 Estabilidad Del Método LW

Para encontrar la estabilidad del esquema Lax Wendroff procedemos de manera
analoga. Hacemos un cambio de subindice en el esquema Lazx Wendroff (3.28)
a?)\?

_(UZ’H-I — 2up + unm—l)

n—i-l: n aA n n
U ( )+ 5

m m 7 U — W1

Si sustituimos u”, por g"e"™ y luego dividimos entre g"e™™?, obtenemos el factor

de amplificacion

2)\2 )
CL2 (619

— 247 (4.10)

Cambiando en términos de senos y cosenos y utilizando la identidad cos — 1 =

—2sin?(0/2) obtenemos

g=1—2a*\*sin*(0/2) — aXisin @ (4.11)

La condicién de estabilidad |g|* < 1 nos conduce a
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— 4a®X?sin*(6/2) + 4a*\*sin*(0/2) + a*A*sin? 0 < 0 (4.12)

Luego utilizando la identidad sin®§ = 4sin*(0/2) — 4sin*(0/2) y simplificando

llegamos a la relacion

4a*\?*sin*(0/2)(a®X* — 1) <0 (4.13)

la cual nos dice que el esquema LW es estable si, y solo si, [a\| < 1.

4.3 Estabilidad Del Método FTFS

Para el esquema FTFS (3.10) haciendo el cambio de subindice obtenemos

n+l _ n n n
Uy~ = Uy + )\(um-i—l - um)

Reemplazamos u” por g"e™ luego dividimos entre g"e™™? aplicamos la condi-
cién de estabilidad |g|* < 1 y algunas identidades trigonométricas obteniendo la

relacion

4aXsin®(0/2)(1 +aX) <0 (4.14)

Note que si a > 0, la relaciéon anterior no se cumple, por lo tanto el esquema
FTFS no es estable. En cambio si a < 0, la relacién se cumple cuando a\ > —1.

Por consiguiente, el esquema FTFS es establesia <0y —1 <aX <0.

Comparando la condicién de estabilidad del método LDG (4.9) y la condicién
de disipacién A < —i podemos inferir que el esquema correspondiente al método
LDG (2.34) es disipativo ya que la condicién de estabilidad es mas restrictiva en el

valor de . Asi mismo ocurre con los esquemas de diferencias finita tradicionales

LW y FTFS.



CAPITULO 5
EXPERIMENTOS NUMERICOS

En el presente capitulo analizamos mediante experimentos numéricos la disi-
pacién del método LDG y lo comparamos con los métodos de diferencias finitas
tradicionales FTFS y LW. Iniciamos comprobando el primer resultado importante
de este trabajo, como lo es la condicién de estabilidad (4.9) del LDG ya que con esta
condicién es posible hacer los experimentos numéricos para estudiar la disipacién,
seguidamente comparamos el comportamiento de los esquemas proporcionados por
el método LDG en las bases ortogonales (2.32) e interpolantes (2.37) para ver con

cual de las bases el método realiza mayor disipacion.
5.1 Comprobacion Condiciéon de Estabilidad del Método LDG

Para ello consideremos el problema (3.8),( 3.9) donde la velocidad a = —1, note

que para ese valor la condicion de estabilidad asegura que el esquema es estable si A <

L
30"

1

Veamos tres experimentos numéricos para A = 5,

0.04 y 0.02 respectivamente.

48
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LDG con Base Interpolante, a =-1, Lambda = 1/30, T=8
12r : :
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Figure 5-1: La figura muestra el LDG para A\ = %, T=28

LDG con Base Interpolante, a = -1, Lambda = 1/30, T=10
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Figure 5-2: La figura muestra el LDG para A\ = %, T =10
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LDG con Base Interpolante, a = -1, Lambda = 1/30, T=12

T

0.8

0.6 ‘

0.4+ I

valores de U

-02F

_04 Il Il Il Il
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
espacio h

Figure 5-3: La figura muestra el LDG para A\ = %, T =12

En las figuras (5-1), (5-2), (5-3) vemos claramente que el méximo valor de la
solucién es 1 tal como ocurre con la solucién exacta, fig (3-1), también notamos unas
pequenas oscilaciones que aparecen abajo las cuales no sobrepasan el valor u = —0.2
y se deben a la discontinuidad de la derivada de la condicién inicial en los puntos 0

. . . . 1
y 1. Por consiguiente, el esquema es estable si A = 5.
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En las figuras (5-4), (5-5) y (5-6) vemos que la solucién sobrepasa el valor 1
y las pequenas oscilaciones que aparecen abajo estan aumentando de amplitud, asi

que para A = 0.04 el esquema es inestable.

LDG con Base Interpolante, a =-1, Lambda = 0.04, T=8
1.2

0.6 b

0.4r i

valores de U

0.2 .

-0.2 Y

_04 1 1 1 1 1 1 ]
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
espacio h

Figure 5-4: La figura muestra el LDG para A = 0.04,7 = 8

LDG con Base Interpolante, a = -1, Lambda = 0.04, T=10
1.21 : : : : :

0.8F !

0.4r t

valores de U

0.2r i

4
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
espacio h

Figure 5-5: La figura muestra el LDG para A = 0.04,7 = 10



LDG con Base Interpolante, a = -1, Lambda = 0.04, T=12
14r : : : : :

1.2

0.4r 1 i

valores de U

0.2r |

_06 1 1 1 1 1 1 1 J
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
espacio h

Figure 5-6: La figura muestra el LDG para A = 0.04,T = 12

LDG con Base Interpolante, a =-1, Lambda = 0.02, T=8
121 . :

0.8 N

06 o

valores de U

0.4r [

0.2 | |

_0.2 1 1 1 1 1 1 ]
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
espacio h

Figure 5-7: La figura muestra el LDG para A = 0.02,7 = 8

52
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LDG con Base Interpolante, a = -1, Lambda = 0.02, T=10
12r : : : : :

0.8f A
06f 1

0.4r 1 i

valores de U

0.2 !

_02 1 1 1 1 1 1 1 J
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
espacio h

Figure 5-8: La figura muestra el LDG para A = 0.02,7 = 10

LDG con Base Interpolante, a = -1, Lambda = 0.02, T=12
127 v : : : :

valores de U

04t ooy

0.21 |

_0.2 1 1 1 1 1 1 1 ]
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
espacio h

Figure 5-9: La figura muestra el LDG para A = 0.02,7T = 12

En las figuras (5-7), (5-8) y (5-9) observamos que la solucién esta decreciendo
y las pequenas oscilaciones que aparecen abajo se mantienen acotadas. Por lo tanto,

el esquema es estable para A = 0.2 y ademas es disipativo.
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5.2 Experimentos Numéricos Cuando la Condicion Inicial es una
Funciéon Suave

El problema que consideramos es la ecuacion de transporte en una dimensién

con condicién inicial una funcién suave

w—u, = 0, z€(ab) (5.1)

u(z,0) = sinmz, x € [a,b] (5.2)

sobre la frontera x = b suponemos u = 0 para los tres esquemas, mientras que para

el LW necesitamos adicionar uf™ = uj*!.

Empezamos comparando los esquemas dados por el método LDG en las bases
ortogonal e interpolante para ver cual de las dos bases presenta mayor disipacion.

Los parametros que mantendremos fijos son n = 60,a = —1 y A = 0.01.

Comparacion LDG en las Bases Ortogonales e Interpolantes,a = -1, T=0

0.8

0.6

0.4

0.2

valores de U
o

Exacta
— — — Ortogonal
— — — Interpolacion

-3.5 -3 -25 -2 -15
espacio h

Figure 5-10: La figura muestra la solucién exacta y el LDG con bases interpolantes
y ortogonales para la funcién sin(7wz) cuando 7' = 0
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Segun muestra la figura (5-10), no se nota diferencia alguna entre la solucién
exacta y las soluciones dadas por el LDG en las diferentes bases. Sin embargo,
mediante un acercamiento fig(5-11) podemos apreciar cual de las bases muestra

mejor comportamiento

Comparacion LDG en las Bases Ortogonales e Interpolantes,a = -1, T=0

1.05F Exacta
— — — Ortogonal
. — — — Interpolacion
1r B NG
- /// = ~
- / ~ _
0.95r : s
7/,
) 7/,
% /,
L 7,
9 0.9 y
S /,
S /
0.85 ,/
0.8
0.75F
-3.65 -3.6 -3.55 -3.5 -3.45 -3.4 -3.35

espacio h

Figure 5-11: La figura muestra la solucién exacta y el LDG con bases interpolantes
y ortogonales para la funcién sin(7x) cuando 7' = 0

En la figura (5-11) se ve claramente la solucién en la base ortogonal (linea
discontinua), mientras que la solucién en la base interpolante aparece superpuesta
a la solucién exacta (linea continua). Por lo tanto, el método LDG en la base

interpolante muestra mejor aproximacion.

Ahora veamos como es el comportamiento de los esquemas a medida que avanza

el tiempo
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Comparacion LDG en las Bases Ortogonales e Interpolantes,a = -1, T=5

Exacta
— — — Ortogonal
— — — Interpolacio

0.5F

valores de U

i i i i i i i i i i

-12  -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3
espacio h

Figure 5-12: La figura muestra la solucion exacta y el LDG en las bases ortogonal
e interpolante para la funcién sin(rz) cuando a = —1, T'=5

En la figura (5-12) se alcanza a observar que la solucién en la base interpolante

ha disipado un poco. Mediante un acercamiento podemos apreciar mejor, veamos

en la figura (5-13)

Comparacion LDG en las Bases Ortogonales e Interpolantes,a = -1, T=5
1} /.

Exacta
— — — Ortogonal
— — — Interpolacion

valores de U

espacio h

Figure 5-13: La figura muestra la solucién exacta y el LDG en las bases ortogonal

e interpolante para la funcién sin(rz) cuando a = —1, T'=5



57

La solucién en la base interpolante esta por debajo de la soluciéon en la base
ortogonal, veamos en las figuras (5-14) y (5-15). Por lo tanto, la solucién en la base

interpolante es un poco mas disipativa que la solucién en la base ortogonal.

Comparacion LDG en las Bases Ortogonales e Interpolantes,a = -1, T=12

N I~ _ — — — Ortogonal
0.8 7/ [ — — — Interpolacion

0.6} N / \

valores de U
o
T
N

I I i I I I I I

-13.5 -13 -12.5 -12 -11.5 -11 -10.5 -10
espacio h

Figure 5-14: La figura muestra el LDG en las bases interpolantes y ortogonal para

la funcién sin(7x) cuando 7' = 12

Comparacion LDG en las Bases Ortogonales e Interpolantes,a = -1, T=12

LT = — — — Ortogonal

0.8r S )
/, — — — Interpolacion

0.6F = N
0.4 \

0.2 /

valores de U
-
_

i i i i

-12 -11.5 -11 -10.5
espacio h

Figure 5-15: La figura muestra el LDG en las bases interpolantes y ortogonal para

la funcién sin(7wz) cuando T' = 12



58

Ahora, comparamos el método LDG en la base interpolante con los esquemas
de diferencias finitas tradicionales FTFS y LW para el problema anterior con los

parametros n = 60, a = —lio y A =0.01.

Comparacion LDG con los esquemas FTFS y LW, a = -0.1, T=10

LW
1k ——— FTFS
Exacta
~ — - LDG

valores de U

-15 -1 -0.5 0 0.5 1
espacio h

Figure 5-16: Comparaciéon LDG en la base interpolante con FTFS y LW, T = 10

En la figura (5-16) observamos que el FTFS ha disipado aproximadamente
un 40% la solucién, mientras que los deméds esquemas muestran poca disipacién.
Variamos el tiempo a 1" = 20 para ver si observamos disipacion en los esquemas LW
y LDG.

En la figura (5-17) se ve claramente que el FTFS ha disipado la solucién cerca
de un 58%, mientras que los otros esquemas no muestran disipacién. Sin embargo, el
LW presenta unas pequenas oscilaciones que se estan propagando hacia la derecha

las cuales son causa de la dispersion.
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Comparacion LDG con los esquemas FTFSy LW, a =-0.1, T=20

LW
FTFS
Exacta
- — —LDG

valores de U

-25 -2 -15 -1 -0.5 0
espacio h

Figure 5-17: Comparaciéon LDG en la base interpolante con FTFS y LW, T = 20

Ahora analicemos la figura (5-18) para ver que sucede cuando 7' = 40

Comparacion LDG con los esquemas FTFS y LW, a = -0.1, T=40

0.5

valores de U

LW

FTFS

Exacta

1 — — —LDG

-2.8 -2.6 -2.4 -2.2 -2 -1.8 -1.6
espacio h

Figure 5-18: Comparaciéon LDG en la base interpolante con FTFS y LW, T = 40

Nuevamente en la figura (5-18) se observa que el LDG no disipa, mientras
que el FTFS ha decaido cerca de un 70% y el LW ha perdido estabilidad debido

a las oscilaciones que se estan propagando. Por iltimo ampliemos el dominio y

consideremos solamente el LW y el LDG para T' = 80.



Comparacion LDG con los esquemas FTFSy LW, a = -0.1, T=80

LW
1 : : — Exacta
- — —LDG

valores de U

i i i i i i i i i

-10 -95 -9 -8.5 -8 -75 -7 -6.5 -6
espacio h

60

Figure 5-19: Comparaciéon LDG en la base interpolante con FTFS y LW, T = 80

La figura (5-19) muestra que el método LDG disipa la solucién cerca de un

20%, mientras que LW no disipa pero muestra un desfase con la solucién exacta lo

cual se debe al efecto de la dispersion ya que la velocidad de las ondas se mueven

mas lentamente que a.

5.3 Experimentos Numéricos Cuando la Condicién Inicial es una

Funcion Discontinua

En esta seccion consideramos la ecuacion de transporte en una dimensién con

condicién inicial un pulso. El problema es el siguiente

u—u, = 0, x¢€(ab)

w(z,0) = 1, ze€l0,1]

0, en cualquier otro caso.

(5.3)

(5.4)

Empezamos fijando los pardmetros n = 60 y A =0.1. Variamos 7T para ver que

tan disipativos son los esquemas.



Figure 5-20:

Figure 5-21:

valores de U

141

1.2

0.8

0.2r
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Comparacion LDG con los esquemas FTFS y LW, a = -0.05, T=10

. — LW
AT —FTFS
(W - - —LDG

_0.2 [

-0.4

-3

espacio h

Comparaciéon LDG en la base interpolante con FTFS y LW, T = 10

valores de U

141

1.2

0.8F

Comparacion LDG con los esquemas FTFS y LW, a = -0.05, T=20

LW
FTFS
- — —LDG

_Olzk

-0.4

-3

espacio h

Comparacién LDG en la base interpolante con FTFES y LW, T = 20
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Comparacion LDG con los esquemas FTFS y LW, a = -0.05, T=30

14r
124 /2 — FTFS
- — —LDG

valores de U

-0.2

_04 1 1 “/1 1 J
-3 -2 -1 0 1 2
espacio h

Figure 5-22: Comparaciéon LDG en la base interpolante con FTFS y LW, T = 30

Comparacion LDG con los esquemas FTFS y LW, a = -0.05, T=40

14r
LW
12 FTFS
- — —LDG

valores de U

espacio h

Figure 5-23: Comparaciéon LDG en la base interpolante con FTFS y LW, T = 40

De las figuras (5-20),(5-21),(5-22), (5-23) notamos que el FTFS va disipando
la solucién a medida que avanza en tiempo, el LW no disipa la solucién pero si
tiene muchos puntos dispersivos, y el LDG presenta pequenas oscilaciones debido a

la discontinuidad de la funcién en los puntos 0 y 1.
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Ahora consideremos los parametros A = 0.01 y n = 30.

Comparacion LDG con los esquemas FTFS y LW, a = -0.1, T=40

1.2¢
LW
1k I FTFS
Iy \ - — -LDG
0.8f AT

valores de U

_06 1 1 1 1 ]
-8 -6 -4 -2 0 2
espacio h

Figure 5-24: Comparacion LDG en la base interpolante con FTFS y LW, a = —0.1,
T =40

Comparacion LDG con los esquemas FTFS y LW, a = -0.1, T=60

Lw
FTFS
- — —LDG
o)
()
o
[%]
o
o \
IS}
> /
AN
)
| v
\\ /"
\/
_05 i i i i j
-8 -6 -4 -2 0 2

espacio h

Figure 5-25: Comparaciéon LDG en la base interpolante con FTFS y LW, a = —0.1,
T =60
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Comparacion LDG con los esquemas FTFS y LW, a = -0.1, T=60
1r .

— LW
P - ———FTFS
- — —LDG

valores de U

_05 1 1 1 1 J
-8 -6 -4 -2 0 2
espacio h

Figure 5-26: Comparacion LDG en la base interpolante con FTFS y LW, a = —0.1,
T =170

De las figuras (5-24),(5-25),(5-26) observamos que el LDG ha disipado bien
poco la solucién, mientras que LW disipa un poco mas la solucién y presenta varias

oscilaciones debido a la dispersién. El FTFS ha decaido cerca de un 65% la solucion.



CAPITULO 6
ANALISIS DE ESTABILIDAD PARA EL CASO
2D

En este capitulo presentamos el método LDG para un problema parabdlico en
dos dimensiones aplicado a imagenes donde mostramos el esquema para polinomios
de grado cero, probamos la condiciéon de estabilidad y la comprobamos mediante

experimentos numéricos en iméagenes.

La ecuacién que estudiamos es la de difusién anisotropica

I; = div(C(z,y,t)VI) (6.1)

la cual fue ampliamente analizada por Perona-Malik en [9].

En [9], los autores empleando en la discretizacién del problema un método de
diferencias finitas muestran que escogiendo apropiadamente el coeficiente de con-
duccion ¢ como una funciéon del gradiente de la imagen, se logra que la difusién

mejore bordes mientras avanza el tiempo.

Para hallar el esquema correspondiente a la ecuacién (6.1) utilizamos la idea
expuesta en el problema parabdlico unidimensional (seccién2.3). Introducimos una
nueva variable q, q = C'VI, de manera que tengamos un sistema de ecuaciones de

primer orden de la forma

65
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q = CVI (6.2)

I, = div(q) (6.3)

La ecuacién (6.1) es discretizada sobre un malla cuadrada &y, con elementos
de longitud h. La formulacién débil del problema es obtenida multiplicando (6.2) y
(6.3) por las funciones suaves de prueba r y v, respectivamente. Después integrando

por partes sobre cada elemento T de S, obtenemos la formulacion débil

/C_lq-r:/ Ir-ﬁT—/]V-r (6.4)
T oT T
/Uft:/ vq-ﬁT—/q-VU (6.5)
T aT T

donde 7y es un vector unitario normal hacia el exterior del elemento 7"y C' es una

matriz invertible.

Las ecuaciones anteriores estdn bien definidas para cualesquiera funciones (7, q)

y (v,r) en V x M, donde

V={I € LyQ): Iy € H(T), VT € Sy}, (6.6)

M= {q e (Ly(Q): q|p € (HY(T))%, VT € 3y}, (6.7)

Buscamos aproximar la solucién exacta (I, q) con funciones (15, q;,) en el espacio

de elementos finitos V, x M;, C V x M, donde

Vh = {I c LQ(Q) . I|T € @k(T), VT € %h} (68)

My = {q € (L2(2))" = alr € (p(T))", VT € S} (6.9)
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y 9r(T') es el espacio local de polinomios de grado menor o igual a k.

Puesto que el método LDG no requiere continuidad entre los elementos, es nece-
sario aproximar las soluciones en los bordes mediante los flujos numéricos. Luego,
el problema (6.4) y (6.5) se transforma en encontrar I, € V}, tal que se cumplan las

siguientes ecuaciones

/C’lq-r = / El{eT}r-ﬁT—/[Vm (6.10)
T oT ’ T
/Ulh,t = / Uah{eT} ﬁT_/qu (611)
T orT ' T

para toda funcion de prueba r € M, y v € V},. Donde El{e,T} y ah{eT} son los flujos

de las funciones I y q, respectivamente.

6.1 Discretizacion Para Polinomios de Grado Cero

En este caso consideramos V; y M;, como los espacios de polinomios de grado

cero en una y dos dimensiones, respectivamente. Las bases estan dadas por

By, = {1}
'@Mh = {(170)7<071)}

De ahi, se tiene que qy, e I}, son constantes. Si sustituimos la funcion de prueba

r en (6.10) por el elemento de la base (1,0) obtenemos

hZCgqu:/ f(1,0)-ﬁel+/ f(1,0)-ﬁe2+/ f(l,O)-ﬁe3+/ 1(1,0) - e,
el e es €4
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donde ¢;, © = 1,2, 3,4 son los bordes del elemento T'. Los cuales se muestran en la

tabla (6.1).

€3
€4 T €9
€1

Table 6-1: La figura muestra el elemento 7" y sus bordes

Sustituyendo los vectores normales y calculando la integral obtenemos

A

h207_“1q513 = h(j62 - [64)
De manera analoga, colocando r = (0, 1) tenemos la componente en y

hZOCI_’lql/ = h(_jm + f€3)

Por lo tanto, el valor de ¢r estara dado por

R qx CT jez - j64 CT {182} + ﬁez [162] - {164} - 564 [164]
QT fr— fry T R ey T
{183} + 663 [[63] - {]61} - ﬁ61 [161]

Reemplazando el promedio y el salto dado en (2.14)

(j OT (% + ﬁ@ﬁezx)[iﬂ-l,j + (562ﬁ62 - ﬁe4ﬁe4>ji7j + (_% - 5@4ﬁez)ji—17j
T — —5
h — — — —
(% + 663n€1)li,j+1 + (6637%3 - ﬁelnel)[@j + (_% - 5e1"e3)]z',j—1

Sustituyendo los valores de 7, y escribiendo como una suma de matrices tenemos
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C —5 =B e, T O 5 — B2
q_,T _ TT 2 4 Iifl,j 2 4 I” 2 2 [i+1,j
0 Y+ BY 0
0 0
+ [iyj—l + Ii,j—i—l (612)
_1_ py 1 _ py
2 €1 2 es

De manera analoga calculamos s, ¢v, ¢ v o, donde ¢s representa el valor de
¢ en el elemento que esta al sur de T', ¢ es el valor de ¢ en el elemento que esta al

norte de 7', asi mismo para los demas.

- S e e e e
ST ; | Lic1j- ' T| Lij- ’ | Lt
0 v B 0
0 0
+ IZ‘J‘_Q -+ Ii,j (613)
_1_ gy 1 _ gy
2 eg 2 €1
L ov |- O -
v = TN i P L+ " Pl L+ ’ | T
0 33 + 6312 O
0 0
+ X I; ; + X Lijio (6.14)
—3 = 633 2~ Mei
IR [ 5+ B 3=
e = TE ? | L+ ’ S Ly + ? | Tiga,
O 38 + ele O

1_ 3y
2 €10

0
o ]Im,ler Liyij41 ¢ (6.15)
)
2 €8
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Co ) |3~ B, B2, + B 3=
q_»O _ TO 2 15 [i72,j 4 15 [ifl,j + 2 4 [z',j
0 314 + 316 0
0 0
+ Ii—l,j—l + [i—l,j—i-l (6.16)
_1_ gy 1 _ gy
2 €16 2 €14

De otro lado, hacemos v = 1 y sustituimos (2.13) en la ecuacién (6.11)

/Tjh’t - /8T<{qh} - &[%]) Ay

Reemplazando el salto y el promedio de la funcién q y calculando la integral

r+4qs - oo - ar+4qe
h2-[h,t - h |: 2 . nel - ﬁ81 (anel + QSneg) : nel + 2 : nez
o o - 5 R gr+an oo - o -
_662 (aneg + QEne4) * neg + 2 : neg - ﬁeg, (aneg + anel) : neg
ar+do L L
+ 2 ° n84 - /864 (ane4 + QOneg) * n64:|

Sustituyendo los vectores normales y agrupando

hj[hyt = _( e + 64)qT - ( gl + eyg>q:'7{ - (5 - gl) qg + (5 + g3> q?\/""

De las ecuaciones (6.12) , (6.13) , (6.14) , (6.15) y (6.16) y utilizando Forward-FEuler

en tiempo
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Lt -ny
dt

1 1 1
7 { [CT( emz + 54) (5 + ;) +Co( ﬁew) ( 2 + ) +77e4} I 1,5
+CO <__ w> <1+ﬁ§15) 1712]

2
O (85, + B2 + (B, + B1)2) + Cs (——52’1 TeN ( +533)

1 2
+Cg (5 + ;) +Co (‘ - 5:4> + (Mey + Ney + 77637764)] [an
+ _OT(ﬁeQ + 54) 5 - + CE( 2) 5 + D) + Meo I7,+1j
1 x 1 n
+CE (5 + 62) (5 89) [z+2]
y 1 y 1 i3
+ CT( €1+ ) 2+ +CS( 1) 2+ +n€1 1,)— 1
1 1 :
+CS (_§+ é) (_5_ g@) I'L] 2
Y Yy 1 Y 1 Yy n
+ _OT( e1 + 63) 5 T Mes + CN( + /8612) e3 + Mes ]z J+1

1
rov 5+ (5 -0 ) s} 017

Puesto que la direccién de la velocidad es hacia la derecha, escogemos el (3
positivo, de modo que el esquema tenga en cuenta los vecinos més cercanos. Este

valor es

con el cual obtenemos el esquema
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I =1+ +3 { Cr+ne) Iy ; — (2Cr + Cn 4 Cg + e, 4 ey + ey + M) 1]

+ (CE + 7]62)[7?1-‘,-1] (CT + nel)IZ] 1 + (CN + 7763 z]—l—l} 6 18

6.2 Estabilidad

La estabilidad del esquema (6.18) la probamos inicialmente en una dimensién,

para luego extenderla a dos. Haciendo un cambio en los subindices obtenemos

dt
it = I?n_'—ﬁ{(CT"i_nm)Ingl (Cr+Cp+ ey +Mea) I, + (Cr+ 0y ) L1 (6.19)

Una forma equivalente que se deduce del andlisis de Fourier es cambiando I}, por
g"e™ en el esquema (6.19) y luego dividiendo por ¢g"e™ para obtener el factor de

amplificacion

dt .
g=14+—{(Cr+ne)e™™ = (Cr + Cg + Ney + Ney) + (Cr + 1y )€ }

h2

Factorizando y usando el hecho que € = cosf + isin# tenemos

dt
g=14+ ={(Cr 4 nes)(cos — 1 —isinf) + (Cg + ne,)(cos§ — 1 4 isin )}

h2

Llevando g a la forma a + ib para buscar la magnitud de g

dt

dt
h2< sinf(Cr + ne, — Cg — Ney)

cos — 1)(Cr + Ne, + Cp + 1e,) — e

g=1+
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Hacemos uso de la condicién de estabilidad dada en [10], la cual asegura que para

tener estabilidad se requiere que |g|> < 1 de modo que

dt dt
—2(CT+ne4+CE+n62)+ﬁ(l—cos0)(CT+ne4+CE+nez)2+ﬁ(1+cosf))(CT+n64

—(Cp +1e,))* <0

Desarrollando , simplificando y dividiendo entre 2

dt

7 [(Or +ne)” + (Cr + 1)” + (=208 0) (Cr + 16,)(Clp + 1y )] < Crtnies +Crtle

Pero —2 < —2cosf < 2, de modo que el valor mas grande que puede ocurrir es

—2cosf = 2. Asi, para tener estabilidad en una dimensién se requiere que

h2

dt <
C(T + 7764 + CE + 7762

(6.20)

La relacién anterior nos dice como debemos tomar dt para un valor dado de los

pardametros h, Cr, Cg, 1e,, ., de manera que la solucién sea estable.

La estabilidad en dos dimensiones se tiene de manera andloga. Haciendo un

cambio de subindices en (6.18) obtenemos

[milnlg = [ml,mg _'_ ﬁ {(CT + 7764>Im171,m2 - <2CT + CN + CE + 7761 + 7732 + 776’3

+n€4)]’r77111,m2 + (CE + 7762)]7771114-1,7712 + (CT + 7761)Igzl,m2—1 + (CN + 7763)]711,7712—}-1}

Haciendo I7!, . = g"e"™%e"™% podemos calcular el factor de amplificacién
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g=1+ ﬁ {(CT+7764)6 - (2OT+CN+OE+7761 + Ney + Tey +ne4)

+(CE 4 0e,)e™” + (Cr 4 ey )e ™™ + (Cn + ey )€™ }

Factorizando y usando el hecho que e = cosf + isin# tenemos

dt
g = 1+ﬁ{(20T+n61 +7es) (cO8 0—1—i sin 0)+(Cr4ne, +Cn+ne, ) (cos f—1+isin 6) }

Escribiendo g en la forma a + b

dt dt .
g=1+ E(COSH —1)2C7 +CN+Cg+ ey + Ney + New + Mey) — Zﬁ sin 0(2CT + e,

+ Ney _CE_CN_nez _7763)

Para tener estabilidad se requiere que |g|*> < 1 de modo que

dt
_2(2CT+7761 +7]64 +CE+CN+7762 +n€3)+ﬁ(1 —COS 9)<2CT+CN+CE+77€1 +7]e2

dt
+ Ney + 7764)2 + ﬁ(l + 08 0) (207 + Ny + ey — Cp — Cn — Ney, — 7763)2 <0

Desarrollando , simplificando y dividiendo entre 2

dt
3 [2CT + Ney + Mey)? + (Ci + ey + Cn + 1ey)*+
(=2¢080)(2CT + e, + 1, )(Cr + Cn 4 Ney =+ 1es)]

§20T+CN+CE+7761 +7]62 +77€3+7764

Pero —2 < —2cosf < 2 de modo que el valor mas grande que puede tomar es
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—2cosf =2

asi para tener estabilidad se requiere que

h2
<
- 20T+CN+CE+7761 +7762 _'_neg +n64

dt (6.21)

Con esta relaciéon podemos variar el Cr, Cn, CE, Ne,s Neys Nes, Ney, Para obtener
un valor de dt de modo que la solucion sea estable. Puesto que el problema es

aplicado a imagenes, h = 1.

Finalizamos este capitulo haciendo unos experimentos numéricos para compro-
bar la relacién (6.21) con dos imédgenes diferentes. Los parametros que utilizaremos
en el primer experimento son: las Cs suponemos que son constantes iguales a 1, las

e, las consideramos iguales a 1, con lo cual el esquema es estable si dt < %.

Es importante tener en cuenta que una imagen puede considerarse como un
vector de pixeles donde el valor de cada componente en escala de grises esta entre 0

y 255.

Considerando A = 1 obtenemos las figuras (6-2) y (6-3).



Figure 6-1: Imagen Original 1

Figure 6-2: Canaleto para A\ =

1
7

T =15
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7

T =25

~l—=

Figure 6-3: Canaleto para A\ =

Si no conociéramos la condicién de estabilidad, podriamos pensar que la figura
(6-2) muestra que el esquema es estable, sin embargo al aumentar 7' vemos clara-
mente en la figura (6-3) que el esquema es inestable. La mancha que aparece en la
figura se debe a que la solucién esta aumentando bruscamente y tomando valores

fuera del intervalo (0,255).

1

Las figuras que siguen son obtenidas para A = .

Las figuras (6-4), (6-5), (6-6) y (6-7) muestran que sin importa el valor T', la
imagen permanece estable, lo que esta ocurriendo en las imagenes es el efecto de un

esquema disipativo.



Figure 6-4: Canaleto para A\ =

Figure 6-5: Canaleto para A =

1
]

1
]

T=15

T =25
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Figure 6-6: Canaleto para A\ =

Figure 6-7: Canaleto para A =

1
]

1
]

T =35

T =65
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Ahora, para la imagen 2, consideramos las Cy iguales a 0.1 y las 7 iguales a
0.5, con esos valores la condicion de estabilidad es dt < 0.4165. Colocando A = 0.43

obtenemos las figuras (6-9) y (6-10).

Figure 6-8: Imagen Original 2

Figure 6-9: Imagen 2 A = 0.43, T' =45

Las figuras (6-9) y (6-10) muestran claramente que el esquema es inestable,
mientras que en las figuras (6-11),(6-12),(6-13) y (6-14) vemos que podemos au-

mentar 7' sin parar y la imagen permanece estable.



Figure 6-10: Imagen 2 A = 0.43, T'= 65

Figure 6-11: Imagen 2 A = 0.41, T' =45
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Figure 6-12: Imagen 2 A = 0.41, T' = 65

Figure 6-13: Imagen 2 A =0.41, T'= 85
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Figure 6-14: Imagen 2 A = 0.41, T'= 105
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CAPITULO 7
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

7.1 Conclusiones

En este trabajo hemos descrito el método LDG en la base de polinomios de
grado 1 para ecuaciones diferenciales parciales de tipo eliptico, hiperbdlico y parabé-

lico.

Béasicamente el trabajo estuvo centrado en la ecuacion de transporte u; + au,,

a < 0 donde logramos probar y comprobar numéricamente que la estabilidad del

1

método LDG en la base de polinomios de grado 1 estd dada por 0 < A < —g5-.

También probamos que el esquema dado por el método LDG en la base de polinomios
de grado 1 es disipativo de orden 2 si A < —% y dispersivo de orden 3 para los
valores donde se tiene estabilidad. Asi mismo, mostramos numéricamente que el

método LDG presenta mejor aproximacion que los métodos de diferencias finitas

tradicionales LW y FTFS.

El método LDG en la base interpolante de polinomios de grado 1 para la
ecuacion de transporte con condicién inicial suave muestra mejor aproximacion que

en la base ortogonal, fig(5-11).
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7.2 Trabajos Futuros

- Estudiar la disipacién y dispersion del método LDG para polinomios de grado

dos.

- Realizar un cédigo en Matlab que permita trabajar con mallas no uniforme de
modo que se pueda eliminar o al menos disminuir las pequenas oscilaciones que

aparecen en los puntos donde la condicién inicial es discontinua fig(5-20).

- Analizar el comportamiento del esquema dado por el método LDG cuando la

condicidén inicial representa oscilaciones rapidas. Esto es, ug = ﬁ sin(z?).

- Realizar un analisis de disipacion-dispersion del método LDG para la ecuacion de

Burger u; + uu, = 0.
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