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A través de los años, el análisis armónico aplicado y numérico ha sido relevante

en el área de ingenieŕıa eléctrica, para el estudio y el comportamiento de señales

bidimensionales en tiempo y frecuencia, espećıficamente en el área de procesamiento

digital de señales. Las señales en tiempo y frecuencia son representaciones (o fun-

ciones) bidimensionales que aparecen en muchas áreas de ciencia e ingenieŕıa, como

por ejemplo la transformada discreta de Fourier de tiempo corto, la función discreta

ambigüedad, y la distribución discreta de Wigner.

El concepto de representación bidimensional en tiempo y frecuencia es muy

propio de la ingenieŕıa eléctrica. Pero también ha sido un gran campo de estudio

para matemáticos, que contribuyen con nuevos conocimientos en diversas áreas de

la matemática, como por ejemplo el análisis armónico. Pero tales estudios no han

profundizado en el espacio de matrices.

En este trabajo se desarrollará un marco computacional de las representaciones

en tiempo y frecuencias desarrolladas a partir la función discreta de ambigüedad. El
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marco o arquetipo computacional se basará en estructuras matriciales, que se elabo-

raran a partir de las representaciones algebraicas de las funciones bidimensionales.

Además, se desarrolla el concepto de un espacio de matrices de arreglos, para el

estudio de la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales y la función de

ambigüedad de valores vectoriales, con el fin de desarrollar un marco computacional

para estos dos conceptos.
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Over the years, applied and numerical harmonic analysis has been important

on electrical engineering for the study and performance of two-dimensional signals

in time and frequency, specifically in the area of digital signal processing. Time-

frequency signals are two-dimensional representations (or functions) that appear in

many areas of science and engineering, for example the discrete Fourier transform

short time, the discrete ambiguity function and discrete Wigner distribution.

The concept of two-dimensional representation in time-frequency is very typical

of electrical engineering, and used for various applications. But it has also been a

major field of study for mathematicians, who contribute new knowledge in different

areas of mathematics, such as harmonic analysis. But such studies have not delved

into the matrix space.

In this job we develop a computational framework of time-frequency representa-

tions developed from discrete ambiguity function. The computational framework is

based on matrix structures, which develop from the algebraic representations of two-

dimensional functions. In addition, it develops the concept of a matrix array for the
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study of the discrete Fourier transform and vector-valued function of vector-valued

ambiguity, in order to develop a computational framework for these two concepts.
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LISTA DE SÍMBOLOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xv
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

Las representaciones en tiempo y frecuencia aparecen en muchas áreas de cien-

cia e ingenieŕıa, tales como el procesamiento de señales del habla, de señales śısmicas,

imágenes, señales biomédicas, el procesamiento de señales a partir de sonares (radares)

entre otros. Durante muchos años, representaciones bidimensionales en tiempo y fre-

cuencia como la transformada discreta de Fourier de tiempo corto (DSTFT, de sus

siglas en inglés), la función discreta ambigüedad (DAF, de sus siglas en inglés), y la

distribución discreta de Wigner (DCD, de sus siglas en inglés) - las cuales son gen-

eradas a partir de la transformada discreta de Fourier - han sido utilizadas con éxito

en el procesamiento de señales. El término representación bidimensional se refiere

a cualquier función, distribución o transformada cuyo dominio sea de dos dimen-

siones. Por ejemplo, la DSTFT, DAF y DCD son representaciones bidimensionales

cuyo dominio representa el tiempo y la frecuencia

El concepto representación bidimensional en tiempo y frecuencia es muy propio

de la ingenieŕıa eléctrica, y utilizado para diversas aplicaciones ingenieriles [1–10].

Pero también ha sido un gran campo de estudio para matemáticos, que contribuyen

con nuevos conocimientos en diversas áreas de la matemática: análisis armónico,

teoŕıa de grupos, algoritmia, entre otros [11–16], pero tales estudios no han pro-

fundizado en el álgebra de matrices, a pesar de la estructura bidimensional que

presentan estas funciones.

Como explican D. Rodriguez, J. Seguel y E. Cruz [17], todas las formulaciones

matemáticas de los algoritmos se consideran pertenecientes a un entorno denominado
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ambiente matemático computacional (AMC). El AMC está esencialmente constitu-

ido por un conjunto de entrada, un conjunto de salida, un conjunto de operadores

matemáticos, y un conjunto de normas para estos operadores. El AMC es definido

como un entorno para el desarrollo de software basado en subgrupos especiales lla-

mado marco computacional matemático (MCM). Un MCM es un conjunto formado

por una formulación matemática de un algoritmo, presentado en lo que se denom-

ina su forma canónica o estándar, y todas las variantes posible. Una formulación

matemática se conoce como una variante de una formulación canónica, si esta vari-

ante se puede obtener de la canónica.

Además, en [17] explican que la idea de realizar estos algoritmos es para poder

implementarlos en una máquina determinada. Se utilizará el concepto de estructura

de hardware computacional (EHC) para referirse a cualquier máquina arbitraria. El

AMC pueden ayudar a esta implementación de la siguiente manera: la información

sobre los atributos inherentes a la EHC, como la configuración de la memoria princi-

pal, el tamaño de la memoria, el número de unidades de procesamiento, los tipos de

unidades de procesamiento, el tamaño de la memoria, las especificaciones del compi-

lador, los lenguajes de programación, entre otros, pueden ser adquiridos en la forma

adquirida por el AMC, algunos de ellos en forma de parámetros. Un MCM permite

la elaboración de un algoritmo y algunas de sus variantes se formulan utilizando la

información obtenida de la EHC. Una variante será elegida mejor, mientras se ajuste

a estos criterios de desempeño.

En esta tesis se desarrollará un marco computacional matemático de las rep-

resentaciones en tiempo y frecuencias desarrolladas a partir de la función discreta

de ambigüedad, utilizando cuatro definiciones diferentes de la función discreta de

ambigüedad, pero que son iguales en módulos. La función discreta de ambigüedad

será el ente generador de las demás representaciones en tiempo y frecuencias estu-

diadas en este documento. Se entenderá como marco computacional, un esquema
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para el desarrollo y/o la implementación de una aplicación. El marco o arquetipo

computacional se basará en estructuras matriciales, que se elaboraran a partir de

las representaciones algebraicas de las funciones bidimensionales. Tales estructuras

matriciales, se elaboraran utilizando productos de Kronecker y Hadamard, además

de operadores que se emplean sobre los espacios CN y CMˆN , lo cuál permiten su im-

plementación utilizando cómputo en paralelo. Por ser de dimensión finita y utilizar

operadores en CN y CMˆN , las representaciones algebraicas y estructuras matriciales

se interpretaran como algoritmos para el cálculo de tales funciones bidimension-

ales. Un algoritmo se puede definir, de manera informal, como un procedimiento de

cálculo formulado, con un número finito de pasos, que actúa sobre los elementos de

un conjunto llamado conjunto de entrada para producir una salida que pertenece a

un conjunto de salida. Además, en el desarrollo del documento, se presentan nuevos

resultados que se clasifican en Teoremas, Lemas, Proposiciones y Corolarios. Cada

nuevo resultado tiene su respectiva demostración, y cada demostración fue realizada

por el autor de la tesis. Algunos resultados y demostraciones son totalmente nuevas,

los otros son extensiones de otros trabajos, los cuales se explican en el documento.

La tesis está organizada como sigue: en el Caṕıtulo 2 se discuten algunos con-

ceptos preliminares - Productos Kronecker y Hadamard, operadores, transformada

discreta de Fourier y matrices circulantes-; en el Caṕıtulo 3 se elabora un arquetipo

computacional para la función discreta de ambigüedad y de una clase de funciones

bilineales de tiempo y frecuencia, generadas a partir de la función discreta de am-

bigüedad. En el Caṕıtulo 4 se desarrolla un marco computacional para la trans-

formada de Fourier de valores vectoriales y la función discreta de ambigüedad de

valores vectoriales a partir del concepto del espacio de matrices de arreglos. En el

Caṕıtulo 5 se explican algunas aplicaciones de la función discreta de ambigüedad y

del espacio de matrices de arreglos. Por último, se presentan algunas conclusiones

en la Caṕıtulo 6.
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Además, los algoritmos desarrollados en este trabajo fueron implementados

utilizando MATLAB y utilizando dos toolbox que permiten el cómputo en par-

alelo: “pMatlab Toolbox” ©, desarrollado por el Laboratorio Lincoln del Instituto

Tecnológico de Massachusetts, y “Parallel Computing Toolbox” ©, diseñado por

Mathworks.



CAPÍTULO 2

PRELIMINARES

2.1 Productos Kronecker y Hadamard & Suma Directa

El producto Hadamard, también conocido como producto de entradas o pro-

ducto Schur, y el producto Kronecker, también conocido como producto directo o

producto tensorial, son conceptos que tienen sus oŕıgenes en la teoŕıa de grupos y

tienen gran importancia en el desarrollo computacional de la ingenieŕıa eléctrica,

especialmente en el campo del procesamiento digital de señales. Estos productos

difieren de la forma ordinaria del producto de matrices.

Definición 1 (Producto Hadamard). El producto Hadamard de dos matrices

A,B P CMˆN se define como la matriz AdB P CNˆN tal que pA d Bqm,n “ am,n ¨

bm,n. De forma general, sea tAnunPZN un conjunto ordenado de matrices tal que

cada An P CNˆN , entonces el producto Hadamard del conjunto de este conjunto de

matrices representa

A “
ä

nPZN

An “ A0 d A1 d ...d AN´1

y A P CNˆN . Una propiedad del producto Hadamard es la conmutatividad.

Para definir el producto Kronecker, primero definiremos el álgebra de señales de

productos Kronecker (ASK). El ASK es una manera compacta y práctica de expresar

algoritmos del álgebra lineal que son esparcidos, utilizando el producto Kronecker.

5
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Definición 2 (Producto Kronecker). El producto Kronecker de dos matrices

A P CMˆN y B P CPˆQ se define como la matriz AbB P CMPˆNQ tal que

AbB “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a0,0B a0,1B ¨ ¨ ¨ a0,pN´1qB

a1,0B a1,1B ¨ ¨ ¨ a1,pN´1qB

...
...

. . .
...

apM´1q,0B apM´1q,1B ¨ ¨ ¨ apM´1q,pN´1qB

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

De forma general, sea tBnunPZN un conjunto de matrices tal que Bn P CMnˆNn,

entonces el producto Kronecker de este conjunto de matrices se representa

B “
â

nPZN

Bn “ B0 bB1 b ...bBN´1

y B P CMˆN , donde M “
ś

nPZN
Mn y N “

ś

nPZN
Nn.

Es fácil verificar que el producto Kronecker no es conmutativo. Una ventaja

del ASK, es que contribuye al análisis, diseño e implementación de algoritmos en

paralelo.

Ejemplo. Sea A P CRˆM y x P CMN . Consideremos la operación pIN b Aqx:

pIN b Aqx “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A

A

.. .

A

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x0

x1
...

xN´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ax0

Ax1
...

AN´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

donde xm P CM . La operación pIN b Aqx tiene una complejidad computacional

de OpMRN2q. Pero, debido a la estructura de la operación al utilizar productos

Kronecker, la operación se puede dividir en N operaciones Axm, para m P ZN , por

lo que la complejidad computacional pasaŕıa a ser OpRMNq. Además, la estructura

de pIN b Aqx permite su implementación utilizando computo en paralelo.

El cómputo IN b A se denomina operación paralela [14]. El Algoritmo 1

muestra la implementación del ejemplo anterior.
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Algoritmo 1 Cómputo operación pIN b Aqx

Entrada: x P CMN y A P CRˆM

Salida: S P CRN

1: para nÐ 0 : N ´ 1 hacer
2: SrnR : pn` 1qR ´ 1s Ð A ¨ xrnM : pn` 1qM ´ 1s
3: fin para

Ejemplo. Considere los datos del Ejemplo 2.1 entonces

pAb INqx “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

ř

mPZM
a0,mxm

ř

mPZM
a1,mxm

...
ř

mPZM
aR´1,mxm

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(2.1)

Además

RN,RtpAb INqxu “ RN,MtxuA
T (2.2)

donde R es el operador reshape (ver Sección 2.2.2 para más detalles de R).

El cómputo de la operación AbIN se denomina como operación vectorial [14]. El

siguiente teorema presenta algunas de las propiedades más importantes del producto

Kronecker. Estas propiedades se utilizan a través del presente trabajo. El lector

puede verificar los detalles de las demostraciones en [14, 18–21].

Teorema 1. Sea A P CMˆN , B P CRˆS, C P CNˆP y D P CSˆT . Entonces

• pAbBq b C “ Ab pB b Cq.

• pAbBqT “ AT bBT .

• pAbBqpC bDq “ AC bBD.

• AbB “ pAb ISqpIN bBq.

• IR b IS “ IRS.
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Definición 3 (Suma Directa). La suma directa de dos matrices A P CMˆN y

B P CPˆQ se define como la matriz A‘B P CpM`P qˆpN`Qq tal que

A‘B “

¨

˚

˝

A

B

˛

‹

‚

De forma general, sea tCnunPZN un conjunto ordenado de matrices tal que Cn P

CMnˆNn, entonces la suma directa de este conjunto de matrices se representa

C “
à

nPZN

Cn “ C0 ‘ C1 ‘ ...‘ CN´1

y C P CMˆN , donde M “
ř

nPZN
Mn y N “

ř

nPZN
Nn.

Una propiedad importante de la suma directa, y que se utilizará en el presente

trabajo se menciona en el siguiente lema.

Lema 1. Sean A P CMˆN y B P CNˆR, entonces 1‘ pABq “ p1‘ Aqp1‘Bq.

2.2 Operadores

Sea V y W dos conjuntos. El mapeo O del conjunto V al conjunto W ,

O : V Ñ W , se llama un operador. En este trabajo se utilizarán operadores so-

bre los conjuntos CN y CMˆN .

2.2.1 Operadores Unitarios

Definición 4 (Operadores Lineales y Unitarios).

1. O : CN Ñ CN es un operador lineal si Opαv1 ` v2q “ αOpv1q ` Opv2q, donde

v1, v2 P CN y α P C.

2. Un operador U : CN Ñ CN es un operador unitario si es lineal y UU˚ “ I, donde

U˚ es el operador adjunto de U y I es el operador identidad.

Todo operador unitario en CN tiene una representación matricial. Por ejemplo,

IN es la representación matricial del operador identidad I. Un ejemplo de operador

unitario es el operador de permutación. El operador de permutación, L : CN Ñ CN ,

es un operador que realiza un re-acomodo de las entradas de un vector en CN .
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La representación matricial del operador de permutación, o simplemente matriz de

permutación, es una matriz binaria cuadrada de orden N que tiene exactamente una

entrada con el valor de 1 en cada fila y columna y el valor de 0 en las otras entradas.

En este trabajo, la matriz de permutación se define como L P CNˆN .

Ejemplo. Sea v P C4, entonces un ejemplo de permutación para C4 es Ltvu “

pv0, v2, v1, v3q
T . La representación matricial de L es la matriz L P C4ˆ4, tal que

L “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Los operadores de permutación también pueden actuar sobre CMˆN , realizando

permutaciones a las columnas. Cuatro ejemplos de operadores de permutación son

el operador de permutación de orden N y paso R, el operador de traslación, el

operador de reflexión y el operador de orden exponencial.

Operador de Permutación de Orden N y Paso R: Sea N “ RS. El

operador de permutación de orden N y paso R, LNR , es el operador de permutación

que esta definido por la regla LNR tvbwu “ wb v, para v P CR y w P CS. La matriz

de permutación de orden N y paso R se representará como LRN P CNˆN . Además

LNRL
N
S “ IN (2.3)

Como se explicó en la sección anterior, el producto Kronecker no es conmu-

tativo, pero este tipo de matrices de permutación tratan de dar una noción de

conmutatividad, el cual se explica en el siguiente teorema [14].

Teorema 2 (Conmutación de productos de Kronecker). Sea N “ RS, A P

CMˆM y B P CNˆN . Entonces AbB “ LNR pB b AqL
N
S .
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La implementación de este operador se puede hacer de forma lineal. El Algo-

ritmo 2 muestra tal implementación.

Algoritmo 2 Permutación de Orden N y Paso R

Entrada: x P CN

Salida: y P CN

1: para r Ð 0 : R ´ 1 hacer
2: para sÐ 0 : S ´ 1 hacer
3: yrr `Rs` 1s Ð xrSr ` s` 1s
4: fin para
5: fin para

Operador de Traslación: Sea m P ZN . El operador de traslación, Sm, es el

operador de permutación que esta definido por la regla Smtvurns “ vrxn ´ myN s,

para v P CN y donde xayN “ a mod N . La constante m se denonina constante

de traslación. La constante de traslación debe ser un número en el conjunto ZN ,

entonces cuando se utilice S´m, el valor ´m es una representación a nivel de módulo

N , es decir, S´m “ Sx´myN . Además, si m P ZN , entonces S´m “ SN´m, donde N ´

m P ZN . La matriz de traslación se definirá como Sm P CNˆN . La implementación

de este operador se puede hacer de forma lineal. El Algoritmo 3 muestra tal

implementación.

Algoritmo 3 Permutación de Traslación con constante m

Entrada: x P CN

Salida: y P CN

1: para nÐ 0 : N ´ 1 hacer
2: yrns Ð xrxn´myN s
3: fin para

Operador de Reflexión: El operador de reflexión Lr es el operador de per-

mutación que está definido por la regla Lrtvurns “ vrx´nyN s, para v P CN . La

matriz de traslación se definirá Lr P CNˆN . La matriz Lr se define como

pLrqi,j “

$

’

&

’

%

1 si i “ j “ 1 y i` j “ N ` 2

0 en otro caso
(2.4)
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La implementación de este operador se puede hacer de forma lineal. El Algo-

ritmo 4 muestra tal implementación.

Algoritmo 4 Permutación de Reflexión

Entrada: x P CN

Salida: y P CN

1: para nÐ 0 : N ´ 1 hacer
2: yrns Ð xrx´nyN s
3: fin para

Operador de Orden Exponencial: El operador de orden exponencial, viene

definido solo para elementos de CN , dondeN un número primo. Sea UN “ t1, 2, ..., N´

1u. Si N es un número primo, entonces existe a P UN tal que genera exponencial-

mente a todos los elementos deUN [14], es decir, el conjunto t1, a1, xa2yN , ...xa
N´2yNu

es una permutación de los elementos de UN . Considere el conjunto

πa “ t0, 1, a, xa
2
yN , .., xa

N´2
yNu.

El conjunto πa es una permutación del conjunto ZN . Por lo tanto, si N es un número

primo y a es un generador de UN el operador de orden generador La es el operador

de permutación que está definido por la regla

Latvurns “

$

’

&

’

%

vr0s si n “ 0

vran´1s si n P UN

para v P CN .

La matriz del operador de orden exponencial se definirá como La P CNˆN . La

implementación de este operador se puede hacer de forma lineal. El Algoritmo 5

muestra tal implementación.

Otros ejemplos de operadores unitarios son los operadores de modulación y

rotación. Sean v P CN , m, k P ZN and λ P C, tal que |λ| “ 1.
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Algoritmo 5 Permutación de Orden Exponencial, con generador a

Entrada: x P CN y a P UN (generador).
Salida: y P CN

1: vr0s “ 0
2: para nÐ 1 : N ´ 1 hacer
3: vrns Ð xan´1yN
4: fin para
5: para nÐ 0 : N ´ 1 hacer
6: yrns Ð xrvrnss
7: fin para

Operador de Modulación: El operador de modulación, Mk, es el operador

definido como Mkvrns “ ωnkN vrns, donde ωN “ ei
2π
N . La constante k se denon-

ina constante de modulación De igual manera que se explicó para el operador de

traslación, M´k “MxN´kyN La matriz de modulación se define como Mk P CNˆN ,

donde Mk es una matriz diagonal de la forma Mk “ diagp1, ωkN , ω
2k
N , ..., ω

pN´1qk
N q. La

implementación de este operador se puede hacer de forma lineal. El Algoritmo 6

muestra tal implementación.

Algoritmo 6 Operador de Modulación, con constante k

Entrada: x P CN y k P ZN
Salida: y P CN

1: para nÐ 0 : N ´ 1 hacer
2: yrns Ð xrnsωknN
3: fin para

Operador de Rotación: El operador de rotación, Cλ, es el operador definido

como Cλvrns “ λvrns. La matriz de rotación se define como Cλ P CNˆN , donde

Cλ “ λIN . La implementación de este operador se puede hacer de forma lineal. El

Algoritmo 7 muestra tal implementación.

Algoritmo 7 Operador de Rotación, con constante λ

Entrada: x P CN y λ P C
Salida: y P CN

1: para nÐ 0 : N ´ 1 hacer
2: yrns Ð λxrns
3: fin para
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2.2.2 Otros Operadores

P. A. Regalia y S. K. Mitra [22] desarrollan una definición generalizada del

producto Kronecker1 . Dado un conjunto ordenado de N matrices An P CMnˆP ,

para n P ZN , expresado como tAnu, y una matriz B P CNˆR, entonces la matriz

tAnu bB P CMNˆPR es el producto definido como

tAnu bB “

»

—

—

—

—

–

A0 b b0
...

AN´1 b bN´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

donde bn representa la n-ésima fila de B. Note que el número de matrices en el

conjunto tAnu coincide con el número de filas en la matriz B. Sea B “ 1N , donde

1N P CN es el vector de unos, es decir, 1N rns “ 1, para todo n P ZN . Entonces,

tAnu b 1N “

»

—

—

—

—

–

A0 b 1

...

AN´1 b 1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

–

A0

...

AN´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

A partir de este caso especial, se desarrolla el operador de acumulación de

matrices.

Operador de Acumulación de Matrices: Sea el conjunto de N matri-

ces tAnu, An P CMnˆP , para n P ZN . El operador de acumulación de matrices,
Ů

:
ś

nPZN
CMnˆP Ñ CMˆP , donde M “

ř

nPZN
Mn, es definido como

ğ

ttAnuu “
ğ

nPZN

An “ tAnu b 1N “

»

—

—

—

—

–

A0

...

AN´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

1 La definición es ligeramente distinta al propuesto en este trabajo, porque P. A.
Regalia y S. K. Mitra utilizan una definición modificada del producto Kronecker.
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La única condición que deben tener los elementos de tAnu es coincidir en el

número de columnas.

Otros dos operadores importantes en este trabajo son los operadores vec y su

operador inverso [23].

Operador Vec: El operador vec, V : CMˆN Ñ CMN , es un operador que actúa

sobre CMˆN y da como resultado un vector formado por la “acumulación” de las

columnas de las matrices, es decir, si B P CMˆN y bi representa cada columna de la

matriz B, con, i P ZN , entonces

VtBu “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

b0

b1
...

bN´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Operador Vec Inverso: El inverso del operador vec, RM,N : CMN Ñ CMˆN ,

es conocido como operator re-shape y es el operador que transforma un vector de

dimensión MN a una matriz de dimensión M ˆN , es decir, sea v P CMN tal que

v “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

v0

v1
...

vN´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, vn P CM

entonces RM,Ntvu “ pv0 v1 ... vN´1q. El Teorema 3 explica una relación entre el

operador RN,N y la matriz de permutación LN
2

N .

Teorema 3. Sean v P CN2
y A P CNˆN . Entonces

• pRN,Ntvuq
T “ RN,NtL

N2

N vu.

• VtAT u “ LN
2

N VtAu.



15

Prueba. Considere los siguientes casos

• Sean i, j P ZN . Entonces RN,Ntvu “ pv0 v1 ... vN´1q , con vn P CN . Pero

pRN,Ntvuqij “ vjris ñ pRN,Ntvuq
T
ij “ virjs.

Por otro lado

LN
2

N v “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

v10

v11
...

v1N´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

donde v1jris “ virjs, para i, j “ 1, ..., N . Entonces pRN,NtL
N2

N vuqij “ v1jris “

virjs.

• Se sabe que si a “ VtAu, entonces A “ RN,Ntau Por el teorema anterior se

obtiene pRN,Ntauq
T “ RN,NtLN

2

N au. Aplicando el operador V a ambos lados de

la ecuación anterior, se obtiene

VtpRN,Ntauq
T
u “ VtRN,NtLN

2

N auu ñ VtAT u “ LN
2

N VtAu

�

2.3 Transformada Discreta de Fourier

Definición 5 (Transformada Discreta de Fourier). La transformada discreta

de Fourier o DFT (del inglés, discrete Fourier transform) es un operador discreto,

utilizado en el análisis de Fourier. Si x P CN , entonces la transformada discreta de

Fourier de x se define como el mapeo Fx : l2pZNq Ñ l2pZNq, tal que

Fxrks “
ÿ

nPZN

xrnsω´nkN , k P ZN . (2.5)

donde ωN “ e2πi{N
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Dado un vector x P l2pZNq “ CN , cuyo dominio es conocido como tiempo, la

DFT realiza un mapeo del dominio inicial ZN al dominio de la frecuencia. El Teo-

rema 4 muestra la principal herramienta para la investigación de las propiedades de

la DFT. En términos f́ısicos, describe la interferencia constructiva y las propiedades

de refuerzo de la DFT [24]. El lector puede ver los detalles de la demostración en

[24].

Teorema 4. Sea δrms el delta de Kronecker, es decir, δrms “ 1 si m “ 0, y δrms “ 0

si m ‰ 0. Entonces,
ÿ

nPZN

ωnmN “ Nδrms (2.6)

La DFT tiene una representación matricial, a partir de la matriz finita de la

transformada de Fourier [15, 25]. La matriz DFT se define como FN P CNˆN tal

que pFNqi,j “ ω´ijN , para i, j P ZN . La representación matricial de la DFT de x es

Fx “ FNx. (2.7)

Definición 6 (Inversa de la DFT). La inversa de la DFT (IDFT) es el mapeo

F´1
x : ZN Ñ CN tal que

F´1
x rns “ xrns “

1

N

ÿ

kPZN

Fxrksω
nk
N , n P ZN . (2.8)

La matriz IDFT, que representa a la matriz inversa de FN , se define como

F´1N P CNˆN , tal que F´1N “ 1
N
FN . Para propósitos de la Sección 4.2.2, se define

y demuestra el siguiente teorema

Teorema 5. Sea N un número compuesto, entonces existe D ă N tal que

F “
ä

iPZD

FN

no es invertible.
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Prueba. Como N es un número compuesto, entonces N “ RS. Sin pérdida de

generalidad, seleccionar D “ R. Ahora, sea f1 y fS`1 las filas 1 y S`1 de la matriz

F , respectivamente. Entonces, para todo n P ZN

• f1rns “ ω´nRN .

• fS`1rns “ ω
´pS`1qnR
N “ ω´nN´nRN “ ω´nRN .

Entonces, para D “ R ă N , F tiene dos filas iguales. Por lo tanto, F no es

invertible.

Del teorema anterior se deduce el siguiente corolario.

Corolario 1. Sea N un número primo, entonces para todo D ă N , la matriz F

definida en el Teorema 5 es invertible

2.3.1 Transformada Rápida de Fourier

J. W. Cooley y J. W. Tukey [7] fueron los primeros en desarrollar un algoritmo

para realizar el cómputo de la DFT de una manera rápida. Este algoritmo es cono-

cido como la transformada rápida de Fourier de Cooley-Tukey o FFT Cooley-Tukey

(del inglés, fast Fourier transform). La FFT reduce significativamente el costo com-

putacional de la DFT para señales de longitud N , siendo N un número compuesto

[14]. Sea x P CN , tal que N “ RS un número compuesto. La FFT plantea que la

DFT de x, de orden N , se puede calcular utilizando R DFT’s de orden S, es decir,

Fxrks “

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

Fx0rms si k “ Rm

Fx1rms si k “ Rm` 1

...
...

FxR´1
rms si k “ Rm` pR ´ 1q

(2.9)

para k P ZN , donde

• Fxrrms “
ÿ

nPZS

xrrnsω
´nk
M • xrrns “ ωnrN

ÿ

dPZR

xrn` dSsω´rSkN
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para r P ZR. J. Johnson y D. Rodŕıguez [20], Tolimieri, An y Lu [14] desarrollan

una factorización de la matriz DFT, utilizando el algoritmo FFT como referencia.

El Teorema 6 explica dicha factorización, donde utilizan el producto Kronecker, lo

cuál permite su implementación en paralelo. El lector puede ver los detalles de la

demostración en [14].

Teorema 6. Sea N “ RS. La matriz DFT se puede factorizar de la siguiente

manera

FN “ pFS b IRqT
S
RpIS b FRqP

N
S (2.10)

donde T SR P CNˆN es una matriz diagonal por bloques tal que

TNR “
à

sPZS

pDN
R q

s

donde DN
R “ diagp1, ω´1N , ..., ω

´pR´1q
N q.

En [14] también explican una factorización de la matriz DFT para el caso N “

2k. El Teorema 7 expone los detalles de la factorización.

Teorema 7. Sea N “ 2k. La matriz DFT se puede factorizar de la siguiente manera

FN “

«

ź

nPZk

AnBn

ff

QN (2.11)

donde An, Bn, QN P CNˆN tal que

• An “ I2n b F2 b I2k´n´1

• Bn “ I2n b T
2k´n

2k´n´1

• QN “
ź

nPZk´1

´

I2k´n´2 b L2n`2

2

¯

Otro caso desarrollado en [14] es cuando N es un número primo. La idea es

factorizar la matriz FN de tal manera que los factores contengan a la matriz FN´1.

Como N es primo, entonces N ´ 1 es compuesto, por lo que se puede utilizar el

Teorema 6 para su cómputo. El Teorema 8 expone los detalles de la factorización.
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Teorema 8. Sea N un número primo y sea a P UN un generador del conjunto UN .

La matriz DFT puede factorizarse de la siguiente manera

FN “ L´1a p1‘ FN´1qp1‘Dqp1‘ FN´1qA La (2.12)

donde

• La es una matriz de permutación de orden exponencial.

• D P CpN´1qˆpN´1q es una matriz diagonal tal que

D “ F´1N´1CF
´1
N´1

donde P CpN´1qˆpN´1q es el núcleo de Winograd.

• A P CNˆN tal que

A “

¨

˚

˝

1 1N´1

´1N´1 IN´1

˛

‹

‚

2.3.2 Transformada Discreta de Fourier en 2 Dimensiones

Definición 7. Sea x un vector bidimensional, es decir, x : ZNˆZN Ñ CN . Entonces

la transformada de Fourier en 2 dimensiones (2d DFT, del inglés) de x se define

como el mapeo F2d
f : ZN ˆ ZN Ñ CN tal que

F2d
x rm, ks “

ÿ

τPZN

ÿ

νPZN

xrτ, νsω
´pmτ`kνq
N .

Por su dimensionalidad, la 2d DFT de x puede ser interpretada como una matriz

F 2D
x P CNˆN tal que pF 2d

x qm,k “ F2d
x rm, ks. Tolimieri [26] y Kumhom [27] explican

que la matriz F 2d
N puede ser calculada de la siguiente forma

F 2d
x “ RN,NtpFN b FNqVtXuu (2.13)

donde X P CNˆN tal que Xm,k “ xrm, ks.
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2.4 Matrices Circulantes

Definición 8 (Matriz Circulante). Sea v P CN , v “ pv0, v1, ..., vN´1q
T . Una

matriz Cv P CNˆN se llama circulante con respecto al vector v, o simplemente

circulante, si la fila pcvqm de la matriz Cv se representa como pCvqm “ Smtxu, para

m P ZN , es decir

Cv “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

v0 v1 ¨ ¨ ¨ vN´1

vN´1 v0 ¨ ¨ ¨ vN´2
...

...
. . .

...

v1 v2 ¨ ¨ ¨ v0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(2.14)

Además, pCvqi,j “ vrxj ´ iyN s.

Como menciona G. Golub y C. Van Loan [28], toda matriz circulante se puede

factorizar como el producto de la matriz DFT, la matriz diagonal del vector Fv, y

la inversa de la matriz DFT, es decir,

Cv “
1
N
FNdiagpFvqFN (2.15)

Además, el determinate de una matriz circulante es el producto de las entradas del

vector Fv [29], es decir

detpCvq “
ź

nPZN

Fvrns (2.16)

De la ecuación (2.16) se deduce que si algún elemento de Fv es 0, entonces el

determinante de Cv es 0.

Lema 2. Sea v P CN y Cv la matriz circulante respecto v. C´1v existe si y solo si

Fvrns ‰ 0, para todo n P ZN . Además C´1v se expresa como

C´1v “ 1
N
FNDFN (2.17)

donde D P CNˆN es una matriz diagonal, tal que Dn,n “ 1{Fvrns.

La siguiente proposición expone la relación que hay entre una matriz circulante

y una matriz de reflección.
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Proposición 1. Sea v P CN , y sea la matriz G P CNˆN cuyas filas gm “ S´m, es

decir

G “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

v0 v1 ¨ ¨ ¨ vN´1

v1 v2 ¨ ¨ ¨ v0
...

...
. . .

...

vN´1 v0 ¨ ¨ ¨ vN´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Entonces RNG “ Cv

Para más detalles sobre matrices circulantes, ver el trabajo de P. J. Davis [30].



CAPÍTULO 3

REPRESENTACIONES DISCRETAS

BIDIMENSIONALES

La búsqueda de métodos para analizar señales con el objetivo de conocer atrib-

utos relacionados con los procesos f́ısicos que las generan, ha sido siempre tema de

interés para ingenieros y matemáticos. Una de las técnicas más utilizadas ha sido

representar las señales en el dominio del tiempo. Esto ha permitido asociar cam-

bios f́ısicos con el de los parámetros amplitud-tiempo de la señal. Posteriormente,

el dominio de la frecuencia vino a complementar esta información. Sin embargo,

si las señales no son estacionarias o están inmersas en ruido, entonces ni la repre-

sentación temporal ni la representación frecuencial arrojarán información satisfacto-

ria del proceso. En este caso la representación en el dominio dual tiempo-frecuencia

puede producir resultados interesantes si se aseguran las condiciones que favorezcan

la información relevante y minimicen el ruido. Este tipo de representaciones son

bidimensionales y se ubican en el área del análisis de tiempo-frecuencia.

En el área de procesamiento de señales, el análisis de tiempo-frecuencia es un

conjunto de técnicas y métodos utilizados para la caracterización y manipulación de

señales cuyas estad́ısticas vaŕıan en el tiempo, tales como señales transitorias. Esto

es una generalización y perfeccionamiento del análisis de Fourier. Dado que muchas

señales de interés - tales como el habla, la música, imágenes y señales médicas -

cambian sus caracteŕısticas de frecuencia, las representaciones en tiempo-frecuencia

tienen un alcance amplio de aplicaciones. Considerando que la técnica de la trans-

formada de Fourier se puede ampliar para obtener el espectro de frecuencia de

22
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cualquier señal de crecimiento lento localmente integrable, este enfoque requiere una

descripción completa del comportamiento de la señal a lo largo de todos los tiem-

pos. Para aprovechar el poder de una representación de frecuencia, sin la necesidad

de una caracterización completa en el dominio del tiempo, primero se obtiene una

distribución tiempo-frecuencia de la señal, lo que representa la señal en el tiempo y

el dominio de la frecuencia de forma simultánea. En esta representación el dominio

de la frecuencia sólo refleja el comportamiento de una versión localizada temporal

de la señal. El análisis tiempo-frecuencias se puede hacer en dominos continuos

y discretos. En el caso de utilizar dominios discretos, estos pueden ser finitos o

infinitos.

Este caṕıtulo empezará explicando el concepto de función discreta de am-

bigüedad, la cuál es una función bidimensional en tiempo y frecuencia y algunas

propiedades. Además se explicarán tres casos particulares de funciones discretas

bidimensionales, que se generan a partir de la función discreta de ambigüedad: la

transformada discreta de Zak, la transformada de Fourier en tiempo corto y la dis-

tribución discreta de Cohen.

3.1 Función Discreta de Ambigüedad

3.1.1 Definición y propiedades

En 1953, P.M. Woodward define función de la ambigüedad, la cual trata de

un mecanismo formulado para describir el efecto Doppler en los receptores de filtro

apareados [31]. Woodward reconoció la influencia de la teoŕıa de la comunicación de

Shannon, a partir de 1948, en sus ideas, y explicó la importancia de la “ambigüedad”

en el procesamiento de señales de radares, tal vez el mejor concebido en términos

de una forma del principio de incertidumbre.

Definición 9 (Función Continua de Ambigüedad). Sea f, g P L2pRq, entonces

la función de ambigüedad de f y g se define como el mapeo Af,g : R ˆ R Ñ L2pRq
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tal que

Af,gpt, θq “

ż

R
fpxqgpx´ tqe´2iπxθdx (3.1)

Af,g recibe el nombre de función de ambigüedad cruzada cuando f ‰ g. En el

caso f “ g se conoce simplemente como función de ambigüedad. En este trabajo

no se hará diferencia entra ambos casos y se definirá como función de ambigüedad

para el caso f ‰ g. Por diversos propósitos, varios autores definen la función de

ambigüedad con ligeras modificaciones a la que se expresa en la ecuación (3.3.1):

• J. J. Benedetto y J. J. Donatelli [16, 32]:

Ai
f,gpt, θq “

ż

R
fpx` tqgpxqe´2iπxθdx. (3.2)

• L. Cohen [33] y M. S. Richaman et al [12, 33]:

Aii
f,gpt, θq “

ż

R
f

ˆ

x`
t

2

˙

g

ˆ

x´
t

2

˙

e2iπxθdx

“ eiπxθ
ż

R
f px` tq g pxq e2iπxθdx

(3.3)

• En L. Auslander y R. Tolimieri [34]

Aiii
f,gpt, θq “

ż

R
fpxqgpx` tqe´2iπxθdx. (3.4)

A pesar de las diferencias, todas las representaciones de la función de am-

bigüedad mantienen una relación a nivel de módulo

|Af,gpt, θq| “ |Ai
f,gpt, θq| “ |Aii

f,gpt, θq| “ |Aiii
f,gp´t, θq|.

Por lo tanto, las ecuaciones (3.2), (3.3) y (3.4) serán consideradas representa-

ciones equivalentes de la función de ambigüedad. A nivel de implementación, la

función de ambigüedad que desarrollo Woodward admite una representación con

dominio discreto y finito.
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Definición 10 (Función Discreta de Ambigüedad). Sean x, y P CN , entonces

la función discreta de ambigüedad (DAF, del inglés discrete ambiguity function) de

x, y se define como el mapeo Ax,y : l2pZNq ˆ l2pZNq Ñ l2pZN ˆ ZNq tal que

A0
x,yrm, ks “

ÿ

nPZN

xrnsyrxn´myN sω
´nk
N “

ÿ

nPZN

xrnsMkSmtyurns (3.5)

En este trabajo, la definición de Ax,y en la ecuación (3.5) se conocerá como

función discreta de ambigüedad Tipo 0 (DAF T-0). De forma similar al caso con-

tinuo, existen representaciones de la DAF con ligeras modificaciones a la DAF T-0.

Definición 11 (Representaciones Equivalentes de la DAF T-0). Sea x, y P

CN , entonces tres representaciones equivalentes de A0
x,y se definen como:

• Función discreta de ambigüedad Tipo 1 (DAF T-1) [16, 32]

A1
x,yrm, ks “

ÿ

nPZN

xrxn`myN syrnsω
´nk
N “

ÿ

nPZN

M´kS´mtxurnsyrns (3.6)

• Función discreta de ambigüedad Tipo 2 (DAF T-2) [12]

A2
x,yrm, ks “ λm,k

ÿ

nPZN

xrxn`myN syrnsω
nk
N

“
ÿ

nPZN

Cλm,kMkS´mtxurnsyrns
(3.7)

donde

λm,k
1 “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ωqmkN N impar, 2q ” 1 mod N

ω
mk{2
N N par, xmkyN ă

N
2

ω
pmk´Nq{2
N N par, xmkyN ě

N
2

1 La representación en continuo - ecuación (3.7) - posse la fracción 1{2, y como

1{2 no es un elemento de ZN , se consideran 3 casos de la constante ei
2π
N
xmk

2
yN . Ver

[12] para mas detalles.
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• Función discreta de ambigüedad Tipo 3 (DAF T-3) [11, 13]

A3
x,yrm, ks “

ÿ

nPZN

xrnsyrxn`myN sω
´nk
N “

ÿ

nPZN

xrnsMkS´mtyurns (3.8)

De igual manera que en el caso continuo, los diferentes tipos de DAF’s presentan

una equivalencia entre modulos:

|A0
x,yrm, ks| “ |A1

x,yrm, ks| “ |A2
x,yrm, ks| “ |A3

x,yr´m, ks|.

3.1.2 Representación Matricial

Al ser la DAF una función de dos dimensiones, entonces se puede aprovechar

esta estructura para representarla como una matriz.

Definición 12 (Matriz DAF). Sea x, y P CN . La matriz DAF T-l se define como

Alx,y P CNˆN tal que pAlx,yqm,k “ Al
x,yrm, ks, para m, k P ZN y l “ 0, 1, 2, 3.

La matriz DAF se puede calcular utilizando computo en paralelo, mediante una

estructura que utiliza el producto Kronecker y Hadamard.

Teorema 9. Sea x, y P CN y A0
x,y P CNˆN la matriz DAF T-0. Entones

A0
x,y “ RN,NtL

N2

N rIN b FN s rp1N b xq d Y su, (3.9)

donde Y P CN2
tal que Y “

ğ

mPZN

Smtyu.

Prueba. Sea ax,y “ LN
2

N rIN b FN s rp1N b xq d Y s. Desarrollando el vector a0x,y, se

obtiene

ax,y “ LN
2

N

ğ

mPZN

Hm, Hm P CN

tal que Hm “ FNpx d Smtyuq. Aplicando a ambos lados de la ecuación el operador

RN,N , por Teorema 3 se obtiene:

RN,Ntax,yu “ RN,N

#

LN
2

N

ğ

mPZN

Hm

+

“

˜

RN,N

#

ğ

mPZN

Hm

+¸T



27

Sea H “ RN,N

#

ğ

mPZN

Hm

+

, con H P CNˆN y H “ pH0, H1, ..., HN´1q. Si

pHqm,k “ hm,k, para m, k P ZN se cumple

hTm,k “ hk,m “ Hmrks “
ÿ

nPZN

xrnsMkSmtyu “ A0
x,yrm, ks

Por lo tanto,

A0
x,y “ RN,NtL

N2

N rIN b FN s rp1N b xq d Y su

�

En Algoritmo 8, muestra la implementación de la ecuación (3.9). Los pasos

2-3 son independientes en cada iteración, lo que permite su cómputo en paralelo.

Algoritmo 8 Matriz DAF T-0

Entrada: x, y P CN

Salida: A P CNˆN

1: para n “ 0 : N ´ 1 hacer
2: vn Ð xd Sntyu
3: Ar:, ns Ð Fvn

4: fin para
5: AÐ AT

La Tabla 3–1 muestra la representación matricial de los cuatro tipos de DAF.

Tabla 3–1: Representación Kronecker de la matrices DAF’s

Alx,y = RN,Ntax,yu

T ´ l ax,y X ´ Y P

T ´ 0 LN
2

N rIN b FN s rp1N b xq d Y s
ğ

mPZN

Smtyu

T ´ 1 LN
2

N rIN b FN s rX d p1N b yqs
ğ

mPZN

S´mtxu

T ´ 2 LN
2

N P
“

IN b FN
‰

rX d p1N b yqs
ğ

mPZN

S´mtxu,
à

m,kPZN

diagpλm,kq

T ´ 3 LN
2

N rIN b FN s rp1N b xq d Y s
ğ

mPZN

S´mtyu
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3.2 Un método para computar la inversa de la DAF

3.2.1 Formulación del problema de la inversa de la DAF

En esta sección se desarrollará un método para resolver el siguiente problema:

Conociendo los valores de la señal x y la DAF de x, y, ¿bajo que condiciones y con

que método se puede recuperar la función y?. Dicho problema consiste en obtener

la inversa de DAF para la señal y. Para ser más espećıficos, se desea recuperar y a

partir de x y de una parte de la matriz DAF, ya sea una fila o una columna de la

matriz.

3.2.2 Utilizando una fila de la matriz DAF

Considere la DAF T-0. Sea x P CN . Considere m P ZN fijo y sea A0
x,yrm, :s la

fila m de la matriz DAF T-0. Entonces,

A0
x,yrm, ks “

ÿ

nPZN

xrnsyrxn´myN sω
´nk
N , k P ZN

Utilizando la ecuación anterior, considere los siguientes pasos:

Paso 1 Aplicar IDFT:

F´1
tA0

x,yurns “ xrnsyrxn´myN s

Paso 2 Dividir por xrns, asumiendo que xrns ‰ 0:

F´1tA0
x,yurns

xrns
“ yrxn´myN s

Paso 3 Aplicar operador de traslación S´m:

S´m
"F´1tA0

x,yurns

xrns

*

“ S´m tyrxn´myN su “ yrns

Paso 4 Aplicar transpuesta:

S´m
"F´1tA0

x,yurns

xrns

*

“ yrns
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En el Paso 2, es fundamental que xrns ‰ 0. Por lo tanto, para recuperar el

vector y a partir del vector x y a partir de una fila de la matriz DAF T-0, una

condición necesaria para x es que xrns ‰ 0, para todo n P ZN . Lo anterior prueba

el siguiente teorema

Teorema 10. Sean x, y P CN , donde xrns ‰ 0, para todo n P ZN , y A0
x,y P CNˆN la

matriz que representa a la DAF T-0. Entonces

y “
1

N
S´mMFNb (3.10)

donde S´m P CNˆN es una matriz de traslación, M P CNˆN es una matriz diagonal

tal que M “ diag
´

1
xr0s

, 1
xr1s

, ..., 1
xrN´1s

¯

y b P CN tal que brns “ A0
x,yrm,ns.

El Algoritmo 9 muestra la implementación de método inverso de la DAF T-0.

Algoritmo 9 Inversa DAF T-0

Entrada: m P ZN , x P CN y am P CN

Salida: y P CN

1: v0 Ð F´1tamu
2: v2 Ð v0 d v1, donde v1rns “ 1{xrns

3: v3 Ð S´mtv2u
4: y Ð v3

De forma equivalente, se puede implementar este método utilizando la DAF

T-1 y T-3. La Tabla 3–2 explica el procedimiento de recuperar la función y, uti-

lizando cada uno de los tipos de DAF. De la DAF T-2 no se puede obtener una

representación inversa, debido al valor de la constante λm,k.

Tabla 3–2: Representación matricial del método inverso

DAF y brns Mn,n

T-0 1
N
S´mMFNb A0

x,yrm,ns pxrnsq´1

T-1 1
N
MFNb A1

x,yrm,ns pSmtxurnsq´1

T-3 1
N
SmMFNb A3

x,yrm,ns pxrnsq´1



30

3.2.3 Utilizando una columna de la matriz DAF

Considere la DAF T-1. Fijando el valor de la primera entrada (k) de la DAF

T-1, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones, variando el valor de la primera

entrada (m).

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ÿ

nPZN

M´kS0txurnsyrns “ A1
x,yr0, ks

ÿ

nPZN

M´kS´1txurnsyrns “ A1
x,yr1, ks

...
ÿ

nPZN

M´kS´pN´1qtxurnsyrns “ A1
x,yrN ´ 1, ks

(3.11)

y la representación matricial de dicho sistema es

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x0 x1ω
´k
N ¨ ¨ ¨ xN´1ω

´pN´1qk
N

x1 x2ω
´k
N ¨ ¨ ¨ x0ω

´pN´1qk
N

...
...

. . .
...

xN´1 x0ω
´k
N ¨ ¨ ¨ xN´2ω

´pN´1qk
N

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

Z

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

y0

y1
...

yN´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A1
x,yr0, ks

A1
x,yr1, ks

...

A1
x,yrN ´ 1, ks

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(3.12)

Ahora, sea la matriz W P CNˆN tal que W “ diagp1, ω´kN , ..., ω
´pN´1qk
N q, en-

tonces

Z “ ZW´1W “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a0 a1 ¨ ¨ ¨ aN´1

a1 a2 ¨ ¨ ¨ a0
...

...
. . .

...

aN´1 a0 ¨ ¨ ¨ aN´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

ZW´1

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 ω´kN ¨ ¨ ¨ 0

...
...

. . .
...

0 0 ¨ ¨ ¨ ω
´pN´1qk
N

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

W

(3.13)
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Por lo tanto, de la ecuación (3.12) se obtiene:

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x0 x1 ¨ ¨ ¨ xN´1

x1 x2 ¨ ¨ ¨ x0

...
...

. . .
...

xN´1 x0 ¨ ¨ ¨ xN´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

X

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 ω´k
N ¨ ¨ ¨ 0

...
...

. . .
...

0 0 ¨ ¨ ¨ ω
´pN´1qk
N

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

W

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

y0

y1

...

yN´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

looooomooooon

y

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A1
x,yr0, ks

A1
x,yr1, ks

...

A1
x,yrN ´ 1, ks

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

loooooooooooomoooooooooooon

c

ñ XWy “ c (3.14)

Sea RN P CNˆN una matriz de reflexión. Aplicando la Proposición 4 a la

ecuación (3.14), se obtiene

RNXWy “ RNcñ CxWy “ d (3.15)

donde drns “ A1
x,yrx´nyN , ks y RNX “ Cx es la matriz circulante del vector x.

Asumiendo que Fxrns ‰ 0, para todo n P ZN , entonces, por Lema 2, Cx posee

inversa

C´1x “ 1
N
FNDFN (3.16)

donde D es una matriz diagonal tal que D “

´

1
Fxr0s ,

1
Fxr1s , ...,

1
FxrN´1s

¯

. Por lo tanto,

asumiendo que Cx es invertible, entonces

y “ W´1C´1x c

“ 1
N
WFNMFNRNb

donde M P CNˆN es una matriz diagonal tal que Mn,n “
1

Fxrns
, b P CN tal que

brns “ A0
x,yrn, ks, para l “ 0, 1 y W P CNˆN es una matriz diagonal. Lo anterior

demuestra el siguiente teorema.

Teorema 11. Sean x, y P CN , Fxrks ‰ 0, para todo k P ZN , y A1
x,y P CNˆN la

matriz que representa a la DAF T-1. Entonces

y “
1

N
WFNMFNRNb (3.17)
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donde

• M P CNˆN es una matriz diagonal tal que Mn,n “ 1{Fxrns.

• b P CN tal que brns “ A1
x,yrn, ks.

• W P CNˆN es una matriz diagonal tal que Wn,n “ ω´nkN .

• RN P CNˆN es una matriz de reflexión.

En Algoritmo 10 se muestra la implementación de método inverso de la DAF

T-0, utilizando la columna k de dicha matriz.

Algoritmo 10 Inversa DAF T-0

Entrada: k P ZN , x P CN y ak P CN

Salida: y P CN

1: v0 Ð ak
2: v1 Ð Lrtv0u
3: v2 Ð Fv1

4: v4 Ð v2 d v3, donde v3rns “ 1{Fxrns
5: v5 Ð F´1

v4

6: y Ð v5 d v6, donde v6rns “ ω´nkN

Para DAF T-1 y DAF T-3, se resuelve de forma similar. Para DAF T-2 no se

puede resolver de la misma manera, utilizando matrices circulantes, ya que la matriz

que se obtiene del sistema de ecuaciones no se puede descomponer de forma similar

al caso DAF T-1. La Tabla 3–3 explica el procedimiento de recuperar la función y

para los cuatro tipos de DAF.

Tabla 3–3: Tabla para recuperar la función y

DAF y brns Mn,n Wn,n

T-0 1
N
FNS´kMSkFMRNb A0

x,yrn, ks
1

Fxrns
ω´nkN

T-1 1
N
WFNMFMRNb A1

x,yrn, ks
1

Fxrns
ω´nkN

T-3 1
N
FNS´kMSkFMb A3

x,yrn, ks
1

Fxrns
ω´nkN
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3.3 Función Discreta de Ambigüedad como ente generadora de
distribuciones bidimensionales

En esta sección se explicarán tres distribuciones discretas bidimensionales que

son generadas a partir de la DAF: la transformada discreta de Fourier en tiempo

corto, la transformada discreta de Zak y la distribución discreta de Cohen.

3.3.1 Transformada Discreta de Fourier en Tiempo Corto

Definición y propiedades de la transformada

En diversa aplicaciones, la funciones no tienen el espectro de la frecuencia cons-

tante, ya que este vaŕıa con respecto al tiempo [35]. Estas señales no estacionarias

no deben ser analizados con transformada de Fourier convencional, porque entonces

los resultados sólo producen un promedio que no están asociados a instantes de un

tiempo en particular. Un enfoque para el análisis de estas señales periódicas no

estacionario es utilizar la transformada de Fourier en tiempo corto, el cuál es un

caso particular de la función continua de ambigüedad .

Definición 13 (Transformada de Fourier en Tiempo Corto). Sea f, w P

L2pRq, tal que w es una función ventana. La transformada de Fourier en tiempo

corto (STFT, del inglés short-time Fourier transform) de f con ventana w se define

como el mapeo Sf,w : Rˆ RÑ L2pRˆ Rq tal que

ST f,wpt, θq “

ż

R
fpxqwpx´ tqe´j2πtθdx (3.18)

Una función ventana es una función de valor real que es cero fuera de algún

conjunto I. El conjunto I recibe el nombre de conjunto soporte de la función w, o

simplemente soporte de w, y se define como

I “ tx : wpxq ‰ 0u.

Por ejemplo, una función que es constante en el interior de un conjunto I y 0 afuera

de I, se llama una ventana rectangular, la cuál describe la forma de la representación

gráfica de la función f . Cuando la función f se multiplica por una función ventana



34

w con soporte I, el producto fw también toma el valor cero fuera del intervalo I, es

decir que el soporte de fw es el mismo que el de w.

La transformada de Fourier en tiempo corto tiene su representación con dominio

discreto y finito.

Definición 14 (Transformada Discreta de Fourier en Tiempo Corto). Sea

x P CN y w P RM , con M ! N . Aplicando zero padding a la función w, entonces w

puede ser re-definida tal que w P CN :

wrns “

#

wrns si n P ZM
0 si n “M,M ` 1, ..., N ´ 1

La transformada discreta de Fourier en tiempo corto (STDFT, del inglés short-time

discrete Fourier transform) de x con ventana w se define como el mapeo ST x,w :

l2pZNq ˆ l2pZNq Ñ l2pZN ˆ ZNq tal que

ST x,wrm, ks “
ÿ

nPZN

xrnswrxn´myN sω
´nk
N

“
ÿ

nPZN

xrnsM´kSmtwurns
(3.19)

La STDFT se relaciona con la DAF T-0, ya que ST x,w “ A0
x,w. La Tabla 3–4

muestra algunos ejemplos de funciones ventanas en CM .

Tabla 3–4: Funciones ventanas

Nombre wrns

Rectangular 1

Hann 0.5
`

1´ cos
`

2πn
M´1

˘˘

Hamming 0.54´ 0.46 cos
`

2πn
M´1

˘

Coseno/Seno cos
`

πn
M´1

´ π
2

˘

“ sin
`

πn
M´1

˘

Lanczos sinpπp2n{pM´1q´1qq
πp2n{pM´1q´1q

Triangular 2
M´1

`

M´1
2
´
ˇ

ˇn´ M´1
2

ˇ

ˇ

˘

Gausiana e
´
1
2

ˆ

n´pM´1q{2
σpM´1q{2

˙2

, σ ď 0.5

Por ser un caso particular de la DAF T-0, la STDFT también tiene una repre-

sentación matricial.
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Definición 15 (Matriz STDFT). Sea x,w P CN . La matriz STDFT se define

como STx,w P CNˆN tal que pSTx,wqm,k “ ST x,wrm, ks, para m, k P ZN .

De igual manera que la matriz DAF T-0, la matriz STDFT se puede calcular

utilizando computo en paralelo, realizando una representación utilizando productos

Kronecker. Como ST x,w “ A0
x,w, entonces pSTx,wqm,k “ pA

0
x,wqm,k, para m, k P ZN .

Del Teorema 9 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2. Sea x,w P CN , donde w es una función ventana con zero-padding, y

STx,w P CNˆN la matriz STDFT. Entones

STx,w “ RN,NtL
N2

N rIN b FN s rp1N b xq dW su,

donde W P CN2
tal que W “

ğ

mPZN

Smtwu.

3.3.2 Transformada Discreta de Zak

Definición y propiedades de la transformada

La transformada de Zak es una función que se desarrolló originalmente para

tratar problemas de la f́ısica de estado sólido y fue descubierta independientemente

por varias personas en distintos ámbitos, pero se hizo muy conocido a partir de

Zak [36] en 1967, quien lo utilizó para construir una representación de la mecánica

cuántica para el movimiento de electrones en un campo magnético. Desde entonces

se ha utilizado para resolver diversos problemas en matemáticas y f́ısica.

Definición 16 (Transformada de Zak). Sea f P L2pRq, entonces la transformada

de Zak (TZ) [37, 38] se define como el mapeo Zf,a : Rˆ RÑ L2pRˆ Rq tal que:

Zf,apt, θq “
ÿ

nPZ

fpan` tqej2πnθ, a P Z (3.20)

En el campo de procesamiento de señales, la TZ se utiliza frecuentemente para

calcular la frecuencia de tiempo de las representaciones incluidas las funciones de

la ambigüedad [39], desarrollo de expansiones Weyl-Heisenberg [40], transformada

wavelet [41], DFT filter banks y su relación con la discreta expansión de Gabor

[42, 43], estimación de parametros de la función chirp, además de la detección y
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eliminación de ruido [44] y decimación tiempo-frecuencia discreta de distribuciones

bidimensionales [4]. Otra aplicación es el realizado por L. Auslander y R. Tolimieri

[43], el cual desarrollan un algoritmo computacional para calcular los coeficientes de

la expansión de Gabor cuando el dominio es discreto y continuo, usando la función

continua de ambigüedad, para el caso a “ 1. Por lo tanto, para nuestros propositios,

utilizaremos el caso a “ 1 para definir la transformada discreta de Zak de dominio

discreto y finito.

Definición 17 (Transformada Discreta de Zak). La transformada discreta de

Zak (DZT, del inglés discrete Zak transform) se define como el mapeo Zx : l2pZNqˆ
l2pZNq Ñ l2pZN ˆ ZNq tal que

Zxrm, ks “
ÿ

nPZN

xrxn`myN sω
´nk
N

“
ÿ

nPZN

M´kSmtxurns
(3.21)

La DZT es una generalización de la DFT en el sentido de que proporciona una

codificación simultánea de una señal de tiempo y la información de frecuencia [45].

La DZT es cuasi-periódica, ya que

• Zxrm` 1, ks “ ω´kN Zxrm, ks.

• Zxrm, k `N s “ Zxrm, ks.

De lo anterior se deduce Zxrm, ks “ ω´mkN Zxr0, ks. Esto implica que Zx está

definida en el subconjunto t0u ˆ ZN Ă ZN ˆ ZN . Además Zxr0, ks “ Fxrks. De lo

anterior, se obtiene la siguiente proposición:

Proposición 2. Sea x P CN . Entonces:

Zxrm, ks “ ω´mkN Fxrks (3.22)

Dado Zx, es posible recobrar el valor del vector x [44], mediante la fórmula

xrxn`myN s “
1

N

ÿ

nPZN

Zxrm, ksω
´nk
N
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Si m “ 0, entonces la función x puede ser recobrada a partir de Zxr0, ks P CN ,

k P ZN , utilizando la inversa DZT (IDZT).

Definición 18 (Inversa DZT). Sea x P CN . La inversa de la DZT se define como

Z´1x rns “ xrns “
1

N

ÿ

kPZN

Zxr0, ksω
´nk
N (3.23)

Por ser un caso particular de la DAF T-1, la DZT también tiene una repre-

sentación matricial.

Definición 19 (Matriz DZT). La matriz DFT se define como Zx P CNˆN tal que

pZxqm,k “ Zx,yrm, ks, para m, k P ZN .

De forma similar a la matriz DAF, la matriz DZT se puede calcular utilizando

computo en paralelo, realizando una representación utilizando productos Kronecker.

Como Zx “ A1
x,1N

, entonces pZxqm,k “ pA1
x,1N

qm,k, para m, k P ZN . De la Tabla

3–1 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3. Sea x P CN y Zx P CNˆN la matriz DZT. Entones

Zx “ RN,NtL
N2

N pIN b FNqXu,

donde X P CN2
tal que X “

ğ

mPZN

Smtxu.

Otra forma de representar la matriz DZT es utilizando el resultado obtenido en

la Proposición 2, del cuál se obtiene el siguiente lema.

Lema 3. Sea x P CN y Zx P CNˆN la matriz DZT. Entonces

Zx “ FN d p1N b FT
x q. (3.24)

Transformada Discreta de Zak y Función Discreta de Ambigüedad

La DZT se puede expresar en función de los 4 tipos de DAF:

Zxrm, ks “ A0
x,1N

r´m, ks “ A1
x,1N

rm, ks “
1

λm,k
A2
x,1N

rm,´ks “ A3
1N ,x

rm, ks.

Además, los 4 tipos de DAF se pueden definir en función de la DZT.

Teorema 12. Sean x, y P CN , vm, wm, zm P CN tal que
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• vmrns “ Smtxurnsyrns.
• wmrns “ xrnsSmtyurns.

• zmrns “ SmtxurnsS2mtyurns

para n,m P ZN . Entonces

• A0
x,yrm, ks “ Zvmr´m, ks

• A1
x,yrm, ks “ Zwmrm, ks

• A2
x,yrm, ks “ λm,kZwmrm,´ks

• A3
x,yrm, ks “ Zzmrm, ks

Prueba. Sin pérdida de generalidad, se demostrará el primer caso. Los otros casos

son similares.
Zvmr´m, ks “

ÿ

nPZN

vmrxn`myN sω
´nk
N

“
ÿ

nPZN

xrxxn`myN ´myN syrxxn`myN ´ 2myN sω
´nk
N

“
ÿ

nPZN

xrnsyrxn´myN sω
´nk
N

“ A0
x,yrm, ks

�

Ahora, si se consideran las funciones x, x`, x´ P CN tal que x´rns “ xrns ´ 1 y

x`rns “ xrns ` 1, entonces

A1
xrm, ks ` Zxrm, ks “ A1

x,x`
rm, ks (3.25)

A1
xrm, ks ´ Zxrm, ks “ A1

x,x´
rm, ks (3.26)

Restando ambas ecuaciones y despejando para Zxrm, ks, se obtiene la siguiente

proposición.

Proposición 3. Sean x, x`, x´ P CN , tal que x`rns “ xrns ` 1 y x´rns “ xrns ´ 1.

Entonces

Zxrm, ks “
A1
x,x`

rm, ks ´A1
x,x´

rm, ks

2
(3.27)

3.3.3 Distribución Discreta de Cohen

Definición y propiedades de la distribución

Uno de los principales usos de la función de ambigüedad fue el realizado por

L. Cohen en el art́ıculo “Generalized Phase-Space Distribution Functions” [5] y

luego profundizando en su libro “Time-frequency analysis: theory and applications”
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[33]. Cohen desarrolló una representación general de cualquier función en tiempo-

frecuencia continua, la cuál denominó clase general. Cohen describe que toda rep-

resentación bidimensional en tiempo-frecuencia, para f P L2pRq, puede ser obtenida

a partir del mapeo CGf : Rˆ RÑ L2pRˆ Rq expresado como

CGf pt, θq “
ż ż

A2
f pτ, ηqφpτ, ηqe

´j2πptη`θτq dη dτ, (3.28)

donde A2
f es la función de ambigüedad que se definió en la ecuación (3.3):

Aii
f pt, θq “ eiπxθ

ż

R
f px` tq f pxq e2iπxθdx

y φ P L2pRˆRq es conocido como función núcleo. En Tabla 3–5 se muestran algunos

ejemplos de funciones núcleos más relevante [33].

Tabla 3–5: Funciones núcleo

Nombre θpτ, ηq

Wigner 1

Margenau - Hill cos pπτηq

Kirwood-Rihanzek e´πτη

Born - Jordan sinpπτηq
πτη

Choi - Williams e´αpπτθ{2q
2

Zhao-Atlas-Marks e´ατ
2
|τ | sinpαπθτ{2q

απθτ{2

CGf también recibe el nombre de distribuciones de Cohen, en su honor, y puede

ser vista como la transformada continua de Fourier en dos dimensiones de A2
fφ,

considerando que los parametros del dominio están transpuestos. M. Richman, y

otros [12], presentan una formulación en discreto de la expresion dada en (3.28),

para el caso cuando θpτ, ηq “ 1 (la distribución de Wigner). Basado en el trabajo de

Richman, se define una representación discreta y finita de la clase general definida

por Cohen, utilizando la DAF T-2, denominada distribución discreta de Cohen.
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Definición 20 (Distribución Discreta de Cohen). Sea x P CN . La distribución

discreta de Cohen (DCD, del inglés discrete Cohen distribution) se define como el

mapeo CGx : l2pZNq ˆ l2pZNq Ñ l2pZN ˆ ZNq tal que

CGxrm, ks “
N´1
ÿ

τ“0

N´1
ÿ

ν“0

A2
xrτ, νsφrτ, νsω

´pmν`kτq
N , (3.29)

donde A2
x es la DAF T-2 y φ P CN es la función núcleo.

Debido a su estructura bidimensional, la DCD CGx,y puede ser representada

como una matriz.

Definición 21 (Matriz DCD). La matriz DCD se define como CGx P CNˆN tal

que pCGxqm,k “ CGx,yrm, ks, para m, k P ZN .

De la misma forma que se explicó para el caso continuo, CGx puede ser vista

como la transformada discreta de Fourier en dos dimensiones de A2
x ¨φ, considerando

que los parámetros del dominio están transpuestos, es decir,

CGxrm, ks “ F2
A2
x,φ
rk,ms

Utilizando la representación matricial de la 2D DFT definida en la ecuación

(2.13), la matriz DCD se puede expresar

CGx “ RN,NtpFN b FNqVtpA2
x d φq

T
uu (3.30)

donde φ P CNˆN representa a la matriz de la función núcleo.

Ahora, considere las siguientes propiedades:

• Por Lema 2, VtpA2
x d φq

T u “ LN
2

N VtpA2
x d φqu.

• Por Teorema 1, FN b FN “ pIN b FNqpFN b INq.

• Por Teorema 2, FN b IN “ LN
2

N pIN b FNqL
N2

N .

• De la ecuación (2.3), LN
2

N LN
2

N “ IN2 .

Por lo tanto, la matriz CGx se presenta como

CGx “ RN,NtpIN b FNqL
N2

N pIN b FNqVtpA2
x d φquu (3.31)
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Lo anterior demuestra el Teorema 13.

Teorema 13. Sea x P CN , φ P CNˆN la matriz que representa a la función núcleo

y CGx,y P CNˆN la matriz DCD. Entones

CGx “ RN,NtpIN b FNqL
N2

N pIN b FNqVtpA2
x d φquu, (3.32)

En Algoritmo 11, muestra la implementación de la ecuación (3.32).

Algoritmo 11 Matriz DCD

Entrada: A2
x, φ P CNˆN .

Salida: CGx P CNˆN .
1: CGx Ð A2

x d φ
2: para i “ 0 : N ´ 1 hacer
3: CGxp:, iq “ FCGxp:,iq.
4: fin para
5: CGx Ð CGT

x

6: para i “ 0 : N ´ 1 hacer
7: CGxp:, iq “ FCGxp:,iq.
8: fin para



CAPÍTULO 4

FUNCIÓN DE AMBIGÜEDAD DE VALORES

VECTORIALES

En el caṕıtulo anterior, se definió el concepto de función de ambigüedad para

x P CN , donde xrns P C. Ahora, considerando la importancia de las secuencias

CAZAC de valores vectoriales (ver Sección 5.1) en la tecnoloǵıas MIMO y en los

sensores vectoriales, J. J. Benedetto y J. J. Donatelli [16] elaboran el concepto de

la función de ambigüedad de valores vectoriales (VV DAF, del inglés vector-valued

DAF), además de la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales (VV

DFT, del inglés vector-valued DFT), donde xrns P CN y utilizan el concepto de

marcos DFT en lugar de la raiz de la unidad. El estudio de una representación

matricial de esta nueva variación de DAF, no se ha realizado hasta el momento. En

este caṕıtulo se define el concepto de un espacio de matrices de arreglos, en el cual

se pueda desarrollar un estudio matricial de la VV DFT y la VV DAF, similar al

desarrollado en el capitulo anterior a la DAF.

Además, se extiende el concepto de VV DAF al trabajo realizado por L. Aus-

lander y R. Tolimieri a la función de ambigüedad con el grupo de Heisenberg [46] y

a la DAF T-3 sobre un método para su cómputo de decimación [11].

4.1 Álgebra de matrices de arreglos CD˚pMˆNq

Sea pA,f,eq un anillo conmutativo. Para M,N P Z, entonces el conjunto

pAMˆN ,f,eq define una matriz con elementos de A [47] y forma un anillo conmuta-

tivo: Sea A,B P AMˆN y am,n y bm,n la entrada m,n de A y B respectivamente, para

m P ZM y n P ZN , entonces pA f Bqm,n “ am,n f bm,n y pA e Bqm,n “ am,n e bm,n.

42
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Para el caso A “ C, donde f,e son la suma y producto usual de números comple-

jos respectivamente, entonces AMˆN “ CMˆN es el anillo de matrices, con la suma

usual y el producto Hadamard de matrices.

Considere el caso A “ CD, con f “ ` (suma de vectores) y e “ d. A

continuación se realizará un estudio de AMˆN , cuya notación será CD˚pMˆNq y se

conocerá como el espacio de matrices de arreglos. Además se definirán operaciones

sobre este espacio, que ayudarán al desarrollo de una representación matricial del

concepto de la transformada de Fourier de valores vectoriales.

Definición 22 (Matriz de Arreglos). El conjunto CD˚pMˆNq se define como el

espacio de matrices de arreglos. Cada elemento A P CD˚pMˆNq tiene la forma

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a0,0 a0,1 ¨ ¨ ¨ a0,N´1

a1,0 a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,N´1

...
...

. . .
...

aM´1,0 aM´1,1 ¨ ¨ ¨ aM´1,N´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

am,n P CD.

Cada entrada de una matriz de arreglos es un vector de orden D. Por lo tanto,

cuando D “ 1, entonces CD˚MˆN “ CMˆN . Sean A,B P CD˚pMˆNq y C P CD˚pNˆQq.

Considere las siguientes operaciones

• La suma A ‘ B, es una matriz de arreglos en CD˚pMˆNq tal que

pA ‘ Bqm,n “ am,n ` bm,n. (4.1)

• Sea β P C. El producto escalar βA es una matriz de arreglos en CD˚pMˆNq tal

que

pβAqm,n “ βam,n. (4.2)

• El producto A ¨C “ AC es una matriz de arreglos en CD˚pMˆQq tal que

pACqm,q “
ÿ

nPZN

am,n d cn,q. (4.3)
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Nota 1. No hay que confundir el concepto de matrices de arreglos de la Definición

22 con el concepto de una hipermatriz y su relación con el concepto de tensores.

Como define D. G. Antzoulatos y A. A. Sawchuk [48], una hipermatriz es la rep-

resentación indexada de una matriz única en CMˆN . El concepto de matrices de

arreglos considera las entradas como vectores, ya que si cada entrada de la matriz

de arreglos es de dimensión 1, entonces la matriz de arreglos es una matriz ordinaria.

Una matriz de arreglos en CD˚pMˆNq se puede definir a partir de un conjunto

ordenado de D matrices en CMˆN , que se llamará conjunto generador

Definición 23 (Conjunto Generador). Sea tAdudPZD Ă CMˆN un conjunto de

D matrices, llamado conjunto de matrices generadoras, o simplemente, conjunto

generador. La entrada m,n de la matriz Ad es padqm,n.

• El operador generador se define como
Ĳ

:
ś

dPZD

CMˆN Ñ CD˚pMˆNq tal que

A “
ň

ttAduu “
ň

dPZD

Ad “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a0,0 a0,1 ¨ ¨ ¨ a0,N´1

a1,0 a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,N´1

...
...

. . .
...

aM´1,0 aM´1,1 ¨ ¨ ¨ aM´1,N´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

donde am,n “ ppa0qm,n, pa1qm,n, ..., paD´1qm,nq
T , para m P ZM y n P ZN .

• El operador generador inverso se define como
Ĳ´1 : CD˚pMˆNq Ñ

ś

dPZd

CMˆN

tal que
Ĳ´1

tAu “ tAdudPZD

donde pAdqm,n “ am,nrds.

Cada matriz de arreglos posee un único conjunto generador y viceversa, es decir,

A “ B si y solo si Ad “ Bd, para todo d P ZD.
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Siguiendo la misma estructura de las ecuaciones (4.1), (4.2) y (4.3), si tAdudPZD ,

tBdudPZD y tCdudPZD son los conjuntos de matrices generadoras de A, B y C, entonces

A ‘ B “
ň

dPZD

pAd `Bdq (4.4)

βA “
ň

dPZD

βAd (4.5)

AC “
ň

dPZD

AdCd (4.6)

donde A,B P CD˚pMˆNq, C P CD˚pNˆQq, Ad, Bd P CMˆN , Cd P CNˆQ, para d P ZD.

De forma similar al espacio de matrices, CNˆN , el espacio de matrices de arreglos

de la Definición 22, CD˚pNˆNq, forma un álgebra asociativa.

Teorema 14.
`

CD˚pNˆNq,‘, ¨
˘

forma un álgebra asociativa sobre C.

Prueba. Sean α, β P C y A,B,C P CD˚pNˆNq y tAdu, tBdu y tCdu sus conjuntos

generadores, respectivamente. Entonces hay que probar que

1.
`

CD˚pNˆNq,‘
˘

es un espacio vectorial

• Conmutatividad: A ‘ B “
Ĳ

pAd `Bdq “
Ĳ

pBd ` Adq “ B ‘ A.

• Asociatividad: pA ‘ Bq ‘ C “
Ĳ

rpAd ` Bdq ` Cds “
Ĳ

rAd ` pBd ` Cdqs “

A ‘ pB ‘ Cq.

• Elemento Neutro: r0N P CD˚pNˆNq, cuyo conjunto generador es t0Nu, donde

0N P CNˆN es la matriz nula. Entonces A ‘r0N “
Ĳ

pAd` 0Nq “
Ĳ

Ad “ A.

De forma similar, r0N ‘ A “ A.

• Elemento Inverso: Para A P CD˚pNˆNq, el elemento inverso es “ ´A P

CD˚pNˆNq, cuyo conjunto generador es t´Adu.

Entonces A ‘ ´A “
Ĳ

pAd ` ´Adq “
Ĳ

0N “ r0N . De forma similar,

´A ‘ AN “ r0N .

• Pseudo-asociativa con el producto escalar: αpβAq “
Ĳ

αpβAdq “
Ĳ

pαβqAd “

pαβqA.
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• Unimodular: 1A “
Ĳ

1Ad “
Ĳ

Ad “ A.

• Distributividad: αpA ‘ Bq “
Ĳ

αpAd `Bdq “
Ĳ

pαAd ` αBdq “ αA ‘ αB.

2.
`

CD˚pNˆNq,‘, ¨
˘

cumple

• Distributividad de ¨ con ‘: ApB‘Cq “
Ĳ

AdpBd`Cdq “
Ĳ

AdBd`AdCd “

AB ‘ AC. De forma similar se prueba pB ‘ CqA “ BA ‘ CA.

• Bilinealidad: ApαBq “
Ĳ

AdpαBdq “
Ĳ

αAdBd “ αAB. De forma similar

se prueba pαAqB “ αAB.

• Asociatividad: pABqC “
Ĳ

pAdBdqCd “
Ĳ

AdpBdCdq “ ApBCq.

�

Definición 24 (Matriz de Arreglos Transpuesta). La matriz de arreglos transpuesta

de A P CD˚pMˆNq se define como AT P CD˚pNˆMq tal que pAT qm,n “ an,m. Además

AT
“

ň

dPZD

ATd

Definición 25 (Matriz de Arreglos Conjugada). La matriz de arreglos con-

jugada de A P CD˚pMˆNq se define como A P CD˚pNˆMq tal que pAqm,n “ an,m.

Además

A “
ň

dPZD

Ad

Definición 26 (Matriz de Arreglos Diagonal). Sea x P CD˚N . La matriz de

arreglos diagonal con respecto a x, es una matriz de arreglos B P CD˚pNˆNq tal que

bi,j “

$

’

&

’

%

xris si i “ j

0D si i ‰ 0
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Definición 27 (Matriz de arreglos identidad). La matriz de arreglos identidad

de orden N es definido como IN P CD˚pNˆNq tal que

pINqi,j “

$

’

&

’

%

1D si i “ j

0D si i ‰ j

Además

IN “
ň

dPZD

IN

Definición 28 (Matriz de Arreglos Inversa). Sea A P CD˚N . La matriz de

arreglos A´1 P CD˚NˆN es la matriz de arreglos inversa de A y AA´1 “ A´1A “

IN .

Ejemplo. Sea A P C2˚3 tal que

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

p1, 2qT p3, 4qT p1, 2qT

p1, 2qT p0, 0qT p0, 1qT

p3, 1qT p1, 1qT p1, 0qT

˛

‹

‹

‹

‹

‚

El conjunto generador de A es tA0, A1u, tal que

A0 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 3 1

1 0 0

3 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

A1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

2 4 2

2 4 1

1 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Las matrices inversa de A0 y A1 se definen como

A0
´1
“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0

1{2 1 1{2

´1{2 ´4 3{2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

A1
´1
“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1{2 0 2

1{2 0 ´1

´1{2 ´4 3{2

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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Ahora, considere la matriz B P C2˚3, tal que

B “
ň

dPZ2

A´1d “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

p0, 1{2qT p1, 0qT p0, 2qT

p1{2, 1{2qT p1, 0qT p´1{2,´1qT

p´1{2, 1qT p´4, 1qT p3{2,´4qT

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Las matrices A y B cumplen que

AB “ BA “ I3

Por lo tanto, B “ A´1.

El ejemplo anterior motiva el desarrollo del siguiente teorema.

Teorema 15. Sean A P CD˚pNˆNq y tAdudPZD Ă CNˆN el conjunto de matrices

generadas a partir de A. La matriz de arreglos A posse inversa si y solo si Ad posse

inversa, para todo d P ZD. Además, A´1 es única y

A´1
“

ň

dPZD

pAdq
´1 (4.7)

Prueba. Sea B “ A´1.

A posee inversa ô AB “ IN

ô
Ĳ

AdBd “
Ĳ

IN

ô AdBd “ IN

ô Bd “ A´1d

ô Ad posee inversa, para todo d P ZN

Lo anterior también prueba la ecuación (4.7). Además, como cada matriz de

arreglos tiene un único conjunto de matrices generadoras, A´1 es única.

�
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4.1.1 Productos Kronecker, Hadamard & Suma Directa

Sea v P CD y A,B P CD˚pMˆNq, C P CD˚pPˆQq con sus respectivos conjuntos

generadores tAdudPZD , tBdudPZD y tCdudPZD .

• El producto Hadamard de A,B es definida como la matriz de arreglos A d B P

CD˚pNˆNq tal que pA d Bqm,n “ am,n d bm,n. Además,

A d B “
ň

dPZD

Ad dBd

• El producto vector & matriz de arreglos v ˛ A se define como la matriz de

arreglos CD˚pMˆNq tal que pv ˛Aqm,n “ v d am,n. Además

v d A “
ň

dPZD

vrdsAd

• El producto Kronecker A b C se define como la matriz de arreglos CD˚pMPˆNQq

tal que

A b C “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a0,0 ˛C ¨ ¨ ¨ a0,N´1 ˛C

...
. . .

...

aM´1,0 ˛C ¨ ¨ ¨ aM´1,N´1 ˛C

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Además

A b B “
ň

dPZD

Ad bBd

El Teorema 16 muestra algunas de las propiedades de los productos de Kro-

necker para matrices de arreglos. Dicha proposición es una extensión del Teorema

1 para el espacio de matrices de arreglos.

Teorema 16. Sea A P CD˚pMˆNq, B P CD˚pRˆSq, C P CD˚pNˆP q y D P CD˚pSˆT q.

Entonces

• pA b Bqb C “ A b pB b Cq.

• pA b BqpC b Dq “ AC b BD.

• A b B “ pA b ISqpIN b Bq.

• IR b IS “ IRS.
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Prueba. Se realizará la prueba de pA b Bq b C “ A b pB b Cq. Los otros tres

casos se demuestran de forma similar, utilizando los conjuntos generadores.

Sean tAdu, tBdu y tCdu los conjuntos generadores de A, B y C respectivamente.

Como A b B “
Ĳ

AdbBd, entonces, tAdbBdu es el conjunto generador de AbB.

Por lo tanto

pA b Bqb C “
Ĳ

pAd bBdq b Cd

“
Ĳ

Ad b pBd b Cdq

“ A b pB b Cq

ya que tBd b Cdu es el conjunto generador de B b C.

�

Definición 29 (Matriz de Arreglos de Permutación de orden N y paso

R). Sea N “ RS. La matriz de arreglos de permutación de orden N y paso R,

LN
S P CD˚pNˆNq, es definida por la regla LN

S pa b bq “ b b a, donde a P CD˚R y

b P CD˚S. Además

LN
S “

ň

dPZD

LNS

El Teorema 17 muestra la extensión del teorema de conmutación de productos

de Kronecker para el espacio de matrices de arreglos.

Teorema 17. Sea N “ RS, A P CD˚pRˆRq y B P CD˚pSˆSq. Entonces

A b B “ LN
R pB b AqLN

S

Prueba. Sea x P CD˚N tal que x “ a b b, donde a P CD˚R y b P CD˚S. Entonces

1. pA b Bqx “ pA b Bqpa b bq “ Aa b Bb Por el Teorema 16.

2. LN
R pB b AqLN

S x “ LN
R pB b AqLN

S pa b bq

“ LN
R pB b Aqpb b aq Por definición de LN

S

“ LN
R pBb b Aaq Por el Teorema 16.

“ Aa b Bb Por definición de LN
R

�
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Definición 30 (Suma Directa de Matrices de Arreglos). La suma directa de

dos matrices de arreglos A P CD˚pMˆNq y B P CD˚pPˆQq se define como la matrices

A l‘B P CD˚ppM`P qˆpN`Qqq tal que

A l‘B “

¨

˚

˝

A

B

˛

‹

‚

En general, para un conjunto de matrices de arreglos tApupPZP , tal que Ap P

CD˚pMpˆNpq, se define como

üà

dPZD

AD “ A0 l‘A1 l‘ ... l‘AD´1

Además,
üà

dPZD

AD “
ň

dPZD

à

pPZP

pApqd

donde tpApqdu representa el conjunto generador de Ap.

Teorema 18. Sean A,B P CD˚pNˆNq. Entonces

1D l‘ AB “ p1D l‘Aqp1D l‘Bq.

Prueba. Sean tAdu y tBdu los conjuntos generadores de A y B.

1D l‘ AB “
Ĳ

p1‘ AdBdq

“
Ĳ

p1‘ Adqp1‘Bdq

“ p1D l‘Aqp1D l‘Bq

�

4.2 Transformada Discreta de Fourier de valores vectoriales

4.2.1 Marcos y Vectores Complejos Armónicos

Definición 31 (Marco). Un conjunto F “ tfnunPZN Ă CD es un marco para CD

si F genera al espacio CD.
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Además, si F es un marco para CD, entonces existen constantes a, b ą 0,

denominadas constantes del marco, tal que para todo x P CD, satisface

a}x}2 ď
ÿ

nPZN

|xx, fny|
2
ď a}x}2.

Un marco F se llama marco ajustado si se pueden seleccionar a “ b. Si, en

adición, cada fj tiene norma igual a 1, se dice que F es un marco ajustado de norma

1 y se denomina FUNTF (del inglés finite unit-norm tight frame).

Un ejemplo de FUNTF es el conjunto llamado marcos de la transformada dis-

creta de Fourier, o simplemente, marcos DFT. Sea N ě D y considere la matriz

B P CNˆD creada usando cualquiera D columnas de la conjugada de la matriz DFT

FN . El conjunto formado por las filas de la matriz B, multiplicadas por 1{
?
D,

forma un FUNTF para CD.

Los marcos DFT también son conocidos como marcos complejos armónicos [16].

A partir del concepto de marco DFT, se elabora el concepto de vectores complejos

armónicos, que es un caso general de los marcos DFT.

Definición 32 (Vectores Complejos Armónicos). Sea N,D P N. El conjunto

de vectores complejos armónicos E “ t1{
?
D ¨ enNunPZN , con E Ď CD, es el conjunto

de vectores tal que

enN “
`

ω
nα1
N , ω

nα2
N , . . . , ω

nα
D

N

˘T

con αk P NY t0u y αk ‰ αj if k ‰ j. El vector e1N “ eN se denomina generador de

los vectores complejos armónicos.

Si N ě D y maxtαku ă N , entonces el conjunto E es un marco DFT. La

siguiente proposición muestra algunas de las propiedades del generador del conjunto

de vectores complejos armónicos.
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Proposición 4. Sea E un conjunto de de vectores complejos armónicos para CD,

con generador eN . Entonces

• em`nN “ emN d e
n
N .

• e0N “ eNN “ 1D.

• Para k P Z y r P ZN , eNk`rN “ erN .

• Si N “ LM , entonces eLmN “ emM .

Prueba. Se realizará la prueba de em`nN “ emN d e
n
N . Los demás casos siguen siguen

una estructura similar de demostración.

em`nN “

´

ω
pm`nqα1
N , ω

pm`nqα2
N , . . . , ω

pm`nqα
D

N

¯T

“
`

ω
mα1
N ω

nα1
N , ω

mα2
N ω

nα2
N , . . . , ω

mα
D

N ω
nα

D
N

˘T

“
`

ω
mα1
N , ω

mα2
N , . . . , ω

mα
D

N

˘T
d
`

ω
nα1
N , ω

nα2
N , . . . , ω

nα
D

N

˘T

“ emN d e
n
N

�

Nota 2. En este trabajo se seleccionará los exponentes de los vectores armónicos

complejos de la forma αk “ k, para k “ 1, 2, ..., D.

4.2.2 Definición

J. J Benedetto y J. J. Donatelli [16] formularón una definición de la DFT para

vectores en CD˚N que incluye el concepto de marcos DFT, llamado transformada

discreta de Fourier de valores vectoriales (VV DFT, del inglés vector-valued DFT).

Para esto, solo consideran los casos cuando N ě D . En este trabajo se propone

una modificación a esta definición, introduciendo el concepto de vectores armónicos

complejos en lugar de los marcos DFT. Por lo tanto, la VV DFT estará definida

para todo N,D P Z.
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Definición 33 (Transformada de Fourier de Valores Vectoriales). Sean x P

CD˚N y sea E un conjunto de vectores complejos armónicos para CD.

• La transformada de Fourier de valores vectoriales VV DFT, por sus siglas en

inglés de x se define como el mapeo Fx : ZN Ñ CD tal que

Fxrks “
1
?
D

ÿ

nPZN

xrns d e´nkN (4.8)

• La matriz de arreglos VV DFT es definida como FN P CD˚pNˆNq, tal que

pFNqm,n “ 1{
?
D ¨ e´mnN . La notación matricial de la VV DFT de x es represen-

tada como

Fx “ FNx.

Además

FN “
ň

dPZD

˜

1
?
D

ä

nPZd

FN

¸

Teorema 19. Sea FN P CD˚pNˆNq es la matriz VV DFT.

• Sea N un número compuesto, y r el menor número primo de la factorización

de N . Para D ă r, FN posee inversa. Para D ě r, FN no posee inversa.

• Si N es primo, entonces FN tiene inversa.

• De existir, la inversa de FN es F´1N “ D
N

FN .

Prueba. Por definición, G “ t1{
?
DGdu, tal que

Gd “
ä

nPZd

FN , d P ZD

es el conjunto generador de FN .

• Sea N “ rs, donde r es el menor número primo de la factorización de N . Por

el Teorema 5, existe m ă N tal que Gm es no invertible. De la demostración

de dicho teorema, m “ r cumple la condición. Ahora, hay que probar que el

menor m que cumple esa condición es r. Por contradicción, suponga que existe



55

s ă r, tal que Gs no posse inversa. Ahora, pGsqi,j “ ωijsN , para i, j P ZN .

Considere la matriz Hs P CNˆN tal que phsqij “
1
N
ω´ijsN . Entonces

pGsHsqi,j “
1

N

ÿ

nPZN

ωinsN ω´njsN “
1

N

ÿ

nPZN

ω
npi´jqs
N

Cuando i “ j, entonces pGsHsqi,j “ 1. Para i ‰ j, se cumple

i´ j “ ´pN ´ 1q, ...,´1, 1, ...N ´ 1.

Además, como s ă r, entonces pi ´ jqs ‰ 0 mod N . Por lo tanto, para i ‰ j,

pGsHsqi,j “ 0. Es decir, GsHs “ IN , entonces Gs “ H´1
s , lo que contradice el

hecho de que Gs no es invertible. Lo supuesto es falso, por lo tanto, no existe

s ă r tal que Gs no sea invertible.

Ahora, la matriz inversa de FN está dada por

FN “
ň

dPZD

ˆ

1
?
D
Gd

˙

Por el Teorema 15, FN tiene inversa si cada Gd tiene inversa. Como cada

elemento de t1{
?
DGdudPZD tiene inversa solamente si D ă r, entonces FN tiene

inversa cuando D ă r. Como Gr no tiene inversa, entonces para D ě r, existe

algún elemento de tGdudPZD que no tiene inversa, entonces FN no tiene inversa

cuando D ě R.

• Sea N un número primo. Por Lema 1, cada elemento de t1{
?
DGdudPZD es

invertible para D ă N . Ya que t1{
?
DGdudPZD es el conjunto generador de FN ,

entonces, por el Teorema 15, FN tiene inversa.

• De la primera parte, la inversa de Gd es G´1d , tal que pG´1d qi,j “
1
N
ω´ijdN .

Además, tN{
?
DG´1d udPZD es el conjunto generador de FN . Entonces

FNF´1N “
D

N

ň

ˆ

1
?
D
Gd

N
?
D
G´1d

˙

“
ň

IN “ IN

�
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Del teorema anterior, se deduce que si N es par, entonces, solo para D “ 1, FN

posee inversa, el cual representa el caso trivial. Además, de la parte tres de teorema

anterior, se deduce el siguiente corolario.

Corolario 4. Sea x P CD˚N y r el menor número primo de la factorización de N .

Si D ă r ó N es un número primo, entonces la función inversa de la VV DFT

existe y se define como el mapeo F´1
x : ZN Ñ CD tal que

F´1
x rns “ xrns “

?
D

N

ÿ

kPZN

Fxrks d e
nk
N (4.9)

Cuando D ě r, no existe inversa de la VV DFT.

4.2.3 Propiedades

La siguientes proposiciones prueban algunas propiedades de la VV DFT.

Proposición 5. Sea x P CD˚N . Entonces }Fxrks}p “ }Fxrx´kyN s}p, para p “ 8,

p P Z`, donde k P ZN .

Prueba. Como x P CD˚N , entonces xrns P CD tal que xrns “ px0rns, ...,xD´1rnsq
T ,

con xdrns P C.

• Sea p “ 8. Entonces

}Fxrks}8 “

›

›

›

›

›

1?
D

ř

nPZN
xrns d e´nkN

›

›

›

›

›

8

“ max
dPZD

#
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1?
D

ÿ

nPZN

xdrnsω
´nkpd`1q
N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

+

“ max
dPZD

#ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1?
D

ÿ

nPZN

xdrnsω
pd`1qnk
N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

+

“

›

›

›

›

›

1?
D

ř

nPZN
xrns d enkN

›

›

›

›

›

8

“ }Fxrx´kyN s}8

• Sea p P Z. Entonces

}X rks}pp “
ÿ

dPZD

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

nPZN

xdrnsω
´nkpd`1q
N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

“
ÿ

dPZD

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

nPZN

xdrnsω
nkpd`1q
N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

“ }X rx´kyN s}pp

�
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Proposición 6. Sea r el menor número primo de la factorización de N y gN,k P CN

gN,k “
ÿ

nPZN

enkN .

• Si k ă r ó N es un número primo, entonces gN,k “ Nδrks, donde

δrks “

$

’

&

’

%

1D si k “ 0 mod N

0D si k ‰ 0 mod N

• Si k ě r, entonces gN,k “ Nv, donde

vrms “

$

’

&

’

%

1D si kpm` 1q “ 0 mod N

0D si kpm` 1q ‰ 0 mod N

Prueba. Analizando cada una de las entradas del vector GN,k, se obtiene

ÿ

nPZN

enkN “
ÿ

nPZN

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

ωnkN

ω2nk
N

...

ωDnkN

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

ÿ

nPZN

ωnkN

ÿ

nPZN

ω2nk
N

...
ÿ

nPZN

ωDnkN

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Entonces, gn,krms “
ř

nPZN
ω
pm`1qnk
N . Para m P ZM , si kpm ` 1q “ 0 mod N ,

entonces
ř

nPZN
ω
nkpm`1q
N “ 0, de caso contrario,

ř

nPZN
ω
nkpm`1q
N “ N . Si N es un

número compuesto, donde r el menor primo de la factorización de N , entonces

kpm` 1q ‰ 0 para k ă r. La condición también se cumple cuando N es un número

primo. En cambio, para k ě r, existe m ` 1 tal que kpm ` 1q “ 0 mod N . Por

ejemplo, como N es compuesto con factor r, entonces N “ rs, entonces se selecciona

m “ s´ 1.

�
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Proposición 7. Sean x,y P CD˚N , donde N es un número primo, o un número

compuesto N tal que D ă r, donde r es el menor número primo de la factorización

de N . Entonces
ÿ

nPZN

xrns d yrns “
D

N

ÿ

kPZN

Fxrks dFyrks

Prueba. Por Corolario 4,

xrns “

?
D

N

ÿ

kPZN

Fxrks d e
´nk
N , yrns “

?
D

N

ÿ

lPZN

Fyrls d e
nl
N (4.10)

Seleccionando el producto Hadamard de xrns y yrns, sumando con respecto a n

y utilizando la Proposición 6 se obtiene

ÿ

nPZN

xrns d yrns “
ÿ

nPZN

˜?
D

N

ÿ

kPZN

Fxrks d e
´nk
N

¸

d

˜?
D

N

ÿ

lPZN

Fyrls d e
nl
N

¸

“
D

N2

ÿ

kPZN

ÿ

lPZN

Fxrks dFyrls d
ÿ

nPZN

de
npl´kq
N

“
D

N

ÿ

kPZN

Fxrks dFyrks

�

Nota 3. La idea de utilizar los vectores complejos armónicos en lugar de los marcos

DFT en la definición de VV DFT, como originalmente lo realizó J. J. Benedetto y J.

J. Donatelli, es para desarrollar algoritmos que puedan realizar su cómputo de una

manera rápida, es decir, desarrollar una transformada rápida de Fourier de valores

vectoriales (VV FFT). Para eso, el cálculo de la VV DFT de orden N , se puede

dividir en varias VV DFT de un menor orden M , y en algunos casos sucederá que

M ă D, lo cuál chocaŕıa con la definición de marcos DFT. Los diversos algoritmos

de VV FFT se desarrollan en la Sección 4.2.5.
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4.2.4 Transforma 2D de Fourier de valores vectoriales

Definición 34 (Transformada de Fouier de Valores Vectoriales de dos

Dimensiones). Sea X P CD˚pNˆNq y sea E un conjunto de vectores complejos

armónicos para CD. La transformada de Fouier de valores vectoriales de dos di-

mensiones VV DFT 2d de X se define como el mapeo F 2
X : ZN ˆ ZN Ñ CD tal

que

F 2d
X rm,ns “

1
?
D

ÿ

αPZN

ÿ

βPZN

Xrα, βs d E
´pmα`nβq
N (4.11)

De igual manera que en CNˆN , la VV DFT 2d de X puede ser vista como una

matriz de arreglos. Sea F2d
x P CD˚pNˆNq la matriz de arreglos que representa a FX,

tal que pF2d
x qi,j “ F 2d

X ri, js. Además

F2d
X “ RN,NtpFN b FNqV tXuu (4.12)

donde:

• V : CD˚pMˆNq Ñ CD˚MN , es un operador que actua sobre las matrices de

arreglos CD˚pMˆNq y da como resultado un vector de arreglos formado por la

“acumulación” de las columnas. El análogo de este operador en CMˆN es V .

Cuando D “ 1, entonces V “ V .

• RM,N : CD˚MN Ñ CD˚pMˆNq, es el operador que organiza un vector de arreglos

en CD˚MN a una matriz de de arreglos en CD˚pMˆNq. El análogo de este operador

en CMˆN es RM,N . Cuando D “ 1, entonces RM,N “ RM,N .

4.2.5 Transformada Rápida de Fourier de Valores Vectoriales

En esta sección, se desea extender los resultados sobre los diferentes tipos de

factorización de la matriz DFT, FN P CNˆN , desarrollados en la Sección 2.3.1, a la

matriz de arreglos FN P CD˚pNˆNq, lo que se conoceŕıa como la tranformada rápida

de Fourier de valores vectoriales (VV FFT). Las demostraciones de los Teoremas

20, 21 y 22 tienen una estructura similar a las elaborados en [14] y [20] para la
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matriz FN . Por ser la matriz de arreglos VV DFT FN un concepto nuevo y definido

en este trabajo, se incluirá la demostración de cada teorema.

Teorema 20. Si N “ RS. Entonces

FN “
?
DpFS b IRqT

N
R pIS b FRqL

N
S (4.13)

donde TN
R P CD˚pNˆNq tal que

TN
R “

à

nPZS

pDN
R q

n

donde DN
R P CD˚pRˆRq es una matriz de arreglos diagonal por bloques tal que

DN
R “ diagpe0N , e

´1
N , ... , e

´pR´1q
N q

Prueba. Sea x P CD˚N , tal que x “ a b b, donde a P CD˚R y b P CD˚S. Para

n P ZN , r P ZR y s P ZS, se cumple que xrns “ xrSr ` ss “ arrs d brss. Entonces

1. FNx “
?
DpFS b IRqT

N
R pIS b FRqL

N
S pa b bq

“
?
DpFS b IRqT

N
R pIS b FRqpb b aq

“
?
DpFS b IRqT

N
R pb b FRaq
loooomoooon

w

El vector w es de la forma

wrns “ wrRs` rs “
1
?
D

brss d
ÿ

mPZR

arms d e´mrR

2. FNx “
?
DpFS b IRq TN

Rw
loomoon

y

El vector y es de la forma

yrns “ yrRs` rs “
1
?
D

brss d e´rsN d
ÿ

mPZR

aris d e´mrR

3. FNx “
?
D pFS b IRqy
looooomooooon

z
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El vector z es de la forma

zrns “ zrRs` rs “
1
?
D

˜

1
?
D

ÿ

cPZS

brcs d e´scS d e´rcN

¸

d
ÿ

mPZR

arms d e´mrR

Re-escribiendo la última ecuación, se obtiene

zrns “ zrRs` rs “
1

D

ÿ

cPZS

ÿ

mPZR

arms d brcs d e
´pscR`mrS`rcq
N

Como N “ RS, entonces scR`mrS ` rc “ scR`mrS ` rc`RSms mod N .

Además, scR `mrS ` rc`RSms “ pSm` cqpRs` rq, entonces

zrns “ zrRs` rs “
1

D

ÿ

cPZS

ÿ

mPZR

arms d brcs d e
´pSm`cqpRS`rq
N

“
1

D

ÿ

nPZN

xrns d e´nkN

Por lo tanto

FNxrks “
?
D

1

D

ÿ

nPZN

xrns d e´nkN “
1
?
D

ÿ

nPZN

xrns d e´nkN

�

Del Teorema 17, FS b IR “ LN
S pIR b FSqL

N
R . Entonces la ecuación (4.13) se

puede reescribir

FN “
?
DLN

S pIR b FSqL
N
RTN

R pIS b FRqL
N
S (4.14)

Sea L N
M el operador que representa a matriz de permutación LNM . En Algo-

ritmo 12, se muestra la implementación de la ecuación (4.14).
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Algoritmo 12 VV FFT para N “ RS

Entrada: x P CD˚N

Salida: y P CD˚N

1: v0 Ð L N
S txu

2: para s “ 0 : S ´ 1 hacer
3: v1 Ð v0rsR : ps` 1qR ´ 1s
4: v2rsR : ps` 1qR ´ 1s Ð Fv1

5: fin para
6: para s “ 0 : S ´ 1 hacer
7: para r “ 0 : R ´ 1 hacer
8: v3rsR ` rs “ v2rsR ` rs d e

´rs
N

9: fin para
10: fin para
11: v4 Ð L N

R tv3u

12: para r “ 0 : R ´ 1 hacer
13: v5 Ð v4rrS : pr ` 1qS ´ 1s
14: v6rrS : pr ` 1qS ´ 1s Ð Fv5

15: fin para
16: v7 Ð L N

S tv6u

17: y Ð
?
Dv7

Teorema 21. Sea N “ 2p. Entonces

FN “ p
?
Dqp´1

«

ź

nPZp

AnBn

ff

QN (4.15)

donde An,Bn,QN P CD˚pNˆNq tal que

• An “ I2n b F2 b I2p´n´1

• Bn “ I2n b T2p´n

2p´n´1

• QN “
ź

nPZp´1

´

I2p´n´2 b L2n`2

2

¯

Prueba. La demostración se hará por inducción.

• p “ 3.

Como N “ 8 “ 4 ¨ 2, por el Teorema 20 se obtiene:

F8 “
?
DpF2 b I4qT

8
4pI2 b F4qL

8
2 (4.16)
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Siguiendo la misma idea, como 4 “ 2 ¨ 2, por el mismo teorema se obtiene

F4 “
?
DpF2 b I2qT

4
2pI2 b F2qL

4
2 (4.17)

Sustituyendo lo anterior en la ecuación 4.16, y aplicando los resultados obtenidos

en el Teorema 16 se obtiene

F8 “
?
DpF2 b I4qT

8
4pI2 b r

?
DpF2 b I2qT

4
2pI2 b F2qL

4
2sqL

8
2

“ DpF2 b I4qT
8
4pI2 b F2 b I2qpI2 b T4

2qpI4 b F2qpI2 b L4
2qL

8
2

Si

• A0 “ F2 b I4

• A1 “ I2 b F2 b I2

• A2 “ I4 b F2

• B0 “ T8
4

• B1 “ I2 b T4
2

• B2 “ I8 “ I4 b T2
2

• Q8 “ pI2 b L4
2qL

8
2

se cumple la ecuación (4.15) para N “ 23.

• Se asume que la ecuación (4.15) se cumple para N “ 2k.

• N “ 2k`1

Como N “ 2k ¨ 2, por el Teorema 20 se obtiene:

FN “
?
DpF2 b I2kqT

N
2kpI2 b F2kqL

N
2 (4.18)

Por hipótesis de inducción,

F2k “ p
?
Dqk´1

«

ź

nPZk

AnBn

ff

Q2k (4.19)

Sustituyendo lo anterior en la ecuación 4.18, y aplicando los resultados obtenidos

en el Teorema 16 se obtiene

FN “
?
DpF2 b I2kqT

N
2k
pI2 b rp

?
Dqk´1

“
ś

nPZk AnBn

‰

Q2ksqL
N
2

“ p
?
DqkpF2 b I2kqT

N
2k
p
“
ś

nPZkpI2 b AnqpI2 b Bnq
‰

pI2 b Q2kqqL
N
2
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Si

• C0 “ F2 b I2k

• Cn “ I2 b An

• D0 “ TN
2k

• Dn “ I2 b Bn

• RN “ pI2 b Q2kqqL
N
2

se cumple

FN “ p
?
Dqk

«

ź

nPZk`1

CnDn

ff

RN (4.20)

donde Cn,Dn,RN P CD˚pNˆNq tal que

• Cn “ I2n b F2 b I2k´n

• Dn “ I2n b T2k´n`1

2k´n

• RN “
ź

nPZk

´

I2k´n´1 b L2n`2

2

¯

�

Teorema 22. Sea N un número primo y sea a P UN un generador del conjunto UN .

La matriz VV DFT puede factorizarse de la siguiente manera

FN “ L´1a p1D l‘ Fqp1D l‘Bqp1D l‘ FqALa (4.21)

donde

• La es una matriz de arreglos de permutación de orden exponencial, tal que

La “
ň

dPZD

La

donde La P CNˆN es una matriz de permutación de orden exponencial con

generador a.

• F P CN´1ˆN´1 tal que F “
Ĳ

FN´1.

• B P CD˚ppN´1qˆpN´1qq es una matriz de arreglos diagonal tal que

B “ F´1CF

donde c P CD˚ppN´1qˆpN´1qq es el núcleo de Winograd.
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• A P CNˆN tal que

A “

¨

˚

˝

1D 1D˚pN´1q

´1D˚pN´1q IN´1

˛

‹

‚

donde 1D˚pN´1q P CD˚N tal que 1D˚pN´1qrns “ 1D

Prueba. Sea πa “ t0, 1, a
1, a2, ..., aN´2u el conjunto de orden exponencial, generado

a partir de a P UN . πa es una permutación de ZN , cuando N es primo. πa también

se define como

πapnq “

$

’

&

’

%

0 si n “ 0

an´1 si n P UN

y satisface que πapiqπapjq “ πapi ` j ´ 1q. La matriz de arreglo VV DFT satisface

FN “ L´1a FπaLa, donde pFπaqij “ e
´πapiqπapjq
N , para i, j P ZN . Entonces

pFπaqij “

$

’

&

’

%

1D si i “ 0 o j “ 0

e´a
i`j´2

N si i, j P UN

Por lo tanto,

Fπa “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1D 1D ¨ ¨ ¨ 1D

1D
... CN

1D

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

donde CN P CD˚ppN´1qˆpN´1qq tal que pCNqi,j “ e´a
i`j

N . Considerando la matriz de

arreglos A, se cumple

Fπa “

¨

˚

˝

1D

CN

˛

‹

‚

A “ p1D l‘CpqA
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Además, CN “ FBF, donde B es una matriz diagonal. Entonces

Fπa “ p1D l‘CpqA

“ p1D l‘ FN´1BFN´1qA

“ p1D l‘ FN´1qp1D l‘Bqp1D l‘ FN´1qA

Por lo tanto FN “ L´1a p1D l‘ FN´1qp1D l‘Bqp1D l‘ FN´1qALa

�

Sea La el operador que representa a matriz de permutación La. En Algoritmo

13, se muestra la implementación de la ecuación (4.21).

Algoritmo 13 VV FFT para N primo

Entrada: x P CD˚N y a P UN (generador)
Salida: y P CD˚N

1: v0 Ð Latxu
2: para n “ 0 : N ´ 2 hacer
3: v1rns Ð v0rn` 1s ´ v0r0s
4: fin para
5: v2 Ð Fv1

6: para n “ 0 : N ´ 2 hacer
7: v3rns “ v2rns d brns (elementos matriz diagonal B).
8: fin para
9: v4r0s “

ř

nPZN
v0rns

10: v4r1 : N ´ 1s Ð Fv3

11: y Ð L ´1
a tv4u

4.3 Función Discreta de Ambigüedad de Valores Vectoriales

J. J. Benedetto y J. J. Donatelli también desarrollan el concepto de una función

discreta discreta de ambigüedad de valores vectoriales (VV DAF, del inglés vector-

valued DAF) [16], a partir de la DAF T-1. De forma similar a la VV DFT, se define

la VV DAF utilizando los vectores complejos armónicos, a partir de los 4 tipos de

DAF.

Definición 35 (Representaciones de la Función de Ambigüedad de Valores

Vectoriales). Sea x,y P CD˚N y E un conjunto de vectores complejos armónicos.
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La VV DAF de x,y tiene 4 tipos de representaciones, y se definen como los mapeos

A l
x,y : ZN ˆ ZN Ñ CD, para l “ 0, 1, 2, 3, tal que A

• VV DAF Tipo 0 (VV DAF T-0)

A 0
x,yrm, ks “

1
?
D

ÿ

nPZN

xrns d yrxn´myN s d e
´nk
N . (4.22)

• VV DAF Tipo 1 (VV DAF T-1)1

A 1
x,yrm, ks “

1
?
D

ÿ

nPZN

xrxn`myN s d yrns d e´nkN . (4.23)

• VV DAF Tipo 2 (VV DAF T-2)

A 2
x,yrm, ks “

1
?
D
λm,k d

ÿ

nPZN

xrxn`myN s d yrns d enkN . (4.24)

donde

λm,k “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

eqmkN N impar, 2q ” 1 mod N

e
mk{2
N N par, xmkyN ă

N
2

e
pmk´Nq{2
N N par, xmkyN ě

N
2

• VV DAF Tipo 3 (VV DAF T-3)

A 3
x,yrm, ks “

1
?
D

ÿ

nPZN

xrns d yrxn`myN s d e
´nk
N . (4.25)

Los diferentes de tipos de VV DAF presentan una equivalencia en normas:

}A 0
x,yrm, ks}p “ }A

1
x,yrm, ks}p “ }A

2
x,yrm, ks}p “ }A

3
x,yr´m, ks}p

para p P Z y p “ 8.

El Lema 4 y Lema 5 exponen dos propiedades de la VV DAF.

Lema 4. Sean x,y P CD˚N , donde N es un número primo, o un número compuesto

N tal que D ă r, donde r es el menor número primo de la factorización de N .

1 Definida por J. J. Benedetto y J. J. Donatelli en [16], para el caso x=y
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Entonces

A 0
x,yrm, ks “

D

N
e´mkN dA 0

Fx,Fy
rk, x´myN s (4.26)

A 1
x,yrm, ks “

D

N
emkN dA 1

Fx,Fy
rk, x´myN s (4.27)

A 2
x,yrm, ks “

D

N
e´mkN dA 2

Fx,Fy
rx´kyN ,ms (4.28)

A 3
x,yrm, ks “

D

N
emkN dA 3

Fx,Fy
rk,ms (4.29)

Prueba. Se realizará la prueba para VV DAF T-0. Los otros casos son similares.

La VV DFT de x es Fx. Ahora, sea y˚rns “ yrxn´myN s d e
nk
N . Entonces

Fy˚rps “
1
?
D

ÿ

nPZN

y˚rns d e´npN

“
1
?
D

ÿ

nPZN

yrxn´myN s d e
´npp´kq
N

“
1
?
D

ÿ

nPZN

yrns d e
´pn`mqpp´kq
N

“
1
?
D
e
´mpp´kq
N

ÿ

nPZN

yrns d e
´npp´kq
N

“ e
´mpp´kq
N dFyrxp´ kyN s

De lo anterior y utilizando la Proposición 7 se obtiene

A 0
x,yrm, ks “

1
?
D

ÿ

nPZN

xrns d y˚rns

“
1
?
D

˜

D

N

ÿ

pPZN

Fxrps dFy˚rps

¸

“
D

N

˜

1
?
D
e´mkN d

ÿ

pPZN

Fxrps dFyrxp´ kyN s d e
mp
N

¸

“
D

N
e´mkN dA 0

Fx,Fy
rk, x´myN s

�

Del lema anterior, se deduce que A l
x,y es proporcional a Al

Fx,Fy
cuandom, k “ 0,

donde l “ 0, 1, 2, 3. Es decir

A l
x,yr0, 0s “

D

N
A l

Fx,Fy
r0, 0s (4.30)
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Lema 5. Sean x P CD˚N . Entonces

A 0
x rx´myN , x´kyN s “ emkN dA 0

x rm, ks (4.31)

A 1
x rx´myN , x´kyN s “ e´mkN dA 1

x rm, ks (4.32)

A 2
x rx´myN , x´kyN s “ emkN dA 2

x rm, ks (4.33)

A 2
x rx´myN , x´kyN s “ e´mkN dA 3

x rm, ks (4.34)

Prueba. Se realizará la prueba para VV DAF T-0. Los otros casos son similares.

A 0
x rx´myN , x´kyN s “

1
?
D

ÿ

nPZN

xrns d xrxn`myN s d e
nk
N

“
1
?
D

ÿ

nPZN

xrns d xrxn`myN s d e
´nk
N

“
1
?
D

ÿ

nPZN

xrxn´myN s d xrns d e
´pn´mqk
N

“
1
?
D
emkN d

ÿ

nPZN

xrxn´myN s d xrns d e´nkN

“ emkN dA 0
x rm, ks

�

4.3.1 Marco Computacional

La VVF DAF puede representarse como una matriz de arreglos.

Definición 36 (Matriz DAF). Sea l “ 0, 1, 2, 3. La matriz VV DAF T-l se define

como Al
x,y P CD˚pNˆNq tal que pAl

x,yqm,k “ A l
x,yrm, ks, para m, k P ZN .

Realizando una extensión de la Sección 2.2.2, para tAnunPZN un conjunto de

N matrices de arreglos An P CD˚pMnˆP q, el operador
Ů

sobre el conjunto de matrices

de arreglos tAnu se define como

ğ

nPZN

An “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

A0

...

AN´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

El siguiente teorema es una extension del Teorema 9, para el caso de VV DAF.
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Teorema 23. Sea x,y P CD˚N y A0
x,y P CD˚pNˆNq la matriz VV DAF T-0. Entones

A0
x,y “ RN,NtL

N2

N rIN b FN srp1D˚N b xqd Ysu,

donde Y P CN2
tal que

Y “
ğ

mPZN

Smtyu,

donde Smtyurns “ yrxn´myN s para n P ZN .

Prueba. Sea a0
x,y “ LN2

N rIN b FN srp1D˚N b xqd Ys. Desarrollando a0
x,y se obtiene

a0
x,y “ LN2

N

ğ

mPZN

Hm, Hm P CN

tal que Hm “ FNpxdSmtyuq, donde Sm es el operador de traslación en CD˚N tal

que Smtyurns “ yrxn´myN s. Aplicando a ambos lados de la ecuación el operador

RN,N , se obtiene

RN,Nta
0
x,yu “ RN,N

#

LN2

N

ğ

mPZN

Hm

+

“

˜

RN,N

#

ğ

mPZN

Hm

+¸T

Sea H “ RN,N

#

ğ

mPZN

Hm

+

, con H P CD˚pNˆNq y H “ pH0,H1, ...,HN´1q.

Para m, k P ZN se cumple

HT
m,k “ Hk,m “ Hmrks “ A 0

x,yrm, ks

�

En el Algoritmo 14, muestra la implementación de la ecuación (3.9). Los pasos

2-3 son independientes en cada iteración, lo que permite su cómputo en paralelo.

El Teorema 23 muestra que la estructura de la matriz DAFT ´ 0 en CNˆN se

mantiene para la matriz de arreglos VV DAF T-0 en el espacio CD˚pNˆNq. La Tabla

4–1 muestra la representación matricial, utilizando productos de Kronecker, de los

cuatro tipos de VV DAF .
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Algoritmo 14 Matriz VV DAF T-0

Entrada: x,y P CD˚N

Salida: A P CD˚pNˆNq

1: para n “ 0 : N ´ 1 hacer
2: v Ð x d Sntyu
3: Ar:, ns Ð Fv

4: fin para
5: A Ð AT

Tabla 4–1: Representación Kronecker de la matrices VV DAF

A l
x,y = RN,Nta

l
x,yu

T ´ l alx,y X´Y P

T ´ 0 LN2

N rIN b FN s rp1D˚N b xqd Ys
ğ

mPZN

Smtyu

T ´ 1 LN2

N rIN b FN s rX d p1D˚N b yqs
ğ

mPZN

S´mtxu

T ´ 2 LN2

N P
“

IN b FN

‰

rX d p1D˚N b yqs
ğ

mPZN

S´mtxu
üà

m,kPZN

diagpλm,kq

T ´ 3 LN2

N rIN b FN s rp1D˚N b xqd Ys
ğ

mPZN

S´mtyu

4.4 Grupo de Heisenberg

L. Auslander y R. Tolimieri [34] desarrolló una relación entre la función de

ambigüedad y el grupo de Heisenberg. En esta sección se elabora una extensión de

este trabajo, aplicado a las 4 representaciones de la VV DAF.

Para eso, primero se define lo que es un operador unitario en el espacio de las

matrices de arreglos

Definición 37 (Operador Unitario en CD˚N). Un operador unitario en CD˚N

es un mapeo lineal U de CD˚N que satisface

U U “ I

donde U es conocido como el operador adjunto y I es el operador identidad.

En el caso de los operadores unitarios, el operador adjunto también es conocido

como operador inverso, el cuál es también un operador unitario.. La colección de
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todos los operadores unitarios U en CD˚N forman un grupo bajo la composición.

Este grupo se denota con el śımbolo U.

Todo operador unitario tiene una representación matricial. Sea IN P CD˚pNˆNq

la representación del operador identidad I . Ejemplos de operadores unitarios en

CD˚N son el operador de translación, modulación y rotación.

Definición 38 (Operadores de Traslación, Modulación y Rotación en CD˚N).

Sea x P CD˚N , m, k P ZN y λ P CD, con |λrns| “ 1.

1. Sm es el operador de traslación, S : ZN Ñ U tal que

Smtxurns “ xrxn´myN s.

La representación matricial de Sm es Sm P CD˚pNˆNq tal que

Sm “
ň

dPZD

Sm

2. Mk es el operador de modulación, M : ZN Ñ U tal que

Mktxurns “ enkN d xrns.

La representación matricial de Mk es Mk P CD˚pNˆNq tal que

Mk “
ň

dPZD

pMkq
d`1

3. Cλ es el operador de rotación, tal que

Cλtxurns “ λd xrns.

La representación matricial de Cλ es Cλ P CD˚pNˆNq tal que Cλ “ λ ˛ IN

Los operadores adjuntos de Sm, Mk y Cλ son S´m, M´k y C1{λ respectiva-

mente.

Lema 6. Sm y Mk son isomorfismos de ZN en U .
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Prueba. Los operadores unitarios Sm, Mk, S´m, M´k son homomorfismos de ZN

en U , por lo tanto, se cumple el Lemma.

Como se explicó anteriormente, la colección de todos los operadores unitarios U

en CD˚N forman un grupo bajo la composición. Pero este grupo no es conmutativo.

Ejemplo. Sea x P CD˚N , entonces:

• pMk ˝Smqtxurns “ enkN dSmtxurns “ enkN d xrn´ms.

• pSm ˝Mkqtxurns “ Mktxurn´ms “ e
pn´mqk
N d xrn´ms

Por lo tanto, Mk y Sm no son conmutativos. La relación que se tiene entre ambos

operadores es

Mk ˝Sm “ emkN d pSm ˝Mkq.

Considere el conjunto H Ă U, tal que

H “ tD P U : D “ Cλ ˝Mk ˝SM , λ P CD, |λrns| “ 1,m, k P ZNu (4.35)

Un caso especial, es cuando λ “ ec´mkN , lo que ayuda a introducir el grupo

discreto de Heisenberg. El grupo discreto de Heisenberg se define como el el conjunto

HN tal que

HN “ tv “ pv1, v2, v3q : vi P ZNu (4.36)

HN es un grupo bajo la operación v ¨w “ pv1 ` w1, v2 ` w2, v3 ` w3 ` v1w2q

[12, 49]. Sea v “ pv1, v2, v3q en HN . Ahora, considere Hλv Ă H, tal que

Hλv “ tDv P U : Dv “ Cλv ˝Mk ˝SM , λv “ ev3´v1v2N P CD,m, k P ZNu (4.37)

Dv está relacionado con el grupo de Heisenberg.

Teorema 24. Dv es un homomorfismo de H en U . Además

• kerpDvq “ tp0, 0, 0qu. • impDvq “ Hλv .
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Prueba. Sea x P CD˚N y v,w P H. Hay que demostrar que

Dv¨wtxurns “ pDv ˝Dwqtxurns.

• Caso 1: Dv¨wrns. Se conoce que v ¨w “ pv1 ` w1, v2 ` w2, v3 ` w3 ` v1w2q.

Entonces

Dv¨wtxurns “ pCλv¨w ˝Mv1`w1 ˝Sv2`w2qtxurns

“ ev3`w3´v1w1´v2w1´w1w2
N d e

pv1`w1qn
N d xrn´ pv2 ` w2qs

• Caso 2: pDv ˝Dwqtxurns. Entonces

pDv ˝Dwqtxurns “ ppCλv ˝Mv1 ˝Sv2q ˝ pCλw ˝Mw1 ˝Sw2qq txurns

“ ev3´v1v2N d ev1nN d pCλw ˝Mw1 ˝Sw2q txurn´ v2s

“ ev3´v1v2N d ev1nN d ew3´w1w2
N d e

w1pn´v2q
N d xrn´ v2 ´ w2s

“ ev3`w3´v1w1´v2w1´w1w2
N d e

pv1`w1qn
N d xrn´ pv2 ` w2qs

Es claro que solo v “ p0, 0, 0q cumple que Dv “ I y por definición de Hλv

(ecuación (4.37)), impDvq “ Hλv .

�

Sea x,y P CD˚N , u P H, donde u “ pk,m, cq. Re-escribiendo los diferentes

tipos de VV DAF de la Definición 35, se obtiene

A 0
x,yrm, ks “

1
?
D
ec´mkN d

ÿ

nPZN

xrns dDvtyurns. (4.38)

A 1
x,yrm, ks “

1
?
D
ecN d

ÿ

nPZN

xrns dDvtyurns. (4.39)

A 3
x,yr´m, ks “

1
?
D
ec´mkN d

ÿ

nPZN

xrns dDvtyurns. (4.40)

Por lo tanto, VV FDA T-0, VV FDA T-1 y VV FDA T-3 están relacionadas con

el grupo de Heisenberg. Para el caso VV FDA T-2, bajo la estructura que propone

Richman [12] de FDA T-2, no se puede relacionar con el grupo de Heisenberg de la

manera que se desarrolló anteriormente.
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4.5 Proceso de Decimación

En está sección, se expone un método de decimanción para la VV DAF T-2,

basado en el trabajo realizado por Auslander y Tolimieri para la DAF T-2 [11], ya

que el método explicado por Auslander y Tolimieri mantiene la misma estructura

para elementos en CD˚N2
, cuando N es un número primo.

De la ecuación (4.25), VV DAF T-2 es definida como

A 3
x,yrm, ks “

1
?
D

ÿ

nPZN

xrns d yrxn`myN s d e
´nk
N

Definiendo el operador unitario Gm,k P U, tal que Gm,k “ Mk ˝S´m, entonces

VV DAF T-2 se puede definir como

A 3
x,yrm, ks “

1
?
D

ÿ

nPZN

xrns d Gm,ktyurns

Ahora, considerando el espacio CD˚N2
, donde N es un número primo, existen

ciertas relaciones entre Gm,ktyu y y que pueden dar ventajas para el desarrollo del

método. Sea z P CD˚N2
, el operador Uz : ZN ˆ ZN Ñ CD˚N2

se define como

Uzrα, βs “
ÿ

δPZN

zrα ` δN s d eβδN

Sea x,y P CD˚N2
. Aplicando el operador U a x y Gm,ktyu “ yrn`ms dEnk

N2 se

obtiene:

Uxrα, βs “
ÿ

δ1PZN

xrα ` δ1N s d e
βδ1
N , (4.41)

UGm,ktyurα, βs “
ÿ

δ2PZN

Gm,ktyurα ` δ2N s d e
βδ2
N , (4.42)

Ahora, se opera a UGm,ktyu y Ux de la siguiente manera



76

1

N

ÿ

αPZN

ÿ

βPZN

Uxrα, βs dUGm,ktyurα, βs

“
1

N

ÿ

αPZN

ÿ

βPZN

#«

ÿ

δ1PZN

xrα ` δ1N s d e
βδ1
N

ff

d

«

ÿ

δ2PZN

Gm,ktyurα ` δ2N s d e
βδ2
N

ff

,

.

-

“
1

N

ÿ

αPZN

ÿ

δ1PZN

ÿ

δ2PZN

xrα ` δ1N s d Gm,ktyurα ` δ2N s d
ÿ

βPZN

e
pδ1´δ2qβ
N

loooooomoooooon

N ¨1D si δ1“δ2p˚q

“
ÿ

αPZN

ÿ

δ1PZN

xrα ` δ1N s d Gm,ktyurα ` δ1N s

“
ÿ

nPZN2

xrns d Gm,ktyurns

“
1
?
D

A 3
x,yrm, ks

Por lo tanto

A 3
x,yrm, ks “

1

N
a

pDq

ÿ

αPZN

ÿ

βPZN

Uxrα, βs dUGm,ktyurα, βs (4.43)

La importancia de seleccionar N como número primo es para que se cumpla

p˚q. Seleccionado m “ θN y k “ τN se obtiene

UGθN,τN tyurα, βs “
ÿ

δ2PZN

yrθN ` α ` δ2N s d e
pα`δ2NqτN

N2 d eβδ2N

“
ÿ

δ2PZN

yrα ` pθ ` δ2qN s d e
ατ
N d

1D
hkkikkj

eδ2NτN deβδ2N

“

N´1`θ
ÿ

δ2“θ

yrα ` δ2N s d e
ατ
N d e

βpδ2´θq
N

“ Eατ´βθ
N d

ÿ

δ2PZN

yrα ` δ2N s d e
βδ2
N

“ eατ´βθN dUyrα, βs

Entonces

UGθN,τN tyurα, βs “ Uyrα, βs d e
ατ´βθ
N (4.44)
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Por lo tanto, de las ecuaciones (4.43) y (4.44), se obtiene

A 3
x,yrθN, τN s “

1

N

ÿ

αPZN

ÿ

βPZN

Uxrα, βs dUyrα, βs d e
´pατ´βθq
N

“ F 2d
H rτ,´θs

(4.45)

donde H P CD˚pNˆNq, tal que Hrα, βs “ Uxrα, βs d Uyrα, βs. Por lo tanto, lo

anterior demuestra que el cálculo de A 3
x,y en el subconjunto F Ď ZN2 ˆ ZN2 , con

F “ tpθN, τNq : θ, τ P ZNu, se obtiene apartir de la VV DFT 2D de H

Ahora, considere el conjunto H Ď ZN2 ˆ ZN2 , tal que H “ tpλ` θN, µ` τNq :

θ, τ, λ, µ P ZNu. Ahora, se mostrará que el cálculo de A 3
x,y en el conjunto H es

equivalente a realizar el cálculo en el conjunto H. Sabiendo que

• Gλ,µtyurn` θN s “ eθµN d yrn` θN ` λs d enµN2 .

• yrn` θN ` λs d Enµ
N2 “ e´θµN d Gλ,µtyurn` θN s.

obtenemos:

A 3
x,yrλ` θN, µ` τN s “

ÿ

nPZN2

xrns d yrn` λ` θN s d eµnN2 d e
´τNn
N2

“
ÿ

nPZN2

xrns d e´θµN d Gλ,µtyurn` θN s d e
´τNn
N2

“ eθµN d
ÿ

nPZN2

xrns d Gλ,µtyurn` θN s d e
´τNn
N2

“ Eθµ
N dA 2

x,Gλ,µtyu
rθN, τN s

Entonces

A 3
x,yrλ` θN, µ` τN s “ eθµN dA 3

x,Gλ,µtyu
rθN, τN s (4.46)

Por lo tanto, el cómputo de A 2
x,y en el espacio H, se obtiene de realizar el

cómputo de A 2
x,Gλ,µtyu

en el espacio F.

En resumen, sea x P CD˚N2
, donde N es primo o N es un número compuesto,

y r el menor número primo de la factorización de N y D ă r. Entonces:
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• El cómputo de A 3
x,y en el conjunto F “ tpθN, τNq : θ, τ P ZNu se obtiene a

partir de

A 3
x,yrθN, τN s “ F 2d

H rτ,´θs

donde H P CD˚pNˆNq, tal que Hrα, βs “ Uxrα, βs dUyrα, βs

• El cómputo de A 3
x,y en el conjunto H “ tpλ` θN, µ` τNq : θ, τ, λ, µ P ZNu se

obtiene a partir de

A 3
x,yrλ` θN, µ` τN s “ eθµN dA 3

x,Gλ,µtyu
rθN, τN s



CAPÍTULO 5

APLICACIONES

En esta sección se explicará dos aplicaciones de la DAF y VV DAF. La primera

es en el modelamiento de secuencias discretas de constante amplitud y cero au-

tocorrelación, conocidas como secuencias CAZAC (del inglés, constant amplitude

zero-autocorrelation) y, una nueva aplicación propuesta por el autor, que es en el

campo de la criptograf́ıa. Además, se desarrolla el concepto de matrices arreglos

circulantes, utilizando el álgebra de matrices de arreglos.

5.1 Secuencias CAZAC

El área de diseño de ondas (del inglés, waveform design) cuenta con una atención

constante debido a los avances en el hardware, algoritmos y sistemas de codificación

aplicado a radares, utilizando la función de ambigüedad. Estos avances han tenido

un impacto creativo y sinérgico en el diseño de ondas de radar, proporcionando

mejoras a la función de ambigüedad y a las propiedades de detección de objetos [32].

Un ejemplo espećıfico de diseño de ondas son las secuencias de amplitud constante

y cero autocorrelación, conocidas como secuencias CAZAC.

Definición 39 (Secuencia CAZAC). Sea x P CN . Entonces x es una secuencia

CAZAC (del inglés, constant amplitude zero-autocorrelation) si

• Para todo n P ZN , |xrns| “ 1, (CA-amplitud constante)

• Para todo m P UN , (ZAC- Cero autocorrelación)

Cxrms “
1

N

ÿ

nPZN

xrxn`myN sxrns “ 0

79
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Las secuencias CAZAC son importantes en el diseño de ondas por su transmisión

eficiente y sus propiedades en la localización del tiempo. Cierta clase de secuencias

CAZAC son utilizadas en radares, criptograf́ıa y comunicaciones [10].

5.1.1 Ejemplos de Secuencias CAZAC en CN

A continuación se definen algunos ejemplos de secuencias CAZAC. En [10, 15,

32] el lector puede encontrar mas detalles del tema.

Definición 40 (Secuencia de Fase Cuadrática). Una secuencia de fase cuadrática

se define como u1 P CN , tal que u1rns “ eiπP pnq{N donde P pnq es un polinomio

cuadrático. Algunos ejemplos son

• Secuencias Chu P pnq “ αnpn´ 1q, para n P ZN , donde N es impar y α P UN .

• Secuencias P4 P pnq “ αnpn´Nq y α P UN .

Definición 41 (Secuencia de Wiener). Sea M “ N , si N impar, ó M “ 2N , si

N es par. Una secuencia de Wiener se define como u2CN tal que u2rns “ e2iπkn
2{M ,

donde k y M son primos relativos.

Definición 42 (Secuencia de Björck). Sea N un número primo tal que N “

1 mod 4. Una secuencia de Björck se define como u3CN tal que u3rns “ e2iπθp
n
N q

donde

• θ “ arccos
´

1
1`
?
N

¯

.

•
`

n
P

˘

es el śımbolo de Legendre:

`

n
N

˘

“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0 si m “ 0 mod N

1 si m es un cuadrado mod N

´1 si m no es un cuadrado mod N

5.1.2 Secuencias CAZAC en CD˚N

Las secuencias CAZAC mencionadas en la sección anterior son vectores en el

espacio CN y son utilizadas para cualquiera de los cuatros tipos de DAF, explicado

a lo largo de este trabajo.
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En [15], J. J. Benedetto y J. J. Donatelli extienden el concepto de secuencias

CAZAC al espacio de vectores de arreglos CD˚N , mediante el siguiente teorema.

Teorema 25. Sea u P CN una secuencia CAZAC y D un número entero positivo

tal que D ă N . Ahora considere u P CD˚N , tal que:

urns “ 1?
D
purns, urxn` 1yN s, ..., urxn`D ´ 1yN sq

T

Entonces u es una secuencia CAZAC en CD˚N y, además, un FUNTF con

constante de marco N
D

.

5.1.3 Resultados Numéricos

Una gráfica que represente a la DAF se obtienen a partir del módulo de cada

una de las entradas de la matriz DAF. Para elementos en CD˚N se utiliza una norma

vectorial en lugar de módulo. En la Figura 5–1 se presenta un ejemplo de como se

realiza la gráfica de la DAF T-0 para secuencia Wiener de longitud N “ 7 para .
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Figura 5–1: Representación matricial y gráfica de DAF T-0 de una secuencia Wiener,
donde N “ 7
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A continuación se presentan algunas gráficas de las secuencias CAZAC expli-

cadas anteriormente.

1. La Figura 5–2 muestra la DAF T-0 de una secuencia Chu, para N “ 153 y α “ 2.

Figura 5–2: DAF T-0 de una secuencia de Chu para N “ 153 y α “ 2

2. La Figura 5–3 muestra la DAF T-0 de una secuencia de Wiener, para N “ 64.

Figura 5–3: DAF T-0 de una secuencia de Wiener para N “ 64
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3. La Figura 5–4 muestra la DAF T-0 de una secuencia de Björk, para N “ 101.

Figura 5–4: DAF T-0 de una secuencia de Björck para N “ 101

4. La Figura 5–5 muestra la VV DAF T-0 de una secuencia de Wiener, para N “ 93

y D “ 45.

Figura 5–5: VV DAF T-0 de una secuencia Wiener para N “ 93 y D “ 45, con
norma 2

5.2 Función Discreta de Ambigüedad y Criptograf́ıa

5.2.1 Definición

La palabra criptograf́ıa es un término genérico que describe todas las técnicas

que permiten cifrar mensajes o hacerlos ininteligibles sin recurrir a una acción es-

pećıfica. En esencia la criptograf́ıa trata de enmascarar las representaciones caligráficas

de una lengua, de forma discreta.
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La criptograf́ıa se basa en la aritmética: En el caso de un texto, consiste en

transformar las letras que conforman el mensaje en una serie de números y luego

realizar cálculos con estos números para:

• modificarlos y hacerlos incomprensibles. El resultado de esta modificación (el

mensaje cifrado) se llama texto cifrado, en contraste con el mensaje inicial,

llamado texto simple.

• asegurarse de que el receptor pueda descifrarlos. El hecho de codificar un men-

saje para que sea secreto se llama cifrado. El método inverso, que consiste en

recuperar el mensaje original, se llama descifrado.

El cifrado normalmente se realiza mediante una clave de cifrado y el descifrado

requiere una clave de descifrado. Las claves generalmente se dividen en dos tipos

• Las claves simétricas: son las claves que se usan tanto para el cifrado como para

el descifrado. En este caso hablamos de cifrado simétrico o cifrado con clave

secreta.

• Las claves asimétricas: son las claves que se usan en el caso del cifrado asimétrico

(también llamado cifrado con clave pública). En este caso, se usa una clave para

el cifrado y otra para el descifrado.

Utilizando la matriz DAF, se puede implementar dos métodos criptográficos de

un mensaje numérico, que utilice claves asimétricas, utilizando ya sea una fila o una

columna de la matriz DAF. Sin perdida de generalidad, se utiizará la matriz DAF

T-0 como referencia.

5.2.2 Método para encriptar

Para el proceso de encriptado, se necesitará el siguiente resultado.

Proposición 8. Sea x P CN tal que xrns ą 0 y xrns ‰ xrms, para todo n,m P ZN .

Entonces Fxrks ‰ 0, para todo k P CN .

Sea ZN` el conjunto que representa todos los vectores de orden N , tal que los

valores en cada entrada es un número entero positivo. Si x P ZN` , entonces z P CN ,
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tal que zrns “ xrnsen, cumple que Fzrks ‰ 0, para todo k P ZN , lo cuál es muy

importante para el desarrollo del método de encriptación y recuperación del mensaje.

Sea y P CN el mensaje a encriptar. Primero generamos un vector de orden N ,

cuyos valores de w son enteros positivos. Este vector será parte de la clave privada.

Ahora, se necesita generar un vector cuyos elementos de la DFT sean no nulos.

Entonces para eso, se construye el vector z P CN tal que zrns “ wrnsen, n P ZN .

Por la Proposición 8, la construcción de z garantizan que Fzrks ‰ 0, para todo

k P ZN . Posteriormente, se calcula la matriz DAF T-0 de z, y. Luego, se selecciona

aleatoriamente un entero m P ZN para escoger la columna o fila m de la matriz DAF

T-0, que representará la clave pública. La clave privada sera el vector x P CN`1 tal

que xr0s “ m y xrns “ wrn´ 1s, para n P UN`1.

El Algoritmo 15 muestra la implementación de lo explicado anteriormente.

Dicho algoritmo genera la clave pública y privada del mensaje y a encriptar.

Algoritmo 15 Encriptación DAF T-0 del vector y

Entrada: y P CN .
Salida: x P CN`1 y vm P CN .
1: v0 Ð rand(ZN` )
2: v2 Ð v0 d v1, donde v1rns “ en

3: AÐ A0
z,y

4: αÐ rand(ZN)
5: si almacena columna entonces
6: vm Ð Ar:,ms
7: si no, si almacena una fila entonces
8: vm Ð Arm, :sT

9: fin si
10: xr0s Ð α
11: xr1 : N s Ð w.

5.2.3 Método para recuperar

El proceso de recuperar la señal original, a partir de la clave privada x P CN`1

y la clave pública v P CN depende de si el vector x representa los valores de la fila

o la columna de la matriz DAF T-0.
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Utilizando la fila de la matriz DAF como clave privada

Sea x P CN`1 la clave privada y v P CN la clave pública. El proceso de

recuperación a partir de una columna de la matriz DAF T-0 es relativamente sencillo,

para eso se utiliza el Teorema 10 desarrollado en la Seccion 3.2.2 el cuál consiste

en recuperar el vector y, conociendo el vector x y la fila m de la matriz DAF T-0,

que es representada por el vector am.

El Algoritmo 16 muestra la implementación de lo explicado anteriormente.

Algoritmo 16 Inversa DAF T-0

Entrada: x P CN`1 y vm P CN

Salida: y P CN

1: v1 Ð F´1tvmu
2: v2 Ð xr1 : N s
3: v3 Ð v1 d v2, donde v1rns “ 1{v2rns

4: v4 Ð S´xr0stv3u
5: y Ð v4

Este método de encriptación utilizó la DAF T-0. Los otros tipos de DAF tienen

una estructura similar, por lo tanto se puede hacer el mismo método criptográfico

explicado anteriormente, utilizando la DAF T-1 y T-3, con los datos de la Tabla

3–2, para poder recuperar la señal.

Utilizando la columna de la matriz DAF como clave privada

El proceso de recuperar la señal original, a partir de la clave privada x P CN`1

y la clave pública v P CN , se basa en el Teorema 11 desarrollado en la Sección

3.2.3, el cuál consiste en recuperar el vector y, conociendo el vector x y la columna

m de la matriz DAF T-1, que es representada por el vector v.

El Algoritmo 17 muestra la implementación de lo explicado anteriormente.

Dicho algoritmo recupera el mensaje y a partir de las clave pública y privada.

Este método de encriptación utilizó la DAF T-1. Los otros tipos de DAF tienen

una estructura similar, por lo tanto se puede hacer el mismo método criptográfico
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Algoritmo 17 Recuperarción del mensaje y

Entrada: x P CN`1 (clave privada) y v P CN (clave pública)
Salida: y P CN

1: v0 Ð v
2: v1 Ð Lrtv0u
3: z Ð xr1 : N s
4: v2 Ð Fz

5: v3 Ð v1 d v4, donde v4rns “ 1{v2rns

6: v5 Ð F´1ta4u

7: y Ð v6 d v5, donde v6rns “ ω
´n

´

xr0s`
1
N

¯

N

explicado anteriormente, utilizando la DAF T-0 y T-3, con los datos de la Tabla

3–3, para poder recuperar la señal.

5.3 Matrices Circulantes en CD˚pNˆNq

Esta sección explica el concepto de matrices de arreglos de circulantes para el

espacio CD˚pNˆNq, basados en el trabajo de P. J. Davis para el espacio CNˆN [30].

5.3.1 Definición

Definición 43 (Matriz de Arreglos Circulante). Sea v P CD˚N , v “ pv0,v1, ...,vN´1q
T .

Una matriz de arreglos Cv P CD˚pNˆNq se llama circulante con respecto a v, si la

fila m de Cv se representa como Smtvu, para m P ZN , es decir

Cx “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

v0 v1 ¨ ¨ ¨ vN´1

vN´1 v0 ¨ ¨ ¨ vN´2
...

...
. . .

...

v1 v2 ¨ ¨ ¨ v0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.1)

Cada entrada de una matriz de arreglos circulante es un elemento de v, y

pCvqmn “ vrxn ´ myN s. Como se explicó en la Sección 4.1, cuando D “ 1,

entonces CD˚NˆN “ CNˆN . Por lo tanto, para el caso D “ 1, Cv representa una

matriz circulante en CNˆN , como se desarrolló en la Sección 2.4. El Teorema 26
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muestra una factorización de una matriz de arreglos circulante utilizando la matriz

VV DFT, utilizando los resultados ya desarrollados para la matriz VV DFT.

Teorema 26. Sea v P CD˚N , donde N es un número primo, ó N es un número

compuesto tal que D ă r, donde r es el menor primo de la factorización de N .

Entonces la matriz de arreglos circulante con respecto a v, Cv P CD˚pNˆNq, presenta

la siguiente factorización

Cv “
D
?
D

N
FNMFN

donde M P CD˚pNˆNq es una matriz de arreglos diagonal tal que

M “ diagpFvr0s,Fvr1s, ...,FvrN ´ 1sq

Prueba. Sea H “ MFN , entonces para i, j P ZN

Hi,j “
ÿ

nPZN

Min d pFNqnj “
1
?
D

Fvris d e
ij
N “

1

D

ÿ

kPZN

vrns d e
ipj´kq
N

Ahora, considere la multiplicación FNH, entonces para i, j P ZN

pFNHqi,j “
ÿ

nPZN

pFNqin d pHqnj

“ 1
D
?
D

ÿ

kPZN

vrns d
ÿ

nPZN

e
pj´i´kqn
N

“ N
D
?
D

vrxj ´ iyN s

Entonces, D
?
D

N
pFNMFNqi,j “ xrxj´iyN s, lo cuál indica la entrada de la matriz

de arreglos circurlante Cv.

�

Ahora, si B es una matriz de arreglos diagonal, entonces su conjunto gener-

ador tBdu está formado por matrices diagonales. Sabiendo por una matriz diagonal

tiene inversa si los elementos de la diagonal son no nulos, entonces B posee inversa

si ninguna de las matrices de su conjunto generador posee elementos nulos en su
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diagonal. Lo explicado anteriormente, y

FNFN “ FNFN “
D

N
IN

prueban el siguiente lema, el cuál explica una factorización de la inversa de una

matriz de arreglos circulante, bajo las hipótesis del Teorema 26.

Lema 7. Sea v P CD˚N , tal que Fvrns no posee entradas nulas, para n P ZN ,

para N primo, ó N compuesto tal que D ă r, donde r es el menor primo de la

factorización de N . Entonces existe la matriz de arreglos inversa de Cv, y se puede

factorizar como

Cv “

?
D

N
FNBFN

donde B P CD˚pNˆNq es una matriz de arreglos diagonal tal que

B “ diag p1D mFvr0s,1D mFvr1s, ...,1D mFvrN ´ 1sq ,

donde m representa la división puntual.

El conjunto generador de una matriz de arreglos circulante está formada por

matrices circulantes. Sea tCvdu es el conjunto generador de la matriz de arreg-

los circulante Cv, donde Cvd representa la matriz circulante del vector vd, para

todo d P ZD. Por Lemma 2 y Teorema 15, la matriz de arreglos circulante

tiene inversa si Fvdrns ‰ 0, para todo d P ZD y n P ZN . Entonces, si Gd “

diagp1{Fvdr0s, ..., 1{FvdrN ´ 1sq, para d P ZD, entonces

Cv “
ň

dPZD

Cvd

“
ň

dPZD

1

N
FNGdFN

“ PGQ

donde
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• P “
Ĳ

dPZD
FN • G “

Ĳ

dPZD
Gd • Q “

Ĳ

dPZD

1
N
FN

5.3.2 Matrices de Arreglos de Circulantes por Bloques

Definición 44 (Matriz de Arreglos Circulante por bloques). Sea tAmumPZM

tal que Am P CD˚pNˆNq. Una matriz de arreglos circulante por bloques (del inglés,

block circulant), es una matriz de arreglos BCtAmu P CD˚pMNˆMNq tal que

BCtAmu “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A0 A1 ¨ ¨ ¨ AN´1

AN´1 A0 ¨ ¨ ¨ AN´2

...
...

. . .
...

A1 A2 ¨ ¨ ¨ A0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.2)

El espacio de las matrices de arreglos circulantes por bloques en CD˚pMNˆMNq

se designa como BCDpM,Nq. Si N “ 1, entonces se obtiene una matriz de arreglos

circulante. Una observación importante es que una matriz circulante por bloques

no necesariamente tiene que ser una matriz circulante.

Una matrices de arreglos circulantes por bloques tiene una relación con el pro-

ducto de Kronecker, bajo la siguiente igualdad

BCtAmu “
ÿ

mPZM

SM´m´1 b Am (5.3)

donde SN´m´1 P CD˚pMˆMq es la matriz de arreglos que representa al operador de

traslación SM´m´1.

Teorema 27. Sea tAmumPZM tal que Am P CD˚pNˆNq, para N primo ó N compuesto

que satisface D ă r, donde r es el menor primo de la factorización de N . Entonces

BCtAmu “
1

MN
pFM b FNqBpFM b FNq (5.4)

donde B P CD˚pMNˆMNq es una matriz de arreglos diagonal por bloques.
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Prueba. Utilizando la ecuación (5.3) se obtiene

BCtAmu “
ÿ

mPZM

SM´m´1 b Am

Ahora considere:

• SM´m´1 es una matriz de arreglos circulante tal que SN´m´1 “ CwM´m´1
,

donde wM´m´1 “ SM´m´1tp1D,0D, ...,0Dq
T u. Por lo tanto,

SM´m´1 “
D
?
D

M
FMQM´m´1FM ,

donde QM´m´1 P CD˚pMˆMq tal que pQM´m´1qk,k “ FwM´m´1
rks, para k P ZM .

• Para cada Am, se cumple,

Am “
N2

D2
FNpFNAmFNqFN .

Sea Em “ FNAmFN

Entonces, utilizando propiedades del producto Kronecker de matrices de arreglos

se cumple

BCtAmu “
ÿ

mPZM

SM´m´1 b Am

“
ÿ

mPZM

´

D
?
D

M
FMQN´m´1FM

¯

b

´

N2

D2 FNEmFN

¯

“ N2

M
?
D

ÿ

mPZM

pFM b FNq pQM´m´1 b Emq
`

FM b FN

˘

“ N2

M
?
D
pFM b FNq

«

ÿ

mPZM

QM´m´1 b Em

ff

`

FM b FN

˘

Ahora, QM´m´1 es una matriz de arreglos diagonal, entonces QN´m´1 b Em

es una matriz de arreglos diagonal por bloques. Además, la suma finita de matrices

diagonal por bloques, cuyos bloques son del mismo tamaño, es otra matriz diagonal

por bloques. Entonces B “
ř

mPZM
QN´m´1 b Am es una matriz diagonal por bloques.
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Por lo tanto,

BCtAmu “
1

MN
pFM b FNqBpFM b FNq

donde B es una matriz de arreglos diagonal por bloques.

�

5.3.3 Matrices de Arreglos de Bloques Circulantes

Definición 45 (Matriz de Arreglos de Bloques Circulantes). Una matriz

de arreglos de bloques circulantes (del inglés, circulant blocks) es una matriz de

arreglos CBtCvi,j u
P CD˚pMNˆMNq tal que

CBtCvi,j u
“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Cv0,0 Cv0,1 ¨ ¨ ¨ Cv0,M´1

Cv1,0 Cv1,1 ¨ ¨ ¨ Cv1,M´1

...
...

. . .
...

CvM´1,0
CvM´1,1

¨ ¨ ¨ CvM´1,M´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.5)

donde Cvi,j P CD˚pNˆNq es una matriz de arreglos circulante respecto a vi,j P CD˚N ,

para i, j P ZM .

Una matriz de arreglos de bloques circulantes se puede expresar utilizando pro-

ductos de Kronecker:

• Si Am P CD˚pMˆMq, tal que pAmqi,j “ vi,jrks, para i, j P ZM y k P ZN , entonces

CBtCvi,j u
“

ÿ

mPZM

Am b SN´m´1 (5.6)

• Si N es primo ó N es compuesto que satisface D ă r, donde r es el menor

primo de la factorización de N , entonces como Cvi,j es una matriz de arreglos

circulante, Cvi,j “
D
?
D

N
FNGvi,jFN , donde Gvi,j es una matriz diagonal que
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contiene los valores de la VV DFT de vi,j. Por lo tanto:

CBtCvi,j u
“
D
?
D

N

¨

˚

˚

˚

˚

˝

FNGv0,0FN ¨ ¨ ¨ FNGv0,M´1
FN

...
. . .

...

FNGvM´1,0
FN ¨ ¨ ¨ FNGvM´1,M´1

FN

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“
D
?
D

N
pIM b FNq

¨

˚

˚

˚

˚

˝

Gv0,0 ¨ ¨ ¨ Gv0,M´1

...
. . .

...

GvM´1,0
¨ ¨ ¨ GvM´1,M´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

G

pIM b FNq

Por lo tanto,

CBtCvi,j u
“
D
?
D

N
pIM b FNqGpIM b FNq (5.7)

donde G es una matriz de arreglos por bloques, cuyos bloques son matrices

diagonales.

Teorema 28. Sea CBtCvi,j u
un conjunto de matrices de arreglos de bloques circu-

lantes, tal que Cvi,j P CD˚pNˆNq, para N primo ó N compuesto que satisface D ă r,

donde r es el menor primo de la factorización de N . Entonces

CBtCvi,j u
“

M
?
D
pFM b FNqBpFM b FNq (5.8)

donde B P CD˚pMNˆMNq es una matriz de arreglos por bloques, cuyos bloques son

matrices diagonales.

Prueba. De la ecuación (5.7) se obtiene

CBtCvi,j u
“
D
?
D

N
pIM b FNqGpIM b FNq

Propiedades del producto Kronecker de matrices de arreglos, se obtiene

• IM b FN “
N
D
pFM b FNqpFM b INq

• IM b FN “
M
D
pFM b INqpFM b FNq
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Por lo tanto

CBtCvi,j u
“

M
?
D
pFM b FNqpFM b INqGpFM b INqpFM b FNq

Como FM b IN , G y FM b IN son matrices de arreglos por bloques, cuyos

bloques son matrices de arreglos diagonales y del mismo tamaño, entonces pFM b

INqGpFM b INq es también una matriz de arreglos por bloques, y cada bloque es una

matriz de arreglos diagonal. Sea

B “ pFM b INqGpFM b INq.

Por lo tanto

CBtCvi,j u
“

M
?
D
pFM b FNqBpFM b FNq

donde B P CD˚pMNˆMNq es una matriz de arreglos por bloques, cuyos bloques son

matrices diagonales.

�

5.3.4 Matrices de Arreglos Circulante por Bloques con Bloques Circu-
lantes

Definición 46 (Matriz de Arreglos Circulante por Bloques de Bloques Circulantes).

Sea tCvmumPZM tal que Cvm P CD˚pNˆNq es un conjunto de matrices de arreglos

circulantes con respecto a vm P CD˚N . Una matriz de arreglos circulante por bloques

de bloques circulantes (del inglés, block circulant of circulant blocks), es una

matriz de arreglos BCCBtCvmu P C
D˚pMNˆMNq tal que

BCCBtCvmu
“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Cv0 Cv1 ¨ ¨ ¨ CvN´1

CvN´1
Cv0 ¨ ¨ ¨ CvN´2

...
...

. . .
...

Cv1 Cv2 ¨ ¨ ¨ Cv0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.9)
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Teorema 29. Sea tCvmumPZM tal que Cvm P CD˚pNˆNq es un conjunto de matrices

de arreglos circulantes con respecto a vm P CD˚N , para N primo, ó N compuesto tal

que D ă r, donde r es el menor primo de la factorización de N . Entonces

BCCBtCvmu
“

D3

MN
pFM b FNqB

`

FM b FN

˘

donde B P CD˚pMNˆMNq es una matriz de arreglos diagonal.

Prueba. Como es una matriz circulante por bloques, entonces, por la ecuación (5.3),

se obtiene
ÿ

mPZM

SM´m´1 b Cvm

Ahora considere

• Del Teorema 27 se obtiene que

SM´m´1 “
D
?
D

M
FMQM´m´1FM ,

donde QM´m´1 P CD˚pMˆMq es una matriz de arreglos diagonal.

• Como Cvm es una matriz de arreglos circulante, del Teorema 26 se obtiene

Cvm “
D
?
D

N
FNGvmFN ,

donde Gvm P CD˚pNˆNq es una matriz de arreglos diagonal.

Por lo tanto

BCCBtCmu “
ÿ

mPZM

SM´m´1 b Cvm

“
ÿ

mPZM

ˆ

D
?
D

M
FMQkFM

˙

b

ˆ

D
?
D

N
FNGmFN

˙

“
D3

MN

ÿ

mPZM

pFM b FNq pQM´m´1 b Gmq
`

FM b FN

˘

“
D3

MN
pFM b FNq

«

ÿ

mPZM

QM´m´1 b Gm

ff

loooooooooooooomoooooooooooooon

B

`

FM b FN

˘



96

donde B P CD˚pMNˆMNq. Como QM´m´1 y Gm son matricies de arreglos diagonales,

entonces QM´m´1 b Gm tambien es una matriz de arreglos diagonal por bloques.

Además, la suma finita de matrices de arreglos diagonales es una matriz de arreglos

diagonales. Por lo tanto, B es una matriz de arreglos diagonal.



CAPÍTULO 6

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En general, en esta tesis se desarrolló un marco computacional de las repre-

sentaciones en tiempo y frecuencias las cuales fueron desarrolladas a partir la función

discreta de ambigüedad. En detalle, se obtuvieron las siguientes conclusiones:

1. Se trabajó con 4 definiciones equivalentes en módulo de la función discreta de

ambigüedad (DAF).

2. Se formuló y se demostró una representación matricial de los 4 tipos de DAF, que

permite su implementación en paralelo.

3. Se desarrolló y se demostró un método para calcular la inversa de la DAF.

4. Se trabajó con la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales, un caso

particular de la DAF-T0. Además se formuló una representación matricial que

permite su cómputo en paralelo.

5. Se trabajó con la transformada discreta de Zak (DZT), un caso particular de la

DAF-T1 y se formuló una representación matricial. Además se obtienen nuevos

resultados para la DZT, con sus respectivas demostraciones.

6. Se trabajó con la distribución discreta de Cohen (DCD), la cuál utiliza la DAF-T2

para su formulación. Se define y se demuestra una representación matricial para

la DCD.

7. Se definió el concepto de matrices de arreglos, el cual representan matrices cuyas

entradas son vectores. Se obtienen nuevos resultados y cada resultado tiene su

respectiva demostración.

97
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8. Se trabajo con la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales (VV DFT)

definida por J. J. Benedetto y J. J. Donatelli [16], y se desarrolla una modificación,

utilizando un nuevo concepto propuesto en este trabajo, denominado vectores com-

plejos armónicos. Además se obtienen nuevos resultados para la VV DFT, con sus

respectivas demostraciones.

9. Se trabajó con 4 definiciones, equivalentes en norma p, de la función discreta de

ambigüedad de valores vectoriales (VV DAF), para p P Z` y p “ 8. Se obtienen

nuevos resultados para la VV DFT, con sus respectivas demostraciones.

10. Se utilizó el concepto de matrices de arreglos para trabajar una representación

matricial de la VV DFT y VV DAF. Se obtuvieron nuevos resultados, con sus

respectivas demostraciones.

11. Para la VV DAF, se extiendió el trabajo de L. Auslander y R. Tolimieri [46? ]:

• Utilizando la VV DAF T-0, VV DAF T-1 y VV DAF T-3, se relacionó cada

VV DAF con el grupo de Heisenberg.

• Se desarrolló un proceso de decimación para VV DAF T-3, sobre el conjunto

ZN2 ˆ ZN2 , para N primo.

12. Se desarrolló un nuevo método criptográfico utilizando la DAF T-0, DAF T-1 y

DAF T-3.

13. Se extendió el trabajo de P. J. Davies [30], para el caso de matrices de arreglos

circulantes.

Durante el desarrollo de este trabajo, se ha identificado varios tópicos que se

presentan como posibles trabajos a desarrollar en el futuro. Como primer tópico se

considera la generalización del concepto de matrices de arreglos donde una entrada

arbitraria de esa matriz se pueda definir como un tensor generalizado de datos. En

ese caso se necesita demostrar que el conjunto de matrices de arreglos mantiene la

estructura de un álgebra asociativa. Como segundo tópico se desea incursionar en el

estudio del espacio de caracteres y su interacción con funciones bidimensionales para
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soluciones criptográficas. Como tercer tópico de investigación futura se desea exten-

der la lista de funciones multidimensionales que admiten una representación discreta.

Como cuarto tópico se desea estudiar la relación entre la función de ambigüedad de

valores vectoriales y representaciones armónicas multidimensionales, en particular la

transformada fraccional de Fourier y la transformada chirp-Fourier. Como quinto y

último tópico de trabajo futuro, se desea abordar el estudio de matrices de arreglos

sobre grupos finitos.
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En este trabajo se desarrollará un marco computacional de las representaciones

en tiempo y frecuencias desarrolladas a partir la función discreta de ambigüedad. El

arquetipo computacional se basará en estructuras matriciales, que se elaboraran a

partir de las representaciones algebraicas de las funciones bidimensionales. Además,

se desarrolla el concepto de un espacio de matrices de arreglos, para el estudio de la

transformada discreta de Fourier de valores vectoriales y la función de ambigüedad

de valores vectoriales, con el fin de desarrollar un marco computacional para estos

dos conceptos.
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