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A través de los anos, el analisis arménico aplicado y numérico ha sido relevante
en el area de ingenieria eléctrica, para el estudio y el comportamiento de senales
bidimensionales en tiempo y frecuencia, especificamente en el drea de procesamiento
digital de senales. Las senales en tiempo y frecuencia son representaciones (o fun-
ciones) bidimensionales que aparecen en muchas dreas de ciencia e ingenierfa, como
por ejemplo la transformada discreta de Fourier de tiempo corto, la funcién discreta
ambigiiedad, y la distribucién discreta de Wigner.

El concepto de representacién bidimensional en tiempo y frecuencia es muy
propio de la ingenieria eléctrica. Pero también ha sido un gran campo de estudio
para matematicos, que contribuyen con nuevos conocimientos en diversas areas de
la matematica, como por ejemplo el andlisis arménico. Pero tales estudios no han
profundizado en el espacio de matrices.

En este trabajo se desarrollara un marco computacional de las representaciones

en tiempo y frecuencias desarrolladas a partir la funcién discreta de ambigiiedad. El
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marco o arquetipo computacional se basara en estructuras matriciales, que se elabo-
raran a partir de las representaciones algebraicas de las funciones bidimensionales.
Ademas, se desarrolla el concepto de un espacio de matrices de arreglos, para el
estudio de la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales y la funcion de
ambigiiedad de valores vectoriales, con el fin de desarrollar un marco computacional

para estos dos conceptos.
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Over the years, applied and numerical harmonic analysis has been important
on electrical engineering for the study and performance of two-dimensional signals
in time and frequency, specifically in the area of digital signal processing. Time-
frequency signals are two-dimensional representations (or functions) that appear in
many areas of science and engineering, for example the discrete Fourier transform
short time, the discrete ambiguity function and discrete Wigner distribution.

The concept of two-dimensional representation in time-frequency is very typical
of electrical engineering, and used for various applications. But it has also been a
major field of study for mathematicians, who contribute new knowledge in different
areas of mathematics, such as harmonic analysis. But such studies have not delved
into the matrix space.

In this job we develop a computational framework of time-frequency representa-
tions developed from discrete ambiguity function. The computational framework is
based on matrix structures, which develop from the algebraic representations of two-

dimensional functions. In addition, it develops the concept of a matrix array for the
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study of the discrete Fourier transform and vector-valued function of vector-valued

ambiguity, in order to develop a computational framework for these two concepts.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

Las representaciones en tiempo y frecuencia aparecen en muchas areas de cien-
cia e ingenieria, tales como el procesamiento de senales del habla, de senales sismicas,
imagenes, senales biomédicas, el procesamiento de sefiales a partir de sonares (radares)
entre otros. Durante muchos anos, representaciones bidimensionales en tiempo y fre-
cuencia como la transformada discreta de Fourier de tiempo corto (DSTFT, de sus
siglas en inglés), la funcién discreta ambigiiedad (DAF, de sus siglas en inglés), y la
distribucion discreta de Wigner (DCD, de sus siglas en inglés) - las cuales son gen-
eradas a partir de la transformada discreta de Fourier - han sido utilizadas con éxito
en el procesamiento de senales. El término representacion bidimensional se refiere
a cualquier funcién, distribuciéon o transformada cuyo dominio sea de dos dimen-
siones. Por ejemplo, la DSTFT, DAF y DCD son representaciones bidimensionales
cuyo dominio representa el tiempo y la frecuencia

El concepto representacién bidimensional en tiempo y frecuencia es muy propio
de la ingenierfa eléctrica, y utilizado para diversas aplicaciones ingenieriles [THI0].
Pero también ha sido un gran campo de estudio para matematicos, que contribuyen
con nuevos conocimientos en diversas areas de la matematica: analisis armonico,
teorfa de grupos, algoritmia, entre otros [ITHI6], pero tales estudios no han pro-
fundizado en el algebra de matrices, a pesar de la estructura bidimensional que
presentan estas funciones.

Como explican D. Rodriguez, J. Seguel y E. Cruz [17], todas las formulaciones

matematicas de los algoritmos se consideran pertenecientes a un entorno denominado



ambiente matemdtico computacional (AMC). El AMC esta esencialmente constitu-
ido por un conjunto de entrada, un conjunto de salida, un conjunto de operadores
matematicos, y un conjunto de normas para estos operadores. El AMC es definido
como un entorno para el desarrollo de software basado en subgrupos especiales lla-
mado marco computacional matemdtico (MCM). Un MCM es un conjunto formado
por una formulacién matematica de un algoritmo, presentado en lo que se denom-
ina su forma canodnica o estandar, y todas las variantes posible. Una formulacion
matematica se conoce como una variante de una formulacién canénica, si esta vari-
ante se puede obtener de la canodnica.

Ademds, en [I7] explican que la idea de realizar estos algoritmos es para poder
implementarlos en una maquina determinada. Se utilizara el concepto de estructura
de hardware computacional (EHC) para referirse a cualquier maquina arbitraria. El
AMC pueden ayudar a esta implementaciéon de la siguiente manera: la informacién
sobre los atributos inherentes a la EHC, como la configuracién de la memoria princi-
pal, el tamano de la memoria, el nimero de unidades de procesamiento, los tipos de
unidades de procesamiento, el tamano de la memoria, las especificaciones del compi-
lador, los lenguajes de programacion, entre otros, pueden ser adquiridos en la forma
adquirida por el AMC, algunos de ellos en forma de parametros. Un MCM permite
la elaboracién de un algoritmo y algunas de sus variantes se formulan utilizando la
informacion obtenida de la EHC. Una variante sera elegida mejor, mientras se ajuste
a estos criterios de desempeno.

En esta tesis se desarrollard un marco computacional matematico de las rep-
resentaciones en tiempo y frecuencias desarrolladas a partir de la funciéon discreta
de ambigiiedad, utilizando cuatro definiciones diferentes de la funcion discreta de
ambigiiedad, pero que son iguales en médulos. La funcion discreta de ambigiiedad
serd el ente generador de las demds representaciones en tiempo y frecuencias estu-

diadas en este documento. Se entenderda como marco computacional, un esquema



para el desarrollo y/o la implementaciéon de una aplicacién. El marco o arquetipo
computacional se basara en estructuras matriciales, que se elaboraran a partir de
las representaciones algebraicas de las funciones bidimensionales. Tales estructuras
matriciales, se elaboraran utilizando productos de Kronecker y Hadamard, ademas
de operadores que se emplean sobre los espacios CV y CM*N o cudl permiten su im-
plementaciéon utilizando computo en paralelo. Por ser de dimensién finita y utilizar
operadores en CV y CM*¥ | las representaciones algebraicas y estructuras matriciales
se interpretaran como algoritmos para el calculo de tales funciones bidimension-
ales. Un algoritmo se puede definir, de manera informal, como un procedimiento de
calculo formulado, con un nimero finito de pasos, que actia sobre los elementos de
un conjunto llamado conjunto de entrada para producir una salida que pertenece a
un conjunto de salida. Ademds, en el desarrollo del documento, se presentan nuevos
resultados que se clasifican en Teoremas, Lemas, Proposiciones y Corolarios. Cada
nuevo resultado tiene su respectiva demostracién, y cada demostracion fue realizada
por el autor de la tesis. Algunos resultados y demostraciones son totalmente nuevas,
los otros son extensiones de otros trabajos, los cuales se explican en el documento.

La tesis estd organizada como sigue: en el Capitulo 2 se discuten algunos con-
ceptos preliminares - Productos Kronecker y Hadamard, operadores, transformada
discreta de Fourier y matrices circulantes-; en el Capitulo 3 se elabora un arquetipo
computacional para la funcién discreta de ambigiiedad y de una clase de funciones
bilineales de tiempo y frecuencia, generadas a partir de la funcién discreta de am-
bigiiedad. En el Capitulo 4 se desarrolla un marco computacional para la trans-
formada de Fourier de valores vectoriales y la funcién discreta de ambigiiedad de
valores vectoriales a partir del concepto del espacio de matrices de arreglos. En el
Capitulo 5 se explican algunas aplicaciones de la funcién discreta de ambigiiedad y
del espacio de matrices de arreglos. Por tultimo, se presentan algunas conclusiones

en la Capitulo 6.
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Ademas, los algoritmos desarrollados en este trabajo fueron implementados
utilizando MATLAB y utilizando dos toolbox que permiten el computo en par-
alelo: “pMatlab Toolbox” (©), desarrollado por el Laboratorio Lincoln del Instituto
Tecnolégico de Massachusetts, y “Parallel Computing Toolbox” (©), disenado por
Mathworks.



CAPITULO 2
PRELIMINARES

2.1 Productos Kronecker y Hadamard & Suma Directa

El producto Hadamard, también conocido como producto de entradas o pro-
ducto Schur, y el producto Kronecker, también conocido como producto directo o
producto tensorial, son conceptos que tienen sus origenes en la teoria de grupos y
tienen gran importancia en el desarrollo computacional de la ingenieria eléctrica,
especialmente en el campo del procesamiento digital de senales. Estos productos
difieren de la forma ordinaria del producto de matrices.
Definicién 1 (Producto Hadamard). El producto Hadamard de dos matrices
A, B e CM*N se define como la matriz A® B € CV*N tal que (AQ B)pmy = G -
bnn- De forma general, sea {A,}nezy un conjunto ordenado de matrices tal que
cada A, € CN*N  entonces el producto Hadamard del conjunto de este conjunto de
matrices representa

A= @ A, =A40AO...OAN

neZy
y A e CN*N_ Una propiedad del producto Hadamard es la conmutatividad.

Para definir el producto Kronecker, primero definiremos el algebra de senales de
productos Kronecker (ASK). El ASK es una manera compacta y practica de expresar

algoritmos del algebra lineal que son esparcidos, utilizando el producto Kronecker.



Definicién 2 (Producto Kronecker). El producto Kronecker de dos matrices

Ae CM*N oy B e CP*? se define como la matriz A® B € CMPXNQ ¢4 que

ag,0B ap,1 B T aO,(N—l)B
al,oB 01,13 T al,(N—l)B
A®B =
anr-10B apr—yaB - aar-n,w-nB

De forma general, sea { By }nezy un conjunto de matrices tal que B, € CMn>*Nn

entonces el producto Kronecker de este conjunto de matrices se representa

B= (X B.=Bi®Bi1®...® By

TLEZN

y Be CM*N donde M = [[ M, y N= ]| Na.
neZy IVAN
Es facil verificar que el producto Kronecker no es conmutativo. Una ventaja
del ASK, es que contribuye al andlisis, diseno e implementacién de algoritmos en

paralelo.

Ejemplo. Sea A e C*M y x e CMN. Consideremos la operacion (Iy @ A)x:

A i) AIQ
A T Ax
(In ® A)z — A
A IN-1 AN—l

donde x,, € CM. La operacion (Iy ® A)z tiene una complejidad computacional
de O(MRN?). Pero, debido a la estructura de la operacion al utilizar productos
Kronecker, la operacion se puede dividir en N operaciones Ax,,, para m € Zy, por
lo que la complejidad computacional pasaria a ser O(RMN). Ademds, la estructura
de (In ® A)x permite su implementacion utilizando computo en paralelo.

El cémputo Iy ® A se denomina operacion paralela [14]. El Algoritmo

muestra la implementacion del ejemplo anterior.



Algoritmo 1 Cémputo operacién (Iy ® A)x

Entrada: x € CMN y A e CF*M

Salida: S e CRY
1: paran < 0: N —1 hacer
22 S[nR:(n+1)R—1] < A-z[nM:(n+1)M — 1]
3: fin para

Ejemplo. Considere los datos del Ejemplo entonces

Z afO,mxm
meZyg

Z al,mxm

(A®Iy)z = | meZu (2.1)

Z AR—1,mTm
mEZM

Ademdas

RNVR{(A@)IN)ZL‘} = RNVM{[E}AT (22)

donde R es el operador reshape (ver Seccién para mas detalles de R).

El cémputo de la operacion ARy se denomina como operacion vectorial [14]. El
siguiente teorema presenta algunas de las propiedades mas importantes del producto
Kronecker. Estas propiedades se utilizan a través del presente trabajo. El lector

puede verificar los detalles de las demostraciones en [14], [18-21].

Teorema 1. Sea Ae CM*N B e Cl*S, C e CN*F y D e C¥*T. Entonces
e (A®B)®C = A® (B®C).
e (A® B)T = AT® BT
e (A® B)(C® D) = AC® BD.
e AQB=(A®Is)(IN®B).
o [r®Is = Ips.



Definicién 3 (Suma Directa). La suma directa de dos matrices A € CM*N y

B e CP*Q se define como la matriz A® B € CM+PIXNFQ) 4] qe

A®B =
B

De forma general, sea {Cy,}nezy un conjunto ordenado de matrices tal que C,, €

CMnxNn entonces la suma directa de este conjunto de matrices se representa

C= (‘B Ch=C@C,D...dCN_

neZy
y Ce CM*N donde M = >, M, y N= >, N,.
neZn neZyn
Una propiedad importante de la suma directa, y que se utilizaréd en el presente
trabajo se menciona en el siguiente lema.
Lema 1. Sean A e CM*N ¢y Be CVN*! entonces 1 ® (AB) = (1® A)(1® B).
2.2 Operadores
Sea V y W dos conjuntos. El mapeo O del conjunto V al conjunto W,
O:V — W, se llama un operador. En este trabajo se utilizaran operadores so-
bre los conjuntos CV y CM*¥,
2.2.1 Operadores Unitarios
Definicién 4 (Operadores Lineales y Unitarios).
1. O : CN — CV es un operador lineal si O(av; + v2) = aO(vy) + O(vy), donde
v1,15€ CN yaeC.
2. Un operador U : CN — CV es un operador unitario si es lineal y UU* = I, donde
U* es el operador adjunto de U y L es el operador identidad.
Todo operador unitario en C¥ tiene una representacién matricial. Por ejemplo,
Iy es la representacién matricial del operador identidad Z. Un ejemplo de operador
unitario es el operador de permutacién. El operador de permutacién, £ : CN — CV,

es un operador que realiza un re-acomodo de las entradas de un vector en C¥.



La representacién matricial del operador de permutacién, o simplemente matriz de
permutacion, es una matriz binaria cuadrada de orden /N que tiene exactamente una
entrada con el valor de 1 en cada fila y columna y el valor de 0 en las otras entradas.
En este trabajo, la matriz de permutacién se define como L € CN*¥V,

Ejemplo. Sea v € C*, entonces un ejemplo de permutacién para C* es L{v} =

(v, va,v1,v3)T. La representacion matricial de £ es la matriz L € C***, tal que

Los operadores de permutacién también pueden actuar sobre CM*¥ | realizando
permutaciones a las columnas. Cuatro ejemplos de operadores de permutacién son
el operador de permutacién de orden N y paso R, el operador de traslacion, el
operador de reflexién y el operador de orden exponencial.

Operador de Permutacion de Orden N y Paso R: Sea N = RS. El
operador de permutacién de orden N y paso R, LY, es el operador de permutacién
que esta definido por la regla L¥ {v @ w} = w®v, para v e CF y w e C¥. La matriz

de permutacién de orden N y paso R se representars como L% € CV*N. Adem4s
LELY = Iy (2.3)

Como se explicd en la seccion anterior, el producto Kronecker no es conmu-
tativo, pero este tipo de matrices de permutacién tratan de dar una nocién de
conmutatividad, el cual se explica en el siguiente teorema [14].

Teorema 2 (Conmutacién de productos de Kronecker). Sea N = RS, A e

CM*M y B e CN*N. Entonces AQ B=LYN(B® A)LY.
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La implementacion de este operador se puede hacer de forma lineal. El Algo-

ritmo [2| muestra tal implementacion.

Algoritmo 2 Permutacion de Orden N y Paso R

Entrada: z e CV

Salida: y e CV
1: parar < 0: R—1 hacer
2: paras < 0:S5—1 hacer

3 y[r + Rs + 1] <« x[Sr + s + 1]
4:  fin para
5. fin para

Operador de Traslacion: Sea m € Zy. El operador de traslacion, S,,, es el
operador de permutaciéon que esta definido por la regla S,,{v}[n] = v[{(n — m)n],
para v € CV y donde (a)y = a mod N. La constante m se denonina constante
de traslacion. La constante de traslacion debe ser un ntmero en el conjunto Zy,
entonces cuando se utilice S_,,,, el valor —m es una representacién a nivel de médulo
N, es decir, S_,;, = S¢_ny, - Ademas, si m € Zy, entonces S_,,, = Sy_,, donde N —
m € Zy . La matriz de traslacién se definird como S,, € CV*¥. La implementacién
de este operador se puede hacer de forma lineal. El Algoritmo (3| muestra tal

implementacion.

Algoritmo 3 Permutacién de Traslacién con constante m
Entrada: z € CV
Salida: y e CV

1: paran < 0: N —1 hacer

22 y[n] — z[{n —m)y]

3: fin para

Operador de Reflexion: El operador de reflexion L, es el operador de per-
mutacién que estd definido por la regla £,.{v}[n] = v[{(-n)x], para v € CV. La

matriz de traslacién se definird L, € CY*V. La matriz L, se define como

1 sii=7=1yi+j=N+2
(Lr)ij = (2.4)
0 en otro caso
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La implementacion de este operador se puede hacer de forma lineal. El Algo-

ritmo 4| muestra tal implementacion.

Algoritmo 4 Permutacion de Reflexion
Entrada: z e CV
Salida: y e CV

1: paran < 0: N —1 hacer

2 yln] < z[(—n)n]

3: fin para

Operador de Orden Exponencial: El operador de orden exponencial, viene
definido solo para elementos de CV, donde N un nimero primo. Sea Uy = {1,2,..., N—
1}. Si N es un ntumero primo, entonces existe a € Uy tal que genera exponencial-
mente a todos los elementos de Uy [14], es decir, el conjunto {1, a', {a®*)y, ...{aV 2N}

es una permutacion de los elementos de Upy. Considere el conjunto

7o = {0,1,a,{a®)y, ..,(a*)n}.

El conjunto 7, es una permutacion del conjunto Zy. Por lo tanto, si NV es un niimero
primo y a es un generador de Uy el operador de orden generador L, es el operador

de permutacion que esta definido por la regla

v[0 sin=20
Lo{v}[n] = .

n—l]

v[a sine Uy

para v e CV.

La matriz del operador de orden exponencial se definird como L, € CN*V. La
implementacion de este operador se puede hacer de forma lineal. El Algoritmo
muestra tal implementacion.

Otros ejemplos de operadores unitarios son los operadores de modulacion y

rotacion. Sean ve CV, m, ke Zy and \ € C, tal que |\| = 1.
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Algoritmo 5 Permutacién de Orden Exponencial, con generador a

Entrada: z € CY y a € Uy (generador).
Salida: y e CV

1: U[O] =0
: paran < 1: N —1 hacer
v[n] < (a" Dy
: fin para
: paran «— 0: N — 1 hacer
y[n] < z[v[n]]
: fin para

N O W

Operador de Modulacién: El operador de modulacion, My, es el operador
definido como Myo[n] = wiv[n], donde wy = e'¥. La constante k se denon-

ina constante de modulacion De igual manera que se explicé para el operador de

traslacion, M_; = M(y_p, La matriz de modulacion se define como M, € CNxN
donde Mj, es una matriz diagonal de la forma M, = diag(1,wk,, w3¥, ..., w](VNfl)k). La

implementacién de este operador se puede hacer de forma lineal. El Algoritmo [6]

muestra tal implementacion.

Algoritmo 6 Operador de Modulacién, con constante k

Entrada: 2z e CV y ke Zy
Salida: y e CV

1: paran < 0: N —1 hacer
2 y[n] < 2[njwy’

3: fin para

Operador de Rotacién: El operador de rotacién, Cy, es el operador definido
como Cyv[n] = Av[n]. La matriz de rotacién se define como Cy € CV*V  donde
Cy = My. La implementacién de este operador se puede hacer de forma lineal. El

Algoritmo [7| muestra tal implementacion.

Algoritmo 7 Operador de Rotacién, con constante A

Entrada: ze CVN y A e C
Salida: y e CV¥
1: paran < 0: N —1 hacer
2:  y[n] < Az[n]
3: fin para
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2.2.2 Otros Operadores
P. A. Regalia y S. K. Mitra [22] desarrollan una definicién generalizada del
producto Kronecke. Dado un conjunto ordenado de N matrices A, € CMn*P,

CNXR

para n € Zy, expresado como {A,}, y una matriz B € , entonces la matriz

{A,} ® B e CMVN*PE g ¢l producto definido como

Ao ® b
{A,} ® B =

AnN_1 @by

donde b,, representa la n-ésima fila de B. Note que el nimero de matrices en el
conjunto {A,} coincide con el nimero de filas en la matriz B. Sea B = 1y, donde

1y € C¥ es el vector de unos, es decir, 1y[n] = 1, para todo n € Zy. Entonces,

Ay ®1 Ay
Avo1®1 An_q

A partir de este caso especial, se desarrolla el operador de acumulacion de
matrices.
Operador de Acumulacion de Matrices: Sea el conjunto de N matri-

ces {A,}, A, € CM*P para n € Zy. El operador de acumulacién de matrices,

L]: ] CM>F — CM*F donde M = ), M,, es definido como

nEZN TLEZN

Ao
U{{An}} = |_| A, ={A.}®1y =

nezZn

An-

! La definicién es ligeramente distinta al propuesto en este trabajo, porque P. A.
Regalia y S. K. Mitra utilizan una definicién modificada del producto Kronecker.
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La tnica condicién que deben tener los elementos de {A,} es coincidir en el
nimero de columnas.

Otros dos operadores importantes en este trabajo son los operadores vec y su
operador inverso [23].

Operador Vec: El operador vec, V : CM*N — CMN eg un operador que actiia
sobre CM*¥ y da como resultado un vector formado por la “acumulacién” de las

(CMXN

columnas de las matrices, es decir, si B € y b; representa cada columna de la

matriz B, con, ¢ € Zy, entonces

by
ViB} =

bn—1

Operador Vec Inverso: El inverso del operador vec, Ry : CMY — CM*N

es conocido como operator re-shape y es el operador que transforma un vector de

dimensién M N a una matriz de dimensién M x N, es decir, sea v € CM¥ tal que

Vo

U1
v = . v,eCM

UN-1

entonces Ry n{v} = (vo v ... vn_1). El Teorema (3| explica una relacién entre el
operador Ry y y la matriz de permutacion L%Q.
Teorema 3. Sean ve CN* y Ae CN*N. Entonces

o (Ryn{v)T = Ryn{LY v}.

e V{AT} = LN’ V{A}.
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Prueba. Considere los siguientes casos

e Sean i,j € Zy. Entonces Ry n{v} = (vo v1 ... vy_1) , con v, € CN. Pero

(Rn{v})ij = v;li] = (Ran{v})y; = vili]-

Por otro lado

2
LN v =

Un-1
donde vg[z] = v|j], para i,j = 1,..., N. Entonces (RN7N{L%2U})7;J' = vé[@] =
vilj]-

o Se sabe que si a = V{A}, entonces A = Ry n{a} Por el teorema anterior se
obtiene (Ryn{a})T = Ryn{LN a}. Aplicando el operadorV a ambos lados de

la ecuacion anterior, se obtiene

V{Rwn{a})"} = VIRNN{LN a}} = V{AT} = LY V{A)}

2.3 Transformada Discreta de Fourier
Definicién 5 (Transformada Discreta de Fourier). La transformada discreta
de Fourier o DFT (del inglés, discrete Fourier transform) es un operador discreto,
utilizado en el andlisis de Fourier. Si x € CN, entonces la transformada discreta de
Fourier de x se define como el mapeo F, : I*(Zy) — 1*(Zy), tal que

Folk] = Z r[n]wy™, ke Zy. (2.5)

TLGZN

donde wy = e*™/N
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Dado un vector z € [*(Zy) = CV, cuyo dominio es conocido como tiempo, la
DFT realiza un mapeo del dominio inicial Zy al dominio de la frecuencia. El Teo-
rema (4| muestra la principal herramienta para la investigacién de las propiedades de
la DFT. En términos fisicos, describe la interferencia constructiva y las propiedades
de refuerzo de la DET [24]. El lector puede ver los detalles de la demostracién en
[24].

Teorema 4. Sea §[m] el delta de Kronecker, es decir, §|m] =1sim =0, yd[m] =0

st m # 0. Entonces,

DT Wit = No[m] (2.6)

TLEZN

La DFT tiene una representacion matricial, a partir de la matriz finita de la
transformada de Fourier [I5, 25]. La matriz DFT se define como Fy € CV*V tal

que (Fy)ij = wy”, para i,j € Zy. La representacién matricial de la DFT de z es
F, = Fya. (2.7)

Definicién 6 (Inversa de la DFT). La inversa de la DFT (IDFT) es el mapeo
F 1 Zn — CV tal que
1
Foln] =aln] = < ). Fulklwpf, neZy. (2.8)
N
k‘EZN
La matriz IDFT, que representa a la matriz inversa de Fl, se define como
Fy' e CN*N tal que Fy' = L Fy. Para propésitos de la Seccién [4.2.2] se define
y demuestra el siguiente teorema
Teorema 5. Sea N un niumero compuesto, entonces existe D < N tal que
F=()Fy
iEZD

no es invertible.
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Prueba. Como N es un niumero compuesto, entonces N = RS. Sin pérdida de
generalidad, seleccionar D = R. Ahora, sea f1 y fsi1 las filas1 y S+ 1 de la matriz

F, respectivamente. Entonces, para todo n € Zy

o filn] = wy"".

o fonln] = wy M = WV = et
Entonces, para D = R < N, F tiene dos filas iguales. Por lo tanto, F' no es
wnvertible.

Del teorema anterior se deduce el siguiente corolario.
Corolario 1. Sea N un niumero primo, entonces para todo D < N, la matriz F
definida en el Teorema [5| es invertible
2.3.1 Transformada Rapida de Fourier

J. W. Cooley y J. W. Tukey [7] fueron los primeros en desarrollar un algoritmo
para realizar el cémputo de la DFT de una manera réapida. Este algoritmo es cono-
cido como la transformada rapida de Fourier de Cooley-Tukey o FFT Cooley-Tukey
(del inglés, fast Fourier transform). La FFT reduce significativamente el costo com-
putacional de la DF'T para senales de longitud NV, siendo N un numero compuesto

[14]. Sea x# € CV, tal que N = RS un niimero compuesto. La FFT plantea que la

DFT de z, de orden N, se puede calcular utilizando R DFT’s de orden S, es decir,

r

Fiolm] st k= Rm
Fulm] st k=Rm+1

]?

L TR—1

[m] si k=Rm+ (R—1)

para k € Zy, donde

o F..|m| = Z . [n]wy™* o 7, [n] =Wy z[n + dS]wy™*

nelsg deZr
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para r € Zg. J. Johnson y D. Rodriguez [20], Tolimieri, An y Lu [I4] desarrollan
una factorizacién de la matriz DFT, utilizando el algoritmo FFT como referencia.
El Teorema [6] explica dicha factorizacion, donde utilizan el producto Kronecker, lo
cual permite su implementacién en paralelo. El lector puede ver los detalles de la
demostracién en [14].

Teorema 6. Sea N = RS. La matriz DFT se puede factorizar de la siguiente
manera

Fy = (Fs®Ip)T5(Is ® Fr)PY (2.10)

donde Ty € CN*N es una matriz diagonal por bloques tal que

TR = DDr)

s€Zs
donde DY = diag(1,wy', ...,w;,(Rfl)).
En [I4] también explican una factorizacién de la matriz DFT para el caso N =
2k, El Teorema [7| expone los detalles de la factorizacién.
Teorema 7. Sea N = 2%. La matriz DFT se puede factorizar de la siguiente manera

Fy = []‘[ A, B,

TLEZk

QN (2.11)

donde A, B,,, Qn € CN*N tal que
o Ay =In ®@F,® Iok—n-
e B,=In®T3.,
* Qn = 1_[ <[2k—n—2 ®Lgn+2>

nGZk,1

Otro caso desarrollado en [I4] es cuando N es un ndmero primo. La idea es
factorizar la matriz Fy de tal manera que los factores contengan a la matriz Fy_;.
Como N es primo, entonces N — 1 es compuesto, por lo que se puede utilizar el

Teorema [6] para su computo. El Teorema [8|expone los detalles de la factorizacién.
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Teorema 8. Sea N un numero primo y sea a € Uy un generador del conjunto Uy.

La matriz DFT puede factorizarse de la siguiente manera
Fy=L'1®Fy.1)(1®D)(1®Fy_1)A L, (2.12)

donde
e L, es una matriz de permutacion de orden exponencial.

e D e CN=DxWN=1) ¢s yna matriz diagonal tal que
D = Fjgilc’F];il

donde € CN-DxIN=1) ¢ el niicleo de Winograd.

o Ae CV*N tal que

1 In_
. N-1

—In-1 Iy
2.3.2 Transformada Discreta de Fourier en 2 Dimensiones
Definicién 7. Sea x un vector bidimensional, es decir, x : Zy xZy — CN. Entonces
la transformada de Fourier en 2 dimensiones (2d DFT, del inglés) de x se define
como el mapeo .F]%d :Zn % Zn — CN tal que
F2m, k] = Z Z x|, V]w;,(mTJrkV).
TEZN ZIEZN
Por su dimensionalidad, la 2d DFT de x puede ser interpretada como una matriz
F2P e CVN tal que (F2%),,x = F24m, k]. Tolimieri [26] y Kumhom [27] explican

que la matriz Fz¢ puede ser calculada de la siguiente forma
F2* = Ryn{(Fy ® Fn)V{X}} (2.13)

donde X € CV*N tal que X, = z[m, k].
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2.4 Matrices Circulantes
Definicién 8 (Matriz Circulante). Sea v € CV, v = (vg,v1,...,oy_1)". Una

matriz C, € CN*N

se llama circulante con respecto al vector v, o simplemente
circulante, si la fila (¢,)m de la matriz C, se representa como (Cy)m = Smi{z}, para

m € Zy, es decir

Vo U1 - UN-1
UN-1 Vo - UN-2
C, = (2.14)
’Ul /02 P 'UO

Ademds, (Cy)i; = v[{j —i)n].
Como menciona G. Golub y C. Van Loan [2§], toda matriz circulante se puede
factorizar como el producto de la matriz DFT, la matriz diagonal del vector F,, y

la inversa de la matriz DFT, es decir,
Cy = ~Fydiag(F,)Fy (2.15)

Ademas, el determinate de una matriz circulante es el producto de las entradas del

vector F, [29], es decir

det(C,) = || Fuln] (2.16)

TLEZN

De la ecuacion (2.16) se deduce que si algiin elemento de F, es 0, entonces el
determinante de C,, es 0.
Lema 2. Sea v e CN y C, la matriz circulante respecto v. C;! existe si y solo si

Fu[n] # 0, para todo n € Zy. Ademds C; ' se expresa como

C,' = LFxDFy (2.17)

v

donde D € CN*N es una matriz diagonal, tal que Dy, ,, = /7, [n].
La siguiente proposicion expone la relacién que hay entre una matriz circulante

y una matriz de refleccion.
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Proposicién 1. Sea v € CV, y sea la matriz G € CV*N cuyas filas gm = S—_m, €S
decir
Yo U1 -0 UN-1
v vy e g
G =
UN-1 Vo - UN-=-2

Entonces RyG = C,

Para mds detalles sobre matrices circulantes, ver el trabajo de P. J. Davis [30].



CAPITULO 3
REPRESENTACIONES DISCRETAS
BIDIMENSIONALES

La busqueda de métodos para analizar senales con el objetivo de conocer atrib-
utos relacionados con los procesos fisicos que las generan, ha sido siempre tema de
interés para ingenieros y matematicos. Una de las técnicas mas utilizadas ha sido
representar las senales en el dominio del tiempo. Esto ha permitido asociar cam-
bios fisicos con el de los pardametros amplitud-tiempo de la senal. Posteriormente,
el dominio de la frecuencia vino a complementar esta informacién. Sin embargo,
si las senales no son estacionarias o estan inmersas en ruido, entonces ni la repre-
sentacion temporal ni la representacion frecuencial arrojaran informacion satisfacto-
ria del proceso. En este caso la representacion en el dominio dual tiempo-frecuencia
puede producir resultados interesantes si se aseguran las condiciones que favorezcan
la informacién relevante y minimicen el ruido. Este tipo de representaciones son
bidimensionales y se ubican en el area del andlisis de tiempo-frecuencia.

En el area de procesamiento de senales, el andlisis de tiempo-frecuencia es un
conjunto de técnicas y métodos utilizados para la caracterizaciéon y manipulacién de
senales cuyas estadisticas varian en el tiempo, tales como senales transitorias. Esto
es una generalizacién y perfeccionamiento del analisis de Fourier. Dado que muchas
senales de interés - tales como el habla, la musica, imagenes y senales médicas -
cambian sus caracteristicas de frecuencia, las representaciones en tiempo-frecuencia
tienen un alcance amplio de aplicaciones. Considerando que la técnica de la trans-

formada de Fourier se puede ampliar para obtener el espectro de frecuencia de

22
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cualquier senal de crecimiento lento localmente integrable, este enfoque requiere una
descripcion completa del comportamiento de la senal a lo largo de todos los tiem-
pos. Para aprovechar el poder de una representacién de frecuencia, sin la necesidad
de una caracterizacion completa en el dominio del tiempo, primero se obtiene una
distribucién tiempo-frecuencia de la senal, lo que representa la senal en el tiempo y
el dominio de la frecuencia de forma simultanea. En esta representacién el dominio
de la frecuencia sélo refleja el comportamiento de una versién localizada temporal
de la senal. El andlisis tiempo-frecuencias se puede hacer en dominos continuos
y discretos. En el caso de utilizar dominios discretos, estos pueden ser finitos o
infinitos.

Este capitulo empezara explicando el concepto de funcién discreta de am-
bigiiedad, la cudl es una funcién bidimensional en tiempo y frecuencia y algunas
propiedades. Ademas se explicaran tres casos particulares de funciones discretas
bidimensionales, que se generan a partir de la funcién discreta de ambigiiedad: la
transformada discreta de Zak, la transformada de Fourier en tiempo corto y la dis-
tribucion discreta de Cohen.

3.1 Funcion Discreta de Ambigiiedad
3.1.1 Definicion y propiedades

En 1953, P.M. Woodward define funcion de la ambigiiedad, la cual trata de
un mecanismo formulado para describir el efecto Doppler en los receptores de filtro
apareados [31]. Woodward reconocié la influencia de la teoria de la comunicacién de
Shannon, a partir de 1948, en sus ideas, y explico la importancia de la “ambigiiedad”
en el procesamiento de senales de radares, tal vez el mejor concebido en términos
de una forma del principio de incertidumbre.

Definicién 9 (Funcién Continua de Ambigiiedad). Sea f,g € L*(R), entonces

la funcidn de ambigiiedad de f y g se define como el mapeo A, : R x R — L*(R)
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tal que
Agylt.0) = | Flalgta = e s (3.1
A, recibe el nombre de funcion de ambigiedad cruzada cuando f # g. En el
caso f = g se conoce simplemente como funciéon de ambigiiedad. En este trabajo
no se hara diferencia entra ambos casos y se definird como funcién de ambigiiedad
para el caso f # g. Por diversos propositos, varios autores definen la funcion de
ambigiiedad con ligeras modificaciones a la que se expresa en la ecuacion :
e J. J. Benedetto y J. J. Donatelli [16], [32]:

7ot 0) = JR fla +t)g(z)e ™ dx. (3.2)

e L. Cohen [33] y M. S. Richaman et al [12] 33]:

i t t\ o
?»g(t79) = J]‘Rf (m + 5) g (x _ 5) eQ?ﬂTdex

(3.3)
= eiﬂ'x@f f (QJ + t)g(x) ezz'madx
R
e En L. Auslander y R. Tolimieri [34]
Folt.0) = f f(@)g(z + t)e 2™ dy. (3.4)
R

A pesar de las diferencias, todas las representaciones de la funcion de am-

bigiiedad mantienen una relacion a nivel de médulo
[Apg(t,0)] = [ Ay o (£, 0)] = [ A7 (1,0)] = |AF,(~t,0)].

Por lo tanto, las ecuaciones ({3.2)), (3.3)) y (3.4]) seran consideradas representa-

ciones equivalentes de la funcién de ambigiiedad. A nivel de implementacién, la
funcién de ambigiiedad que desarrollo Woodward admite una representacion con

dominio discreto y finito.
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Definicién 10 (Funcién Discreta de Ambigiiedad). Sean z,y € CV, entonces
la funcidon discreta de ambigiiedad (DAF, del inglés discrete ambiguity function) de

z, y se define como el mapeo A, : 1*(Zn) x *(Zn) — *(Zn x Zy) tal que

ALy lm k] = Y aln]glin —mynJwy™ = Y a[n]MaSnfy}ln]  (3.5)

neZy neZy

En este trabajo, la definicién de A, , en la ecuacion (3.5) se conocerd como
funcion discreta de ambigiiedad Tipo 0 (DAF T-0). De forma similar al caso con-
tinuo, existen representaciones de la DAF con ligeras modificaciones a la DAF T-0.
Definicién 11 (Representaciones Equivalentes de la DAF T-0). Sea x,y €

C¥, entonces tres representaciones equivalentes de Agy se definen como:

e Funcion discreta de ambigiiedad Tipo 1 (DAF T-1) [1d, [32]

Ay lmo k] = 3 2l myn]gln]wy™ = Y MoS-plz}nlyln]  (3.6)

'I’LEZN 'I’LEZN

e Funcion discreta de ambigiiedad Tipo 2 (DAF T-2) [12]

A2 Im, k] = A D 2+ myy[gln]wif
neln (3.7)
= > Cr MiS_m{z}[n]yn]

nEZN

donde

qgmk

Wy N impar, 2¢ =1 mod N

1| __ mk/2

Ami |= 4 wy N par, {mk)y < &

2
wj(\c”k_N)/Q N par, (mk)y = %

! La representacién en continuo - ecuacién 1’ - posse la fraccién 1/2; y como
1/2 no es un elemento de Zy, se consideran 3 casos de la constante e N BN | Ver
[12] para mas detalles.
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e Funcion discreta de ambigiiedad Tipo 3 (DAF T-3) [11, [15]
A3 Im, k] = ) alnlylln + mynloy™ = Y a[nMeS_nfylln] - (3:8)
neZN neLN
De igual manera que en el caso continuo, los diferentes tipos de DAF’s presentan

una equivalencia entre modulos:
0 1 2 3
’Ax,y [m7 k]‘ = ’Ax,y [m7 k]‘ = ’Az,y [m7 k]‘ = ’Az,y [_m7 k]|

3.1.2 Representaciéon Matricial

Al ser la DAF una funcién de dos dimensiones, entonces se puede aprovechar
esta estructura para representarla como una matriz.
Definicién 12 (Matriz DAF). Sea x,y € CN. La matriz DAF T-1 se define como
Aﬁw e CV*N tal que (Afp’y)m,k = Afp,y[m, k], para m,k € Zy y1=0,1,2,3.

La matriz DAF se puede calcular utilizando computo en paralelo, mediante una
estructura que utiliza el producto Kronecker y Hadamard.

Teorema 9. Sea x,y € CN y AY € CV*V la matriz DAF T-0. Entones
A, = Ryn{LN [In ® Fy][(1y ® 2) O Y]}, (3.9)

donde Y € CN* tal que Y = |_| Sy}

MELN

Prueba. Sea a,, = LY [Iy ® Fx]|[(1y ® ) ©@Y]. Desarrollando el vector ay ., se
obtiene

py = LN | | Hno HyeCV

mEZN

tal que H,, = Fx(z © S {y}). Aplicando a ambos lados de la ecuacion el operador

Rn,n, por Teorema [3] se obtiene:

Run{aey} = Run {L%Q | ] Hm} = (RN,N{ | ] Hm}>

meZy meELN
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Sea H = RN,N{ |_| Hm}, con He CN*N y H = (Hy,Hy,...,Hy_1). Si
mGZN
(H)mk = himg, para m,k € Zy se cumple

I = hiem = Hulk] = > 2[n]MS,{y} = A) [m, k]

HEZN

Por lo tanto,
Ay = RN {LY [In ® Fx][(In®@z) O Y]}

[
En Algoritmo |8 muestra la implementacién de la ecuacién (3.9). Los pasos

2-3 son independientes en cada iteracion, lo que permite su cémputo en paralelo.

Algoritmo 8 Matriz DAF T-0

Entrada: z,y e CV
Salida: A e CV*¥
1: paran =0: N — 1 hacer
2. vy, — 208 {7}
32 Al,n] — F,,
4: fin para
5: A — AT

La Tabla muestra la representacién matricial de los cuatro tipos de DAF.

Tabla 3—1: Representacién Kronecker de la matrices DAF’s

AL =Ry n{asy}

T -1 oy X-Y P
T-0 LY¥[In®Fy]l[lv®z)0Y] || Snim}
T)’LEZN
T-1 LV [Iv®F[Xoaven] || Smiz
mGZN
T-2 L¥P[INQFN][XO(Uy®@7)] || Swlz), D diaghmi)
MEZLN m,kEZN

T-3 LY [IN®@F[Axe2)0Y] || S5}

mEZN
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3.2 Un método para computar la inversa de la DAF

3.2.1 Formulacion del problema de la inversa de la DAF

En esta seccion se desarrollard un método para resolver el siguiente problema:
Conociendo los valores de la senal x y la DAF de x,y, sbajo que condiciones y con
que método se puede recuperar la funcion y?. Dicho problema consiste en obtener
la inversa de DAF para la senal y. Para ser mas especificos, se desea recuperar y a
partir de x y de una parte de la matriz DAF, ya sea una fila o una columna de la
matriz.
3.2.2 Utilizando una fila de la matriz DAF

Considere la DAF T-0. Sea x € CV. Considere m € Zy fijo y sea AJ [m,:] la
fila m de la matriz DAF T-0. Entonces,

AY [m k) = > znglin — mynJwy™, ke Zy
neZy
Utilizando la ecuacion anterior, considere los siguientes pasos:

Paso 1 Aplicar IDFT:
FHAL ] = 2[n]g[{n — m)x]

Paso 2 Dividir por z[n], asumiendo que z[n] # 0:

FHAL ]

o] =7y[(n —m)n]

Paso 3 Aplicar operador de traslaciéon S_,,:

FLA Y]
S‘W{ o]

Paso 4 Aplicar transpuesta:

s (TR

w[n]

} = S {7l — mow ]} = 3ln]
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En el Paso 2, es fundamental que z[n] # 0. Por lo tanto, para recuperar el
vector y a partir del vector x y a partir de una fila de la matriz DAF T-0, una
condicién necesaria para = es que x[n] # 0, para todo n € Zy. Lo anterior prueba
el siguiente teorema
Teorema 10. Sean x,y € CV, donde x[n] # 0, para todo n € Zy, y Agjy e CN*N [qg

matriz que representa a la DAF T-0. Entonces
y N -m N .

donde S_,, € CN*N es una matriz de traslacion, M € CN*N es una matriz diagonal

tal que M = diag (ﬁ, ﬁ, . m) ybe CY tal que b[n] = A9 [m,n].

El Algoritmo [9 muestra la implementacién de método inverso de la DAF T-0.

Algoritmo 9 Inversa DAF T-0
Entrada: me Zy, v € CN y a,, e CV
Salida: y e CV

1 vy — F Han}

2: vy <« vg O vy, donde vy[n] = Ya[n]

3 Vg «— S,m{vg}

4y < U3

De forma equivalente, se puede implementar este método utilizando la DAF
T-1 y T-3. La Tabla explica el procedimiento de recuperar la funcién y, uti-
lizando cada uno de los tipos de DAF. De la DAF T-2 no se puede obtener una

representacion inversa, debido al valor de la constante A, .

Tabla 3-2: Representacién matricial del método inverso

DAF y bln] Mo
T-0 §S-aMFyb A9 [m,n

T-1  gMFyb AL [mn] (Sniz}n])™
T-3 +S.MFyb A3 [m,n i
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3.2.3 Utilizando una columna de la matriz DAF

Considere la DAF T-1. Fijando el valor de la primera entrada (k) de la DAF

T-1, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones, variando el valor de la primera

entrada (m).

( Z M So{x}[n]y[n] = A;y[o, k]
D M S {z)[nlyln] = A} [1, k]
{ nezn (3.11)

>, MoaS_v-y{a}nfgln] = AL, [N —1,k]

L HEZN

y la representacion matricial de dicho sistema es

(N-1)k _

Ty TWN o TnWwy %0 A} 0, k]
T xQW&k ... l’ow;f(N_l)k T 'A;lr,y[L k] (3 12)
Tn_1 Town' - xN_Qw;,(N_l)k UN_1 Aivy[N —1,k]
z
Ahora, sea la matriz W e CV*V tal que W = diag(l,wka, ...,w;,(N_l)k), en-
tonces
a  a; - an_i 1 0 - 0
aj as - ap 0 w_k e O
Z=zw'w=| . o _ (3.13)
aN_1 o - GN_9 o 0 - w;[(N_l)k
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Por lo tanto, de la ecuacién (3.12f) se obtiene:

o T1 o TN-1 r o0 - 0 Yo A [0, k]
r1  ®p - X 0 wy - 0 U1 Al (1, k]
TN_1 Tog - TN_2 o o0 - w;,(N_l)k YN—1 AL JIN — 1, k]
X w v c
= XWy=c (3.14)

Sea Ry € CM*¥ una matriz de reflexién. Aplicando la Proposicién {4 a la

ecuacion ([3.14)), se obtiene
RNXWZ = Ryc= mey =d (315)

donde d[n] = A} [(—n)n,k] y RnX = C, es la matriz circulante del vector z.

Asumiendo que F,[n] # 0, para todo n € Zy, entonces, por Lema [2| C, posee

inversa
C,' = +FyDFy (3.16)
donde D es una matriz diagonal tal que D = ( le[0]? le[1]’ o F 1{,71]>. Por lo tanto,

asumiendo que C, es invertible, entonces

y =W-1C1c
= %WF_NMFNRNb
donde M € CN*N es una matriz diagonal tal que M,, = =+, b € CV tal que

Fzln]’

b[n] = A9, [n, k], para l = 0,1y W € CV*¥ es una matriz diagonal. Lo anterior

demuestra el siguiente teorema.
Teorema 11. Sean z,y € CV, F,[k] # 0, para todo k € Zy, y AL, € CVN*VN g

w’y
matriz que representa a la DAF T-1. Entonces

1 I
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donde
e M e CN*N es una matriz diagonal tal que M, , = 1/Fn].
e be CV tal que b[n] = m[n, k].
o W e CN*N es una matriz diagonal tal que W, = w](,”k.
e Ry e CV*N es una matriz de reflexion.

En Algoritmo [10|se muestra la implementaciéon de método inverso de la DAF

T-0, utilizando la columna k de dicha matriz.

Algoritmo 10 Inversa DAF T-0
Entrada: ke Zy, 1€ CVN y a, e CV
Salida: y e CV¥

1: Vo < CL_k
v1 < L, {vo}
Vg «— JT_:U1
vy < vy O vy, donde v3[n] = 1/F,[n]
Vs <— ./—"1:11
y <« v5 O vg, donde vg[n] = w;,”k

Para DAF T-1 y DAF T-3, se resuelve de forma similar. Para DAF T-2 no se
puede resolver de la misma manera, utilizando matrices circulantes, ya que la matriz
que se obtiene del sistema de ecuaciones no se puede descomponer de forma similar
al caso DAF T-1. La Tabla [3—3| explica el procedimiento de recuperar la funcién y

para los cuatro tipos de DAF.

Tabla 3-3: Tabla para recuperar la funciéon y

DAF y ) Mo W
T-0 FnS xMSyFyRyb A9 [0, K] f:cl[”] N
T-1 %WFNMFMRNb ALyl K f:[n] oy
T-3 %FNs_kMSkFMb Az yln, k] f;[”] o
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3.3 Funcion Discreta de Ambigiiedad como ente generadora de
distribuciones bidimensionales

En esta seccion se explicaran tres distribuciones discretas bidimensionales que
son generadas a partir de la DAF: la transformada discreta de Fourier en tiempo
corto, la transformada discreta de Zak y la distribucion discreta de Cohen.

3.3.1 Transformada Discreta de Fourier en Tiempo Corto

Definicién y propiedades de la transformada

En diversa aplicaciones, la funciones no tienen el espectro de la frecuencia cons-
tante, ya que este varfa con respecto al tiempo [35]. Estas senales no estacionarias
no deben ser analizados con transformada de Fourier convencional, porque entonces
los resultados sélo producen un promedio que no estan asociados a instantes de un
tiempo en particular. Un enfoque para el analisis de estas senales periddicas no
estacionario es utilizar la transformada de Fourier en tiempo corto, el cudl es un

caso particular de la funcién continua de ambigiiedad .

Definicién 13 (Transformada de Fourier en Tiempo Corto). Sea f,w €
L*(R), tal que w es una funcién ventana. La transformada de Fourier en tiempo
corto (STFT, del inglés short-time Fourier transform) de f con ventana w se define

como el mapeo Sy, R x R — L*(R x R) tal que
ST rw(t,0) = f f@)w(x —t)e 2™ dy (3.18)
R
Una funcion ventana es una funcién de valor real que es cero fuera de algin

conjunto I. El conjunto I recibe el nombre de conjunto soporte de la funcion w, o

simplemente soporte de w, y se define como
I ={z:w(zx)+#0}.

Por ejemplo, una funcién que es constante en el interior de un conjunto 7 y 0 afuera
de I, se llama una ventana rectangular, la cual describe la forma de la representacién

grafica de la funcién f. Cuando la funcién f se multiplica por una funciéon ventana



34

w con soporte I, el producto fw también toma el valor cero fuera del intervalo I, es
decir que el soporte de fw es el mismo que el de w.
La transformada de Fourier en tiempo corto tiene su representacion con dominio

discreto y finito.
Definicién 14 (Transformada Discreta de Fourier en Tiempo Corto). Sea
reCYN yweRM, con M « N. Aplicando zero padding a la funcion w, entonces w

puede ser re-definida tal que w e CV:

wln]  si n € Zy
wln] =
0 st n=M,M+1,...N—-1

La transformada discreta de Fourier en tiempo corto (STDFT, del inglés short-time
discrete Fourier transform) de x con ventana w se define como el mapeo ST 4 :
P(Zy) x I*(Zy) — P(Zn x Zy) tal que

ST zwlm, k] = Z z[n]w[(n — m)x]wy™

=S el (o] o

’VLGZN

La STDFT se relaciona con la DAF T-0, ya que 87, = A%w. La Tabla

muestra algunos ejemplos de funciones ventanas en C¥.

Tabla 3-4: Funciones ventanas

Nombre w(n]
Rectangular 1
Hann 0.5 (1 — cos (577%))
Hamming 0.54 — 0.46 cos (2=~
Coseno/Seno  cos (77 — 3) = sin (]\}rfl)
sin(m(2n/(M—1)—1))
Lanczos *@2n/(M—T)-T)
Triangular M2 (M - ‘” - %D
l< —1) /2>
Gausiana 2\ o(M=1)2 0<05

Por ser un caso particular de la DAF T-0, la STDFT también tiene una repre-

sentacién matricial.
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Definicién 15 (Matriz STDFT). Sea z,w € CV. La matriz STDFT se define
como ST, ., € CNN tal que (STyw)mr = ST ww|m, k], para m, k € Zy.

De igual manera que la matriz DAF T-0, la matriz STDFT se puede calcular

utilizando computo en paralelo, realizando una representacién utilizando productos

Kronecker. Como ST, = A2

T,

entonces (ST w)mk = (A )mk, Para m, k € Zy.

Del Teorema [9] se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 2. Sea z,w € CV, donde w es una funcién ventana con zero-padding, vy

STy € CV*N g matriz STDFT. Entones
STow = Ryn{LY [In® Fx][(1y ®2) © W]},

donde W e CN* tal que W = |_| Sp{w}.

TTZEZN

3.3.2 Transformada Discreta de Zak

Definicién y propiedades de la transformada

La transformada de Zak es una funcién que se desarrollé originalmente para
tratar problemas de la fisica de estado sélido y fue descubierta independientemente
por varias personas en distintos ambitos, pero se hizo muy conocido a partir de
Zak [36] en 1967, quien lo utilizé para construir una representacién de la mecanica
cuantica para el movimiento de electrones en un campo magnético. Desde entonces

se ha utilizado para resolver diversos problemas en matematicas y fisica.
Definicién 16 (Transformada de Zak). Sea f € L*(R), entonces la transformada
de Zak (TZ) [37,138] se define como el mapeo Z;, : R x R — L*(R x R) tal que:

Za(t,0) = Z flan + )™ aeZ (3.20)

neZ

En el campo de procesamiento de senales, la TZ se utiliza frecuentemente para
calcular la frecuencia de tiempo de las representaciones incluidas las funciones de
la ambigiiedad [39], desarrollo de expansiones Weyl-Heisenberg [40], transformada
wavelet [41], DFT filter banks y su relacién con la discreta expansién de Gabor

[42, 143], estimacion de parametros de la funcién chirp, ademds de la deteccién y
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eliminacién de ruido [44] y decimacién tiempo-frecuencia discreta de distribuciones
bidimensionales [4]. Otra aplicacion es el realizado por L. Auslander y R. Tolimieri
[43], el cual desarrollan un algoritmo computacional para calcular los coeficientes de
la expansion de Gabor cuando el dominio es discreto y continuo, usando la funcién
continua de ambigiiedad, para el caso a = 1. Por lo tanto, para nuestros propositios,
utilizaremos el caso a = 1 para definir la transformada discreta de Zak de dominio

discreto y finito.

Definicién 17 (Transformada Discreta de Zak). La transformada discreta de
Zak (DZT, del inglés discrete Zak transform) se define como el mapeo Z, : 1*(Zy) x
I(Zy) — I*(Zn x Zy) tal que

Zlm k] = 3 altn+ mylwy™
nein (3.21)
= >, MoiSuia}[n]
neZn
La DZT es una generalizacién de la DFT en el sentido de que proporciona una
codificacién simultdnea de una sefial de tiempo y la informacién de frecuencia [45].
La DZT es cuasi-periddica, ya que
o Z,[m+1,k] = wyfZ.[m, k]
o Z,[m,k+ N|=Z,[m,k]
De lo anterior se deduce Z,[m, k] = wy™ Z,[0,k]. Esto implica que Z, est4

definida en el subconjunto {0} x Zy < Zy x Zy. Ademds Z,[0,k] = F,[k]. De lo

anterior, se obtiene la siguiente proposicion:

Proposicién 2. Sea x € CN. Entonces:

Z,[m, k] = wy™ Fa[k] (3.22)
Dado Z,, es posible recobrar el valor del vector z [44], mediante la férmula

o[n +mdy] = % S Z,[m, Kwy™

nEZN
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Si m = 0, entonces la funcién x puede ser recobrada a partir de Z,[0, k] € CV,

k € Zy, utilizando la inversa DZT (IDZT).
Definicién 18 (Inversa DZT). Sea x € CV. La inversa de la DZT se define como

2 ol = afn] = - 3 20, Ko™ (3.23)

k}EZN
Por ser un caso particular de la DAF T-1, la DZT también tiene una repre-

sentacion matricial.
Definicién 19 (Matriz DZT). La matriz DFT se define como Z, € CN*Y tal que
(Zs)mp = Zzy|m, k], para m,k € Zy.

De forma similar a la matriz DAF, la matriz DZT se puede calcular utilizando
computo en paralelo, realizando una representacion utilizando productos Kronecker.

Como Z, = Al entonces (Zy)mi = (Ai,zN)m,k» para m,k € Zy. De la Tabla

z, 1IN
se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3. Sea x € CVN y Z, € CN*¥ [a matriz DZT. Entones
Z, = Run{Ly (In® Fy) X},

donde X € CV* tal que X = |_| Spmix}.
’m,EZN
Otra forma de representar la matriz DZT es utilizando el resultado obtenido en

la Proposicién [2] del cudl se obtiene el siguiente lema.

Lema 3. Sea x € CN y Z, € CN*VN la matriz DZT. Entonces

Z,=Fy 0O (1y®FD). (3.24)

Transformada Discreta de Zak y Funcion Discreta de Ambigiiedad

La DZT se puede expresar en funcién de los 4 tipos de DAF:

1

Zm [mu k] = "40 [_m7 k] = "41 [mv k] A\
m,k

x71N m71N

A2 [m, —k] = A3 _[m, k].

:E’]-N ]-vi

Ademas, los 4 tipos de DAF se pueden definir en funcion de la DZT.

Teorema 12. Sean x,y € CV, v, Wy, 2 € CV tal que
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e vm[n] = Smix}[nly[n]. e zm[n] = Smiz}n]Sam{y}n]
e wnln] = z[n]Sniy}n].

para n,m € Zy. Entonces

o Ag,y[m, k] = 2, [-m, k] o Ai,y[m, k] = Ak 2w, [y —k]
o Ayylm k] = 2, [m, k] o A3 [m,k] = Z., [m, k]

Prueba. Sin pérdida de generalidad, se demostrard el primer caso. Los otros casos

son similares.

Z,. [-m,k] = Z vm[<n+m>N]w;,"k

TLGZN

= 2 allln+myy —my Jglin + myy — 2m) o™

nezZn

= > z[n]gl(n — m)yJwy"

nEZN
= Ag,y [mv k]
[ |

Ahora, si se consideran las funciones z,z,,z_ € CV tal que x_[n] = z[n] -1y

zi[n] = z[n] + 1, entonces

As[m, k] + Zu[m, k] = AL, [m. k] (3.25)
ALlm, k] — Z,[m, k] = AL, [m, k] (3.26)

Restando ambas ecuaciones y despejando para Z,[m, k], se obtiene la siguiente

proposicion.
Proposicién 3. Sean x,z,,2_ € CV, tal que z,[n] = z[n] +1 y 2_[n] = z[n] — 1.
Entonces

Al k] — AL K
2] < Aol H A

(3.27)

3.3.3 Distribucién Discreta de Cohen

Definicién y propiedades de la distribucién

Uno de los principales usos de la funcién de ambigiiedad fue el realizado por
L. Cohen en el articulo “Generalized Phase-Space Distribution Functions” [5] y

luego profundizando en su libro “Time-frequency analysis: theory and applications”
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[33]. Cohen desarrollé una representacién general de cualquier funcién en tiempo-
frecuencia continua, la cudl denominé clase general. Cohen describe que toda rep-
resentacién bidimensional en tiempo-frecuencia, para f € L?(R), puede ser obtenida

a partir del mapeo CG;: R x R — L?(R x R) expresado como
CGs(t,0) = JJA?(T, n) (T, n)e 72 +07) qp dr, (3.28)
donde A?c es la funcién de ambigiiedad que se definié en la ecuacion 1}
A% (t,0) = el JR flz+t)f(x)e*™™dy

y ¢ € L*(R xR) es conocido como funcién niicleo. En Tabla se muestran algunos

ejemplos de funciones nicleos mas relevante [33].

Tabla 3-5: Funciones nticleo

Nombre 0(1,7m)
Wigner 1
Margenau - Hill cos (m1n)
Kirwood-Rihanzek e
Born - Jordan %
Choi - Williams e~ (mro/2)?
Zhao-Atlas-Marks e " |7| %

CG también recibe el nombre de distribuciones de Cohen, en su honor, y puede
ser vista como la transformada continua de Fourier en dos dimensiones de A?gb,
considerando que los parametros del dominio estdn transpuestos. M. Richman, y
otros [12], presentan una formulacién en discreto de la expresion dada en (3.28)),
para el caso cuando 6(7,n) = 1 (la distribucién de Wigner). Basado en el trabajo de
Richman, se define una representacion discreta y finita de la clase general definida

por Cohen, utilizando la DAF T-2, denominada distribucion discreta de Cohen.
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Definicién 20 (Distribucién Discreta de Cohen). Sea x € CV. La distribucidn
discreta de Cohen (DCD, del inglés discrete Cohen distribution) se define como el
mapeo CG, : 1*(Zn) x *(Zy) — 1*(Zn x Zy) tal que

1

N—-1N-1
CGa[m. k] = D1 3 A2[r v]olr, v]wy ™, (3.29)
7=0 v=0

donde A2 es la DAF T-2 y ¢ € CN es la funcion niicleo.
Debido a su estructura bidimensional, la DCD CG,, puede ser representada

como una matriz.
Definicién 21 (Matriz DCD). La matriz DCD se define como CG, € CN*N tal
que (CGy)mi = CGyylm, k], para m,k € Zy.

De la misma forma que se explicé para el caso continuo, CG, puede ser vista
como la transformada discreta de Fourier en dos dimensiones de A2 - ¢, considerando

que los pardametros del dominio estan transpuestos, es decir,
CG.[m, k] = ]:j%7¢[k,m]

Utilizando la representacion matricial de la 2D DFT definida en la ecuacién

(2.13), la matriz DCD se puede expresar
CG, = Run{(Fv® Fn)V{(A2 0 ¢)"}} (3.30)

donde ¢ € CNV*¥ representa a la matriz de la funcién ntcleo.
Ahora, considere las siguientes propiedades:

Por Lema [2 V{(420¢)7} = L' V{(A2 0 9)}.

Por Teorema , FN®Fy = (IN®Fy)(Fn® Iy).

Por Teorema [2, Fy ® Iy = LY’ (Iy ® Fx)LY'.
De la ecuacién (2.3), LN LY = Iye.

Por lo tanto, la matriz C'G, se presenta como

CG, = Ryn{(In ® Fy)LY (In ® Fy)V{(A20 ¢)}} (3.31)
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Lo anterior demuestra el Teorema [13l
Teorema 13. Sea z € CVN, ¢ € CV*N la matriz que representa a la funcién nicleo

y CG,y € CN*N g matriz DCD. Entones

CG, = Ryn{(In ® FN)LY (Iy ® Fx)V{(A2 0 )}}, (3.32)

En Algoritmo muestra la implementacion de la ecuacién (3.32)).

Algoritmo 11 Matriz DCD
Entrada: A2 ¢ e CV*V,
Salida: C'G, € CV*V,

1 CG, «— A20 ¢

parat=0: /N — 1 hacer
CGL(:,1) = ]:CGI(:,i)‘

fin para

CG, «— C’GZ

parat=0: /N — 1 hacer
CGI(Z, Z) = FCGm(:,i)-
fin para




CAPITULO 4
FUNCION DE AMBIGUEDAD DE VALORES
VECTORIALES

En el capitulo anterior, se definié el concepto de funcién de ambigiiedad para
x € CV, donde z[n] € C. Ahora, considerando la importancia de las secuencias
CAZAC de valores vectoriales (ver Seccién en la tecnologias MIMO y en los
sensores vectoriales, J. J. Benedetto y J. J. Donatelli [16] elaboran el concepto de
la funcién de ambigiiedad de valores vectoriales (VV DAF, del inglés vector-valued
DAF), ademds de la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales (VV
DFT, del inglés vector-valued DFT), donde x[n] € CV y utilizan el concepto de
marcos DFT en lugar de la raiz de la unidad. El estudio de una representacion
matricial de esta nueva variaciéon de DAF, no se ha realizado hasta el momento. En
este capitulo se define el concepto de un espacio de matrices de arreglos, en el cual
se pueda desarrollar un estudio matricial de la VV DFT y la VV DAF, similar al
desarrollado en el capitulo anterior a la DAF.

Ademas, se extiende el concepto de VV DAF al trabajo realizado por L. Aus-
lander y R. Tolimieri a la funcién de ambigiiedad con el grupo de Heisenberg [46] y
a la DAF T-3 sobre un método para su céomputo de decimacién [11].

4.1 Algebra de matrices de arreglos CP*(MxN)

Sea (2,®,®) un anillo conmutativo. Para M, N € Z, entonces el conjunto
(AM*N '®, ©) define una matriz con elementos de 2 [47] y forma un anillo conmuta-
tivo: Sea A, B € AM*N v a,, ., v by, la entrada m,n de A y B respectivamente, para

m e Zy yne Zy, entonces (A® By = Gmn @bimn ¥y (A B)mn = tmn © by

42
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Para el caso 2 = C, donde ®,© son la suma y producto usual de nimeros comple-

= CM*N ¢5 el anillo de matrices, con la suma

jos respectivamente, entonces AM*N
usual y el producto Hadamard de matrices.

Considere el caso % = CP, con ® = + (suma de vectores) y ® = ©. A
continuacién se realizard un estudio de AM*Y cuya notacién serg CP*MxN) y ge
conocera como el espacio de matrices de arreglos. Ademas se definirdn operaciones
sobre este espacio, que ayudaran al desarrollo de una representaciéon matricial del
concepto de la transformada de Fourier de valores vectoriales.

Definicién 22 (Matriz de Arreglos). El conjunto CP*M*N) se define como el

espacio de matrices de arreglos. Cada elemento A € CP*M*N) tiene la forma

ap o ap 1 s ag N—1
aio ari te a; N—1
A= Ay € CP.
apy-1,0 aAmM-1,1 " AM-1,N-1

Cada entrada de una matriz de arreglos es un vector de orden D. Por lo tanto,
cuando D = 1, entonces CP*M*N — CM*N Gean A, B € CP*(MxN) y C e CP*(NxQ),

Considere las siguientes operaciones

e La suma A [ B, es una matriz de arreglos en CP*(M*N) ta] que
(A B)m,n = Qmpn + bm,n‘ (41)
e Sea 3 € C. El producto escalar SA es una matriz de arreglos en CP*(M*N) 4]
que
(BA)mn = Bamn. (4.2)

e El producto A - C = AC es una matriz de arreglos en CP*(M*Q) ta] que

(AC), = 2 Amn O Cp g (4.3)

nEZN
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Nota 1. No hay que confundir el concepto de matrices de arreglos de la Definicion
con el concepto de una hipermatriz y su relacion con el concepto de tensores.
Como define D. G. Antzoulatos y A. A. Sawchuk [48], una hipermatriz es la rep-
resentacion indexada de una matriz inica en CM*N . El concepto de matrices de
arreglos considera las entradas como vectores, ya que si cada entrada de la matriz
de arreglos es de dimension 1, entonces la matriz de arreglos es una matriz ordinaria.

Una matriz de arreglos en C”?*M*N) ge puede definir a partir de un conjunto

ordenado de D matrices en CM*N

, que se llamara conjunto generador
Definicién 23 (Conjunto Generador). Sea {Ag}acz, = C**N un conjunto de
D matrices, llamado conjunto de matrices generadoras, o simplemente, conjunto

generador. La entrada m,n de la matriz Ay es (aq)mn-

e El operador generador se define como Y : [ CM*N — CP*MxN) 1q] que

dEZD
ag,0 0,1 T aAQ,N—-1
aj o aj s a; N—1
A=Y A=Y A= | | |
deZp : : . :
apy-10 aAmM-11 " AM-1,N-1

donde a,, ., = ((a0)mns (@1)mms s (@D—-1)mn) T, para m € Zy yn € Zy.

. -1
e El operador generador inverso se define como Y~ : CP*(MxN) . TT CMxN
dEZd

tal que
Y A} = {Adbden,
donde (Ag)mn = amnld].
Cada matriz de arreglos posee un tinico conjunto generador y viceversa, es decir,

A = B si ysolo si Ay = By, para todo d € Zp.



45

Siguiendo la misma estructura de las ecuaciones (4.1)), (4.2)) y (4.3)), si {Aa}aez,,

{Ba}aezp ¥ {Calaez,, son los conjuntos de matrices generadoras de A, By C, entonces

AEB =Y (44 + By) (4.4)
deZp

BA =Y BA (4.5)
deZp

AC =Y Ay (4.6)
deZp

donde A, B e CP*MxN) C e CP*IN*x@) A, Bye CM*N ;e CN*Q, para de Zp.

CN*N el espacio de matrices de arreglos

De forma similar al espacio de matrices,
de la Definicién [22] CP*V*N) | forma un 4lgebra asociativa.
Teorema 14. (CP*N*N) @) forma un dlgebra asociativa sobre C.

Prueba. Sean a,3 € C y A,B,C e CP*WxN) o {A}Y By} y {Cy} sus conjuntos

generadores, respectivamente. Entonces hay que probar que

1. (CP*(™>N) ) es un espacio vectorial
e Conmutatividad: AEHB =Y (As+ Bsg) = Y(Bs+ Ag) = BHA.
o Asociatwidad: (ABHB)HC = Y|[(Aq + Ba) + C4] = Y[Ad + (Ba+ Cy)] =
AEHEBHCOC).
e Elemento Neutro: Oy € CP*(VxN), cuyo conjunto generador es {On}, donde
On € CN*N es la matriz nula. Entonces AFOy = Y(As+0n) =Y As = A.
De forma similar, Ox FH A = A.
e Elemento Inverso: Para A € CP*N*N) el elemento inverso es = —A €
CP*(VXN) - cuyo conjunto generador es {—Ag}.
Entonces AH —A = Y(As + —4y) = YOy = Oy. De forma similar,
~AHAy = 0Oy.
e Pseudo-asociativa con el producto escalar: a(fA) =Y a(BAq) = Y (aB)As =

(aB)A.
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o Unimodular: 1A =Y 1A, =Y A4 = A.

e Distributividad: o(AEHB) =Y a(As + Bg) = Y(aAq + aBy) = cAHaB.

2. (CP*VxN) B ) cumple
e Distributividad de - conH: A(BHC) =Y Aa(Bi+Cy) = Y AaBa+ AsCy =
ABHAC. De forma similar se prueba (BEH C)A = BAFH CA.
e Bilinealidad: A(aB) =Y A4(aBy) = Y alqBy = aAB. De forma similar
se prueba (¢ A)B = cAB.
o Asociatwvidad: (AB)C = Y (A4B4)Cq =Y Aa(BaCq) = A(BC).
[
Definicién 24 (Matriz de Arreglos Transpuesta). La matriz de arreglos transpuesta

de A € CP*M>XN) s define como AT € CP*NV>*M) tal que (AT)nn = apm. Ademds

AT =AY

dGZD

Definicién 25 (Matriz de Arreglos Conjugada). La matriz de arreglos con-

jugada de A € CP*M*N) se define como A € CP*WV>*M) 4q] que (A),.n

= Apm-

Ademds

Definicién 26 (Matriz de Arreglos Diagonal). Sea x € CP*N. La matriz de
arreglos diagonal con respecto a X, es una matriz de arreglos B € CP*N>*N) a4l que
x[i] si 1=

bZ,] -
OD st 1#0
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Definicién 27 (Matriz de arreglos identidad). La matriz de arreglos identidad
de orden N es definido como Iy € CP*N*N) ¢4l que
1y si i—j
(In)iy =
OD St Z?éj

Ademas

Iv="Y Iy

dEZD

Definicién 28 (Matriz de Arreglos Inversa). Sea A € CP*N. La matriz de
arreglos A=t € CP*N*N ¢s la matriz de arreglos inversa de A y AA™! = A71A =
Iy.

Ejemplo. Sea A € C**? tal que

El conjunto generador de A es {Ag, A1}, tal que

1 31 2 4 2
Ao=11 0 0 Ai=12 4 1
31 1 111

Las matrices inversa de Ag y A1 se definen como

~1/2 —4 3/2 ~1/2 —4 3/2
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Ahora, considere la matriz B € C**3, tal que

0,1/2)"  (L,0)" (0,2)"
B=VY A4;'=| (12127 1,07 (-1/2,-1)7
deZsa (_1/2’ 1)T (_47 l)T (3/27 _4)T

Las matrices A y B cumplen que
AB=BA =13

Por lo tanto, B = A™!,
El ejemplo anterior motiva el desarrollo del siguiente teorema.
Teorema 15. Sean A e CP*(VxN) {Ad}icz, = CV*N el conjunto de matrices
generadas a partir de A. La matriz de arreglos A posse inversa si y solo si Ay posse
inversa, para todo d € Zp. Ademds, A=' es tnica vy
AT =Y (A0 (4.7)
deZp

Prueba. Sea B = A7!.

A posee inversa < AB =1y
< VY AiBi=Y Iy
< AgBy = Iy
< By =A!

< Ay posee inversa, para todo d € Zy

Lo anterior también prueba la ecuacion . Ademds, como cada matriz de

arreglos tiene un unico conjunto de matrices generadoras, A~! es nica.
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4.1.1 Productos Kronecker, Hadamard & Suma Directa
Sea v e CPy A, B e CP*MxN) G ¢ CP*(Px®@) con sus respectivos conjuntos
generadores {Ag}tiez,, {Batdaezp ¥ {Ca}aezp -
e El producto Hadamard de A, B es definida como la matriz de arreglos A[[]B €
CP*IN>N) tal que (ATIB)mn = amn © by Ademds,
AEB="Y 4,08,
deZp
e El producto wvector & matriz de arreglos v ¢ A se define como la matriz de

MxN

arreglos CP*( ) tal que (v o A)pn = VO a,,. Ademds

VA = \/ v[d]Aq

deZp
e El producto Kronecker AX]C se define como la matriz de arreglos CP*(MPxNQ)
tal que
apoC - agn-10C
AXC =
ap—1,0< c .- apy—1,N—1< C
Ademas

AXB = Y Ay ® By

dEZD

El Teorema muestra algunas de las propiedades de los productos de Kro-
necker para matrices de arreglos. Dicha proposicién es una extensién del Teorema
para el espacio de matrices de arreglos.

Teorema 16. Sea A € (CD*(MXN)) B e (CD*(RXS)’ Ce CD*(NXP) y De (CD*(SXT)'

Entonces

e  AB)IC=AKBRXC). e AXB = (AXI;)(IyXB).
e (AXB)(CKD)=ACKBD. o I;XIg = Ips.
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Prueba. Se realizard la prueba de (AXIB)XIC = A X (BX C). Los otros tres
casos se demuestran de forma similar, utilizando los conjuntos generadores.

Sean { Ay}, {Ba} y {C4a} los conjuntos generadores de A, B y C respectivamente.
Como AXIB =Y A;® By, entonces, {Aq® Bqa} es el conjunto generador de AX]B.

Por lo tanto

(AXB)XIC =Y (Ai® By ®Cqy
=Y A ® (Ba®Cy)

_ AR (BXC)
ya que {By ® Cy} es el conjunto generador de B[x C.

[ |
Definicién 29 (Matriz de Arreglos de Permutacién de orden N y paso
R). Sea N = RS. La matriz de arreglos de permutacion de orden N y paso R,
LY e CP*WNxN) " es definida por la regla LY (axIb) = bX a, donde a € CP*F y
b e CP*5. Ademds

Ly =Y LY

dEZD

El Teorema [17] muestra la extension del teorema de conmutacién de productos

de Kronecker para el espacio de matrices de arreglos.

Teorema 17. Sea N = RS, A e CP*(ExE) o B e CP*(5%9) - Entonces
AXB =L} (BxA)LY

Prueba. Sea x € CP*V tal que x = ax] b, donde a € CP* y b e CP*S. Entonces
1. (AXB)x=(AXB)(axlb) =AaxIBb Por el Teorema .
2. LYBRA)LYrz =LY¥BXA)LY(axb)
=LYBXA)bKXa) Por definicion de LY

= LY (Bbx Aa) Por el Teorema .
= Aax] Bb Por definicion de Lg
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Definicién 30 (Suma Directa de Matrices de Arreglos). La suma directa de
dos matrices de arreglos A € CP*M*N) o B e CP*(P*Q) se define como la matrices
A @B e CPH((M+P)x(N+Q)) tq] que

A
ABB=

B

En general, para un conjunto de matrices de arreglos {A,},ez,, tal que A, €

CP*(MpxNp) g6 define como
Y | N S
Ap=ABAEB..BAp
dEZD
Ademas,

Ap=Y @A)

deZp deZp PELp

donde {(A,)4} representa el conjunto generador de A,,.

Teorema 18. Sean A,B e CP*WVxN)  Entonces
1p@AB = (1p@A)(1p@B).

Prueba. Sean {A;} y {Ba} los conjuntos generadores de A y B.
1p@AB =Y (1® AsBy)

= Y1 @A) (1D Ba)
= (1p@A)(1pEB)

4.2 Transformada Discreta de Fourier de valores vectoriales
4.2.1 Marcos y Vectores Complejos Armoénicos

Definicién 31 (Marco). Un conjunto F = {fu}nezy, = CP es un marco para CP

si F' genera al espacio CP.
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Ademsés, si F' es un marco para CP, entonces existen constantes a,b > 0,
denominadas constantes del marco, tal que para todo x € CP, satisface

alzl* < ) K, fu)l® < afz).
neZy

Un marco F' se llama marco ajustado si se pueden seleccionar a = b. Si, en
adicién, cada f; tiene norma igual a 1, se dice que F' es un marco ajustado de norma
1y se denomina FUNTF (del inglés finite unit-norm tight frame).

Un ejemplo de FUNTF es el conjunto llamado marcos de la transformada dis-
creta de Fourier, o simplemente, marcos DFT. Sea N > D y considere la matriz
B e CNV*P creada usando cualquiera D columnas de la conjugada de la matriz DFT
Fy. El conjunto formado por las filas de la matriz B, multiplicadas por 1/@,
forma un FUNTF para CP.

Los marcos DFT también son conocidos como marcos complejos armdnicos [16].
A partir del concepto de marco DFT, se elabora el concepto de wvectores complejos
armonicos, que es un caso general de los marcos DFT.

Definicién 32 (Vectores Complejos Armoénicos). Sea N, D € N. El conjunto

de vectores complejos armdnicos E = {I/vD - ey} con E < CP, es el conjunto

neZN’

de vectores tal que

n noy now, nap\T
GN—((,UN y Wy Ty ey Wiy )

con a € NU{0} y ay # «a; if k # j. El vector ey, = en se denomina generador de
los vectores complejos armonicos.

Si N > Dy maz{ar} < N, entonces el conjunto £ es un marco DFT. La
siguiente proposicién muestra algunas de las propiedades del generador del conjunto

de vectores complejos armonicos.
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Proposicién 4. Sea E un conjunto de de vectores complejos arménicos para CP,

con generador ey. Entonces

o ey =€ Oey. e ParakeZ yreZy, eNtT = e
o e =ey =1p. e 50 N = LM, entonces ek™ = e
N N ) N M

+n

Prueba. Se realizard la prueba de efj™ = e © €. Los demds casos siguen siguen
NWEeN

una estructura similar de demostracion.

m+n m-‘rn)al m+n)oc2 (m+n)ap, T
y ey Wi
ma;  noy ma2 noy mop,  nog, T
= (wy Wy, Wy Wy, e wy Pwy D)
. may ma2 map, T nay na,, nap, T
—( , ceey Wh ) @(wN s WN Ty e, Wy )

— RO
[ |
Nota 2. En este trabajo se seleccionard los exponentes de los vectores armonicos
complejos de la forma oy, =k, para k =1,2,...,D.
4.2.2 Definicién
J. J Benedetto y J. J. Donatelli [16] formularén una definicién de la DFT para
vectores en CP*V que incluye el concepto de marcos DFT, llamado transformada
discreta de Fourier de valores vectoriales (VV DFT, del inglés vector-valued DFT).
Para esto, solo consideran los casos cuando N > D. En este trabajo se propone
una modificacion a esta definicion, introduciendo el concepto de vectores armdnicos

complejos en lugar de los marcos DFT. Por lo tanto, la VV DFT estara definida
para todo N, D € Z.
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Definicién 33 (Transformada de Fourier de Valores Vectoriales). Sean x €
CP*N y sea E un conjunto de vectores complejos armonicos para CP.
e La transformada de Fourier de valores vectoriales VV DF'T, por sus siglas en

inglés de x se define como el mapeo Fy : Zn — CP tal que

Fx|k] = x[n] © ey™ (4.8)

TLGZN

Sl-

e La matriz de arreglos VV DFT es definida como Fy € CP*NV>*N) - tal que
(FN)man =VD-exy™. La notacion matricial de la VV DFT de x es represen-

tada como

yx = FNX.

Ademas

1
Y (527)
Teorema 19. Sea Fy € CP*WV*N) ¢ g matriz VV DFT.
e Sea N un numero compuesto, y r el menor niumero primo de la factorizacion
de N. Para D < r, ¥y posee inversa. Para D > r, F no posee inversa.
e Si N es primo, entonces Fy tiene inversa.
e De emistir, la tnversa de Fy es Fj\,l = %ﬁ
Prueba. Por definicion, G = {}/VDG4}, tal que
Gy = @ Fy, deZp
neZg
es el conjunto generador de F .
e Sea N =rs, donde r es el menor numero primo de la factorizacion de N. Por
el Teorema [5|, existe m < N tal que G, es no invertible. De la demostracion

de dicho teorema, m = r cumple la condicion. Ahora, hay que probar que el

menor m que cumple esa condicion es r. Por contradiccion, suponga que existe
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s < r, tal que Gy no posse inversa. Ahora, (Gs);; = w%s, para i,) € Zn.

Considere la matriz Hy € CN*Y tal que (h);; = %w;ﬁjs. Entonces

1 zns —njs l
(GsHs)i,j:N Wy NJ = Z Wy e

’nEZN ’nEZN

Cuando i = j, entonces (GsH,);; = 1. Para i # j, se cumple

i—j=—(N-1),..,—1,1,..N — 1.

5 g e

Ademdas, como s < r, entonces (i — j)s # 0 mod N. Por lo tanto, para i # j,
(GsHy)i; = 0. Es decir, GsHs = Iy, entonces Gy = H;*, lo que contradice el
hecho de que G no es invertible. Lo supuesto es falso, por lo tanto, no existe
s < r tal que G5 no sea invertible.

Ahora, la matriz inversa de ¥ estd dada por

Py =Y (%)

Por el Teorema Fy tiene inversa si cada Gy tiene inversa. Como cada
elemento de {\/VDGa} 4y tiene inversa solamente si D < r, entonces Fy tiene
mwversa cuando D < r. Como G, no tiene inversa, entonces para D = r, existe
algin elemento de {Gg}aez, que no tiene inversa, entonces F no tiene inversa
cuando D > R.

e Sea N un nimero primo. Por Lema cada elemento de {}VDGy}icz, e€s
invertible para D < N. Ya que {{/VDGa} sy es el conjunto generador de Fy,
entonces, por el Teorema Fy tiene inversa.

1, il

e De la primera parte, la inversa de Gy es G , tal que (G;l)m = YWy

Ademds, {N/NDG;' ez, es el conjunto generador de Fy. Entonces

Ry = 7V (50 ) <Y
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Del teorema anterior, se deduce que si N es par, entonces, solo para D = 1, Fy
posee inversa, el cual representa el caso trivial. Ademas, de la parte tres de teorema
anterior, se deduce el siguiente corolario.

Corolario 4. Sea x € CP*N y r el menor nimero primo de la factorizacion de N.

St D < r ¢ N es un numero primo, entonces la funcion inversa de la VV DFT

existe y se define como el mapeo F ' : Zy — CP tal que

Fn] = z[n] = % > Flk] O et (4.9)
keZn

Cuando D = r, no existe inversa de la VV DFT.

4.2.3 Propiedades

La siguientes proposiciones prueban algunas propiedades de la VV DFT.
Proposicién 5. Sea x € CP*N. Entonces | Zx[k]|, = | F«[{(—k)n]lp, para p = o,
peZt, donde k € Zy.

Prueba. Como x € CP*N | entonces x[n] € CP tal que x[n] = (xo[n], ..., xp_1[n])7,
con x4|n] € C.

e Sea p = 0. Entonces

|7kl = |75 X x[n]Oer™
TLEZN
o0
—nk(d+1
] oh 3wl
= nGZN
- m{ ¥ xd[n]wﬁﬁ”"'f}
b TLEZN
=7 ZZ x[n]©eRr| = |Ful{—k)n]lo
NneLN
e Sea p e Z. Entonces ”
p p
—nk(d+1 nk(d+1
JRLETIE = S0 1 zalnlwy™ @0 = 3 1Y zalnlop @) = X [(—k)x][}
dEZD nEZN dEZD nEZN
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Proposicién 6. Sea r el menor nimero primo de la factorizacion de N y gy € CN

nk
INk = Z En -

neZn

e Sik<r 6N esun nimero primo, entonces gy = NO[k], donde

1p si k=0 mod N
olk] =
Op st k+#0 mod N

o Sik>r, entonces gy = Nv, donde

1p si k(m+1)=0 mod N
v[m] =
Op si k(m+1)+#0 mod N

Prueba. Analizando cada una de las entradas del vector G, se obtiene

¥ o
w%k nGZN
2nk
w2k W
Z ek — Z = | nezy
neZyn neZn . .
Dnk
w Dnk
v 2, N
nEZN
+1)nk :
Entonces, gniplm] = 2, w]((," "k Para m € Zyy, si k(m + 1) = 0 mod N,
nEZN
k(m+1 , k(m+1 ,
entonces Y, wy (M) 0, de caso contrario, 3wy (M) N. Si N es un
neZy neLn

numero compuesto, donde r el menor primo de la factorizacion de N, entonces
k(m+1) # 0 para k < r. La condicion también se cumple cuando N es un nimero
primo. En cambio, para k = r, existe m + 1 tal que k(m + 1) = 0 mod N. Por
ejemplo, como N es compuesto con factor r, entonces N = rs, entonces se selecciona

m=s—1.
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Proposicién 7. Sean x,y € CP*N | donde N es un nimero primo, o un nimero
compuesto N tal que D < r, donde r es el menor nimero primo de la factorizacion

de N. Entonces
> xm oyl = ¢ 3 Al FH

neEZN kEZN

Prueba. Por Corolario [,

=I5

x[n] = % > Flk] @ ey™, vin] =

keZn l

Y Aoy (4.10)

Seleccionando el producto Hadamard de x[n] y y[n], sumando con respecto a n

y utilizando la Proposicion [6] se obtiene

N x[nloy] = ] <$ > %k]@eﬁ’“) ® (% > %@e%)

neZyn neZyn k‘GZN ZGZN
D n(l—k
= 2 L AMoATe ), Oep=P
keZy l€eZn neELN

- %2 FlK 0 F [

|
Nota 3. La idea de utilizar los vectores complejos armonicos en lugar de los marcos
DFT en la definicion de VV DFT, como originalmente lo realizo J. J. Benedetto y J.
J. Donatelli, es para desarrollar algoritmos que puedan realizar su computo de una
manera rapida, es decir, desarrollar una transformada rdpida de Fourier de valores
vectoriales (VV FFT). Para eso, el cdlculo de la VV DFT de orden N, se puede
dividir en varias VV DFT de un menor orden M, y en algunos casos sucederd que

M < D, lo cudl chocaria con la definicion de marcos DFT. Los diversos algoritmos

de VV FFT se desarrollan en la Seccién [4.2.5].
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4.2.4 Transforma 2D de Fourier de valores vectoriales

Definicién 34 (Transformada de Fouier de Valores Vectoriales de dos
Dimensiones). Sea X € CP*INXN) v sea E un conjunto de vectores complejos
armonicos para CP. La transformada de Fouier de valores vectoriales de dos di-
mensiones VV DFT 2d de X se define como el mapeo ?)2( Iy X Zn — CP tal

que

T m,n Z 3 X[, B] @ By (4.11)

aEZN 5EZN

De igual manera que en CV*¥ 1la VV DFT 2d de X puede ser vista como una

matriz de arreglos. Sea F2? e CP*(N*N) ]a matriz de arreglos que representa a .Zx,

tal que (F24), ; = Z3i, j]. Ademds
= Zvn{(Fn @ Fn) 7V {X}} (4.12)

donde:

o ¥ . CP*MxNy _, CP*MN o un operador que actua sobre las matrices de

CP*(MxN) v da como resultado un vector de arreglos formado por la

arreglos
“acumulacién” de las columnas. El andlogo de este operador en CM*N es V.
Cuando D = 1, entonces ¥ = V.

CD*=MN _, CD*(MXN)

® ZMN : , es el operador que organiza un vector de arreglos

en CP*MN 3 yuna matriz de de arreglos en CP*(M*N) El andlogo de este operador
en CM*N s Ry n. Cuando D = 1, entonces Zyn = Run-
4.2.5 Transformada Rapida de Fourier de Valores Vectoriales
En esta seccién, se desea extender los resultados sobre los diferentes tipos de
factorizacién de la matriz DFT, Fyy € CV*N | desarrollados en la Seccién [2.3.1] a la
matriz de arreglos Fy € CP*(V>*N) 1o que se conocerfa como la tranformada répida

de Fourier de valores vectoriales (VV FFT). Las demostraciones de los Teoremas

20] [21] y [22] tienen una estructura similar a las elaborados en [14] y [20] para la
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matriz Fy. Por ser la matriz de arreglos VV DFT F un concepto nuevo y definido
en este trabajo, se incluira la demostracion de cada teorema.

Teorema 20. Si N = RS. Entonces
Fy = VD(FsRIz)THN(Is R Fp)LY (4.13)

donde TX € CP*WN*N) 4] que

Ty = @ (D)

’VLEZS

donde DY € CP*(FXR) ¢s yna matriz de arreglos diagonal por bloques tal que

DY = diag(e%, ey, -, ejv(Rfl))

Prueba. Sea x € CP*N| tal que x = a¥ b, donde a € CP*E y b e CP*5. Para

nely, r€Zrysels, se cumple que x[n| = x[Sr + s] = a[r] © b[s]. Entonces

1. Fyx = vD(FsXIp)TH(Ls X Fr)L{ (aXb)
= VD(Fs®1p)TN(Is X Fz)(bXa)
= VD(Fs & 1I)TY (bX Fra)

;_v___/
w
El vector w es de la forma

w[n] = w[Rs +r] = b[s]© > a[m]©ey™

mGZR

sl-

2. Fyx =+DFsxIz) Thw
——

y
El vector y es de la forma

b[s]|® ey © Z ali] ©ep™

mEZR

yln] =y[Rs + 1] =

5

3. Fyx =D (Fsx1IRp)y
~——

z
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El vector z es de la forma
z[n] = z[Rs + 1] = ! < ! Z blc] ®es* © erc) © Z alm] ©ep™"
= =—7 = | 7= s N R
\/E \/5 celg MEeZR

Re-escribiendo la ultima ecuacion, se obtiene

Z[ ] RS+T _ Z Z ;/v(scR-‘rmrS-‘rrc)

CEZS mEZR
Como N = RS, entonces scR+ mrS +rc = scR+ mrS + rc+ RSms mod N.

Ademds, scR + mrS +rc+ RSms = (Sm + ¢)(Rs + r), entonces

z[n] =z[Rs +1] = — Z Z c]®ey (Smtc)(RS+r)

CEZS mEZR

:—Z @eN

nGZN

Por lo tanto

Fxlb] = VD5 ) x[n] @ ey

nEZN

Z @ e&nk

nezZyn

ﬁ\

[
Del Teorema [17] Fs X Iz = LY (Izx X Fs)LY. Entonces la ecuacién (4.13) se

puede reescribir
Fy = VDLY (IR Fs)LNTYN(Ig R Fz)LY (4.14)

Sea 2]} el operador que representa a matriz de permutaciéon L};. En Algo-

ritmo se muestra la implementacion de la ecuacion (4.14).
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Algoritmo 12 VV FFT para N = RS
CD*N

Entrada: x e
Salida: y e CP*V

L vy« LV {x}

2: paras=0:5—1 hacer
33 vi<—vo[sR:(s+1)R—1]
40 vy[sR:(s+ 1)R—1] « F,
5. fin para

6: para s =0:5 — 1 hacer
7

8

9

—_

parar =0: R — 1 hacer
vi[sR+ 1] = va[sR+r] @ ey
:  fin para
10: fin para
11: vy «— fé\[{v;g}
12: parar =0: R— 1 hacer
13: vy <— wy[rS:(r+1)S —1]
14:  vg[rS:(r+1)S—1] « Z.
15: fin para
16: vy «— L& {ve}
170y «— \/EV7

Teorema 21. Sea N = 2P. Entonces

Fy = (VD) [H Aan] Qn (4.15)

nelyp

donde A,,,B,,, Qn € CP*NxN) 441 que

o Ay =L M Fy X Ipp-n e Qn = H (Igp—n_z L§n+2>

nGZP,1

2p—n
g Bn = IQ” T2p—n—1

Prueba. La demostracion se hard por induccion.
e p=3.
Como N =8 =4-2, por el Teorema se obtiene:

Fs = VD(F, W L)TS (1, M Fy)LS (4.16)
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Siguiendo la misma idea, como 4 = 2 -2, por el mismo teorema se obtiene
F, = VD(F, K1) Ti(I, K F,)L} (4.17)

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion[{.16] y aplicando los resultados obtenidos

en el Teorema [16] se obtiene
Fs =+vVD(F,X1)T;I, X [vVD(Fy X 1) Ti(I, X Fy) L)L

= D(F; RL)T(LRKF &) (I, X T (I X Fy) (I, X L)L
S1
e Ag =Fy X1, e By =T} e Qs = (I, ¥ Ly)L5
e A =LxXF,XI, e B, =I,XT;
e Ay =1,XF, e By =1y = I, XT3

se cumple la ecuacion para N = 23.
e Se asume que la ecuacion se cumple para N = 2F.

o N = 2k+1

Como N = 2% .2 por el Teorema |20 se obtiene:
Fy = VD(Fy K Lk )T (T & For ) LY (4.18)

Por hipdtesis de induccion,

Fo. = (vVD)F! [H Aan] Qo (4.19)

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion[f.18, y aplicando los resultados obtenidos

en el Teorema [16] se obtiene

Fy = VD(F; R Ip) T (LR [(VD) " [[1,ez, AnBn] Qo)) LY
= (VD)*(Fy ) 1pe) T ([T Tz, (T2 KAL) (o KBy | (T K Qox ) ) LY
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Si
o Cy=FyX I e Dy = Té\zfc e Ry = (LX Qqu))LY
.Cn:I2An .Dn:IQBn

se cumple

Fy = (@)k[ 11 ann] Ry (4.20)

TLGZk+1

donde C,,D,,, Ry € CP*WN>N) ¢4l que

e C, =Ly HF, @l e Ry = ] (L BIZ™)
. nez
e D, =1Inm T%Zw“ -

[ |
Teorema 22. Sea N un numero primo y sea a € Uy un generador del conjunto Uy .

La matriz VV DFT puede factorizarse de la siguiente manera
Fy=L,'(1p@F)(1,@B)(1p @F)AL, (4.21)

donde
e L, es una matriz de arreglos de permutacion de orden exponencial, tal que
L. =Y La
dEZD

donde L, € CN*N es una matriz de permutacién de orden exponencial con
generador a.
e Fe CN N1 gl que F =Y Fy_1.

e B e CPHIN=UX(N=1) o5 yna matriz de arreglos diagonal tal que
B=F'CF

donde ¢ € CP*((N=1I)x(N=1)) ¢s ¢l naicleo de Winograd.
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e A e CN*N tal que

Ao 1p Ips(n-1)

—Ipsn-1)  Ina
donde 1p.n-1) € CP*N tal que 1p.n-1)[n] = 1p
Prueba. Sea 7, = {0,1,a',d?,...,a""2} el conjunto de orden exponencial, generado
a partir de a € Uy. 7w, es una permutacion de Zy, cuando N es primo. w, también
se define como

0 sin=0
Ta(n) =
a" ' sine Uy
y satisface que (1), (j) = m,(i + 7 — 1). La matriz de arreglo VV DFT satisface

Fy =L, 'F, L,, donde (F.,);; = 6&”“(0“@, para i,j € Zy. Entonces

1p stt=0075=0

(Fﬂ“>ij - itj—2
en sii,7€ Uy
Por lo tanto,
1p 1p - 1p
1p
F. =
Cy
1p

donde Cy € CP*WN=Dx(N=1)) 4] que (Cn)ij = e;,aiﬂ. Considerando la matriz de

arreglos A, se cumple

F, = A=(1p@C,)A
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Ademds, Cy = FBF, donde B es una matriz diagonal. Entonces

F.. (1D CP)A
= (1D FN—IBFN—l)A
(IpBFy.)(1p@B)(1p@EFy1)A

Por lo tanto Fx = L;l(lp FN—I)(]-D B)(]_D FN_l)ALa
[ |
Sea .Z, el operador que representa a matriz de permutacion L,. En Algoritmo

[13] se muestra la implementacién de la ecuacién (4.21).

Algoritmo 13 VV FFET para N primo
(CD*N

Entrada: x e
Salida: y e CP*N
1 vo — L, {x}

y a € Uy (generador)

2: paran =0: N — 2 hacer
3: vi[n] « vo[n + 1] — vo[0]
4: fin para
9 Vo «— 9\‘,1
6: paran =0: N — 2 hacer
7. v3[n] = va[n] ©® b[n] (elementos matriz diagonal B).
8: fin para
9: vu[0] = >} vo[n]
NEZLN

10: v4[l: N — 1] « F,
11: y « L7 v}

4.3 Funcién Discreta de Ambigiiedad de Valores Vectoriales
J. J. Benedetto y J. J. Donatelli también desarrollan el concepto de una funcion
discreta discreta de ambigiiedad de valores vectoriales (VV DAF, del inglés vector-
valued DAF) [16], a partir de la DAF T-1. De forma similar a la VV DFT, se define
la VV DAF utilizando los vectores complejos armoénicos, a partir de los 4 tipos de
DAF.
Definicién 35 (Representaciones de la Funcién de Ambigiiedad de Valores

Vectoriales). Sea x,y € CP*N y E un conjunto de vectores complejos armdnicos.
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La VV DAF de x,y tiene j tipos de representaciones, y se definen como los mapeos
Al Ly x Ly — CP, paral=0,1,2,3, tal que A
e VV DAF Tipo 0 (VV DAF T-0)

A0 [, K] = \/% S x[n] O F[(n — myn] © ex™. (4.92)

TLEZN

e VV DAF Tipo 1 (VV DAF T-1)[]

,52%1 Z [(n +m)n] ©y[n] ©ex™. (4.23)

'I’LEZN

e VV DAF Tipo 2 (VV DAF T-2)

A2 [m, k] = k@ D x[(n+m)n] ©y[n] © e (4.24)
’VLEZN
donde
el N impar, 2¢ = 1 mod N
Ak = e]mvk/ 2 N par, {mk)y <

7
e%nk_N)/Q N par, {mk)y = %

e VV DAF Tipo 3 (VV DAF T-3)

A2 [ Z n] @ y[{n + md)n] ® ey~ (4.25)

TLEZN

Los diferentes de tipos de VV DAF presentan una equivalencia en normas:

|y lm, Ky = |oey [m, k]l = |2y [m, Kl = [y [=m, K]l
parapeZy p = 0.

El Lema |4| y Lema [5| exponen dos propiedades de la VV DAF.
Lema 4. Sean x,y € CP*N_ donde N es un niimero primo, o un niimero compuesto

N tal que D < r, donde r es el menor numero primo de la factorizacion de N

! Definida por J. J. Benedetto y J. J. Donatelli en [16], para el caso x=y



Entonces

D —m
A0 K] = Tex™ © /2 [k, (—m)n]
AL fm k] = Dok ks Tk (—mda]
xy M K] = 7 en T, Ty LI )N
D
A2y K] = D™ © /2, s, ko, m]

D m
’Q{iy[ﬂ% k] = NeNk O d}x,ﬂy [k7 m]
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(4.26)
(4.27)
(4.28)

(4.29)

Prueba. Se realizard la prueba para VV DAF T-0. Los otros casos son similares.

La VV DFT de x es Fy. Ahora, sea y*[n] = y[{n —m)n] ® e5F. Entonces
Y] ©ey™
yltn —mn] © ey

y[n] o ej—v(ner)(p—k)

\
3

(p—k) Z y[n] @e]*vn(p*k)

TLEZN

= —c¢
VD

—m

=ey" "M O Z [l — k)n]

—

De lo anterior y utilizando la Proposicién [7] se obtiene

1

le)gy[m, k] = 5

=75 Z x[n] © y*[n]
_ \/% (% D ﬂx[p]ca%*[po

PELN

b T WES AR k>N]®eﬁp)
D

PELN

= Neﬁmk O A3, 7, [k, (=m)n]

Del lema anterior, se deduce que mf,f’y es proporcional a A{lyx“o/*y cuandom, k = 0,

donde [ = 0,1,2,3. Es decir

D
‘Q{iy [07 0] = N’Qfé‘x,?y [07 0]

(4.30)



Lema 5. Sean x € CP*N_ Entonces
AI[(—myn,{—k)n] = e§* © ) [m, k]
ALL=m)n, (~k)n] = ex™ © ! [m, k]

R(=myw, (~k)n] = ey" © Z[m, k]

y)(2[<_Tn>N7 <_k>N] = ej_mG © %j[m’ k]
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(4.31)

(4.32)
(4.33)

(4.34)

Prueba. Se realizard la prueba para VV DAF T-0. Los otros casos son similares.

AI(—myn,{—k)n] = > x[n] OX[(n + myx] © i

TLGZN

sl-5l-

nezn

1
_\/_5

nEZN

=—eN ® > %[(n—myx] ©x[n] © ey

nGZN

= eF © ) [m, k]

4.3.1 Marco Computacional

La VVF DAF puede representarse como una matriz de arreglos.

Z X[n] @ x[{n +m)n] ® e;,"k
> X[ —myn] O x[n] © ey

m)k

Definicién 36 (Matriz DAF). Seal = 0,1,2,3. La matriz VV DAF T-l se define

como Al , € CP*MNV>N) ta] que (AL ),

k= Ay [m, k], para m,k € Zy.

Realizando una extensién de la Seccién [2.2.2] para {A, },cz, un conjunto de

N matrices de arreglos A,, € CP*(MnxP) o] operador |_| sobre el conjunto de matrices

de arreglos {A,,} se define como

] A -

NeELN

AN—l

El siguiente teorema es una extension del Teorema [9] para el caso de VV DAF.
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Teorema 23. Sea x,y € CP*N y AS e CP*V*N) jg matriz VV DAF T-0. Entones
AL, = (LY [Ty @ Fy][(Lpwy E%) B Y},

donde Y € CV* tal que

Y= || Zivh

MEZLN

donde ., {y}[n] = Y[{n — m)n]| para n € Zy.
Prueba. Sea al , = LY [Iy X F y][(1p:nKX) Y] Desarrollando a3, se obtiene

al, =LY | | H,, HyeCV

meZy
tal que H,,, = Fx(x® Z,{y}), donde #,, es el operador de traslacion en CP*N tal
que Sy n] = ¥[{(n — myn]. Aplicando a ambos lados de la ecuacion el operador
XN N, se obtiene

%N,N{ag’y} :%N,N {L%Q |_| Hm} = (gN,N{ |_| Hm}>

mEeZN MELN

Sea H = C@NW{ |_| Hm}, con H e CPVN) o H = (Hy, Hy,...,Hy_1).
mEZN
Para m,k € Zy se cumple

HY , = Hyp = Hy[k] = o4, [m, k]

x?y

|
En el Algoritmo , muestra la implementacion de la ecuacién . Los pasos

2-3 son independientes en cada iteracion, lo que permite su computo en paralelo.
El Teorema [23| muestra que la estructura de la matriz DAFT — 0 en CV*% ge
mantiene para la matriz de arreglos VV DAF T-0 en el espacio CP*(V*N)  a Tabla

[A—1] muestra la representacién matricial, utilizando productos de Kronecker, de los

cuatro tipos de VV DAF .
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Algoritmo 14 Matriz VV DAF T-0

Entrada: x,y €

CD*N

Salida: A e CP*(NxN)
1: paran =0:N — 1 hacer
2 v—xH71{7}
33 Alun] — %,
4: fin para
5. A — AT

Tabla 4-1: Representacion Kronecker de la matrices VV DAF

o}, = Ay nial,}

T—1 aﬁw X-Y P
T-0 LY [IyRF[(1pwEx)EY] || S5
MEZLN
T-1 L%Z IvXFy] [ XE1pwvXY)] |_| S m{x}
meZn
T-2 LYP[IvRFy|[XE1pwn )] |_| S mi{x} diag(Amx)
MEZLN m,KELN
T-3 LY [IvKF][1pn®X)EY] | | Siy}
meZN

4.4 Grupo de Heisenberg

L. Auslander y R. Tolimieri [34] desarrollé una relacién entre la funcién de

ambigiiedad y el grupo de Heisenberg. En esta seccion se elabora una extensién de

este trabajo, aplicado a las 4 representaciones de la VV DAF.

Para eso, primero se define lo que es un operador unitario en el espacio de las

matrices de arreglos

Definicién 37 (Operador Unitario en CP*Y). Un operador unitario en CP*N

es un mapeo lineal % de CP*N que satisface

UU =5

donde % es conocido como el operador adjunto y & es el operador identidad.

En el caso de los operadores unitarios, el operador adjunto también es conocido

como operador inverso, el cual es también un operador unitario.. La coleccién de
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todos los operadores unitarios %7 en CP*V forman un grupo bajo la composicién.
Este grupo se denota con el simbolo Ll.

Todo operador unitario tiene una representaciéon matricial. Sea Iy € CP*(VxN)
la representacion del operador identidad .#. Ejemplos de operadores unitarios en
CP*N son el operador de translacién, modulacién y rotacion.

Definicién 38 (Operadores de Traslacién, Modulacién y Rotacién en CP*V).

Sea x € CP*N m,keZy y e CP, con [A\[n]] = 1.

1. S, es el operador de traslacion, S : Zy — U tal que

S mixin] = x[(n —m)n].

CD*(NXN

La representacion matricial de ., es S,, € ) tal que

Sm="Y Sn
deZp

2. My, es el operador de modulacion, M : Zy — U tal que

Mi{x}[n] = ey ©x[n].

CD*(NXN

La representacion matricial de ), es My, € ) tal que

Mk _ Y (Mk>d+1
dEZD

3. 6\ es el operador de rotacion, tal que
E\{x}[n] = AOx[n].

La representacion matricial de € es Cy € CP* VXN tal que Cy = Ao Iy
Los operadores adjuntos de ./, ), y € son S_,,, AM_} y €1)» respectiva-
mente.

Lema 6. .%,, y #) son isomorfismos de Zy en U.
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Prueba. Los operadores unitarios %y,, My, S, M1 son homomorfismos de Zy
en U, por lo tanto, se cumple el Lemma.

Como se explico anteriormente, la coleccién de todos los operadores unitarios %
en CP*N forman un grupo bajo la composicién. Pero este grupo no es conmutativo.
Ejemplo. Sea x € CP*N | entonces:

o (M0 S n){x}n] = e © Fni{x}n] = eff O x[n —m].
o (S o t){x}[n] = M{x}[n —m] = i O x[n —m]
Por lo tanto, M), y S, no son conmutativos. La relacion que se tiene entre ambos

operadores es

e//koy —€N @(Ymo,///k)

Considere el conjunto H < 4, tal que
H={Del:D =% 0MoSu, e CP |\n]|=1,m,keZy} (4.35)

Un caso especial, es cuando A = ef\,_mk , lo que ayuda a introducir el grupo
discreto de Heisenberg. El grupo discreto de Heisenberg se define como el el conjunto
Hy tal que

Hy = {v = (v1,v9,v3) : v; € Zy} (4.36)

Hy es un grupo bajo la operacién v -w = (v; + wy, vy + we, V3 + W3 + vV1Ws)

[12, 49]. Sea v = (v, va,v3) en Hy. Ahora, considere H,, < H, tal que
Hy, ={Dv el : Dy = Cr, 0 Mo Srr, Ay =2 e CP mkeZyt  (4.37)

2, esta relacionado con el grupo de Heisenberg.

Teorema 24. &, es un homomorfismo de H en U. Ademds

o ker(2y) ={(0,0,0)}. o im(%y) =H,,.
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Prueba. Sea x € CP*N y v, w e H. Hay que demostrar que
Duwix}[n] = (Dv 0 Du){x}[n].

e Caso 1: Dy.w[n]. Se conoce que v-w = (v + wy,vg + wo, v3 + w3 + V3Ws).

Entonces
-@VW{X}[W’] = (Cg)\v<w © v1+wy © U2+w2){x}[n]

Fws— — — (v1+wi)n
= epTwsTIIwITRWITWINR @) o0 Ox[n — (vy + ws)]

e Caso 2: (D o Dy ){x}[n]. Entonces
(Dv 0 Zu){x}[n] = (), © My ©F,) 0 (Gr, © Moy, © Fy)) (X} 1]
= e "2 QeN" O (G, © My, © Fry) (XN — v2]
— TN e @ e @ W) @ x[n — vy — wo)

Twg— _ — vitwi)n
— 67\? W3 —V1 W] —V2W1 —W1Ww2 @eg\[l @X[TL— ('UQ +w2)]

Es claro que solo v = (0,0,0) cumple que 9, = & y por definicion de H,,
(ecuacion ([{.37)), im(Dy) = H, .

[ |

Sea x,y € CP*N u € H, donde u = (k,m,c). Re-escribiendo los diferentes

tipos de VV DAF de la Definicién |35], se obtiene

1

A0 [m, k] = i e ™ O ] x[n] © A {y}n]. (4.38)
A m k] = 715 50 Y x[n] © Aufylin] (4.39)
oA [ k] = \% ™o S x[n]© Zufylin] (4.40)

Por lo tanto, VV FDA T-0, VV FDA T-1y VV FDA T-3 estan relacionadas con
el grupo de Heisenberg. Para el caso VV FDA T-2, bajo la estructura que propone
Richman [12] de FDA T-2, no se puede relacionar con el grupo de Heisenberg de la

manera que se desarrolld anteriormente.
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4.5 Proceso de Decimacién
En esta seccion, se expone un método de decimancion para la VV DAF T-2,
basado en el trabajo realizado por Auslander y Tolimieri para la DAF T-2 [11], ya
que el método explicado por Auslander y Tolimieri mantiene la misma estructura

(CD*N2

para elementos en , cuando N es un numero primo.

De la ecuacién (4.25), VV DAF T-2 es definida como

e | Z n] O y[{n +min] © ex™

TLEZN
Definiendo el operador unitario ¥, € Y, tal que ¥, = 4}, o /_,,, entonces
VV DAF T-2 se puede definir como

o3 [m, k] = %5 S x[1] © v} n]

Ahora, considerando el espacio CP*V 2, donde N es un numero primo, existen
ciertas relaciones entre ¥, . {y} y y que pueden dar ventajas para el desarrollo del
método. Sea z € CP*N? el operador %, : Zy x Zy — CP*N* se define como

U, |, B] = Z zlo + ON] O el

(SGZN

Sea x,y € CP*N*. Aplicando el operador U a x y % 1{y} = y[n +m]© E% se

obtiene:
Uil Bl = ), X[+ 6N] O R, (4.41)
0EZN
Uy, oyl Bl = D Guifytla+ 6N O R? (4.42)
52€ZN

Ahora, se opera a %, 1,y Y %, de la siguiente manera
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N Z > U, B1O Uy, i, B

an N BGZ N

-5 SN {[Z [+ 5,N] O el

anN BEZN §1€ZN

©

[ Yy Gnrlyda+ BN Oy

(SQEZN
=N Z Z Z [ + N @m[aJrézN]@ Z 6531762)[3
OcEZN 01EZN O2€ZN =
—_—

N-1p si 51:52(*)

= 3 N x[a+ 6N O i{ylla + 6N

a€Z N O ELN

= Y x[n] ©Fnil{y}ln]

TLEZNQ

1
= \/_ﬁ%j’y [m, k]

Por lo tanto

iy Im, k] =

xy

Ul o, Bl © Uy, iy lev, ] (4.43)
N\/D Oz;]\[ 5§N !

La importancia de seleccionar N como numero primo es para que se cumpla

(+). Seleccionado m = N y k = 7N se obtiene
%gQN,TN{y}[a7 Bl = Z y[ON +a+ &N O 613;62]\[) © ejﬁ\;SZ

5262]\7
1p

6
= Z y[a+<e+52)N]®e%’r® 0o NT @ B2
=,

= Z yla + 0N O e @ e
52=0

—Ey "0 Y yla+ &N o

52€ZN

= e?\/‘riﬁg @ %y [Oé, ﬁ]

Entonces

Uy, il Bl = Uy, Bl O ey 7 (4.44)
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Por lo tanto, de las ecuaciones (4.43) y (4.44]), se obtiene

A3 [6N.TN] =+ Z N Uo, B © Uyl Bl @ ex T
N Beln (4.45)

= Fif[r. 0]
donde H € CP*WxN) " tal que Hla, 8] = %][a, ] © %,[a,3]. Por lo tanto, lo
anterior demuestra que el calculo de M,gy en el subconjunto I € Zy2 x Zy2, con
F ={(§N,7N): 0,7 € Zn}, se obtiene apartir de la VV DFT 2D de H
Ahora, considere el conjunto H € Zy2 x Zy2, tal que H = {(A + 0N, u+ 7N) :

0,7, \, 0 € Zy}. Ahora, se mostrard que el calculo de ﬁ@y en el conjunto H es
equivalente a realizar el calculo en el conjunto H. Sabiendo que

o 9, iy} n+0ON] =¥ Oy[n+0ON + A O

o y[n+ 6N +AOEY, = e O G,y tn + ON].

obtenemos:

AZ [N+ 0N, u+ TN]

Z x[n]Oyn+A+0ON]Oeh; ©eys™"

nel
— Z x[n] ® ejve“ O, {yHn+ON]|O e;,EN”
nEZNQ
N © Z n] © G, {y}n +ON] O eV
nely
=EY O M% o [ON, TN]
Entonces
AN+ 0N, u+7N] = el © 2, et iy 0N, TN] (4.46)

Por lo tanto, el computo de E;z%,?y en el espacio H, se obtiene de realizar el
céomputo de o7? et ly) O el espacio .
En resumen, sea x € CP*N* donde N es primo o N es un ndmero compuesto,

y r el menor nimero primo de la factorizacion de N y D < r. Entonces:
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e El computo de <7, en el conjunto F = {(§N,7N) : 6,7 € Zy} se obtiene a

partir de
A2 [ON,7N] = ZE (7, —0]

donde H € CP*™V*N) "tal que H[a, 8] = %[, B] © |, 5]
e El cémputo de <7, en el conjunto H = {(A + 0N, +7N) : 0,7, A\, € Zy} se

obtiene a partir de

A N+ON, i+ 7N = el © Sy () [ON,7N]



CAPITULO 5
APLICACIONES

En esta seccion se explicara dos aplicaciones de la DAF y VV DAF. La primera
es en el modelamiento de secuencias discretas de constante amplitud y cero au-
tocorrelacion, conocidas como secuencias CAZAC (del inglés, constant amplitude
zero-autocorrelation) y, una nueva aplicacion propuesta por el autor, que es en el
campo de la criptografia. Ademds, se desarrolla el concepto de matrices arreglos
circulantes, utilizando el dlgebra de matrices de arreglos.

5.1 Secuencias CAZAC

El drea de diseno de ondas (del inglés, waveform design) cuenta con una atencién
constante debido a los avances en el hardware, algoritmos y sistemas de codificacion
aplicado a radares, utilizando la funciéon de ambigiiedad. Estos avances han tenido
un impacto creativo y sinérgico en el diseno de ondas de radar, proporcionando
mejoras a la funcién de ambigiiedad y a las propiedades de deteccién de objetos [32].
Un ejemplo especifico de diseno de ondas son las secuencias de amplitud constante
y cero autocorrelacién, conocidas como secuencias CAZAC.

Definicién 39 (Secuencia CAZAC). Sea z € CN. Entonces x es una secuencia
CAZAC (del inglés, constant amplitude zero-autocorrelation) si

e Para todo n € Zy, |x[n]| =1, (CA-amplitud constante)

e Para todo m € Uy, (ZAC- Cero autocorrelacion)

ml = < 3 altn+ myxJrln] = 0

TLEZN
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Las secuencias CAZAC son importantes en el diseno de ondas por su transmision
eficiente y sus propiedades en la localizacién del tiempo. Cierta clase de secuencias
CAZAC son utilizadas en radares, criptografia y comunicaciones [10].

5.1.1 Ejemplos de Secuencias CAZAC en CV

A continuacién se definen algunos ejemplos de secuencias CAZAC. En [10] 15|
32] el lector puede encontrar mas detalles del tema.

Definicién 40 (Secuencia de Fase Cuadratica). Una secuencia de fase cuadrdtica
se define como u; € CV, tal que ui[n] = e™P/N donde P(n) es un polinomio
cuadrdtico. Algunos ejemplos son

e Secuencias Chu P(n) = an(n — 1), para n € Zy, donde N es impar y a € Uy.

e Secuencias P4 P(n) = an(n — N) y a € Uy.

Definicién 41 (Secuencia de Wiener). Sea M = N, si N impar, 6 M = 2N, si
N es par. Una secuencia de Wiener se define como usCN tal que ug[n] = e2mn*/M
donde k y M son primos relativos.

Definicién 42 (Secuencia de Bjorck). Sea N un nimero primo tal que N =
1 mod 4. Una secuencia de Bjorck se define como usCY tal que us[n] = 2m0()
donde

e O = arccos (Hi/ﬁ)'

o (1—3) es el simbolo de Legendre:

0 sim=0modN

—~

z[s

~—
Il

1  sim es un cuadrado mod N

—1 sim no es un cuadrado mod N

5.1.2 Secuencias CAZAC en CP*N
Las secuencias CAZAC mencionadas en la seccidén anterior son vectores en el
espacio C y son utilizadas para cualquiera de los cuatros tipos de DAF, explicado

a lo largo de este trabajo.
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En [15], J. J. Benedetto y J. J. Donatelli extienden el concepto de secuencias
CAZAC al espacio de vectores de arreglos CP*VN mediante el siguiente teorema.
Teorema 25. Sea u € CVN una secuencia CAZAC y D un niimero entero positivo

tal que D < N. Ahora considere u e CP*V | tal que:

u[n] = \% (u[n], u[(n + n], ..., u[(n + D — D"

Entonces u es una secuencia CAZAC en CP*N vy, ademds, un FUNTF con

N
-

constante de marco
5.1.3 Resultados Numéricos

Una grafica que represente a la DAF se obtienen a partir del médulo de cada
una de las entradas de la matriz DAF. Para elementos en C”*¥ se utiliza una norma
vectorial en lugar de médulo. En la Figura se presenta un ejemplo de como se

realiza la grafica de la DAF T-0 para secuencia Wiener de longitud N = 7 para .

7 0 0 0 0 0 0

-1.8+0.86i  4.5-2.161 -1.8+0.86i -1.8+0.86i -1.8+0.86i -1.8+0.86i -1.8+0.86i
1.55+1.941 -0.8+3.51i -0.66-2.92i 2.24+2.81i 2.24+1.08i 0.89 -1.8+0.38i

Asz 0.35-1.56i  0.69+0.86i 4.49 -0.62+0.781  -1-4.38i -1-0.48i  1.44-0.691
0.35+1.561 -1.6 -0.24+1.081 -4.04-1.94i -0.62+0.781 2.8+3.51i -1+0.48i
1.55-1.94i  0.55-0.69i -0.8-0.38i  0.55-2.43i 3.60 -0.66-2.92i -3.24+1.561
-1.80-0.861 -0.44-1.94i 1.24-1.56i 2 1.24+1.561 -0.44-1.94i 4.5-2.16i

Representacion grafica de | A, |

Figura 5-1: Representacion matricial y grafica de DAF T-0 de una secuencia Wiener,
donde N =7
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A continuacion se presentan algunas graficas de las secuencias CAZAC expli-

cadas anteriormente.

1. La Figura [5—2| muestra la DAF T-0 de una secuencia Chu, para N = 153 y a = 2.

0

60 40 20 0 20 40 GO0 50 50
k m

Figura 5-2: DAF T-0 de una secuencia de Chu para N =153 y o = 2

2. La Figura muestra la DAF T-0 de una secuencia de Wiener, para N = 64.

70
60
50

40 4

X

30

A%m,k]

204

10

-30 -20 -10 0 10 20 30 k -20 0

Figura 5-3: DAF T-0 de una secuencia de Wiener para N = 64
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3. La Figura muestra la DAF T-0 de una secuencia de Bjork, para N = 101.

120
100
80
60
40
20

A‘XJ[m,k]

50

50

0

0
= k 50 -
50 0 50 50 -50 m

m
Figura 5—4: DAF T-0 de una secuencia de Bjorck para N = 101

4. La Figura muestra la VV DAF T-0 de una secuencia de Wiener, para N = 93
y D = 45.

-40 -20 0 20 40

Figura 5-5: VV DAF ngl‘—O de una secuencia Wiener para N = 93 y D = 45, con
norma 2

5.2 Funcién Discreta de Ambigiiedad y Criptografia
5.2.1 Definicién
La palabra criptografia es un término genérico que describe todas las técnicas
que permiten cifrar mensajes o hacerlos ininteligibles sin recurrir a una accién es-
pecifica. En esencia la criptografia trata de enmascarar las representaciones caligraficas

de una lengua, de forma discreta.
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La criptografia se basa en la aritmética: En el caso de un texto, consiste en
transformar las letras que conforman el mensaje en una serie de nimeros y luego
realizar cdlculos con estos nimeros para:

e modificarlos y hacerlos incomprensibles. El resultado de esta modificacién (el
mensaje cifrado) se llama texto cifrado, en contraste con el mensaje inicial,
llamado texto simple.

e asegurarse de que el receptor pueda descifrarlos. El hecho de codificar un men-
saje para que sea secreto se llama cifrado. El método inverso, que consiste en
recuperar el mensaje original, se llama descifrado.

El cifrado normalmente se realiza mediante una clave de cifrado y el descifrado
requiere una clave de descifrado. Las claves generalmente se dividen en dos tipos

e Las claves simétricas: son las claves que se usan tanto para el cifrado como para
el descifrado. En este caso hablamos de cifrado simétrico o cifrado con clave
secreta.

e Las claves asimétricas: son las claves que se usan en el caso del cifrado asimétrico
(también llamado cifrado con clave publica). En este caso, se usa una clave para
el cifrado y otra para el descifrado.

Utilizando la matriz DAF, se puede implementar dos métodos criptograficos de
un mensaje numérico, que utilice claves asimétricas, utilizando ya sea una fila o una
columna de la matriz DAF. Sin perdida de generalidad, se utiizara la matriz DAF
T-0 como referencia.

5.2.2 Meétodo para encriptar

Para el proceso de encriptado, se necesitara el siguiente resultado.
Proposicién 8. Sea x € CV tal que x[n] > 0 y x[n] # z[m], para todo n,m € Zy.
Entonces F,[k] # 0, para todo k € CN.

Sea ZY el conjunto que representa todos los vectores de orden N, tal que los

valores en cada entrada es un nimero entero positivo. Si z € Zf , entonces z € CV,
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n

tal que z[n] = z[n]e™, cumple que F.[k] # 0, para todo k € Zy, lo cudl es muy
importante para el desarrollo del método de encriptacion y recuperacion del mensaje.

Sea y € CV el mensaje a encriptar. Primero generamos un vector de orden NV,
cuyos valores de w son enteros positivos. Este vector sera parte de la clave privada.
Ahora, se necesita generar un vector cuyos elementos de la DFT sean no nulos.

n’ n € Zy.

Entonces para eso, se construye el vector z € CV tal que z[n] = w[n]e
Por la Proposicién (8] la construccién de z garantizan que F,[k] # 0, para todo
k € Zy. Posteriormente, se calcula la matriz DAF T-0 de z,y. Luego, se selecciona
aleatoriamente un entero m € Zy para escoger la columna o fila m de la matriz DAF
T-0, que representars la clave piblica. La clave privada sera el vector x € CV*! tal
que z[0] = m y z[n] = w[n — 1], paran € Uy,;.

El Algoritmo muestra la implementacién de lo explicado anteriormente.

Dicho algoritmo genera la clave publica y privada del mensaje y a encriptar.

Algoritmo 15 Encriptacién DAF T-0 del vector y

Entrada: y e CV.
Salida: z € CN*! y v,, e CV.
1: vy « rand(ZY)
Vg < vy @ vy, donde vi[n] =e
A—AY,
a — rand(Zy)
si almacena columna entonces
Um — Al:,m]
si no, si almacena una fila entonces
VU < Alm, :]*
fin si
z[0] — «
s z[l: N| — w.

n

_ =
— O

5.2.3 Meétodo para recuperar
El proceso de recuperar la senal original, a partir de la clave privada o € CV*!
y la clave publica v € CV depende de si el vector = representa los valores de la fila

o la columna de la matriz DAF T-0.
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Utilizando la fila de la matriz DAF como clave privada

Sea z € CN*! la clave privada y v € CV la clave ptblica. El proceso de
recuperacion a partir de una columna de la matriz DAF T-0 es relativamente sencillo,
para eso se utiliza el Teorema [10] desarrollado en la Seccion el cudl consiste
en recuperar el vector y, conociendo el vector x y la fila m de la matriz DAF T-0,
que es representada por el vector a,,.

El Algoritmo [16] muestra la implementacién de lo explicado anteriormente.

Algoritmo 16 Inversa DAF T-0
Entrada: x € CN*! y v, e CV
Salida: y e CV¥

s vy — F Yo}
vy «— x[1 : N]|
v3 < v O vg, donde vi[n] = 1/valn]
Vg < 5-1[0]{”3}
Y < Uy

Este método de encriptacion utilizé la DAF T-0. Los otros tipos de DAF tienen
una estructura similar, por lo tanto se puede hacer el mismo método criptogréfico
explicado anteriormente, utilizando la DAF T-1 y T-3, con los datos de la Tabla
[B-2] para poder recuperar la senal.

Utilizando la columna de la matriz DAF como clave privada

El proceso de recuperar la senal original, a partir de la clave privada o € CV*!
y la clave piblica v € CV, se basa en el Teorema desarrollado en la Seccién
[3.2.3] el cuél consiste en recuperar el vector y, conociendo el vector x y la columna
m de la matriz DAF T-1, que es representada por el vector v.

El Algoritmo muestra la implementacion de lo explicado anteriormente.
Dicho algoritmo recupera el mensaje y a partir de las clave ptiblica y privada.

Este método de encriptacion utilizé la DAF T-1. Los otros tipos de DAF tienen

una estructura similar, por lo tanto se puede hacer el mismo método criptogréfico
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Algoritmo 17 Recuperarcion del mensaje y

Entrada: 2 € CV*! (clave privada) y v € CV (clave piiblica)
Salida: y e CV
1: vg <~ v
V1 < ﬁT{UQ}
z <« z[l: N]|
Vg <— fz
vg < v1 O vy, donde vy[n] = Lfos[n]
vs < FHag}

fn<x[0]+%)
7.y «— vg O vs, donde vg[n] = wy

explicado anteriormente, utilizando la DAF T-0 y T-3, con los datos de la Tabla
[3-3] para poder recuperar la senal.

5.3 Matrices Circulantes en CP*(NxN)

Esta seccién explica el concepto de matrices de arreglos de circulantes para el

NxN

espacio CP*(WXN) ‘hasados en el trabajo de P. J. Davis para el espacio CV*V [30].

5.3.1 Definicion
Definicién 43 (Matriz de Arreglos Circulante). Seav € CP*V v = (vo, vy, ...,vy_1)T.

Una matriz de arreglos Cy € CP*WN*N) se llama circulante con respecto a v, si la

fila m de Cy se representa como %, {v}, para m € Zy, es decir

Vo Vi 0 VN
VN—1 Vo -+ VN2
Cyx = (5.1)
Vl V2 e VO

Cada entrada de una matriz de arreglos circulante es un elemento de v, y

(Cy)mn = v[(n —m)n]. Como se explicé en la Seccién [4.1] cuando D = 1,

CD*NXN

entonces = CN*N_ Por lo tanto, para el caso D = 1, C, representa una

matriz circulante en CV*V, como se desarrollé en la Seccién 2.4 El Teorema
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muestra una factorizaciéon de una matriz de arreglos circulante utilizando la matriz
VV DFT, utilizando los resultados ya desarrollados para la matriz VV DFT.
Teorema 26. Sea v € CP*N | donde N es un nimero primo, 6 N es un nimero

compuesto tal que D < r, donde r es el menor primo de la factorizacion de N.

CD*(NXN)

Entonces la matriz de arreglos circulante con respecto a v, C, € , presenta

la siguiente factorizacion

D~ D —_
C, = {FNMFN

donde M € CP*WVXN) ¢s yuna matriz de arreglos diagonal tal que
M = diag(F,[0], Fu[1], ... Fy[N — 1])
Prueba. Sea H = MFy, entonces para i,j € Zy

_ 1 , py 1 i)
Hj= Y M,0Fn)y=——=Ali]0eh == > vin]oey
n§N \/E D k;;v

Ahora, considere la multiplicacion F yH, entonces para i,j € Zy

(FxH)i; = ). (Fx)in © (H)yy

nEZN
j—i—k)n
ZDI@ZV["]Qfo% )
kEZN nEZN

= %V[@‘ —i)N]

Entonces, %(FNME)M = x[{(j—1)n], lo cudl indica la entrada de la matriz

de arreglos circurlante C, .
[ |
Ahora, si B es una matriz de arreglos diagonal, entonces su conjunto gener-
ador {By} estd formado por matrices diagonales. Sabiendo por una matriz diagonal
tiene inversa si los elementos de la diagonal son no nulos, entonces B posee inversa

st ninguna de las matrices de su conjunto generador posee elementos nulos en su
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diagonal. Lo explicado anteriormente, y
S D
FyFn = FyFy = NIN

prueban el siguiente lema, el cudl explica una factorizacion de la inversa de una
matriz de arreglos circulante, bajo las hipdtesis del Teorema |26]
Lema 7. Sea v € CP*N | tal que F,[n] no posee entradas nulas, para n € Zy,
para N primo, 6 N compuesto tal que D < r, donde r es el menor primo de la
factorizacion de N. Entonces existe la matriz de arreglos inversa de Cy, y se puede
factorizar como

VD

C, = —FyBFy
N S NBEN

donde B € CP*WXN) ¢s una matriz de arreglos diagonal tal que
B = dzag (1D @ QO}\V[O]? 1p @yV[lL SES) 1p @yV[N - 1]) )

donde @ representa la division puntual.

El conjunto generador de una matriz de arreglos circulante estd formada por
matrices circulantes. Sea {C,,} es el conjunto generador de la matriz de arreg-
los circulante C,, donde (), representa la matriz circulante del vector vy, para
todo d € Zp. Por Lemma [2] y Teorema [15] la matriz de arreglos circulante
tiene inversa si JF,,

diag(1/F,,[0], ..., 1/F,, [N — 1]), para d € Zp, entonces

C, =Y G,

dEZD

1 _

=Y FnGaFy
dGZD

- PGQ

[n] # 0, para todo d € Zp y n € Zy. Entonces, si G4 =

donde
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eP=Y Fy e G=Y Gy e Q=Y 3y

dEZD dEZD dEZD

5.3.2 Matrices de Arreglos de Circulantes por Bloques
Definicién 44 (Matriz de Arreglos Circulante por bloques). Sea {A,,}mez,,

tal que A, € CP*WN*N)  Una matriz de arreglos circulante por bloques (del inglés,

block circulant), es una matriz de arreglos BCya, } € CP+MNXMN) tq] que
Ag Ay - Ana
Ayv-1 Ay -+ Ay
BCu,=| (52)
Ay A, - AO

El espacio de las matrices de arreglos circulantes por bloques en CP*(MNxMN)

CPOLN) gi N = 1, entonces se obtiene una matriz de arreglos

se designa como B
circulante. Una observacion importante es que una matriz circulante por bloques
no necesariamente tiene que ser una matriz circulante.

Una matrices de arreglos circulantes por bloques tiene una relacién con el pro-
ducto de Kronecker, bajo la siguiente igualdad

BCa,; = . Sy-m1 KA, (5.3)

meZy
donde Sy_p_1 € CP*MXM) o5 13 matriz de arreglos que representa al operador de
traslacion -y _m—1.

Teorema 27. Sea {A,,}mez,, tal que A, € CP*N*N) parq N primo 6 N compuesto

que satisface D < r, donde r es el menor primo de la factorizacion de N. Entonces

1 S
BCa, = W(FM Fy)B(Fu X Fy) (5.4)

donde B € CP*MNXMN) o yna matriz de arreglos diagonal por blogques.
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Prueba. Utilizando la ecuacidn se obtiene

BC{Am}: Z SMfmflAm

MmeZ g

Ahora considere:
e Sy_m_1 es una matriz de arreglos circulante tal que Sy_,,—1 = C

WM-—-m-—1~

donde W1 = SyM-m-1{(1p,0p,...,0p)T}. Por lo tanto,

DD _
SM—m—l = TFMQM—m—lFMa

donde Qur—m—1 € CP*MM) 40l que (Qus—m—1)kk = Fwyy k], para k € Zy;.

e Para cada A,,, se cumple,

Sea E,, = FxyA,,Fy
Entonces, utilizando propiedades del producto Kronecker de matrices de arreglos

se cumple

BC{Am} = Z SM—m—lAm

mEZM

= Z (%EFMQN—WL—IE> <g—§FNEmﬂ>

mEZ]\/[
= M]\f@ FuEFN) (Quom-1KE,) (FyKFy)
meZyg
= % (Fu X Fy) [ Z Qu-m-1RE, | (FyRFy)
mEZ]V[

Ahora, Qprr_m—1 €s una matriz de arreglos diagonal, entonces Qn_m—_1 X Ey,
es una matriz de arreglos diagonal por bloques. Ademds, la suma finita de matrices
diagonal por bloques, cuyos bloques son del mismo tamano, es otra matriz diagonal

por bloques. Entonces B = > Qn_m-1X A, es una matriz diagonal por bloques.
mEZJM
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Por lo tanto,

1 -
BCia,} = 75 (Fu BFy)B(Fy K Fy)

donde B es una matriz de arreglos diagonal por bloques.

5.3.3 Matrices de Arreglos de Bloques Circulantes
Definicién 45 (Matriz de Arreglos de Bloques Circulantes). Una matriz

de arreglos de bloques circulantes (del inglés, circulant blocks) es una matriz de

arreglos CB{CVM} e CP*(MNXMN) ¢4l que
Cyyo Cvo, ~  Cyons
CBc.,,} = Gro Coa ot Cuna (5.5)
CVMA,o CV]M—I,I T CV]wfl,M—l

donde Cy, ; € CP*WNV>N) e5 una matriz de arreglos circulante respecto a v;; € CP*N |
para i,j € L.

Una matriz de arreglos de bloques circulantes se puede expresar utilizando pro-

ductos de Kronecker:
o Si A, € CP*MxM) ta] que (A,,)i; = vij[k], parai,j € Zy y k € Zy, entonces
CBc,, )= ), AnBSy ma (5.6)

meZyy

e Si N es primo 6 N es compuesto que satisface D < r, donde r es el menor
primo de la factorizacién de N, entonces como Cy, ; es una matriz de arreglos

circulante, Cy,, = %BFNGVMFN, donde Gy, ; es una matriz diagonal que
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contiene los valores de la VV DFT de v; ;. Por lo tanto:

\/7 FNGVO,QE T FNGVQ,MAF_N
DvD
CB = —— : : :
{Cvi,]'} N
FNGVM—l,om e FNGVAI—l,NI—lm
\/7 GVO,O GVO,M—1
DvD _
= —(IMFN) (IMFN)
GVMfl,O GVMA,MA
G
Por lo tanto,
D\D _
CBic,,,) = — I K FN) Gy K Fy) (5.7)
donde G es una matriz de arreglos por bloques, cuyos bloques son matrices

diagonales.

Teorema 28. Sea CB{CV”} un conjunto de matrices de arreglos de bloques circu-

lantes, tal que Cy, ; € CP*INxN) “para N primo 6 N compuesto que satisface D < r,

donde r es el menor primo de la factorizacion de N. Entonces

M .
CBic,,,) = \/_ﬁ(FM Fy)B(Fy K Fy) (5.8)

donde B € CP*MNxMN) og yna matriz de arreglos por bloques, cuyos bloques son

matrices diagonales.
Prueba. De la ecuacion se obtiene

DD .
CB{CVM} == T(IM FN>G(IM FN)

Propiedades del producto Kronecker de matrices de arreglos, se obtiene

e IyXFy =X (FyRFN)(FyXIy)

D
— u o
e IyXFy=5FuXIy)(FyXFy)
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Por lo tanto

M - .
{Cy, ) = \/_ﬁ(FM Fy)(FuXIn)GEFNXIN)(FyXFy)

Como Fyy X 1In, G y Fay ® Iy son matrices de arreglos por blogues, cuyos

CB

bloques son matrices de arreglos diagonales y del mismo tamano, entonces (F X
In)G(FyX1y) es también una matriz de arreglos por bloques, y cada bloque es una

matriz de arreglos diagonal. Sea
B = (FyXIy)G(FyXIy).

Por lo tanto

CB (Fy X Fy)B(Fy XFy)

M
STNG

donde B € CP*MNXMN) o5 yna matriz de arreglos por bloques, cuyos bloques son
matrices diagonales.

5.3.4 Matrices de Arreglos Circulante por Bloques con Bloques Circu-
lantes

Definicién 46 (Matriz de Arreglos Circulante por Bloques de Bloques Circulantes).
Sea {Cy,, tmez,, tal que C,, € CP*(INXN) o5 un conjunto de matrices de arreglos
circulantes con respecto a v,, € CP*N . Una matriz de arreglos circulante por bloques

de bloques circulantes (del inglés, block circulant of circulant blocks), es una

matriz de arreglos BCCByc,, } € CP*(MNXMN) 14 que
Cvo Cv1 CVN—l
Cv ) Cv R Cv .
BCCByc,, ) = A " (5.9)
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Teorema 29. Sea {Cy,, }mez,, tal que Cy, € CP*NV*N) es un conjunto de matrices
de arreglos circulantes con respecto a v,, € CP*N  para N primo, 6 N compuesto tal
que D < r, donde r es el menor primo de la factorizacion de N. Entonces

3

MN

BCCByc,, } = (FuyXFy)B (FyXFy)

donde B € CP*MNXMN) o5 yna matriz de arreglos diagonal.

Prueba. Como es una matriz circulante por bloques, entonces, por la ecuacion ,

se obtiene

2 SM—m—l Cvm

mEZ]\/j

Ahora considere

e Del Teorema [27] se obtiene que

D\D -
SM—m—l = TFMQM—m—lFMa

(CD*(MXM)

donde Qpr—pm-1 € es una matriz de arreglos diagonal.

e Como C,,  es una matriz de arreglos circulante, del Teorema se obtiene

C. - DD
N

FNvaF_N,

donde G, € CP*WXN) es una matriz de arreglos diagonal.

Por lo tanto

BCCBc,; = ), Su-m-1XCy,

mEZM
DD _ DVD -

- 2 <7FMQkFM) ( N FNGmFN)

meZ g

D3 o
= MN Z (FM FN) (QM—m—l Gm) (FMFN)

meZ g

D3 o

= MN (FMFN> Z QMfmfle (FMFN)
mEZM

~
B
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donde B € CP*MNXMN) = Como Qpr—m_1 y G son matricies de arreglos diagonales,
entonces Qur—m—1 X1 Gy, tambien es una matriz de arreglos diagonal por bloques.
Ademds, la suma finita de matrices de arreglos diagonales es una matriz de arreglos

diagonales. Por lo tanto, B es una matriz de arreglos diagonal.



CAPITULO 6
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En general, en esta tesis se desarroll6 un marco computacional de las repre-
sentaciones en tiempo y frecuencias las cuales fueron desarrolladas a partir la funcién
discreta de ambigiiedad. En detalle, se obtuvieron las siguientes conclusiones:

1. Se trabajo con 4 definiciones equivalentes en moédulo de la funcién discreta de
ambigiiedad (DAF).

2. Se formulé y se demostrd una representacion matricial de los 4 tipos de DAF, que
permite su implementacién en paralelo.

3. Se desarrolld y se demostré un método para calcular la inversa de la DAF.

4. Se trabajé con la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales, un caso
particular de la DAF-T0. Ademas se formulé una representacion matricial que
permite su computo en paralelo.

5. Se trabajé con la transformada discreta de Zak (DZT), un caso particular de la
DAF-T1 y se formuld una representaciéon matricial. Ademds se obtienen nuevos
resultados para la DZT, con sus respectivas demostraciones.

6. Se trabajé con la distribucién discreta de Cohen (DCD), la cudl utiliza la DAF-T2
para su formulacion. Se define y se demuestra una representacion matricial para
la DCD.

7. Se defini6 el concepto de matrices de arreglos, el cual representan matrices cuyas
entradas son vectores. Se obtienen nuevos resultados y cada resultado tiene su

respectiva demostracién.
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Se trabajo con la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales (VV DFT)
definida por J. J. Benedetto y J. J. Donatelli [16], y se desarrolla una modificacién,
utilizando un nuevo concepto propuesto en este trabajo, denominado vectores com-
plejos arménicos. Ademas se obtienen nuevos resultados para la VV DFT, con sus
respectivas demostraciones.
Se trabajo con 4 definiciones, equivalentes en norma p, de la funcién discreta de
ambigiiedad de valores vectoriales (VV DAF), para p € Z* y p = 0. Se obtienen
nuevos resultados para la VV DFT, con sus respectivas demostraciones.
Se utilizé el concepto de matrices de arreglos para trabajar una representacién
matricial de la VV DFT y VV DAF. Se obtuvieron nuevos resultados, con sus
respectivas demostraciones.
Para la VV DAF, se extiendi6 el trabajo de L. Auslander y R. Tolimieri [467 |:

e Utilizando la VV DAF T-0, VV DAF T-1 y VV DAF T-3, se relacioné cada

VV DAF con el grupo de Heisenberg.
e Se desarrolld un proceso de decimacién para VV DAF T-3, sobre el conjunto
Zin2 X L2, para N primo.

Se desarroll6 un nuevo método criptografico utilizando la DAF T-0, DAF T-1 y
DAF T-3.
Se extendi6 el trabajo de P. J. Davies [30], para el caso de matrices de arreglos
circulantes.

Durante el desarrollo de este trabajo, se ha identificado varios tépicos que se
presentan como posibles trabajos a desarrollar en el futuro. Como primer topico se
considera la generalizaciéon del concepto de matrices de arreglos donde una entrada
arbitraria de esa matriz se pueda definir como un tensor generalizado de datos. En
ese caso se necesita demostrar que el conjunto de matrices de arreglos mantiene la
estructura de un algebra asociativa. Como segundo tépico se desea incursionar en el

estudio del espacio de caracteres y su interaccién con funciones bidimensionales para
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soluciones criptograficas. Como tercer topico de investigacion futura se desea exten-
der la lista de funciones multidimensionales que admiten una representacién discreta.
Como cuarto tépico se desea estudiar la relaciéon entre la funcién de ambigiiedad de
valores vectoriales y representaciones armonicas multidimensionales, en particular la
transformada fraccional de Fourier y la transformada chirp-Fourier. Como quinto y
ultimo topico de trabajo futuro, se desea abordar el estudio de matrices de arreglos

sobre grupos finitos.
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En este trabajo se desarrollara un marco computacional de las representaciones
en tiempo y frecuencias desarrolladas a partir la funcién discreta de ambigiiedad. El
arquetipo computacional se basara en estructuras matriciales, que se elaboraran a
partir de las representaciones algebraicas de las funciones bidimensionales. Ademas,
se desarrolla el concepto de un espacio de matrices de arreglos, para el estudio de la
transformada discreta de Fourier de valores vectoriales y la funcién de ambigiiedad
de valores vectoriales, con el fin de desarrollar un marco computacional para estos

dos conceptos.
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