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Resumen

En este trabajo presentamos dos métodos para el estudio de la dindmica de
algunos sistemas discretos. Un método envuelve el estudio del comportamiento
ciclico de la dindmica del sistema discreto lineal. El otro método presenta una
nueva herramienta para el estudio de sistemas dindmicos discretos monomiales,
usando la transformada discreta de fourier sobre F,. La transformada discreta de
fourier nos permite convertir un sistema multidimensional a uno unidimensional.
Al final se resuelven dos problemas: determinar una cota superior para el nimero
de soluciones de f(x) =€ de un sistema monomial booleano afin f y también
contar el nimero de ciertas involuciones sobre un cuerpo finito en términos de

los residuos cuadraticos.



Abstract

In this work we present two methods to study the dynamics of some finite dy-
namical systems. One method concerns the study of the cyclic behavior of the
dynamics of a linear finite dynamical system. The other method concerns a way
to transform a finite dynamical system, from a multidimensional to a unidimen-
sional one. This last method is known as the discrete fourier transform over F,.
At the end, we solve two problems: we determine an upper bound for the number
of solutions of f(z) =€ where f is an affine boolean monomial system, and we
count the number of certain involutions over a finite field in terms of quadratic

residues.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas dindmicos finitos (SDF) sobre un cuerpo finito pueden clasificarse
de dos tipos: lineales y no lineales. Varios autores estdn interesados en el es-
tudio de los SDF procurando hallar una descripcién completa de la dindmica
de estos sistemas y, para nuestro interés, establecer condiciones necesarias y
suficientes para que un SDF no lineal tenga una dindmica de punto fijo. Este
trabajo de investigacién se ha enfocado en el iltimo problema, y en particular,
sobre cuerpos finitos de caracteristica dos, relacionada con la teoria booleana.
En especial, trabajamos sobre los llamados sistemas dindmicos finitos booleanos
monomiales afines. Para el caso de los SDF lineales sobre un cuerpo finito se
tiene una descripcién completa de la dindmica de estos sistemas (ver [13, 14]),
donde la dindmica se encuentra codificada en el polinomio caracteristico de la
matriz que induce dicho sistema. En cambio, para el caso no lineal, no se tiene
establecido una relacién similar para su dindmica y, mas bien, se han presentado
condiciones suficientes, como por ejemplo, para que un SDF monomial sea de
punto fijo (ver [8]), y en especifico, las condiciones suficientes y necesarias para
que un SDF booleano monomial sea de punto fijo (ver [ 5, 7]). Bajo estos mismos
objetivos, la investigacién muestra una herramienta que puede ser aplicable a un
SDF booleano monomial afin de punto fijo aprovechando un SDF polinomial
equivalente y algunos aportes relacionados a la estructura algebraica de un ca-
so especial de este 1ltimo sistema. Para eso se presenta brevemente una resena
histérica de los trabajos relacionados con los SDF y la teorfa matemdtica para
el estudio de los SDF booleanos monomiales afines.

El SDF sobre un cuerpo finito tiene en la aplicacién varios resultados impor-
tantes, por ejemplo, en dreas como redes secuenciales auténomas, teoria de auto-
matas, ciencia de la computacién, simulaciéon de computadores, redes bioquimi-
cas, biologia computacional y modelos mateméticos (ver [3, 9, 13]). Sin duda, a
primera vista, los SDF pretenden relacionarse directamente con las ecuaciones
diferenciales y estos sistemas (los SDF sobre un cuerpo finito) ahora aparecen
como una nueva herramienta a la aplicacién. Basicamente se aplica el dlgebra,
combinatoria, teorfa de grafos y andlisis de fourier discreto sobre grupos abelianos

3



1. Introducciéon 4

finitos, (ver [17, 22]). A pesar de que muchas de estas dreas tienen un amplio
cuerpo tedrico, todavia no se halla en el medio bibliografico un desarrollo fuerte
del tema y en eso nuestra investigacion quiere dejar varias contribuciones y pre-
guntas abiertas que en algiin momento fueron estudiadas (ver capitulo 5).

Cii1)
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Figura 1.1: Espacio Fase de un Sistema Dindmico Finito Lineal

A continuacién, en un breve resumen, explicaremos algunos conceptos menciona-
dos previamente y presentamos el contenido que se encuentra incluido en varios
capitulos para una buena ilustraciéon. Cada vez que a un SDF se le quiere expresar
su dindmica, la estaremos entendiendo por las érbitas del SDF (6 las iteraciones
del sistema) y por su representaciéon un grafo dirigido (llamado el espacio fase o
espacio de iteracion del SDF). Precisamente el diagrama del espacio fase va a en-
sefiarnos el comportamiento dindmico del SDF (ver figura 1.1'); un caso especial,
aquel cuyo espacio fase esta representado por sélo ciclos de longitud 1 (llamados
ciclos triviales);es decir, un espacio fase con este diagrama se conoce como la

=
COPRCORECDD
.
Figura 1.2: Espacio Fase de un Sistema Dindmico Finito de Punto Fijo

representacién de un SDF de punto fijo que es equivalente a que el sistema tiene
dindmica de quietud a partir de cierto momento en adelante (ver figura 1.2).
Formalmente, un sistema dindmico finito es una funcién:

'La figura fué tomada y realizada la pagina http://dvd.vbi.vt.edu/visualizer /new _dvd11.pl.
También muchas de las graficas posteriores son realizadas por el mismo sistema.
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f: X—= X

donde X es un conjunto finito y las iteraciones 6 érbitas de f representan su
dindmica. Un ejemplo concreto de un sistema dindmico finito sobre F3 donde
Fy = {0,1} el cuerpo con dos elementos es:

f: F% — F%
(z,9,2) — [flz,y,2) = (v +y,2yz,2y + 2)

Para representar la dindmica de estos sistemas emplearemos un diagrama de
flechas conocido como el espacio fase, denotado por Sy que consiste de un grafo
dirigido donde el conjunto de vértices es X y cada vértice tiene una sola flecha de
salida; es decir, el espacio fase Sy es un grafo dirigido cuyo conjunto de vértices
es X donde un lado dirigido del vértice o al vértice 3 se representa por @ — (3,
siempre y cuando f(«) = 3. Para el caso del ejemplo anterior el espacio fase esta
dado por la figura 1.2.

Dividiremos este trabajo en cinco capitulos. En el capitulo 1 una introduccién
del contenido y en el capitulo 2 se quiere presentar algunos de los resultados més
importantes de los principales trabajos previos a esta investigacion,

s “The Theory of Autonomous Linear Sequential Networks” por Bernard
Elspas.

= “The Behavior of Affine Boolean Sequential Networks” por D. K. Milligan
y M. J. D. Wilson.

= “Linear Finite Dynamical Systems” por Rene H. Toledo.

= “Boolean Monomial Dynamical Systems” por Omar Colén-Reyes, R. Lauben-
bacher y B. Pareigis.

En el capitulo 3 vamos a emplear una herramienta nueva que nos permite ver
como un SDF sobre un espacio de dimensién finita tiene propiedades similares
(la dindmica) a un SDF sobre un cuerpo finitos de una dimensién. Utilizan-
do el anélisis discreto de fourier sobre cuerpos finitos, estos dos sistemas son
equivalentes en el sentido que su dindmica es la misma. Ademds, presentamos
ejemplos que ilustran como dos SDF tienen el mismo comportamiento dindmico.
En el capitulo 4 mostraremos dos importantes resultados que se obtuvieron, el
primero sobre los SDF monomiales afines, y el segundo, sobre SDF polinomiales
sobre Z,. Por iltimo se presenta las conclusiones del trabajo de investigacién y
el trabajo a seguir en capitulo 5.



Capitulo 2

Trabajos Previos

Este capitulo esta dividido en dos secciones: la primera seccién recoge la termi-
nologfa general y conceptos fundamentales de dlgebra lineal y campos finitos.
La segunda seccién es una recopilacién de varios articulos importantes previos
a este trabajo sobre sistemas dindmicos finitos lineales y no-lineales. También
se presentan muchos ejemplos que ilustran algunos teoremas y proposiciones de
suma importancia y que motivan en primera instancia el desarrollo de los deméds
capitulos. Los articulos de B. Elspas, H. Toledo, Milligan y Wilson (ver [13,
14, 18]) han sido importantes en la investigacién, que desde un principio, se ha
querido establecer como objetivo el “Estado del Arte” de los sistemas dindami-
cos lineales sobre un cuerpo finito, pero sélo presentamos lo que puede ser, en
principio, una base tedrica de estos sistemas lineales. En cambio el estudio de
los sistemas dindamicos discretos no lineales dirigido a los monomiales, es nuevo,
y un aporte inicial a esto aparece en el articulo de O. Colén, R. Laubenbacher y
B. Paregis (ver [8]) enfocado hacia los sistemas dindmicos de punto fijo.

2.1. Conceptos Basicos

Esta seccién bésicamente esta dedicada en gran parte a los preliminares para el
desarrollo de los capitulos.

Definicién 1 Una funcion de conjunto f : X — X donde X es un conjunto
finito, se llama sistema dindmico finito sobre X.

Utilizaremos la notacién SDF para Sistema Dindmico Finito y SDFL para Sis-
tema Dindmico Finito Lineal. Recordemos que si X es un espacio vectorial
de dimensién n sobre un cuerpo E, el SDF f se puede escribir de la forma
f=1(f1,fa,---, fn), donde cada f; : X — E esllamada la funcién coordenada de
f. Cuando X = F}; un espacio vectorial sobre F, (cuerpo finito de caracterfstica
prima), las funciones coordenadas f; pueden ser representados por polinomios en
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F,[x1, xa, ..., x,] (ver [16]). En particular, cuando X = [} el SDF es booleano y
lo abreviamos por SDFB.

La siguiente definicién muestra una componente grifica de un SDF determina-
do por un grafo dirigido. Este grafo representa una herramienta practica para
ilustrar la dindmica de f.

Definicién 2 (Espacio Fase) FEl espacio fase de un SDF f sobre X, es un
grafo dirigido tal que:

= El conjunto de vértices es X.

= Dados u, 8 € X, existe un eje dirigido o lado dirigido p EX [ siy sélo si
flp) =8.

» El espacio fase de un SDF f lo denotamos por S(f) 6 S.

Ciclo
£ (x)

£2 (x) Transients

Figura 2.1: Espacio Fase de f

En la figura 2.1 podemos observar las iteraciones de f consigo misma, basado en
x, y esto permite reconstruir el espacio fase de f por intermedio de los ciclos y
los “Transients” (mds adelante se definird el “Transient”). Las iteraciones de un
SDF se definirdn a continuacién y se conoce como la 6rbita de z (ver figura 2.2).
Definicién 3 El conjunto O¢(z) = {f"(x) : n > 0} con n € Z, se define
como la orbita de v € X relativo a f.

El espacio fase de un SDF no biyectivo aparecen dos componentes importantes,
una componente ciclica y otra la componente “Transient” y se procura a definirse.

Definicién 4 En las drbitas de v € X, Of(x) existen enteros k> 1 yn >0 tal
que, ["F(z) = f*(x). Si tomamos los valores de n y k minimales entonces se
define lo siguiente:

Ciclo Si f*(a) = f°(a) = a, para algiin a € X, entonces se tiene que O(z) es
un ciclo de longitud £, basado en a.
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Figura 2.2: Orbita de x

Punto Fijo En el caso anterior, cuando k = 1, (f(a) = a), a se llama punto
fijo.

Parte “Transient” En el caso que n > 0, la parte correspondiente de la 6rbita
x, f(z), f3(x),..., f*() con k el valor minimo que satisface f*(x) =
i) y f¥(x) # f(x), es llamada la parte “Transient” de la érbita de .
También es llamado el “Transient” ¢ si hay un ciclo basado en f*(x) (ver
figura 2.3).

Figura 2.3: Transient ¢

Definicién 5 (Dindmica de un SDF) La dindmica de un SDF' se conoce co-
mo el comportamiento de todas las drbitas o iteraciones del sistema, es decir, la
cantidad de ciclos, drboles, “Transients” y la longitud de ellos.

Sif:X — X esun SDFL y X un espacio vectorial de dimensién finita, entonces
podemos escribir a X como la suma directa de dos subespacios invariantes bajo
f; es decir, existen subespacios W; C X, tal que f(W;) C X y X = W; & W,. Por
consiguiente, el estudio de la dindmica de un SDFL se obtiene como consecuencia
del estudio de la dindmica de cada subespacio invariante del sistema (ver [13,
14]). Asumiremos a X un espacio Vectorial.

Definicién 6 (Subespacio Invariante) Sea f un SDFL sobre X. Un subespa-
cio W C X se llama un subespacio invariante relativo a f (o simplemente f—
invariante), si f(W) C W.
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f f
X—> X —> X

[

W—> f(X) < W

Figura 2.4: Diagrama de f-invariante

n—uveces

Recordemos que X = Fy = ﬁFq ©F, D - dF, representa el producto de n copias
directas de F, donde n > 1 y F, es un cuerpo finito con ¢ elementos, y la suma
de transformaciones lineales es de nuevo una transformacion lineal sobre Fy. En
las siguientes dos proposiciones se muestra la descomposicién de Fj como suma
directa de subespacios invariantes, para ello se usa el concepto de polinomio
minimal de f (respectivamente M) y lo denotamos por m¢(x) (respectivamente
mas, (7)). El polinomio minimal de f es el polinomio ménico de menor grado
sobre F, que al ser evaluado por la matriz representacién de f, esta resulta ser la
matriz cero. También el determinante de My — o donde I es la matriz identidad
se conoce como el polinomio caracteristico del SDFL f o de la matriz My y lo
denotamos por ¢ (z).

Definicién 7 Sea (7)) = ao + a1 + -+ + a,2" € Fy[z] y sea f : Fy — Fy un
SDFL entonces f puede ser representada por una matriz, llamada My y (f) =
ap- 1+ aif + -+ anf" es un SDFL donde 1 es el SDF identidad sobre Fy,
también se puede definir (My) = ag - I + ayMy + -+ + a, M} donde I es la
matriz identidad (ver [10]).

Para el polinomio minimal se tiene la siguiente propiedad de Caley-Hamilton
(ver [10, 11, 16]):

» Simy(z) # 0 en F,[z] entonces my(f) = 0 (respectivamente m(My) = 0)

» Sig(z) € Fylz] tal que g(f) = 0 entonces my(x) | g(z) en Fy[z].

Note que (f) = 0 (¢;(x) es el polinomio caracterfstico del SDFL f) entonces
por la propiedad de Caley-Hamilton my(z) | ¢ (), es més, ¢;(z) | my(x)" para
algiin entero positivo n (ver [11], pag. 478]). Si f es un SDFL sobre F; y su
polinomio minimal es irreducible, entonces my(x) | () y p (x) | ms(z); en
otras palabras, el polinomio minimal de f es igual al polinomio caracteristico, es
decir,

py(x) =my(z)
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Las siguientes dos proposiciones se requieren para la préxima seccién (ver [10]) y
muestra como descomponer a Fy' como suma directa de subespacios invariantes.
Los SDFL como transformaciones lineales tienen muchas propiedades comunes
que se tendrdn en consideracién y adicional a eso resaltamos una sobre espacios
invariantes: dice que el comportamiento ciclico estd compuesto por producto de
ciclos entre espacios invariantes.

Proposicién 8 (Espacio Nulo) Sea f un SDFL sobre F; y ¢(x) € Fy[z],
entonces el conjunto

N(¢(f) = {veFr: ¢(f)(v) =0}

es un f— invariante.

Prueba. Dado que f es un SDFL sobre Fy entonces ¢(f) también lo es.
Ademas ¢(f)(f) = f(o(f)). Probemos que N(¢(f)) es un f— invariante, es de-
cir, si z € N(¢(f)) entonces f(z) € N(¢(f)). En efecto,

o(f)(f(2)) = (@(N)f) (z) = (fo(f)) (z) = f(¢(f)(2)) = f(0) =0
por tanto f(z) € N(o(f)) m

Proposicién 9 (Descomposicién Primaria de F) Sea f un SDFL sobre I}
k

y sea mg(x) = Hpi(x)ei el polinomio minimo de f, donde cada p;(x) son fac-
i=1

tores irreducibles distintos en F,x] . Entonces para cada i € {1,2,...,k}, se

define:
N(pi(f) ={veF; : pi(f)(v) =0}

es un f-invariante de Fy y

Fy = D NG

donde el polinomio minimal de f |y, ) €s ;' (f)-

Prueba. Sea q¢;(x) = Zlf ((jf)) con 1 <11 < k son polinomios que no tienen factores
comunes irreducibles entre si, ya que cada factor irreducibles de algin q;(x) no

aparece en algin q¢;(x), por tanto existen f;(x) € Fylz] con 1 <1i <k tal que

k

1= q()fi(x)

=1

reemplazando a x por f en esta ecuacion se tiene que

1= 3 ah0)
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luego para cada z € F} podemos representar a z por la siguiente suma
k
=1

donde (q:(f) - fi(f)) () € N(pi*(f)), ya que

PO @O ) = (7 HB) () ()
= (my()L(D) () = (05(1) () = 0

Ahora probemos que esta representacion es unica. Es suficiente probar que dado

~.

vty v =0 con v € N(p*(f))

entonces para todo 1, v; = 0.
En efecto, primero se cumple por definicion que p3(f)v; = 0 y segundo para
i # J se tiene

a(flv; = (f) p] "(f) - (f)v; donde pi(f) no aparece
= ( PP (NPT () o)) 7 (f)(v5) (2.1)
= (P (f) - P ()P () - pRe(f)) (0) '
-0

como p;(x) y ¢;(z) son polinomios primos relativos sobre IF, entonces existen

f(x), b(z) € F,[z] tales que
1= f(@)pi*(f) + b(z)qi(z)

luego
L= f(f)p;(f) +0(f)a(f)
por tanto, empleando la ecuacion 2.1
v, =1-v
= (f(N)pi* (f) + 6(f)ai(f))vi
:( (F)pi () (vi) + (b(f)ai(f)) (vi)
= f(NO+0(f)qi(f)(=(v1 + -+ vieg + Vi1 + -+ + wp))
= 0=b(f ) i(f) (v1) =
=0
por tanto v; =0
se concluye por definicion de suma directa que

Fg = N () @ Npe* () @ --- © N(pp*(f))

por dltimo, tomemos f; = f | NSy Y por definicion de la funcidn restriccion

f
(

de f se cumple p(f) =0y por la propzeda,d de Caley-Hamilton su polinomio
minimal m¢(z) cumple mys(x) | pi*(f) por tanto, esto sdlo es cierto si m¢(zr) =

pi(f). m

- =b(f)qi(f) (viea) =b(f)ai(f) (Wisr) = -+ =b(f)ai(f) (v
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Ahora, introducimos el concepto de divisores elementales de un SDFL f y el
concepto de subespacio f—ciclico sobre el espacio vectorial .

Definicién 10 (Subespacio f—ciclico) Sea f un SDFL sobre F}. Un sube-
spacio W de Fy es f—ciclico, si existe un vector w € W para los cuales el
congunto {w, f(w) ..., f™ Y w)} es una base para W sobre F,, donde m es la
dimension de W.

Observacién 11 La descomposicion primaria de Fy se puede aplicar a cada es-
pacio nulo N (pi*(f)) (proposicion 9 y ver[20]), donde N ( p;*(f)) puede escribirse
como suma directa de subespacios f— ciclicos

donde el polinomio minimo de f |N( e, €8 pfij (x) con

p; " (2))

€ =€y =€y =0 2 €y Y ey ey ey, =6

. . €i. .o .
Los polinomios p;’ () se llaman los divisores elementales de f determinados de
manera Unica.

Definicién 12 (Divisores Elementales) Los polinomios p?ij () de la obser-
vacion anterior se llaman los divisores elementales de f.

El concepto de divisores elementales de un SDFL es de suma importancia y se
relaciona directamente con el polinomio minimal y el polinomio caracteristico
de un SDFL. Sin entrar en detalles la forma equivalente del polinomio minimal
(denotado por my(x)) es el producto de todos los divisores elementales de f de
mayor grado y el polinomio caracterfstico (denotado por ¢;(x)) es el producto
de todos los divisores elementales de f (ver [11]). Las proposiciones siguientes y
el teorema 15 son fundamentales para SDFL y se encuentran en [14].

Definicién 13 (Polinomio Aniquilador) El polinomio aniquilador p(x) de
un SDFL f, sip(f) =0 .

Observacion 14 La existencia de un polinomio aniquilador de cualquier mapa
lineal esta garantizado por la propiedad de Caley-Hamilton (ver [11]).

El siguiente teorema se encuentra en el articulo de Toledo (ver [14]).
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Teorema 15 Sea p un polinomio aniquilador del SDFL f sobre X (espacio fini-
to dimensional). Sea p(x) = pi(x)pe(z) donde pi(x) y pa(x) son polinomios
relativamente primos. Entonces,

X=F3F,

donde Fy y Fy son subespacios f— invariantes y p;(x) es el polinomio aniquilador
para la restriccion de f sobre F; ( fi = [ |r). Para el caso donde p(x) =
¢s(x) es el polinomio caracteristico del SDFL f entonces p;(x) es el polinomio
caracteristico de f;.

Prueba. Usando el hecho de que p;(x) es el polinomio aniquilador de f;, se tiene
pi(f)(v) =0 ve N(pi(f)), por tanto, tomando F; = N(p;(f)) y aplicando el
teorema anterior se tiene que

X=INaokF

donde p;(x) también es el polinomio caracteristico de f; = f |, ®

Para denotar el producto directo entre dos SDFL, por ejemplo, f; y fo sobre F}
y F, respectivamente, se empleard (f1, F1) X (fa, F2). En la préxima proposicién
se aplica esta notacion a dos subespacios invariantes.

Proposiciéon 16 Sea f un SDFL sobre X y supongamos que
X=FNoF

donde Iy y Fy son subespacios f— invariantes. Sea f; la restriccion de f sobre
F;. Entonces f es un SDFL sobre F; y (f, X) = (f1, F1) % (fa, F3).

Prueba. Se tiene que X = Fy & Fy = Fy x Fy. Ahora por la linealidad de f y
la representacion unica, para todo x € X, existe x; € F; tal que v = x1 + 9
entonces

f(@) = fz1+a2) = fa1) + fla2) = fi(@1) + fa(22)
por tanto f = f1 X fo. W
En la proposicién anterior se representé a X como el producto directo entre los
espacios vectoriales F} y Fy, por ende el estudio de la dindmica del SDFL f puede

limitarse al estudio de la dindmica de los SDFL f; y fo (ver seccién siguiente).
Mostraremos un ejemplo que ensena este comportamiento a continuacién.

Ejemplo 17 Consideremos el siguiente SDFL

f: IF% — IF%
(x,y,2) — (2x,2x4+y+z,2+vYy)



2. Trabajos Previos 14

entonces su polinomio caracteristico esta dado por ¢, (v) = (z+ 1) (2% +2x+2),
donde

My =

SN )
N )
=)

y o () =x+1 y ¢p(x) =2+ 2z +2. Por la proposicion 16
ngF?’@F% — (f?Fg):(flv]F?))X(anFg)

donde f1 = f |ry y f2 = [ |p2, ademds sus polinomios caracteristicos son ¢, (z)

Yy ¢f2<55)~

Si f es un SDFL sobre X (espacio vectorial de dimensién n sobre ) entonces las

iteraciones v, f(v), f2(v),..., f"*(v) con v # 0 forma un conjunto linealmente
independiente, entonces podemos escribir:

[ (W) = —ag — a1 f(v) — aaf*(v) — - — a1 f"7H (V)
donde ag, aq,...,a,_1 € F. Asi, el polinomio

mv,f(x) =ag+ax+---+ an_lxn—l 4o

es monico y unico llamado el polinomio minimal de v con respecto a f. Como
my,r(f) = 0y cualquier otro polinomio P(x) que cumpla P(f)(v) = 0 entonces
Moy f(x) | P(r). En particular, m, ¢(x) | mys(x) y mys(z) | ¢4(x). Ademds, si
my(z) es irreducible entonces m,, ;(z) = mys(x).

Se definira el concepto de orden o periodo de un polinomio respectivamente para
describir completamente el comportamiento ciclico de un SDFL biyectivo (caso
especial).

Definicién 18 (Orden o Periodo de un Polinomio) El orden de un poli-
nomio g(x) € F[z] es el menor entero k tal que g(z) | «* — 1. Al orden de
g(x) lo denotamos por ord(g(x)). El orden de un elemento v € X con respecto
a f es el menor entero positivo k que satisface f¥(v) = v y lo denotamos por
ordg(v). También el orden de un polinomio se conoce como el Periodo de un
polinomio .

Una de las propiedades que motivaron la investigacién de este trabajo se encuen-
tra, el de establecer condiciones para que un SDF booleano sea de punto fijo,
es decir, donde todas las 6rbitas son triviales (sélo ciclos triviales). Por eso, el
concepto de orden de un elemento y el orden de un polinomio nos permitir estu-
diar el comportamiento ciclico de cualquier SDF, en especial, para SDFL (SDF
lineal) estd determinado completamente estudiando el polinomio caracteristico
(préxima seccién). El hecho que un polinomio g(x) | ¥ — 1, es importante,
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ya que para el caso de un SDFL f su polinomio caracterfstico ¢,(z) | b —1,
y la matriz representacién M; del sistema f satisface que ¢,(My) = 0, luego
0= ¢;(Ms)h(My) = M} — My para algin h(z) € F[z], es decir, Mf = M. Esto
iltimo permite establecer el comportamiento dindmico completo de un SDFL a
partir de la factorizacién prima del polinomio caracteristico de f (ver [13, 14]) y
algo similar se desearfa para un SDF no-lineal.

Proposicién 19 Sea f un SDFL biyectivo sobre X (X un espacio vectorial
sobre un cuerpo finito). Entonces

ords(v) = ord(m, ¢(f))

donde ordg(v) es el orden de v con respecto a f.

Prueba. Sea k = ords(v), entonces f*(v) = v donde k es el menor entero
positivo que satisface esta propiedad pero esto es equivalente a (f* —1)(v) = 0.
Tomando P(z) = x* — 1 se tiene P(f)(v) = 0, luego m, ¢(x) | P(z) = a* —
1 donde k es el menor entero positivo, por consiguiente ord(m, ;(f)) = k =
ordg(v). m

Ejemplo 20 Del ejemplo 17 se tiene:
1. El orden de ¢y, (z) es 2, donde 2* — 1 = ¢, (x)(x — 1).

2. El orden de ¢, (x) es 8, donde 2° —1 = ¢, (z)(z +1)(z +2)(a® +1)(z° +
T+ 2).

2.2. Trabajos Importantes sobre Sistemas Dinami-
cos Finitos lineales y No-lineales

2.2.1. “The Theory A. of Linear Sequential Networks”

El interés en el estudio de este articulo esta orientado a los SDFL sobre cuerpos
finitos, por ejemplo, “Network Logical Structure” y “Autonomous Linear Se-
quential Networks”, las dos aplicaciones del ejemplo anterior son equivalentes a
los SDFL, y a los resultados principales y la manera como se determina la estruc-
tura ciclica de estos sistemas. El Dr. Elspas establece en este articulo un andlisis
matematico para SDFL sobre un cuerpo finito (visto como espacios vectoriales)
empleando propiedades de los divisores elementales de la matriz transformacion,
los cuales ya fueron definidas en la seccién anterior. De una manera formal pero
sin ninguna demostracién rigurosa se establecen dos resultados de importancia
relacionados con el comportamiento dindmico de un SDFL y su estructura cicli-
ca con las justificaciones respectivas. Por iltimo antes de entrar al contenido,
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se quiere resaltar que la descripcién inicial de los sistemas modulares lineales
(SML), es atribuido al Dr. B. Elspas (ver [16, 18]), donde los SML son SDFL
sobre cuerpos finitos. Recordemos que un SDFL sobre un cuerpo finito es una
transformacioén lineal sobre el mismo cuerpo.

Sea f un SDFL sobre un cuerpo finito de caracteristica p (p primo) con matriz
transformacién My y polinomio caracterfstico ¢,, (z). Dado que el cuerpo finito
es un dominio de factorizacién tnica, podemos escribir a

Oare () = Po(2) pa(2) - - ps ()

donde p;(x) es un polinomio irreducible y el polinomio ¢,, () se puede definir
completamente por el siguiente conjunto de divisores elementales de My

Epye = {pi(x) pi(2)%2, ... pi(x)T 0 i=1,2,...,s}
donde cada p;(z) es un factor irreducible de ¢, (z), con e;; > €5, > -+- > e,
y €, + e, + -+ e, = e;. En otras palabras, ¢, (z) es el producto de todos
los divisores elementales de M y el polinomio minimal m(x) es el producto de
todos divisores elementales de mayor grado (ver [11]). Asi, la matriz M, estd
completamente caracterizada por el conjunto ), (es decir, caracterizada por
los divisores elementales).

Mis adelante se justificard el conjunto de ciclos de My que estd determinado por
el producto de los conjuntos de ciclos de cada uno de los divisores elementales
pi(x)%, es decir, cada ciclo del SDFL f es el producto de ciclos de los SDFL
restringidos f; = f | Ny ()9) (ver teorema 15 y proposicién 16 respectivamente).
En resumen, si se quiere estudiar los ciclos de un SDFL en general, basta con es-
tudiar cada uno de los factores irreducibles de su propio polinomio caracteristico.
Asi que mostraremos en detalle, el estudio del conjunto de ciclos para un cierto
SDFL h cuyo polinomio caracteristico de M, es ¢y, () = p(z)® con p(x) irre-
ducible y e un entero positivo (en este caso ¢, (v) = mu(x) 0o mu(w) | ¢y ().
En el ejemplo 24 se justifica esta afirmacién.

Para tal efecto, el estudio de la dindmica del SDFL esta basicamente formalizado
bajo la estructura ciclica de un SDFL f donde ¢,, (x) = p(x)°. Para el caso del
ejemplo 17, la estructura ciclica de f se necesité estudiar primero la estructura
ciclica de cada uno de los polinomios caracteristicos ¢, (v) y ¢, ().

Supongamos que SDFL f tiene como polinomio caracteristico a ¢, (v) = p;(x)®
donde M/ es su matriz transformacién. El espacio nulo N, = N(p;(f)°) y por
la propiedad de Caley-Halmiton p;(M)¢ = 0. La estructura ciclica de f esta
determinada por el grado del polinomio p;(x) (llamado n), su periodo t y el
valor de e, (ver mas adelante ecuacién ([*]) y por el conjunto de ciclos (ciclos
canénicos) denotado por:

Sik = {17:ui1(li1)7,ui2(li2)7 s >/Lik(lik)}
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donde los valores [ representan largos de los ciclos y las p las multiplicidades de
los ciclos de un largo especifico y 1 representa el ciclo trivial en el vector cero.
Se entiende por espacio nulo anidado a los espacios nulos

N, ={veF; : pi(My)*v =0}

con 0 < k < e que satisfacen N;, C N, ., . Cada uno de estos espacios nulos
es un f—invariante (ver [9]), y el espacio nulo Ny por definicién sélo contiene el
origen o el vector cero cuyo ciclo es de largo 1 (ciclo trivial en el vector cero) y
N, es el espacio completo. En particular, el conjunto de ciclos del espacio nulo
Nj, contiene el conjunto completo de ciclos de N; _, mds y; ciclos de largo [,
es decir, NV;,_ tienen el nimero de ciclos de N;,_, (V; son anidados), ademads el
nimero de ciclos de longitud ;, con multiplicidad f; en N — Ny, es /’Lik(lik>‘
En otras palabras, a medida que se toman valores para k, aparece un nimero
de ciclos de largo I;, que es denotado j (I;, ). Para determinar estos valores de
1ty | se necesita el siguiente lema y sé6lo se describird el proceso de hallarlos sin
justificaciones rigurosas.

Lema 21 El periodo del polinomio p’(x) = 0 es tp'i, donde t es el periodo de
p(x) =0 yr; es el mas pequeno entero que satisface p™ > j.

El lema anterior aparece explicitamente en el articulo de Elspas aplicado al
espacio IV;, — N;,_,, donde todos sus vértices se encuentran sobre los ciclos de
longitud I;, y cuyo nimero de vértices es p*" — p*~1)" es decir, los ciclos en
N;, — N;_, son de longitud tp™ y existen p™* — pr*¢=1) = prk=D(pn 1), Por
tanto, los valores de y y [ estdn dados por:

p Ul (pn = 1)
tp"i

oy = y by = tp" ()

donde r;; es el méds pequeno entero positivo tal que p'i > j.

Una vez establecido el conjunto de ciclos canénicos de los espacios nulos a partir
de cada uno de los divisores elementales de f (en el caso anterior los divisores
elementales de f son p;(z)%, cone=e; > e3>+ >egye;+ea+...+es=e),
la estructura ciclica completa del SDFL f en general se obtiene del producto de
estos conjuntos de ciclos candnicos, en este caso, teniendo en cuenta la férmula
siguiente:

Mij(lij)ﬂik(lik) = ged(ly, ls,) Faem (s 1) Y Mij(l) + 3, (1) = (Mij +p )1 (2.2)

donde y;,es la multiplicidad del ciclo de longitud I, y cuando aparece i, repre-
senta un sélo ciclo de longitud [. Se ve con el ejemplo 24 la aplicacién del método
de hallar ciclos de un SDFL arbitrario.
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En resumen, lo anterior se recopila en dos teorema importantes y resaltan el tra-
bajo de Elspas en los articulos de Herndndez Toledo y “Milligan and Wilson”. Los
teoremas los presentamos tales como se encuentran presentado explicitamente en
el propio articulo de Toledo (ver [14]).

Teorema 22 Sea f : X — X un SDFL biyectivo, donde X es un espacio vec-
torial n dimensional sobre el cuerpo finito E cuyo polinomio caracteristico de la
matriz transformacion es ¢, (x) = pit(x)ps?(x) - - pS(x) donde p;(x) son poli-
nomios irreducibles sobre F, entonces Sy es el producto de los espacios fases
asociados con cada p;(x)¢. Para cada i se tiene una descomposicion ciclica por
medio de los divisores elementales.

El siguiente teorema permite hallar la estructura ciclica de un SDFL biyectivo.

Teorema 23 Sea f : X — X un SDFL biyectivo donde X es un espacio
vectorial n dimensional sobre un cuerpo E de caracteristica p (p primo) y con q
elementos. Supongamos que el polinomio minimal de f es m,(z) = p(x)¢ , donde
p(x) es un polinomio irreducible de grado n sobre E. Entonces la estructura
ciclica del Sy estd dado por:

q n(k—1)
donde 1 es el ciclo cero, luik(lik) es un ciclo de longitud l;, con multiplicidad pi;,
y i, = ord(p(z)").
Prueba. Ver [14]. =

Ejemplo 24 Continuando con el ejemplo 17. Aplicando el teorema 23 y el pro-
ducto entre ciclos, buscar la estructura ciclica de ¢y (x), Py, () y (@)

= | Pn,, (%) | La estructura ciclica de f;

1. ¢ =3.

2. n=grad (quMfl (x)) = 1.

3. r; = 0 es el minimo que cumple 3™ > 1..
4. ;=2 ye=1.

Por tanto,
nk n(k—1) *
Gp =1+ Z e 3 (llk)

1 0
_]‘+3 3 /’LI]_(lll)

= ]‘ + 2:“’11(2)
- 1 +/j’11(2)
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3 — ciclos de longitud 8 1 - ciclos de longitud 2

1 - ciclos trivial

-
L
=3 B

L= -3 L=
L L o
e : 0 : e

Figura 2.5: Gréfica del Ejemplo 24

= Py, (x) |: La estructura ciclica de fs.

1
2. n=grad (ngfl (x)) = 2.

3. r; = 0 es el mimimo que cumple 3" > 1.
4

. lil =8 ye= 1.
Por tanto,
! (32)nk_(32)n(k71)
Gp =1+ ; L s, (1s,)

= ]‘ + gli;ll/“l’il (lil)
=1+ 54 (8)
=1+ p;(8)
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= | ¢y, (%) | La estructura ciclica de f es el producto de los ciclos de fiy fo.

G, = (1+414(2) (1+ 1,(8))
=1+ 15, (2) 4 13, (8) + 445, (2) 44, (8)
=1+ pg + pg + gcd(2, 8) fhiem(ass)
=1+ py + pg + 2pg
= 14 py + 3ps.

donde p, y pg denotan un sélo ciclo de longitud 2 y 8 respectivamente,
pi, = 1y p;, = 1. Concluimos que el SDF f de 27 vértices tiene 5 ciclos
disjuntos, uno trivial, uno de longitud 2 y tres de longitud 8.

2.2.2. “TheB. of Affine Boolean Sequential Networks”

Los SDF afines considerados en este trabajo se encuentran publicado en el articu-
lo escrito por Milligan y Wilson (ver [18]). El articulo determina el compor-
tamiento dindmico de ciertas redes secuenciales lineales booleanas, empleando
SDFL para aplicarlo a las redes booleanas afines. Se entenderd por redes secuen-
ciales booleanas lineales los SDFL booleanos y por redes booleanas afines los
SDF booleanos afines, esto con el objetivo de seguir utilizando las definiciones
y los conceptos asumidos en la investigacién. Milligan y Wilson concluyeron
que los SDF booleanos afines considerados conservan la misma estructura de los
“Transients” y la estructura ciclica de un SDFL booleano. También emplearon
de manera introductoria la teorfa de los sistemas modulares lineales (SML) (ver
[13]), como SDFL (atribuidos a Dr. Elspas (1959) quien dio una descripcién
inicial de los SDFL). Milligan y Wilson dirigieron la atencién hacia el compor-
tamiento dindmico de un SDFL booleano, cuando éste se extienda de manera
especial para formar un SDF booleano afin.

A continuacién presentard un modelo lineal que tiene las propiedades dindmicas
de un SDF booleano afin usando la descripcién de Elspas sobre F5. Sea f un
SDFL sobre F3 que tiene a M como su matriz de transformacién, Sy su espacio
fase e identificamos el conjunto como ¥ (llamado espacio lineal booleano) tal
que cumple:

Mz =y (2.3)

donde z y y son vectores en F}. El objetivo del modelo es extender el SDFL
booleano f a un SDF booleano afin, definiendo el concepto de suma de “ In-
verters” como el cambio en el vector £ en una de sus componentes adiciondndole
como suma un 1 (la componente de z es x; cambiarla por x; + 1) para generar un
espacio afin resultante que identificamos con x (llamado espacio boleano afin),
su SDF booleano afin por f, y al espacio fase por Sy, . Este sistema satisface la
siguiente ecuacion:

Miz+b=79 (2.4)
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donde b es un vector distinto de cero en Fj y para alguna componente b; es 1
(b; = 1 representa el “inverters” de la componente i-ésima de b).

Para hallar la relacién entre los ciclos de los espacios fases Sy y Sy, , es necesario
emplear un nuevo SDFL f. definido por el espacio compuesto ( entre los espacios
¥ y x. El espacio fase determinado ( esta subdividido en dos partes, uno por el
espacio fase Sy de W y el otro espacio fase Sy, de x. El nuevo SDFL booleano f
se representa por la matriz transformacién C' de bloques de orden (n+1) x (n+1)
sobre [y obtenida de la siguiente manera:

que satisface la ecuacién C'z* = y*. La equivalencia algebraicamente esta dada
por:

Mz +bxg =3
donde:

» Si zp = 0, entonces Myr = ¢, (ver ecuacién 2.3) representa el SDFL
booleano del espacio identificado por V.

» Sizg = 1, entonces Msx + b = 7, (ver ecuacién 2.4) representa el SDF
booleano afin del espacio identificado por x .

En el siguiente ejemplo se quiere construir un SDFL booleano afin a partir de un
SDFL booleano y que comparte propiedades dindmicas similares a otro SDFL
booleano.

Ejemplo 25 Consideremos el SDFB,

(x1,22) — (21 + 22, 22)

y su espacto fase Sy, esta dado por la figura 2.6, donde ¥ identifica el espacio

completo, es decir, es representado tanto por el espacio fase Sy, como por el
SDFL fg.

La matriz transformacion del SDFL fy estd dada por My, = < (1) 1 ) tal que,

11 T r1 + X9
=y = (51)(0)=("27)
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@

Figura 2.6: Espacio Fase S,

donde v = (i;) € F2 . Ahora se aplica un “Inverters” al sistema VU en la variable
x1, es decir, cambiamos a x1 por x1 + 1, entonces

$1+1 l’1+.1'2—|—1 X1+ T2 1
M = = =M b
f\v( T3 ) ( 2 ) ( 2 ) i (0) Bt
donde b = (é) O sea, se construye un SDFB afin f, determinado por la siguiente

ecuacion
My, x +brg =y

y el espacio fase Sy, de x estd dado por:

@

Figura 2.7: Espacio Fase de S},

Ahora el SDFB afin construido satisface que:

1 0 1 00
C:(%?w*): (1)(11) N R
Fu 0 0 1 00 1
tal que
1 00 o Zo
Cx* = 1 11 T = To + T1 + 2o
0 01 i) To

y el espacio fase de s esta dado por la figura 2.8.
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@D

Figura 2.8: Espacio Fase de Sy,

Por tltimo, se enuncian tres teoremas que aparecen en el articulo de Milligan y
Wilson (ver [18]) y se encuentran explicados completamente por el modelo ante-
rior y por los divisores elementales de las matrices M; y C' (éstos corresponden a
los mismos divisores elementales de sus respectivos SDFL). El primero y segundo
teorema establecen la preservacion de la estructura ciclica entre el SDF booleano
afin del espacio x y el SDFL booleano extendido del espacio g, y el iltimo teo-
rema dice que la estructura de los “ Transients” es totalmente el mismo en los
dos espacios.

Teorema 26 Todo SDF booleano afin extendido por un SDFL booleano dados
por los espacios x y ¢ respectivamente, preserva la misma estructura ciclica.

Teorema 27 Todo SDF booleano afin extendido por un SDFL booleano dados
por los espacios x y < respectivamente, deja los largos de los ciclos incambiable
o el resultado de los largos de los ciclos, los cuales son un subconjunto de los
ciclos de los largos originales, que son maltiplos de una potencia de dos.

Teorema 28 Todo SDF booleano afin extendido por un SDFL booleano dado por
los espacios x y s respectivamente, tiene la misma estructura de los “Transients”.

2.2.3. “Linear Finite Dynamical Systems”

El trabajo realizado por el Dr. Herndndez Toledo (ver [14]), se orient6 tnica-
mente a SDFL sobre un cuerpo finito y determina herramientas algebraicas para
el comportamiento dindmico de un SDFL por medio de ciclos y drboles (ver
seccién 3 del articulo de Toledo). Herndndez Toledo caracterizé completamente
estos sistemas estableciendo una descripcién de la dindmica de un SDFL y el
comportamiento de las érbitas como una descomposicién de dos componentes:
una componente biyectiva (mapa lineal biyectivo, seccién 6) y otra la compo-
nente nilpotente (mapa nilpotente, seccién 5). El resultado principal establece
que todo espacio fase o espacio de iteracién estd compuesto por la union disjunta
de ciclos-drboles (donde en cada vértice de un ciclo esta pegado el mismo drbol),
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o sea el espacio fase de un SDFL consiste de la suma de ciclos-drboles, con una
copia del mismo &drbol pegado cada vértice del ciclo, por tanto, el espacio fase
estd configurado de la siguiente manera: una parte es un drbol dado para la
parte nilpotente y la otra son ciclos dado para la parte biyectiva, (ver teorema
30). También el autor presenta una descripcién nueva de la dindmica de la parte
nilpotente del mapa lineal.

O OO
0 <>

Mapa Milpotente
Maper Bivectiva

- $ Tnvertible

N I

Figura 2.9: Parte Nilpotente N y Parte Invertible I

Para la descripcién completa de la dindmica de un SDFL se utilizan grafos para
construir SDFL, definiendo a partir de la suma y producto de dos SDFL, en
especial, el producto de SDFL. A continuacién desglosamos un estudio global de
los SDFL que Toledo presenté en su articulo:

Producto de ciclos El producto entre ciclos es o son ciclos de la misma longi-
tud y que en principio Elspas dio propiedades de su estructura. Ver ejemplo
24.

Producto de mapas biyectivos La estructura ciclica entre mapas biyectivo
no es mas que el producto entre ciclos.

Productos de arboles Es un arbol cuya profundidad (largo) es el maximo
de las profundidades y cuyo punto terminal esta formado por los puntos
terminales de ambos arboles.

Producto entre un ciclo y un arbol Es un ciclo-drbol o un grafo que esta
formado por el mismo ciclo y por el mismo drbol “Transients” donde en
cada vértice del ciclo existe una copia del arbol.

Definicién 29 (Mapa Nilpotente) Un mapa g : X — X es nilpotente puro,
st eziste un natural n tal que g" = 0.
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Un mapa biyectivo es precisamente un SDF biyectivo cuyo espacio fase consiste
de soélo ciclos. Usando las propiedades de los espacios vectoriales X sobre un
cuerpo finito, la dindmica de un SDFL f en general, se limita al estudio de
la dindmica de los SDF definidos sobre subespacios f—invariantes de X (ver
proposiciones 8, 9 y 16) como espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo
finito de caracteristica p. La matriz transformacién M; del SDFL tiene polinomio
caracteristico
om, (@) =2%YP(x), z#0 y $(0)#0

donde z* es el polinomio caracteristico del mapa nilpotente de f y 1(z) es el
polinomio caracteristico del mapa biyectivo de f. De esta manera se resume lo
presentado por Toledo en el articulo. A continuacién presentamos dos teoremas
de los resultados principales de su articulo.

Teorema 30 Sea g : X — X un mapa nilpotente puro (SDF) donde X es un
espacio vectorial de dimension n sobre E y |E| = q, entonces su espacio fase
es un drbol q-ario completo con altura n, excepto el vértice raiz (raiz del drbol)
tiene solo q — 1 preimagenes.

Teorema 31 FEl SDFL es el producto de un SDFL nilpotente y un SDFL biyec-
tivo.

Prueba. Ver [14]. =

Ejemplo 32 Sea el SDFL

f: B — I

(-Tl)x27'r37x4> - f(x1,$27$37$4) :(l’l—f-l’g‘i‘x:g,$1+I2+1’3,$1+I3,$1)

con espacio fase con matriz transformacion

1110
1110
My = 1010
1000

con polinomio caracteristico
¢;(f) =2" —32° + 2 = 2*(2® = 3z + 1)

donde p(x) = 2% es el polinomio caracteristico del mapa nilpotente con espacio
fase representado por un drbol 2—ario de longitud 2 y (z) = 2> =3z +1; 2 # 0
y ¥(0) # 0 es el polinomio caracteristico del mapa biyectivo con espacio fase
representado por ciclos de longitud 1 y 3. Asi, el espacio fase del SDFL

f(x1, x2, w3, x4)=(21+22+T3, T1+T2+T3, T1+T3, 1)

estd dado por la figura 2.10 (ver pagina siguiente).
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Figura 2.10: Producto entre la Parte N y la Parte 1.

De lo anterior el espacio fase de un SDFL consiste de la unién disjunta de ciclos
con el mismo &drbol pegado a cada uno de los vértices de los ciclos.

2.2.4. “Boolean Monomial Fixed Point Systems”

En resumen, el articulo presenta lo siguiente: una familia de SDF sobre F} que se
define més adelante por sistemas dindmicos finitos booleanos monomiales y por
el cual presenta condiciones suficientes para que un sistema monomial tenga sélo
puntos fijos como ciclos limites. En otras palabras, estas condiciones dependen
de la estructura ciclica del grafo dependencia del sistema. Unas de las preguntas
fundamentales que son comin en la aplicacién es analizar la dindmica del sistema,
sin enumerar todos los vértices, donde la enumeracién es del orden exponencial
o la complejidad es exponencial en nimero de variables modelos. Una respuesta
a esta pregunta se da en este documento para una familia de sistemas dindmicos
monomiales, donde la informacién de la dindmica de estos sistemas se obtiene a
partir de la estructura del sistema, es decir, la dindmica se encuentra codificada
por medio del grafo dependencia y este grafo es un grafo dirigido determinado
por las funciones coordenadas que representa el sistema. También el espacio fase
del sistema consiste de grafos componentes conectados donde cada uno consiste
de un ciclo limite con un &rbol dirigido pegado a cada vértice del ciclo, llamado
"Transients". Por tanto, la dindmica representado por el espacio fase del sistema
puede ser determinado por el grafo dependencia, grafo que se obtiene de las
funciones componentes del sistema.

Se presenta a continuacion los resultados de interés del trabajo Dr. Omar Colon-
Reyes que serdn resaltados para el caso booleano (ver [8]).
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Definicién 33 (SDFBM) Un sistema

f:(flaf%"'afn):lﬁ‘g_)wg

es un sistema dindmico finito booleano monomial, si cada uno de los f; es de la
forma
_ €i1 .Ci2 €4
fi=o™t x5 xpn

donde €;;,0; € {0,1} . St «a; = 0 entonces todos los €;;= 0. La composicion
n-veces del mapa f con el mismo denotado por f™ = (fi", f*,..., fi") donde

cada fi* = c;(f{" ) (f5) T (fm)En

Definicién 34 (Grafo Dependencia) Al sistema f le asociamos un digrafo
X, llamado grafo dependencia, con conjunto de vértices {ay,as,...,a,, €}. Existe
un lado dirigido desde a; hacia a;, si o; =1 y x; es una factor en f; (es decir,
€;;=1). Existe un lado dirigido desde a; hacia € si o; =0 ( es decir, f; =0).

Ejemplo 35 Sea el SDFBM

f: 3 — I3
($1,$2,$3) - f(901,$27$3) =($1ﬂ72,$3,$1ﬂ73)

cuyo espacio fase y grafo dependencia estan dados por las siquientes grificas.

Coy G,
/

SR S

wZ

Espacio Fase Grafo Dependencia

Figura 2.11: Espacio Fase y Grafo Dependiente
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Para nuestro interés, destacamos los siguientes resultados y que sélo requieren
de conceptos comunes de grafo y cuya prueba se remite al articulo (ver [8]).

Teorema 36 Sea x un digrafo de f :Fy — F3. Lo siguiente es equivalente:

1. El sistema f : F} — F7 es un sistema de punto fijo.

2. Para cada vértice a € x de lo siguiente se verifica,

a) a permite dos caminos cerrados p,q : a — a de longitud |q| = p + 1,
b) a esta conectado con un camino al cero, o

c¢) Existe un camino de longitud > 1 desde a hacia a.

Definicién 37 Un sistema

f: (f17f2)"'7fn) FSHFS
es un sistema triangular, si cada uno de los f; es de la forma

'ein

_ €i1 ,.Ci2
fi = oyt

donde Cij, O € {O, 1}
Corolario 38 Todo sistema triangular es de punto fijo.

Ejemplo 39 Sea el SDFBM triangular

f: T — F
(.’L’l,xg,ﬂfg) - f(x17$27'r3) :(ﬂfl,ﬂfl,l’lxg)

cuyo espacio fase y grafo dependencia estan dados por las siquientes grificas.

xz/i-:}
(o3 B>

Grafo Dependencia
Espacio Fase

Figura 2.12: Ejemplo de un Espacio Fase y Grafo Dependiente
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Corolario 40 Sea f un sistema con grafo de dependencia x. Entonces f es un
sistema de punto fijo si y sélo si toda componente conectada fuertemente de x
corresponde a un sistema de punto o conectada por caminos hacia el cero en x.

Teorema 41 Sea x un digrafo de un sistema de punto fijo f = (f1, fa, -+, fn)-
Si no existe ningun camino desde a; hacia a; o a; tiene un camino de longitud

> 1 hacia el mismo, entonces g = (f1,...xifj, ..., fn) es un sistema de punto
fijo.

Corolario 42 f = (f1, fa,..., fn) un sistema de punto fijo y m un monomial.
Entonces mf = (mfi,mfa,...,mf,) es un sistema de punto fijo (no importa la

hipdtesis siempre es cierto.

Se resalta las nuevas herramientas usadas en este articulo para determinar que
un SDF monomial booleano sea de punto fijo y fue sélo una orientacién a este
trabajo; ya que todavia se encuentra en investigacion.



Capitulo 3

Transformada Discreta de
Fourier Aplicada a SDF

Este capitulo presenta el método para transformar cualquier SDF sobre Fy (de
dimensién n) en un SDF polinomial sobre F,» (una dimensién) utilizando la
matriz representacién de la transformada discreta de fourier sobre cuerpos finitos.
Este método puede ser encontrado en el articulo de los doctores Bollman, Colén-
Reyes y Orozco (ver [3]) y permite obtener SDF equivalentes unidimensional de
un SDF dado, es decir, se puede encontrar SDF polinomiales cuya estructura
dindmica son los mismos o sus espacios fases son isomérficos. Se sabe que la
dindmica de un SDF esta codificada por el espacio fase, asi que este método de
fourier transmite la informaciéon de un SDF a otro y abre una nueva herramienta
a la investigacién para SDF arbitrarios. Para la ejecucién de este capitulo se
divide en dos secciones: la primera, enfocada a los preliminares, y la segunda,
dedicada al método de la transformada discreta de fourier sobre cualquier cuerpo
finito.

3.1. Preliminares

Introduciremos dos nuevos conceptos: SDF equivalentes y isomorfismos entre
grafos dirigidos (o espacios fases).

Definicién 43 (SDF sobre F})) un sistema dindmico finito (SDF) sobre Iy es
una funcion f : ¥y — Fy donde n > 1, F, es el cuerpo finito con q elementos y
[y, el producto directo de n copias de IF,.

Definicién 44 (El espacio fase) El espacio fase de un SDF f (denotado por
St), es un grafo dirigido que cumple:

» El conjunto de vértices es Fy.
= Dados p, 8 € Fy, existe un eje dirigido p EN B siy sélosi f(u) =0.

30
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El siguiente ejemplo es un SDFB de punto fijo y se quiere mostrar inicialmente
como su dindmica la desarrollamos bajo unos puntos cardinales representados
por los vértices de un cubo. La idea es motivar y mostrar la dindmica de estos

SDFB dentro un cubo, para el caso tres dimensiones.

Ejemplo 45 Sea f = (vz+1,z+1,zy+1) un SDFB sobre Z3. Por la definicion
anterior Z3 es el conjunto de vértices del espacio fase Sy donde el conjunto de
flechas representa la dindmica del sistema. Ver figura 3.1 del espacio fase de f.

Larid -’—3
ﬁdg Sf= (L3, )
NN oM
g 111
(01 ,1 x1gl__d_;r,~~:::. [?[H'K
I|I '| : f i 1011
[ | : I f
II I| .-"'“ |I H
1 ,_,-"ff U,]\\\ II z 10
oo0®, SO 000
ax I \g
- 710 110
1.“ ’,fr
YR
L 3
100 100

Figura 3.1: Espacio Fase

Se conoce que todo SDF f lo podemos expresar de la forma f = (f1, f2,. .., fa),
donde cada f; : Fj — [, es una funcién coordenada y sin prueba alguna se
describié que toda funcién coordenada f; se representa por medio de una fun-
cién polinomial. Ahora se quiere mostrar formalmente este hecho en el siguiente

enunciado.

Proposicién 46 Toda funcion ¢ : T} — F, se puede escribir como un polinomio

inico en Fy[x1, 2o, ..., Ty).
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Prueba. (Ver [16], pag. 369). La idea principal se encuentra utilizando el hecho
de que existe una tnica representacién de la forma

vz = Y plenen ) (-(ama) ) (- (zame) ) - (L (wamea) ")

(c1,250,cn)EFY

tales que ¢(r) = ~(x) para todo z = (v1,72,...,7,) € F, para probar el
enunciado. m

Una vez expresado ¢ como polinomio sobre Fy[xy, xo, ..., x,], cada variable del
polinomio aparece a lo mas de grado q. En otras palabras, cualquier ¢ dado por
la proposicién 46, y usando el algoritmo de la divisién, existe un tinico

v e[z, xe,...,x,]/{x] —x30=1,2,...,n)

de grado < ¢ tal que @(a) = y(a) para todo a € Fy (ver [16], pp. 371). Luego, un
SDFB puede ser representado por un SDF polinomial cuyos términos son solo
monomiales en F[z1, 22, ..., z,)].

Ejemplo 47 Considere f(x,y,z) : Z3 — Zo un SDFB tal que la funcion es-
ta dada por f(0,0,0)=1, f(1,0,0)=0, f(0,1,0)=1, f(0,0,1)=1, f(1,1,0)=0,
f(1,0,1)=0, f(0,1,1)=1, f(1,1,1)=0. Empleando la férmula de Interpolacion
de Lagrange Multivariado sobre cuerpos finitos (ver [16])

plr,y,2) = Y. flayene)(l—(—a) H(1-(y—c)* (11— (2—cs)*)

(c1,c2,c3)EZ3

y extendiendo esta expresion se tiene que:
p(xy,z) = [(0.0.0)(1-x)(1-y)(1-2)+f(1,0,0)x(1-y) (1-2)+[(0.1,0)y (1-z) (1-2)+
1(0,0,1)z(1-x)(1-y)+f(1,1,0)xy(1-2)+f(1,0,1)xz(1-y )+

f0,1,1)yz(1-x)+ f(1,1,1)xyz
simplificando
p(,y,2) = (1—2)(1-y)(A-2)—(1-2)y(1—2)—(1-2)(1-y)z+(1-2)yz = z+1
ast, esta funcion coordenada se puede representar por el polinomio
o(r,y,2z) =x+1
sobre Zs.

Ahora recordemos lo siguiente: dos grafos dirigidos son isomérficos G = Gy si
existe una funcién y desde el conjunto de vértices Gy al conjunto de vértices Go
tal que:
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= y es una funcién biyectiva.
» x(v) es adyacente a x(w) en G si y solo si v es adyacente a w en Gj.

Se quiere motivar este concepto a dos SDF, por ejemplo a f y g por medio de una
funcién ¢ biyectiva que preserve ejes (funcién puente, ver mds abajo) y cuyos
espacios fase tienen como conjuntos de vértices a espacios vectoriales finitos del
mismo cardinal (en este caso decimos que los sistemas f y g son equivalentes).
Para el caso de dos SDFL equivalentes, esto mismo equivalente a decir que sus
matrices representacién son similares.

Figura 3.2: Diagrama Conmutativo

Definicién 48 (SDF Equivalentes) Decimos que los SDF f : F — F yg:
E — E son equivalentes, si existe una funcion biyectiva ¢ : F — E tal que

¢pof=goo.

La definicién anterior se ve por intermedio del diagrama conmutativo de la figura

3.2 donde f y g son equivalentes y ¢ una funcién biyectiva, que llamaremos
funcién puente, es decir, el diagrama satisface ¢ o f = g o ¢.

Figura 3.3: Sistemas Dindmicos Finitos no Equivalentes



3. Transformada Discreta de Fourier Aplicada a SDF 34

Observemos que en la anterior definicién, si F y [E son espacios de igual dimensién
solo basta que ¢ sea sobreyectiva (¢ seria también inyectiva), si ¢ es solo un
epimorfismo y |F| < |E| entonces |F| = |E|. Ya que por el principio del palomar
al menos dos elementos de E estan relacionados con un elemento de [F y por la
sobreyectividad ¢ no serfa funcién. Y si |[F| > |E| entonces Sy serfa isomorfismo
a un subgrafo dirigido de Sy, por ejemplo, el siguiente diagrama conmuta y ¢ es
un epimorfismo donde 7 es el residuo médulo 2 y por tanto el espacio fase S, es
isomoérfico a un subgrafo del espacio fase Sy (ver grafica 3.4).

pn——

x”?ﬂf'“lll al l“ﬁ

L ’,LJ L,,i/ ,f’_\ﬁ f’—“‘-ql‘*-\l
{_,f"‘_'_ Sf ./’% b J
D D S

Figura 3.4: Subgrafos Isomorfos

El tnico teorema de esta seccion establece condiciones para que dos espacios
fases sean isomorficas.

Teorema 49 Sean f : F — F yg : E — E dos SDF. f y g son dos SDF
equivalentes si y solo st Sy =S, .

Prueba. (—) Supongamos que f y g son SDF equivalentes, entonces existe
¢ : F — E biyectiva tal que ¢ o f = g o ¢. Como Sy y S, son grafos dirigidos,
por la propiedad entre isomorfismo de grafos dirigidos falta probar que ¢ y ¢

preserven ejes, es decir, 4, /3 entonces ¢(11) 2 ¢(3) paratodo ju,3 € Fya b

entonces ¢~ *(a) EN ¢~ *(b) para todo a,b € B. En efecto, g(¢(n)) = (go ¢)(u) =

(oo f)(p) = o(f(p) = &(5), la tltima ecuacién se sustituyé f(u) por 3, por
tanto ¢ (1) 2 (). Lo segundo se cumple por hipétesis, ¢ es biyectiva, por tanto

g=d¢ofopt6¢ptog=foo ' . Supongamos que a % b, es decir, g(a) = b
entonces

671 (b) = ¢ (g(a)) = (¢ 0 g)(a) = (fo 6 ")(a) = f(¢ " (a))
por tanto ¢~ '(a) EN ¢! (b). Por consiguiente S; = S,.
(«) Supongamos que S; = S,, entonces existe ¢ : F — E biyectiva tal que ¢

preserva sus ejes, es decir, dados p, 8 € F tal que u EN [ entonces ¢( 1) EN o).
Definamos ¢ : F — E por ¢(u) = ¢(p) para todo p € F. es obvio que
@ es biyectiva, falta probar ¢ o f = g o ¢. En efecto, sea p € F entonces
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(gop)() = gle(p) = glé(n) = ¢(B) = ¢(B) = ¢(f(u)) = (¢ o f)(u) es-

to ultimo por hipétesis y f(u) = 5. Como pu es arbitrario entonces go ¢ = ¢ o f
y por consiguiente f y g son SDF equivalentes. m

3.2. Meétodo de la Transformada Discreta de

Fourier sobre Cuerpos Finitos

Una resena histoérica sobre la transformada de fourier discreta rapida sobre cuer-
pos finitos, “es atribuida directamente a Cooley y Tukey en 1965, sin embargo,
Heidermann en 1984 observa que el algoritmo de Cooley y Tukey fue esencial-
mente conocido por Carl Friedrich Gauss en 1805, dos anos después Fourier y
160 anos después Cooley y Tukey" (ver [22]). Esta importante herramienta tiene
sus inicios desde Gauss y permite construir SDF polinomiales unidimensionales
a partir de la transformada discreta de fourier sobre cuerpos finitos aplicada a un
SDF finito dimensional. Por eso, esta seccion muestra las condiciones necesarias
para obtener este SDF polinomial sobre un cuerpo finito.

Definicién 50 (TDF (ver [3])) Sea p(z) = ap+arx+---+a, 12"+ € Flz] y
w € F un elemento primitivo, es decir, w es un generador del grupo multiplicativo
F— {0}, entonces la expresion

-1 1

]Ao = p(wo) +p(w1)x + - +p(w”_1)x" = cALo + cAle 4+ -4 Qn_lx”_

se llama la transformada discreta de fourier (TDF) de p y los é\ti son los coefi-
cientes de fourier de p.

Al polinomio p(z) = ag+a1x+- - -+a,_12" ! se representa por p := (ag, a1, ..., 0p_1)
tal que,
Qo
a
ple) = @2,y [
(p—1

donde esta operacién es un producto escalar entre n — duplas. Por tanto, la
trasformada de fourier discreta (TDF) es una secuencia de n puntos constitui-
dos de la evaluacién del polinomio p(x) con coeficientes (ag, ay, ..., a,—1) en los

0wl n-l deci d fici de 1 f da fouri
puntos {w”, w', ..., w" '}, es decir, cada coeficiente de la transformada fourier
esta determinado por la evaluacién

Qo

. o . a
a; = p(w') = WO, w, ... ") _1 (3.1)

Qp—1
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donde w es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. En resumen, la transformada
de fourier discreta esta representado por:

AN
ap 1 1 1 e 1 ag ao
AN _
a, 1 w w? wnt aq aq
= . . . . . :Tq,w
an_l 1 Cun—l w2(n—1) L w(n—l)(n—l) [ A1

La expresién T, la definimos a continuacién sobre un cuerpo finito con ¢"
elementos y es motivada para el resto del capitulo.

Definicién 51 T, es llamada la matriz transformada de fourier discreta sobre

F (TDF), donde

1 1 1 e 1
1 w w? e w? 2 i
Tow=| . . : : = (w )ogz‘,jsfzn—2
1 w2 W22 ... ,(d"=2)(d"-2)
: _ n -1
y su inversa esta dada por T, ; = (¢" — 1) Ty = =Ty

También esta definicién se encuentra motivada en general para cualquier cuerpo
(ver [3]). Usando las propiedades de campos finitos F,[x]/(p(x)) = F,(w) donde
p(x) es un polinomio irreducible sobre F,, de grado n tal que p(w) = 0, w satisface
la condicién de raiz primitiva ¢"-ésima de la unidad sobre FF, (es un generador
del grupo multiplicativo Fyn— {0}), es decir, Fpn={0,1,w,w?,...,w? "2} donde
w?" 71 = 1. Més atin w* también es una rafz primitiva si y solo si med(k, ¢"—1) = 1
(med significa méximo comun divisor).

A continuacién se presenta un ejemplo ilustrativo donde dos SDF tienen espa-
cios fases isomérficos. Mds adelante, después del método de la TDF (dos SDF
distintos algebraicamente sean equivalentes y preserven los espacios fases bajo
isomorfismos y fourier en el sentido de la transformada discreta), se mostrard un
ejemplo donde uno de los sistemas es construido a partir de la TDF.

Ejemplo 52 Considere

f: F§ — F%
(,y) — (vy,7y)

un SDF' cuyo espacio fase estd dado por la figura 3.5. Ahora tomemos el poli-
nomio g(x) = a*x? + a2+ 25 € F3(a)[z] donde F3(a) = {0,a,a?,..., a8} =Ty
y a satisface el polinomio irreducible x* + x + 2 de grado 2 sobre Fs tal que
Fa[z]/(z* + = + 2) 2 F3(a). Ahora los SDF f y g son equivalentes bajo la trans-
formada de fourier, es decir, el siguiente diagrama conmuta ¢po f = go ¢
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T2

y ¢ es la correspondencia natural (¢ estard dado por la notacion 53 , una corre-
spondencia natural entre T3 y Fs2 ). Ast por el teorema 49 los espacios fases de
f vy g son isomorfos (ver figura 3.5).

oo

-
bl o1

N

{
|

—

o
,'__;'

- s

NN O }
(29 () ()

\
4
Sy

L3
|/J_E ?T\'

L.y

Figura 3.5: Isomorfismo de Espacios Fase Bajo Fourier

El método Discreto de Fourier sobre cuerpos finitos es un caso particular del
andlisis de fourier discreto sobre grupos finitos (ver [22, 16]). La conexion entre
los SDF y el analisis de fourier discreta es nuevo y se encuentra una aplicacién al
drea reguladora de redes genéticas (ver [3]). El método de TDF permite buscar
SDF equivalentes de una dimensién a partir de un SDF finito dimensional sobre
cualquier cuerpo. Las condiciones necesarias para estudiar SDF por el método
de TDF deben satisfacer lo siguiente: dados f : Fj — Fy, ¢ : Fj — Fn biyectiva
y definir una funcién g : Fgn — Fgn tal que ¢p o f = g o ¢, con esto sus espacios
fases serdn isérmoficos Sy = S;. A continuacién se detallard més este método.

Notacién 53 Sea f : Fy — Fy un SDF. Se define la correspondencia natural

entre By y Fyn por:

b,

T = (To, T1y. ., Tp_1)

F? Fyn

—
—

b, () = mo+ 10+ -+ 1y "
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donde x = (xo, 21, ..., Tn1) € Fy, Fy[x]/(p(7)) = Fyn(w) con p(x) un polinomio
irreducible sobre F, de grado n y p(w) =0 . No es dificil ver que ¢,, es biyectiva,
ya que ¢,, se escribe como combinacion lineal de la base de F,(w) y ademds tinica,
entonces para cada a, € Fpn existe un inico y = (Yo, Y1,-- -, Yn—1) € IFZ tal que
b, (y) = ay.
Se define

g: Fn —  Fn

q q

a — gla)= (¢,0f))
y por la biyeccion de ¢,,, también se cumple que para cada x € F} existe un inico
a, € Fyn tal que:

(g0 0,)(x) = 9(d,(2)) = gaz) = (&, © f) ()

y como x es arbitrario, entonces go ¢, = ¢, o f. Luego por la definicion 48 los
SDF f y g son equivalentes. Apliquemos esta notacion en el siguiente teorema
que se encuentra en el articulo [3] de la bibliografia..

Teorema 54 (TFD) Se asume la notacion anterior. Para cadai =1,2,---q¢"—

1, se define
By = (¢,0 f)(0,0,...,0)
B, = (¢w S f)(ai,o, (4775 P 7ai,n71)

donde w es una rafz de un polinomio irreducible sobre F, de grado n y

i—1 1

W =0+ aw -+ Gipoaw™T
entonces g(z) = by + bix + -+ + bgn_127 “'donde By = by y

bq"—l Bl - bO
= _Tq,w

bl Bqn—l - bO

Prueba. Para cada i = 1,2, ..,¢" — 1 y w un elemento primitivo de Fy» (w? ! =

1) entonces
B;

—~

= (¢ 0 f)aio, @i, Qip1)
W(f(aio, @i, ain—1))
g(¢w(ai,07 Qi 1, - - - 7a’i,n71))
g(ai,o +a; 1w+ -+ (lim_lwn_l)
g(w'™)
ahora por la proposicién 46, g(x) = by + b1z + -+ -+ bgn_127 ~! (se representa por
un polinomio de grado a lo mas ¢ — 1). Asi que

I
ASS

g™ =bg+biw T e b (wi’l)qnfl
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luego

Bi—bo = g((,di_l)—bo = blwi_l—i— cee —l—bqn,1 (wi_l)

q"—1

= bqn_1+bqn_2 (wi71>qn72 + e +b1wi71

y por la ecuacién (3.1)

Bi — bO = ( 1 w(ifl)(q”*Q) e wi*l )

también para cualquier entero k,

(wi—l)q”*(kﬂ) _ (wi—l>*k _ (w—1)(i*1)k

Ahora por la ecuacién (3.2)

By—by 1 1 1
Ba-bo 1 w?" 72 w3
_.Bqn_l—bo 1 w(qnié)(qn*2) w(qnf'?’.)(qn72)
1 1 1
1 w™ ! (w*1)2

1 (w—1)q"72 (w—1)2(q"f2)

1
w bqnfl
1
(@ )"

-1 (q”;2)(q"72)
(w™)

y como la transformada de fourier tiene inversa entonces

by
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b B — by
qn.il —1 By = bo
: = (Tyum1) .
bl Bqn_l - bO
By —bo
By — b
- _Tq,(w‘l)_1 :
Byn1 — by
B; — b
_ .7, By — bo
Bgn_1 — by

por tanto queda demostrado. m
En el tltimo ejemplo se estudio el SDF g(z) = w?z? + w a? + 25 € Fa2[w]. Ahora
mostraremos por medio TDF como se obtuvo este SDF.

Ejemplo 55 Apliquemos el teorema 54 para un sistema dindmico finito tridi-
mensional. Sea

f: ]Fg — ]F%

(z,y) — (zy,zy)

el SDF del ejemplo 52 y mostraremos que el SDF polinomial g de este ejemplo
fue encontrado por la TDF. Sea p(x) = x?+x+2 irreducible sobre Fs, por tanto
una raiz w de p es un elemento primitivo de Fs2, es decir, p(w) = 0 ¢ w? = 2w+
1 y cualquier potencia de w se puede escribir como combinacion lineal de {1,w}
sobre F3 . A continuacion se describe brevemente los pasos del método.
PASO 1. Determinar las potencias w'™' = a; 0+ a;jw parai=1,2,..,8 y el caso
trivial 0 € Fse

(w'mod (w? + w + 2)) mod 3 | = a0 + aiw | (aip,ai1)
0 —0 0,0)
w? =1 (1,0)
wt = w (0,1)
w? =2w+1 (1,2)
w? = 2w + 2 (2,2)
w = (2,0)
w® = 2w (0,2)
w® =w+2 (2,1)
w’ =w+1 (1,1)
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PASO 2. Calcular

€

By = (¢, 0 £)(0,0)
B; = (% f)(ai,Oaazl)
i | | ¢,(f(ai1, ai0)) | = Bi
0] ¢,(f(0,0)) = ¢,,((0,0)) =0
1] ¢,(f(aop,a01)) | = ¢,((0,0)) =
2| ¢,(f(aip,a1,1)) | = ¢,((0,0)) =
3 ¢w(f a9 05 a9 1)) = qbw((Q, 2)) =2 —+ 2w = w3
4| du(flasp,a31)) | = o,((1,1)) =l+tw=u'
5| ¢,(f(as0,a51)) | = ¢,((0,0)) =
6 ¢w(f as0, as, 1)) = ¢w((070>) =
7 ¢w(f a(;g,CLGl)) :¢w((2,2>) :2+2w:w3
8| ¢,(flarp,as1)) | = ¢,((1,1)) =l4+w=u'
g

PASO 3. Calcular los coeficientes de
de fourier discreta Ty,.

bs
by
be
bs
bs
bs
ba
by

UM Gy N Wy VU G VNG VA G VA G S

1
w

W
w
w
w
W

N O Ot s WN

w

1
w2
Wi
Wb
w8
10

w
(.U
Cx.)4

PASO 4. Encontrar g(z) :

bs = 0,b; =0,bg =
polinomio g esta dado por

1,05 =

por intermedio de la matriz transformada

1 1 1
wdowt WP
W W wlo
W w2 b
W12 W6 20
W5 w20 25
LI TR ¥
W21 W30 30
Fy2 — 2
O b4 w ,bg

0, by

g(z) = Wx® + W'zt + 2"

w+

2w +

oo or~oo

= W

= w

Los coeficientes del polinomio g son:
= w2 by =0 ,by = 0 por tanto el

Béasicamente este método nos permite establecer un polinomio unidimensional
sobre un cuerpo finito a partir de un SDF multidimensional cuyas propiedades
dindmicas se trasmiten sin cambio alguno. La ventaja que se puede tener con
respecto al segundo sistema es que los campos finitos son una herramienta més
comin que los mismos campos de Galois multidimensional. Es un tema de con-
tinuo estudio y segin nuestra investigacion la respuesta es afirmativa.

2




Capitulo 4

SDF Booleanos Monomiales
Afines y Temas Relacionados

4.1. Resultados Relacionados a Sistemas Dinami-
cos Finitos Booleanos Monomiales Afines

Esta seccién esta dedicada principalmente al trabajo investigado sobre SDF
monomiales afines, en particular, los booleanos. Varios resultados presentados
son extendidos a cualquier campo finito y después se aplica a los booleanos. El
contenido de esta seccién responde a varios problemas hasta ahora abiertos y en
gran parte sobre los SDFB monomiales afines (ver [7]). Aspectos combinatorios
referentes a SDF también serdn presentados, como por ejemplo, una cota inferior
para el conjunto B.; conjunto de puntos que tienen contacto con el nodo € para;
un sistema monomial affn, y para un caso especial, el corolario 65 establece que
ese contacto es B, = 2" — 1. También se determiné: que la unién de todos los
espacios fases de los sistemas dindmicos finitos booleanos monomiales afines for-
man el grafo simétrico de orden 2", si el grafo de dependencia del sistema es un
grafo simétrico completo de orden n. Adicional a la investigacién se establece el
nimero de ciertos polinomios que son involuciones en Z, y basicamente este con-
teo utiliza el nimero ternas consecutivas de residuos cuadriticos y no residuos
cuadréticos.

A continuacién se presentan dos definiciones fundamentales para el caso booleano.
Primero el concepto de SDFB monomial por un SDF de la forma

f=0fa fn) By = T3

donde f; = qaftad® - afn con oy, d;i € {0,1}. Si oy = 0 el conjunto de
todos los d;; = 0. El segundo el concepto de un SDF monomial afin sobre F7. La
siguiente definicion es de interés principal y varios de los resultados se extendieron
a campos arbitrarios usando el concepto de SDFB monomial afin.

42
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Definicién 56 (SDFB Monomial Afin) Se define el SDFB monomial afin
sobre ¥y por la funcion g = f + ¢, donde 0 # € € Fy y f = (f1, fa,..., [n) un
SDFB monomial sobre Fy.

Para el caso donde 0 # ¢ € F' y f es un SDF monomial sobre F}' (donde
a;,05 € {0,1,...,9—1}. Si a; = 0 el conjunto de todos los §;; = 0), se dice que
g es un SDF monomial affn sobre F}' cuyo espacio fase se denota por Sy(f).

Ejemplo 57 Consideremos el SDFB monomial [ = (x1,T172%3, 172) sobre Z3
y el SDFB monomial afin g = (x1, 11223, T122) + (1,0,0) sobre Z3. La siguiente
grifica muestra sus espacios fases donde ¢ = (1,0,0) € Z3.

- .\ o~ o oy T
el L3 -] 21l F P11 e 114 19 %
W, I M s e, e i A
o 1 ¥ L L 1 X
g i 5 A r
PYaral i o6l 1o [ e18 | see
" A J N P et 4.
= N P o
= T »
f /___! - g _f"'E ‘:u,. &
108 Qo)
4 *
At T e :

Figura 4.1: Sistema Dindmico Finito Booleano Monomial y Afin

La siguiente definicién permite relacionar las funciones f; por medio de un grafo
dirigido. Una de las preguntas abiertas importantes formuladas sobre SDF so-
bre cuerpos finitos es: ;de qué manera el estudio de los f; me permiten dar
informacién completa del comportamiento dindmico de la funcién f (ver [7])7.

Definicién 58 (Grafo de Dependencia) Sea f un SDF sobre Fy. Asociamos
a f un digrafo X llamado grafo de dependencia, con vértices {x1, %2, ..., %n, €0} .
FExiste un eje dirigido de x; a x; (x; — x;), si o; = 1 y x; | f;. Erxiste un lado
dirigido de x; a €y (r; — €), st a; = 0.

Veamos a continuaciéon un ejemplo grafico de la definicién anterior.

Ejemplo 59 Consideremos los SDFB monomiales f; = (x1, 2122, T1%4,21) Y
fo = (x129, 223,0) con sus respectivos grafos dependencia (ver grifica 4.2).

Observacién 60 Se denotardn el conjunto {1,2,...,n} por [n], las n-duplas
(1,1,...,1) =1y (0,0,...0) =0
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g, m Q

TS |

",
T ——— T35 T x34FED
F1=ix1,x1%2, x1%4, %1 ) F% %]F% Ja=(x1xa.x2x3,0): Fg—}ﬂ?g

Figura 4.2: Dos Grafos de Dependencia

Los siguientes dos teoremas nos permiten obtener dos cotas inferiores para todo
g = f + € que satisface g(x) = € y f un SDF monomial cuyo grafo de depen-
dencia es Xy. En otras palabras, nos permite establecer una cota inferior para
el conjunto B, = {x €Fy:g(zr) = e}, y para eso, contaremos cuantas posibles
soluciones satisfacen f(z) = 0; puesto f(z) = 0 implica g(z) = €. Las ideas del
primer resultado (cota mala) son usadas para el segundo y mejora bastante el
primero. Se tendrdn en cuenta los dos teoremas por que en esencia los conteos
son diferentes. Para el caso, ¢ = 2 y X; completo los dos teoremas son éptimos
(ver corolario 65 ).

Teorema 61 Sea g = [ + € un SDF monomial afin sobre F'. Definamos el
conjunto Ay ={j € [n] : x; | fi; Vi€ [n]} y Be={x € F}': g(x) = €} entonces

Bl = (q = 1)""™ g = (g — D]

Prueba. Sea [ un SDF Monomial. Si |Ag| = 0 entonces |B.| > 0 (se verifica la
desigualdad con la cota mas trivial). Si |Ag| # 0, sea Sy C Ag con k = | S| entre
1 y |A¢|. Definamos la siguiente propiedad: Tomemos T = (1129, ...,7,) € F}

tal que
S { 0, sim € Sk }
"ol asimgSyyceFy [T

Los elementos T que satisfacen esta propiedad cumplen que f(z) = 0, ya que
para cada T existe j € Sy tal que x; = 0 (|Sk| > 1) y como Sy C Ag en-
tonces x; | fi; Vi € [n], por tanto, fi(Z) = 0, Vi € [n|, es decir, f(z) =
(f1(Z), f2(Z), ..., fu(@)) = 0. Ahora para contar cudntos T € F)' satisfacen esta
propiedad, digamos que ese nimero es Ny, basta contar el nimero de subconjun-
tos con k elementos de As que determinan a T con k componentes ceros, o sea,
el nimero de ceros que tiene las componentes de T son k ceros y que es igual

al nimero de elementos de un subconjunto de Ag, que en total son <V,‘:‘> , por

(n — k) componentes de T que son distintas de cero y en total son <(q — 1)"%),
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—k [ |Asf]
k

por tanto existen (q — 1)" > elementos x para colocarle en k componentes

un cero y las demds componentes, (q — 1) elementos distintos de cero, donde
1 < k < |Ag|, ast, en sumatoria sobre k se tiene

Ny=(g-1)"" (Vif‘) +(g—1)"2 <|“;f|> bt (g 1)l <:;‘ED

elementos que satisfacen f(Z) =0, y simplificando
Nf _ (q . 1)n—|Af| [(q . 1>n—1—n+\Af\ <‘141f‘> + (q . 1)n—2—n+|Af| (|A2f\> I

n—|Ae|—n+|A A
<q_1) | Ag|—n—+|Ag| IAii }

= (g —1)" 1A :<|f§f|> (g — 1)1 4 <|A2f\> (q—1)A2 4. 4 (m)]

= (g0 g =1+ ) (1) (g - )]

— (g — 1" ()l — (g — 1)|Af|}

Ahora, si |Ag| # n, entonces © = 0 no satisface la propiedad anterior pero
satisface f(x) =0, por tanto,

Bl > (q—1)" M gl — (g — )M 41> (g — 1) el [ghel — (g — 1))

y para |Ag| = n (equivalente a X; es completo) el x = 0 también satisface la
propiedad, por consiquiente,

n—|A A A
por tanto queda d€m08t7 ado. | ]

Teorema 62 Sea g = [ + ¢ un SDF monomial afin sobre F} con Ay como en
el teorema 61 entonces

Bl 2 "1 g1 — (g — 1)1

Prueba. Sea f un SDF monomial. S |Ag| = 0 entonces |B.| > 0 (se verifica la
desigualdad con la cota mds trivial). Si |A¢| # 0 sea As = {j1,J2, ..., Jjagl} C
n] con j1 < jo < ... < jm. Definamos la siguiente propiedad: Tomemos T =
(z129, ..., 7,) € I tal que para cada ji, € Ag hacemos x;, # 0 paral <r < k-1
yz;, = 0, para las demds componentes cualquier valor de F,. Los elementos T que
satisfacen esta propiedad cumplen que f(x) = 0, ya que para cada uno de estos ©
eziste j € Ag tal que x; = 0 y como x; | fi; Vi € [n], entonces f;(z) =0, Vi € [n],
es decir, f(T) = (f1(Z), f2(Z),..., fa(T)) = 0. Ahora para contar cudntos T € F,'
satisfacen la propiedad anterior, digamos que ese nimero es Ny basta contar los
(k — 1) componentes que son distintos de cero, que en total es (¢ —1)k~1, mds la
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componente ji. igual a cero (uno solo) y los demdas (n — k) componentes se coloca
cualquier valor de F', que en total son g . Asi en sumatoria o sumando sobre
k se tiene que

| A
e B n— n— n— Ag|—
NfZZq k(q—l)klzq 1—|—q 2(q—1)+..._|_q |Af|(q_1)| £|—1
k=1

transformando la expresion
Nf — |:qn—1—n+\Af\ 4 qn—2—n+\Af| (q o 1) e qn—|Af\+1—n+\Af\ (q - 1)‘Af‘—2:|

oot [lg = D) gt

= q”*'Af'[[CI‘Af"l +q 2 (g =)+ g (g )M 4 (g - 1)‘Af‘71]
pETO

q\Af\_(q _ 1)|Af|: [q|Af|—1+q\Af\72 (q=1)+--+q(qg— 1>\Af|—2 +(g— 1)|Af|_1}

por tanto
Ny = q”—\Af| [q|Af\ —(q— ]_)|Af|]

se concluye que
|Be| > Ny.

por tanto queda demostrado. m

Definicién 63 Un grafo dirigido G es simétrico completo de orden n con V' el
conjunto de n vértices, si para dos vértices distintos pu,v € V de G, los ejes
(u,v) y (v, 1) estan presente en G. Denotamos al grafo G por K, el conjunto
de vértices por Vi» y el conjunto de ejes por Er- (ver [12]).

kgl

B L)

Figura 4.3: Grafos Simétricos Completos
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Ejemplo 64 Sea g = (v129x3, x12973, x12223) + (1,1,0) = (T + 1,2+ 1,Z) un
SDFB monomial afin sobre Z3 donde T = x1x5x3 y con |Ag| = 3, entonces

B(LLO) = {(Ov 0, 0)7 (L 0, 0)7 (07 1, O)a (Oa 0, 1)7 (L L, O)7 (17 0, 1)7 (Oa 1, 1)}

donde ‘B(l,l,o)| = 2% — 1 = 7. También desde su espacio fase se verifica, ver
figura 4.4, Ademds su grafo de dependencia es K3.

TN NS NN
qr.:.aj foeel) [ o1 011 164 101
SN § ‘x‘__.,f ' P’ P
0 \ - )
- e ".__‘ | .-""’J o -
(119
A

Figura 4.4: Espacio Fase de g

Cuando |Af| = n y X; es un grafo simétrico completo de orden n, estas dos
expresiones son equivalentes y nos permite ver el grafo de dependencia desde
estos dos puntos de vista. El siguiente corolario es una consecuencia 6ptima de
los dos teorema anteriores para cuando |Af| = n.

Corolario 65 Sea g = f + € un SDFB monomial afin sobre F} entonces
1. |B.| > 2n— Ml [2l4el — 1] | siempre que |Ag| # n.
2. St Xy = K} entonces |B| = 2" — 1.

Prueba.

1. Si|As| #n y q = 2. El punto x = 0 no satisface la propiedad del teorema
62 y sumarle uno mds a la cota inferior, por consiguiente

|Bg| > 2n—\Af\ [2|Af| _ 1} +1> 2n—\Af\ [2|Af| N 1} '

2. Para |Ag| = n el z = 0 satisface la propiedad del teorema 61, asi que 0 estd
contado y 2" > |B.| > 2" — 1, ya que g(1) = 1 + € # ¢, por consiguiente
|B.| =2" — 1.

Por tanto queda demostrado. m
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Se denot6 el espacio fase S,(f) del espacio afin formado por el SDFB f y se
denota un eje dirigido de = a y por (z,y) 6 © — .

Lema 66 Sig y h son dos SDF monomiales afines sobre Fy entonces
Sg(f) N Sﬁ(f) = 0.

Prueba. Sean g = f+c yh = f+¢ con # . Supongamos que S(FINS;(f) # ¢,
h

entonces existe un lado dirigido (x,y) en Sy(f) N S;(f) tal que x Lyyr Sy
son lados del espacio fase Sy(f) y Si(f) respectivamente, es decir, g(x) =y y

h(z) =y pero g y h son SDF monomiales afines, entonces

f@)+e=g(x)=y=h(z)=f(z)+€
luego € =€ absurdo, por tanto Sy(f)NS;(f)=¢ . =

Se presentard a continuaciéon un resultado que permite ver el grafo dirigido
simétrico completo de 2" vértices por medio de uniones disjuntas de grafos di-
rigidos determinados por los espacios fases de los SDFB monomiales afines. Mds
detalles se muestran en el siguiente corolario.

Corolario 67 Sea g; = f+ ¢ coni € {1,2,...,2"} un SDFB monomial afin
sobre F5  y Xy = K, entonces la union disjunta de todos los espacios fases
Sy (f) es el grafo simétrico completo Kin

Prueba. Basta probar USgi(f) = Ko, es decir,

1. Comparten el mismo conjunto de vértices, es decir, \/@
Sg; (£)

2. Comparten el mismo conjunto de lados, es decir, E@ = Fkon
Sg; (1)
En efecto, para el primer caso etiquetamos los vértices de Kon con cada

elemento de Fy tal que \/K2n = 3. Por definicion de espacio fase de
un SDFB \/g ;) =Fy y como Vg ) =V = F% por consiguiente

o — \/ .
Usg, (1) Kon
Para el sequndo caso: es facil ver que E&

(e}
Usg, (1)

C Ek,m, ya que todo lado de
)

Sg, (f

US () esta sobre FY que es un lado del grafo dirigido Kon. veamos que

Egn C By , en efecto, sea (€,€) € Ex,, entonces € — €. Definamos lo
Sgi ()

siquiente:

» Si€# 1 definimos g = f+e cone = (€1,€,...,6,) ye = (€1,€2,...,¢n)
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» Si€ =1 definimos g = f+et conet = (e}, e5,...,6-) conel = ex+1
para todo k € [n]

Sea’€ # 1, luego existe un j € [n] tal que€; =0 y como X es completo entonces
f(&) =0, sustituyendo € en g, g(€) = f(€) + ¢ =0+ e =¢, es decir, € > ¢, por

consiguiente (€,¢) € Eg 5y C Ee . Si€ =1 entonces
Sg; (£)
9@ =F@+e
=f(D+e

n

pero por definicion de e+, (1+ e, 1+¢€5,...,1+¢e-) = (e1,€2,...,6,) = € por
tanto, T % €, es decir, (€.¢) € Eg,¢p) C E& . De los dos casos antertores se
Sgs ()
tiene que Eo = EFx,n
Usg, (5

Concluimos que

JSu(f) = Kan

por tanto queda demostrado. m

Un ejemplo de este teorema, se encuentra sobre F3 basado sobre el cubo (ver
figura 4.5).

Figura 4.5: Grafo simétrico de orden 3 basado en cubo

Corolario 68 Sea f = (fi, f2,- -, fn) un SDFB monomial sobre F% con X; =
K . Consideremos g = f +¢€ ; con € # 1,
entonces
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1. g es un SDFB monomial de punto fijo.

2. f es un SDFB monomial afin de punto fijo

Prueba.

1. Por hipdtesis Xy es completo y € # 1. ast que por definicion Ay = n y por el
corolario 65 |B.| = 2" —1, en otras palabras, B, = Fy — {1} y g(x) = € para
todo weBe,en particular g(€) = €, es un punto fijo. Veamos que g™ (x) # x
para todo m > 1 y x € FY. Primero sea x € Fy — {1, ¢} y supongamos que
existe m > 1 que satisface g™ (x) = x, entonces

z=g"(z) =g" " (g9())

= g(z) ya que g(e) = e

=€
ast que x = € absurdo, por tanto, no existe un ciclo de longitud mayor que
1. Por dltimo, supongamos que si existe m > 1 que satisface gm(i) =1.
1=g"(1) =g""(9(1))

— (D) + o)

=g" (1+e)

= g(z) =€, VzeB. 0 g(1+€) =€ #1
asi que € = 1 absurdo, por hipdtesis. Concluimos que para todo xeF%, g no
tiene ciclos de longitud mayor que 1, por tanto g es un SDFB monomial
afin de punto fijo.

2. Basta tomar g = f +0 = f, y por la parte anterior [ es un SDFB mono-
mial de punto fijo.

por tanto queda demostrado. m

4.2. Topicos Relacionados y Problemas de In-
vestigacion

Mostraremos en esta seccién la relacién existente entre el nimero de ternas
consecutivas de residuos cuadraticos y no residuos cuadraticos sobre Z, y el
nimero de SDF de la forma f(z) = 2772 + Ba:% que no son de punto fijo sobre
Z,. El interés inicial surge del estudio de un trabajo de investigacién hecho por
los doctores Omar Colén y Alberto Céceres sobre polinomios de permutacién
sobre Z, (ver [6]). Para tal efecto, recordaremos algunos conceptos de Teorfa de
Ntmeros y en adelante emplearemos la siguiente terminologia: sea a un entero y

a _
p un primo impar, se define el simbolo de Legendre [ — | = a"= mod py cada vez
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que el simbolo de Legendre <2> = 1 decimos que a es un Residuo Cuadratico
p

(RC) y si (g) = —1 decimos que a es No Residuo Cuadratico (NRC). También

se denota a N(ay, s, ag) por el nimero de enteros a tales que 1 < a < p —3

(a> <a+ 1) <a+2>
G =\{—-],02 = , 3 =
p p p

en otras palabras, el nimero de ternas consecutivas de RC o NRC sobre Z,,.
La siguiente proposiciéon muestra una identidad que relaciona implicitamente
N(a, ag, a3) con el Simbolo de Legendre y sobre ternas consecutivos de RC o
NRC. La misma férmula implicita cumple de igual manera para k enteros con-
secutivos en RC o NRC (ver [21]). La prueba se presenta para k = 3 y es idéntica
para todo k. También presentaremos algunos resultados relacionados con los SDF
sobre cuerpos finitos que fueron resueltos en paralelo con esta investigacion.

satisfacen

Proposicién 69 Dados oy, g, a3 con a; = —1,1 para todo j entonces

8N (ay, vy, vs) ZzZi (1 T (%)) (1 + a2<a;1)) (1 s (%Q))

donde p es un primo impar.
Prueba. Primero fijemos los valores

(a) <a+ 1) <a—|—2)
a1 = — |, 0 = y 3 =
b b p

y esta condicion determina el conjunto

n:{$€{1,2,...,p—3}:a1: (g)’%: <9€;1>7a3: <x;2)}

de donde |n| = N(aq, s, a3). En adelante denotamos

e (o) (n(59) ()

)
:Zl =Y %t

aEn a¢n

luego

Probemos que la segunda sumatoria es cero; en efecto, para cada a ¢ 1 existe un
jeA{1,2,...,p— 3} tal que o # (“+;)_1), ast que

1) ()
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luego «; (“+]) = —1, osea o (“+j) +1 =0 por tanto

Sagn Ve = Sagn (14 )) _(}1+@j(%j)) ..... (1+aa(222))
= Dy (1 a1(2))-. 0 (“£2))
- Za¢n0

Ahora en la primera sumatoria se tiene que para todo a € n se cumple que

(a) (a—i— 1) <a+2>
ap = | —),0 = , Qg =
b p p

ast que (“;J) =1 para cada j = 1,2,3 por tanto

Daen Vi = Daen(l+ (“)) (14 q (“%))(1 + ak(“%?))
Z 1+1)3 veces(1+1)

= 2en
%3

aEn(
2*2*2

y como |n| = N(a1, az, as) se tiene que

oy oo =5 (1 (3)) (1 () (1(55)

a=1

por tanto queda demostrado. m

Ejemplo 70 Sea p = 13 y a continuacion presentamos un grdfico circular que
tdentifica los residuos cuadrdticos y no residuos cuadrdticos.
1

12

§ EsunnRe

| EsunRC
10
9

Figura 4.6: Distribuciéon de RC y NRC para p = 13
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2IN(=1,~1,~1) = i(l - <1%)))(1 _ (al-;l))(l _ <a14;)2))

a=1

es iqual

y simplicando 23]\7(—1,—1,—1) = 16, por tanto N(-1,-1,-1) = 2.

Ahora presentamos un teorema que aparece en el texto de George Andrew proba-
do en 1971 pero Monzingo probd estos resultados en 1985 usando otra herramien-
ta y se remite su prueba al texto o al articulo (ver [1, 19]).

Teorema 71 Dado p un primo impar entonces
8N(a,8,7) =(p—3)—(B+y+aB+ay+By)-(a+B+ays(5) —a(P)
—(v+aB+ 7)) + By Xhoy (4) (S (+22)
Prueba. (ver [19, 1]). m

El siguiente corolario es presentado explicitamente en Monzingo (ver [19]).

Corolario 72 Sea p un primo entonces

1. St p = 3mod8, entonces

8N(Oz,6,7):p—3

2. Sip=T7mod8, entonces

8N(a, B,7) =p—3—2[a(f—1) +~(1 + )]
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3. Sip=5mod8, entonces

8N ( ,7) :P—3—2(5+a7)+a57§ <_> <a+1) (a+2>

p p p

a=1

4. St p = 1mod8, entonces

SN(a, B,7) = p—3—2[a (1+8) +8 (1+7) +y (1 +a)|+afy 3P (%) CIGH

p p

Prueba. (Ver [19]). =

Recordemos que unos de los objetivos de esta seccién, se debié al estudio del
conteo de polinomios de permutacién o SDF de la forma f(z) = 272 + Bz
que no son de punto fijo sobre Z,,. Para el caso de SDF f invertibles sobre Z, (si
existe el SDF f~1), estos no son de punto fijo, es decir, el SDF f contiene ciclos
de longitud mayor que 1. Ain mds, se dice que f es una involucién, si f = f~1.
El siguiente teorema muestra la relacién sobre la distribucién de ternas consec-
utivas de RC y NRC con estos sistemas. Iniciemos con una conexién importante
establecidad por Colén-Céceres (ver [6]).

Teorema 73 (Colén-Céceres) Sea p un primo impar f(x) = 2P~ + ﬁxp%s
entonces

B+1ypB—1son RC
I -3
p=1mod4d y 2?2+ Bz"z
e es una tnvolucion

p—3

p=3mod4 yaP 24 Baz
es una tnmvolucion

)
b+1esRCypB—1es NRC

El corolario 72 y el teorema de Colén-Céceres permiten buscar el conteo de estas
involuciones usando el nimero ternas consecutivas de RC o NRC sin importar el
valor del stmbolo de Legendre del medio de tres simbolos de legendre consecutivos
para un primo impar. Este conteo se determiné durante la investigacién y se
establecié lo siguiente:

Teorema 74 Sea p un primo entonces

).
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y p=1mod8 | N(1,\,1) = £2
p=1mod4
\ P-5
p p=3mod8 | N(-1,)1) =2
p = 3mod4
N
p=Tmod8 | N(—-1,)1) = &L

Prueba. Tomemos p = 1 mod 4, y por el teorema de Colén-Céceres f+1y f—1
son RC y 8 RC o NRC, es decir,

()G

por el corolario 72 se divide en los siguientes dos casos: cuando p = 1 mod 8,

8N(1,1,1):p_15+§(g) (a;1> <a;2)

=56

a=1

y sumamos estas dos ecuaciones se tiene
8N(1,A,1)=8[N(1,1,1)+ N(1,-1,1)] =2p — 18

por tanto N(1,\, 1) = 1‘%9, similarmente cuando p = 5mod 8 entonces N(1,\,1) =
?. Ahora si tomamos el caso cuando p = 3mod4, y por el teorema de
Colén.Céceres 4+ 1 es RC, B —1 es NRC y 8 RC o NRC, es decir,

() - () 5)

por el corolario 72 se divide en los siguientes dos casos: cuando p = 3 mod 8,

8N(_17171):p—BY8N(—17—171):p—3
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y sumamos estas dos expresiones se tiene
8N(—1,\,1) =8 [N(-1,1,1)+ N(—-1,-1,1)] =2p—6

por tanto N(—1,),1) = 22, similarmente cuando p = 7mod 8 entonces

p—7

N(-LA 1) ==

por tanto queda demostrado. m

Precisamente los teoremas 73 y 74 permiten contar el nimero de SDF de la forma
P72+ 6:13% convolutivos, es decir, son SDF que tienen ciclos no triviales. Este
conteo se presenta en la siguiente proposicién.

Proposicién 75 El nimero de involuciones de la forma f(x) = x2P~2 + 6517172;3
para p primo impar esta dado:

1. Sip=1mod8, N(1,3,1) = £2
Sip=>5mod8, N(1,3,1) = £5.

> o

(
(
Sip=3mod8, N(—1,7 ):H.
Sip=Tmod8, N(—

1,5,1) =

1. Para p = 13, el nimero de involuciones de la forma xP~2 + 6x? son 2,
verificando con la siguiente tabla

a [1]2[3[4]5 [ 6 [ 7 [8[9]10]11]12
(B [1][-1]1]1|-1[-1]-1]-1]1]1[-1]1

se tiene que 13 =5mod8 y N(1,53,1) = % = % = 2.

2. Para p = 23, el nimero de involuciones de la forma 2zP~2 + Bx¥ son 4,
verificando con la siguiente tabla

a 11213 4 ) 6 7 8 9 | 10 | 11

I T T T T T T U T T T (G T Q|
23

23
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se tiene que 23 = Tmod8 y N(—1,3,1) = 21 =18 =4,

Por consiguiente, se ha determinado cotas inferiores para el mimero de solu-
ciones para un cierto SDF booleano monomial afin y se determiné por medio
de la proposicién 75 el niimero de involuciones usando la distribuciéon de ternas
consecutivas en residuos cuadratico o no residuos cuadraticos médulo un primo
impar.



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajos Futuros

5.1.

1.

Conclusiones

Se expone el método para transformar sistemas dindmicos finitos multidi-
mensionales en sistemas dindmicos de una dimensién para campos finitos.

Se determiné una cota inferior para B,, conjunto de puntos que tiene con-
tacto con el nodo € . Para un caso particular de booleanos B, = 2" — 1.

Se determiné: La unién de todos los espacios fases de los sistemas dindmicos
finitos booleanos monomiales afines forman el grafo simétrico de orden 2".

s P . . _ p=3
Se determiné el mimero de involuciones de la forma 2P~2 + Bz 2 .

Trabajos Futuros

. Caracterizar los SDF monomiales afines a partir de su grafo de dependen-

Cla.

. Establecer condiciones para que el valor del cardinal de B¢ sea cerrado o

optimo.

Establecer condiciones necesarias y suficientes para que un SDF monomial
affn en general sea de punto fijo.

58
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