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Abstract

The operators of composition were studied by Carl Cowen, Barbara Maccluer
[2] 1995 and Joel Shapiro [3] 1993. The operators of composition C, have the virtue
that their properties are intimately related with the behavior of ¢. this allows the
use classic results of the theory of analytic functions as well us contemporary results.
In the work done, basic notions of the operator of composition are studied the main
Hilbert space study is de Hardy space. It is seen how the composition operators act
in this space. the conditions of compacity, like the condition of Hilbert Schmidt,
the theory of weak convergence, the theory of univalent compacity, the relationship
between the compacity, the univalence and the geometry of the automorphism of the
disk D in which the theory of Julia Caratheodory and the theorem of Denjoy-Wolff
are studied. Finally, additional observations are made like the relationship between

the Dirichlet spaces, the Hardy spaces and the Bergman spaces.
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Resumen

Los operadores de composicién han sido estudiados, entre otros, por Carl Cowen
y Barbara Maccluer [2] 1995 y Joel Shapiro [3] 1993. Los operadores de composi-
cién C, tienen la virtud que sus propiedades estdan intimamente relacionadas con el
comportamiento de ¢. Ello permite utilizar resultados clasicos de la teoria de fun-
ciones analiticas como también resultados contemporaneos. En el estudio realizado
se revisan nociones bésicas de los operadores de composicién. El principal espacio
de Hilbert que se estudia es el espacio de Hardy. Se ve como los operadores de com-
posiciéon actian en este espacio. Se estudian las condiciones de compacidad como
la condicién de Hilbert-Schmidt, el teorema de convergencia débil y el teorema de
la compacidad univalente; la relacién entre la univalencia de ¢ y la compacidad de
C,, la geometria de los automorfismos del disco D. También se estudia el teorema
de Julia-Caratheodory y el teorema de Denjoy-Wolff. Finalmente se realiza observa-
ciones adicionales como la relacién entre los espacios de Dirichlet, espacio de Hardy

y de Bergman.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Justificacion

Los operadores lineales cerrados, y en particular acotados, en espacios de Hilbert
fueron inicialmente estudiados por Von Neumann y Murray [1] inspirados por la
mecanica cuantica en la tercera década del siglo XX. Pronto otros investigadores
vieron la necesidad de estudiar operadores lineales continuos en espacios de Banach.
Entre estos operadores estan operadores de multiplicacién, operadores compactos,
operadores de traslacion y también los de composicion.

Publicaciones previas
Un operador de composicion en un espacio X de funciones analiticas en el disco

unidad D = {z : |z] < 1} actia como:

Cso(f):foSO

donde: f € X y ¢ : D — D es una funcién analitica. En general es un problema
determinar cuando C,(X) C X y si X es un espacio de Banach ver si C, es acotado.

Los operadores de composiciéon han sido estudiados intensamente desde hace
més de 40 anos. Uno de los articulos pioneros fue por Eric Nordgren [1](1964).
Cuando los espacios donde actiian los operadores de composiciéon son espacios de
Banach de funciones analiticas hay un rico entrelazamiento entre las propiedades de
ambos. Otros investigadores que han hecho trabajo fundamental son Carl Cowen [2]
(1995) y Joel Shapiro [3](1993) que juntos con sus colaboradores han conseguido re-

sultados estructurales muy ricos. Los operadores de composicién tienen la virtud que



sus propiedades estan intimamente relacionadas con el comportamiento del simbolo
@ cerca del borde del disco unidad, o sea el circulo unitario, lo que permite uti-
lizar resultados clésicos de la teoria de funciones analiticas como también resultados
contemporaneos.

Los espacios de Hilbert de [?(N) un espacio de funciones de valor complejo sobre
el conjunto de los enteros no negativos N, y para ¢ definido sobre N por ¢(n) = n+1

el operador composicién C, sobre [?(N) es:

El cual sera llamado operador traslacion.

Lo mejor de los autores al estudiar la composicién de operadores fue tratar de
resolver las preguntas de acotacion, compacidad y bajo qué condiciones se pueden
dar tales propiedades.

Objetivos

OBJETIVO GENERAL

Identificar y estudiar los operadores de composicion en el espacio de funciones
analiticas en espacios de Hilbert, sus propiedades en los espacios de Hardy, espacios
de Dirichlet y espacios de Bergman.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Analizar la caracteristicas y la relacion entre los espacios de Hardy, Dirichlet
y Bergman.

e Las condiciones algebraicas y geométricas para analizar la compacidad de
estos operadores.

e El estudio de resultados como el principio de subordinacion de Litlewood, el
teorema de compacidad univalente, el teorema de Julia Caratheodory para poder

caracterizar los operadores en los espacios de Hardy.



Capitulo 2
MARCO TEORICO

2.1. DEFINICIONES PREVIAS
Definicién 2.1. Una funcion compleja se llama analitica en un punto zo de su
dominio, si existe una serie de potencia centrada en zy:
Z (z = 20)" = fo+ fi(z — 20) + falz — 20)% + ...
n=0
Esta converge en un entorno D C C de zy y que coincide con la funcion en dicho

entorno:

00
E Z—ZO

n=0
para cada z € D.

Definicién 2.2. Sea H un espacio vectorial sobre el cuerpo de los complejos C, un
producto interior sobre H es una aplicacion {.,.) de H x H en C tal que:
e (x,x) >0, para todo x € H
(x,x) = 0si y solo st x =0
(z,y) = (y,z) para todo x,y € H
o (ax + By, z) = alz, z) + By, 2), para todo x,y,z € Hya, B € C
Un espacio vectorial dotado de un producto interno es un espacio prehilbertiano.
Definicién 2.3. La norma de x € H es ||z|| := /(x, ), se cumple:
o ||z]| > 0,||z|| =0 siysolosiz=0
o [l +yll <Ilzll + lyll;

o |laz|| = |olllz|l, para x € H,a € C



Definiendo d(z,y) = ||z — y|| se obtiene una distancia en H.
Definicién 2.4. Un espacio prehilbertiano que es completo para la distancia in-
ducida por el producto interior es un espacio de Hilbert. Todo subespacio vectorial
cerrado de un espacio de Hilbert, es un espacio de Hilbert.
Definicién 2.5. El disco abierto unidad en C, alrededor de P es el conjunto de

puntos cuyas distancias a P son menores que 1, esto es:
D(P)={QeC:|P-Q| <1}

El disco cerrado unidad alrededor de P es el conjunto de puntos cuyas distancias

son menores o iguales que 1, esto es:
D(P)={QeC:|P-Q| <1}

2.2. TEORIA DE FUNCIONES GEOMETRICAS DEL DISCO
2.2.1. TRANSFORMACIONES LINEALES FRACCIONARIAS

Las transformaciones lineales fraccionarias son aplicaciones de la forma:

az+b
cz+d

T(z) =
donde: a,b,c,d, z € @,
sujeto a la condicién ad — be # 0 la cual es suficiente y necesaria para que T no
sea constante.
El conjunto de las transformaciones fraccionarias se denota por LFT(C). Este
conjunto es un grupo bajo la composicion de las transformaciones lineales fraccionar-

ias. Las transformaciones lineales fraccionarias pueden ser representadas mediante

una matriz compleja llamada matriz de representacién:

a b —a —b
c d —c —d



donde a,b,c,d € C
Definicién 2.6. Si ad — bc = 1 entonces se dice que T estd en su forma estdndar.
Se observa que una transformacion lineal fraccionaria fija el punto oo si y sélo
si ¢ = 0, en tal caso oo es el inico punto fijo si y solo si a = d y b # 0, si ademaés
b = 0 se tiene que 0 también es punto fijo. Se calculan los puntos fijos de las
transformaciones lineales fraccionarias resolviendo la ecuacién T'(z) = z mediante la

féormula cuadratica:

" (a—d) ++/((a — d)? + 4bc)
2c

(a—d) —/((a — d)? + 4bc)
2c

b=

Se define la traza de una transformacion lineal fraccionaria que estd en forma

estandar por:

\(T) = =(a + d)

donde x(T') puede ser con signo mas o menos, esto por que la representacién
matricial de una transformacion lineal fraccionaria. Recordar que la traza es la suma
de las entradas de la diagonal y que es invariante bajo similaridad.

Desde ahora solo se trabajarda con transformaciones lineales fraccionarias en
su forma estandar. Note que se calcula la derivada de una transformacion lineal

fraccionaria del siguiente modo:

ad — be 1

T'(z) = (cz + d)? B (cz 4 d)?

También se coloca la derivada en términos de la traza antes calculada:




T'(2) = § (M) £ VXTP -~ 5)

con lo cual para a, 5 € C se tiene:

T'(a) +T'(8) = x(T)? — 2

PUNTOS FIJOS Y DERIVADAS
Teorema 2.7. Sea T € LFT(C). entonces los siguientes puntos enunciados son
equivalentes.

1) Ix(T) = 2.

2) X' =1 en los puntos fijos de T.

3) x tiene un punto fijo en C.

Si x tiene 2 puntos fijos distintos, entonces estas derivadas en estos puntos son
reciprocas, y su suma es x(T) — 2.

Se clasifican las transformaciones lineales fraccionarias de la siguiente manera:

e)Eliptico: en el cual se tiene 2 puntos fijos, uno estéd en el disco y el otro en el
complemento del disco, por ejemplo T'(z) = iz cuyos puntos fijos son 0 y oo.

e)Hiperbdlico: si sus puntos fijos estan sobre el circulo unitario, por ejemplo

z 40,5

T(z) = 22
(2) 1+0,52

con puntos fijos £1.

e)Parabdlico: si hay un punto fijo sobre el circulo unitario, con multiplicidad 2,

por ejemplo
(14+1)z—1

T =
Gl =i



que tiene punto fijo a 1.
e¢)Loxodrémico: si no entra en ninguna clasificacién anterior.
CLASIFICACION POR LA TRAZA
Teorema 2.8. Sea una aplicacion lineal fraccionaria que no es la identidad, entonces
T es lozodromica si y solo si x(T) no es real. Si x(T') es real, entonces T es:
e hiperbdlica < |x(T)| > 2.
e parabdlica < |x(T)| = 2.

e cliptica < |x(T)| < 2.



2.2.2. EL ESPACIO DE HARDY

El Espacio de Hardy H? de funciones analiticas es:
H?>={fe HD Z ? < oo}

Donde: H(D) es el espacio de funciones analiticas sobre el disco D, y f (n) son
los coeficientes del desarrollo de la serie de Taylor de la funciéon f centrado en 0.
Se asigna a este espacio de funciones analiticas una norma definida del siguiente

modo:

y producto interno:

EL LIMITE RADIAL
Teorema 2.9. Suponga f(z) = Y ., f(n)z" es una funcién en H? y f* es la
funcion en L*(OD) con serie de Fourier Y20, f(n)e™, entonces:

lim f(re®) = f*(e)

r—1-

para casi todo € € D, y la norma de H* de f es la norma de L?(0D) de f*.

El producto interno también se puede ver del siguiente modo:

(f,9) = lm —/ fre?Yg(re?)ds = _/ F*(e”)g*(e)do

r—1- 27

Note que para una funcién de H(D) y en particular si f € H?se tiene:

=1>_f(n):=

n=0



=) Ifm)ll="]

< Q_IFmP)Y Q122

n=0

entonces:

|11l

Corolario 2.1. Toda sucesién en H? convergente en norma a una funcion f de H?

F(z)] <

converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de D.

Demostracion. Sea f, una sucesién en H? convergente en norma a una funcién, esto

€es:

Ve >0,dN/n>N=||fn. — fl| <e

Sea z € K, tal que K compacto y K & D, suponga que existe z, tal que 2z, — 2
con z € 9D luego z, es de Cauchy y z ¢ D, entonces K no serfa compacto. Existe

un cx < 1 tal que |z] < ¢k, para todo z € K, luego se obtiene:

luego la convergencia es uniforme para todo z € K. O]
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Definicién 2.10. Sea f una funcion analitica se define la media integral por:

M1 = (5 [ 1fre)Pas)”

2 ),

Donde 0 <p <oo,0<r<l.

Moo(r, f) = maz_r<oer| f(re”)|

Proposicién 2.1. Sea f analitica en D. Sir — 1 entonces la media integral Ms(f, 1)

crece a || f||

\mﬂmmi/uwmm

r—1= 21 J_ .

y por lo tanto f € H?, si y solo si My(f,r) es acotada con 0 <r < 1.

Demostracion. Sea
f(z) =) f(n)z"
n=0

0

si z = re'? se calcula:

M (r) = o [ 15rePas

observe que:
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el producto de las series se puede reordenar pues ambas son absolutamente
convergentes en un conjunto compacto del disco, ademas por la ortogonalidad de las

funciones € y si n=m se tiene:

M2 f; Z ’2 2n

sir— 1~

como f € H?

= [lfll < K

PRINCIPIO DE SUB-ORDENACION DE LITTLEWOOD 3]

Teorema 2.11. Suponga que ¢ analitica y que mapea el disco D en el disco D, con

©(0) = 0. Entonces para cada f € H*:

C,f € H?

ICFI < 1A

Demostracion. Suponga f es un polinomio. Sea B el operador traslacion definido

sobre H? por:
=> fk+1)z
k=0

B es una contraccién en H2. Si f € H? se puede escribir f de la siguiente forma:
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f(z) = f(0) + 2Bf(2)
B"(f(0)) = f(n)

Suponga que f es un polinomio entonces foy es acotada eny foyp € H? sustituyendo

©(z) por z se tiene:

en notacion de operadores, esto es:

O@(f) = f(O) + Mvchf

por lo tanto:

1Co (NI =1£O0)* +[1MCoBfII*
<1fO)F +IC.BfI*

ya que M, es contractiva, ahora se sustituye sucesivamente Bf,B*f,B3f ... B"f,

para obtener:

1CBII* < |BF(O)P + |IC,B*f?

1CB*fII* < |B*f(0)* + ||C, B ]I

1CB" fII* < |B"f(O)* + |IC.B" £1*

Sumando se tiene:

ICfIP <Y IBEFO)F +[IC,B™ fI”
k=0
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como f es un polinomio y n es su grado entonces B" ! f = (

= (G117 < Y IB*F(0)

k=0
= 1) = 111117
k=0
lo cual prueba que C, es una contraccion en los polinomios. Suponga ahora que

f no es un polinomio, sea f, la n-ésima suma parcial de la serie de Taylor. Si f,, — f

en norma a H?2, f, converge uniformemente sobre compactos, entonces:

fnop— foop

Estéa claro que:

[l < 1111
[ fn o @l < [[fall

Sea 0 < r < 1, entonces se tiene:
M2(f o, T) - MQ(fTL © 907T>

< lm [|f, 0 ¢|
n—oo

<limsup||f, o ¢|| < [|f]]

n—oo

Haciendo que » — 1y recordando que: ||f|* = lm,_; 5= [ _|f(re?)[2df, se

tiene que C, es una contraccion.
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2.2.3. COMPOSICION DE OPERADORES AUTOMORFISMOS DEL
DISCO

Sea ¢ analitica, se define a,(z) que intercambia 0 con p por:

I
_1—]52

ap(2)

La funcién analitica ¥ = «;, o ¢ toma D en si mismo y fija el origen, luego:

Y=opop
szapo¢
Cp = CyCl,

Lema 2.1. Para cada p € D el operador C,, es acotado en H?, ademds:

1+ |p|
1 —[p|

[1Ca, || <

Demostracion. Suponga f analitica en una vecindad del disco cerrado unitario D,

en RD con R > 1. entonces el limite de la media integral se convierte en:

171 =5z [ 1repas

—T

1f o apll” = i/ [f(ap(e”))[*d0

2 J_.

1 " i\ 2] 4 (it
— 5 | 1Rl
_ 1 i |1 P ’
- o _ﬂ‘f(e )’ 1_2—967;15

1 —[p| 2
= =7V
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TEOREMA DE LITTLEWOOD (3]
Teorema 2.12. Suponga que ¢ es analitica de D en si mismo, entonces Cy, es un

operador acotado en H? tal que:

1+ ¢(0)

Coll <

Demostracion. Se tiene que C, = CyC,,, p = ¢(0) y ¥(0) = 0, Cy y C,, son
acotados por el principio de subordenacién de Littlewood en H?. luego C,, es acotado

en H?, ademés por el lema anterior:

1+ ¢(0)

Coll < |Cp||||Ca, || < | —%
|Cl| < ICu|I[|Ca, ] = (0)

con Cy contraccion.

]

Definicién 2.13. El espacio de Bergman es la coleccion de funciones de H(D)

denotado por A? con norma:

nm%:[ﬂﬂmwmw<aa

donde: dA(z) = Ldady si z = x + iy
Definicién 2.14. El espacio de Dirichlet es la coleccion de funciones de H(D)

denotado por D? con norma :

|M%=V@W+[}wamw<w

donde: dA(z) = Ldady si z = x + iy
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2.2.4. OPERADORES COMPACTOS
., Qué composicién de operadores es compacto?
Un operador lineal sobre un espacio de Hilbert H es compacto si aplica todo
conjunto acotado en uno relativamente compacto (clausura en H compacta).
TEOREMA DE APROXIMACION DE RANGO FINITO 3]
Teorema 2.15. Sea T es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H,
entonces T es compacto si y solo si hay una sucesion F},, de operadores acotados de

rango finito tal que ||T — F,|| — 0

Demostracion. Suponga T compacto en H, y sea e, una base ortonormal para H se

considera la proyeccion ortogonal:

P.f = Z(ﬁ ek) ek
k=0

y F, =TP,, observe que P, es una contracciéon en H. si B denota la bola unitaria,
como T es compacto, entonces T'(B) es relativamente compacto. Recuerde que la
convergencia puntual mas la equicontinuidad implican convergencia uniforme sobre
subconjuntos compactos. Las proyecciones P, converge puntualmente a la identidad
I, esto es,

P,—1

ademas P, son equicontinuas sobre conjuntos acotados, entonces aplicando lo men-
cionado antes entonces como la clausura de T'(B) es compacta entonces P, — [
uniformemente sobre T'(B), por lo tanto P,T" — T uniformemente en B por lo que
esto implica que ||P,T —T|| — 0, como P, T es de rango finito y acotado se obtiene
lo deseado.

Sea {F,} una sucesion de operadores de rango finito que converge en norma
a T, se debe mostrar que T'(B) es relativamente compacto con B la bola unitaria.

Recuerde que si C' es un subconjunto de X que es un espacio métrico es relativamente
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compacto si y sélo si para todo € hay un conjunto finito de punto N, C X tal que
para cada punto de C' esta a lo mas a una distancia de ¢ de cada punto de N,.
El conjunto N, se llama una € — red para C, todo conjunto con una € — red es
llamado totalmente acotado y si un conjunto es totalmente acotado es relativamente
compacto. Si C' es relativamente compacto se tiene un cubrimiento de C' por bolas
abiertas con centro en los puntos de N, y radio €, gracias a que es relativamente
compacto se puede escoger un sub recubrimiento finito. sea € y n € N fijo entonces
como se tiene ||F, — T|| < €/2, se toma N como una €/2 — red para T(B) por lo

tanto es relativamente compacto.

Definicién 2.16. Sea T un operador lineal acotado se define la norma infinito por:
| T]|oo = sup{[|T|| : [|=]| <1}

El espacio de operadores lineales acotados con la norma |||« se denota por H>
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PRIMER TEOREMA DE COMPACIDAD [3]

Teorema 2.17. Si ||¢||oo < 1 entonces C, es un operador compacto en H?

Demostracion. Para cada entero positivo n se define el operador
T.f =) f(k)e"
k=0
con f € H? por lo tanto
Tn:H2—>span{g0k:1§k§n}

donde
span{fi, ..., fr} = {Z Nifi:Aj€Cparaj=1,..n}
j=1

el span es el generador del espacio de llegada de T,, es de dimensién finita. Se tiene
que H* C H? entonces T}, es un operador de rango finito sobre H%. Como f € H?
entonces f es acotada y T, es acotado, se necesita que ||C, — T,,|| — 0, entonces se

calcula:

1(Co =TI =11 D fk)eH]

k=n+1
< > 1fR)IEM
k=n+1
< > 1fB)ell,
k=n-+1

<Y FERBCY el

k=n+1

ol

< IMll—= o

como ||¢]le < 1y n — oo, entonces:



[lollsd

Ll -
V1=llell%
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entonces C, es el limite de operadores de rango finito y por lo tanto compacto,

ademas la convergencia sobre compactos es uniforme.

TEOREMA DE HILBERT-SCHMIDT (3]

[
—n L= lp(e?)?

Por otro lado observe que:

Teorema 2.18. 5%

entonces C, es compacto.

1(Co =TfII < D 1FR)eH]

k=n+1

Donde T, es el operador definido en el teorema inmediato superior.

<) F®RPCY M)

1Cy =Tl < ( D [Ie"I1%)?

k=n+1

ademas se sabe que:
o
Dol < oo
n=0

entonces

- 1 " 16\ 12
_ 1 ndg
>3 [ 16t
=[S e
2 J_, o

1 i 1
‘%/ﬂ—wwww

luego C, es compacta en H?.

]
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APLICACION LENTE [3]

Definicién 2.19. Para 0 < a < 1 se define ., analitica del disco en el disco

o(2)* -1
Palz) = o(z)*+1
donde:
1+2
o(z) = 1—2z

mapea el disco D en la region de la mitad del plano con angulo am /2, luego via

o~ se vuelve a la regién L. Por lo que @, toma el disco unitario en la region lente.

Figura 2-1: Aplicacién lente

Lema 2.2. Cada aplicacion lente ¢, con (0 < a < 1) satisface la condicion de

Hilbert-Schmaidt

Demostracion. Una vez fijo a se denota ¢ = ¢,. Suponga que ¢ fija +1 sin pérdida

de generalidad y ¢ envia todo punto de 0D en D, note que:

1-@(2)2ﬁ

Ademis o (e?) = icot(0/2), luego para |0] < m/2

o ()] = [eot(0/2)] <

I N

entonces,
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2 )
|O'<619)|a+1 —| (P( )’

como 0 < o < 1 la funcién |1 — ¢(eif)| ™! es integrable en [—7/2,7/2].

TEOREMA DE COMPACIDAD POLIGONAL [3]
Teorema 2.20. Si ¢ aplica el disco en un poligono inscrito en el circulo, entonces

C, es compacto en H.

Figura 2-2: Compacidad Poligonal

Demostracion. Se tiene que para ¢ holomorfa del disco D

1 [ do e -
%/ W_;qu(z )|

suponga que ¢ aplica el disco en uno de los lentes L, entonces ¢ = ¢,! o ¢ es

analitica del disco en el disco y ¢ = ¢, 04 por lo cual C, = CyC,,,, entonces:

1C ()] < [1Cu]ll|Cooe (2™

Entonces

1 i 1
%/ T Jp(e) ™
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o0
<[ICuIP D NCo. M
n=0
Luego se observa que una aplicacién lente induce un operador Hilbert-Schmidt
por lo que C,, es compacto.
La aplicacion ¢ puede ser extendida a un homeomorfismo del disco cerrado en
el poligono cerrado. Suponga que uno de los vértices del poligono es el punto +1 el

cual seria punto fijo de . La aplicacion:

X(z) = (14 ¢(2))/2

con ¢(z) = 12
Ademas
i i 1 - 80(620) 1- "P(ew)‘z
L ) = 1= x(e) = [P~

Por lo tanto el reciproco de la funcién de la derecha es integrable sobre intervalos
simétricos alrededor de # = 0. la funcién (1 — |p(e??)[?)~! es por lo tanto sobre
el intervalo centrado en la preimagen de cada vértice del poligono, por lo que es
integrable sobre todo el circulo unitario, luego por el teorema de Hilbert-Schmidt se

concluye que C,, es compacto en H>. O

TEOREMA DE CONVERGENCIA DEBIL [3]
Teorema 2.21. Para ¢ analitica de D en D, son equivalentes:
(a) Cy, es un operador compacto en H?.
(b) Si {fn} es una sucesion que es acotada en H* y converge a cero uniforme-

mente sobre subconjuntos compactos de D, entonces ||Cyf|| — 0.

Demostracion. Sea B bola unitaria cerrada en H?.

(a) = (b)
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Suponga que C,, es un operador compacto, esto es, Cy,(B) es un subconjunto
relativamente compacto de H2. Se tiene que la sucesién f, es acotada y que converge
a 0 uniformemente sobre subconjuntos compactos de D. Sea K C D un compacto
entonces C,f,, — 0 con f,, una sub-sucesiéon de {f,}. Luego C,f,, — g esto

implica que ||C, f,, — g|| = 0. Entonces para 0 < z < 1, la desigualdad dice

Cofnp —

(Coo, — 9)(2)] < % =0
Se escribe

0<g9(2)| = 19(2) + Cp fu, + Cofnl

< (9 = Cofr)(2)| + [(Cp fry (2)]
|Co S, — gl
S m + ‘C‘ank(z)’
pero
1Co fr | =0

por hipdtesis. Por lo tanto g = 0.

(b) = (a)

Sea f, una sucesién de funciones en B. Probemos que la imagen de {C, f,, } tiene
una subsucesion convergente. Se sabe que es acotada en cada compacto K, entonces
existe { f,,,} convergente, por lo que {f,,} converge sobre subconjuntos compactos
y entonces { f,} converge en todo compacto. Esto por el teorema de Montel sobre

familias normales, entonces:

Jo = f
fn_f_>0
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Por hipdtesis se tiene que,

1Ce(fu = Il =0
Cofn— Cuf

Note que f € H? para 0 < r < 1

1 T , 1 4 ,
o | 0P < tin o [ (futreas

2 ) .

< sup||fal[* <1

Luego ||f]| < 1 entonces f € H?. Por lo tanto la imagen de C, f, es relativamente

compacto. ]

Recordemos el hecho que: Dados S y T operadores en un espacio de Banach
con S acotado y T compacto, entonces TS y ST" son compactos. por lo tanto los
operadores acotados preservan acotacion y compacidad relativa de subconjuntos de
H.

PRINCIPIO DE COMPARACION PARA COMPACIDAD 3]

Teorema 2.22. Suponga ¢ y ¢ analiticas del disco D en si mismo con @ univalente

y (D) C p(D). Si C, es compacto en H?, entonces Cy, es compacto.

Demostracién. Sea x = ¢~ o1 ya que ¥(D) C ¢(D), observe que x va del disco
sobre el disco, entonces por la univalencia de ¢ se tiene que: 1) = oy la cual escrita
en notacion de operadores es: Cy = C,, o C,,.

]

Corolario 2.2. Sea ¢ univalente del disco en el disco D, y que o(D) contiene un

disco U que es tangente al circulo unitario, entonces C, no es compacto.

Demostracion. Suponga sin pérdida de generalidad que el disco es tangente al circulo

unitario en el punto +1, entonces si A es el radio de §, se tiene 0 < A < 1y d =
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AD+(1—)). Por lo tanto § es la imagen de U bajo la aplicacion ¢(z) = Az+(1—A),

por el teorema de comparacién C, no es compacto. O

Un ejemplo tomando f,(z) = 2" — 0 por el teorema 2.20 y con 9 del corolario

2.2 se tiene:
V(fu(2) = A"+ 1= A
Haciendo z = re? y calculando la integral se tiene:

(™ .
— [ XM 41— Ao

2 ),
Pero
A(cos(nf) +isen(nd)) +1 — X > |Asen®(nfd)|
Por lo tanto:
1 [" A2

J— 2 2 e —
5 _WA sen”(nf)do 5

2.2.5. COMPACIDAD Y UNIVALENCIA
AREA INTEGRAL

Proposicién 2.2. Sea f € H(D)

SIF = FOIF < [ 17RO - |:Faae) < I - FO)IP
Donde: dA(z) = @, cuando z = x + iy

Demostracion.

/|f (1= |2*)dA( —2/ 2W/ 9)2d0) (1 — r?)rdr

Se calcula

- Z Z f (n)f (m)nmr“mﬂew(nfm)
n=1 m=1

se sustituye en la integral
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%/01 /_ﬂ i:: i f(n)f(m)nmr”*m’Qeia(”’m)(1 — r)rdrdf

Note que si n # m la integral es cero, entonces se considera el caso de que

n = m, entonces se tiene que:

T 2w, sin=m
/ ez@(nfm)de —

0, en caso contrario

Luego se tiene:

22| |2 2/01 2n1 Td,r,_ZLf

Por lo tanto:

< |If = FO)I

—Hf FO)F < Z

]

Ahora que se tiene esta herramienta tan poderosa que es la representacion del
drea estimada de la norma de H? se puede dar una prueba mas general al teorema
de subordinacién de Littlewood.

SUBORDINACION DE LITTLEWOOD REVISADO (3]

Teorema 2.23. Sea ¢ analfica del disco D en el disco D, con p(0) = 0. Entonces

para cada f € H?

Cof € H* y |IC A1l < I/1]

Demostracion. Note que si se reemplaza f o ¢ por f en la formula del area integral

entonces se tiene:



F o0 = FOIF < [ 1(£ 00V ()L [s)dAG)

Aplicando la regla de la cadena:

:/D|f’(90(z))l2(1—\ZI2)|¢’(2)!2dA(2)

Aplicando el lema de Schwarz que nos dice que |p(2)| < |z]

S/D\f’(sO(Z))IQ(l—190(2)\2)|90’(2)I2df1(2)

Haciendo w = ¢(z)
- / L @0 = A

< |If = FO)If

Note que por la definicién de la norma de H? se tiene:

1 = FOU* < (LA =11 = FOI* + [1£O)]*

Ademss, |f(0)] < ||f]]

Por lo tanto:

1Cof = FO)I* < NICof = FO)I + [1FOF < 2(11£1* = [1FO)IF) + [1£(0)]]*

=2||f1I* = 1 (0)[”
Por consiguiente:

1CFII* < 20If1°

Por lo que C,, es acotado en H?.

27
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OPERADOR ADJUNTO
Sea H un espacio de Hilbert, recuerde que la norma de un elemento ¥ € H

puede ser expresado en términos del producto interno por:

lyll = supzesl(z, )]

donde B es la bola unitaria en H, y el supremo es alcanzado en el vector unitario

z=1y/|ly|| (v #0). En particular la funcional inducida en H por y:
T = (2,9)

donde # € H es una funcional lineal acotada de H de norma [|y||. El teorema de
representacion de Riesz [4] nos dice que para cada funcional lineal acotado en H
existe un unico y € H. Si T es un operador lineal acotado en H y y € H que lo

representa en el sentido de (z,y) entonces la funcional lineal:
x> (T'z,y)

donde x,y € H es acotado, entonces existe un vector en H, el cual es denotado por
T*y el cual es llamado el operador adjunto de T'. En resumen el adjunto se define

del siguiente modo:

(z,T*y) = (Tz,y)

con x,y € H claramente T* es una transformacion lineal en H tal que ||T7|| = |||
con las propiedades:

(Th +To)" = (Th)" + (T2)"

(cT)* =¢T*
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Note que L(H) denota el espacio de operadores lineales acotados en H.
Lema 2.3. La aplicacion T — T* es una isometria lineal conjudada en L(H)
Lema 2.4. El operador adjunto de un operador de rango uno tiene rango uno.
Corolario 2.3. El operador adjunto de un operador de rango finito tiene rango
finito.

Proposicién 2.3. El adjunto de un operador compacto es compacto

Demostracion. Sea T' un operador compacto en H. Por el teorema de aproximacion
de rango finito existe una sucesiéon {F,,} de operadores acotados de rango finito tal
que ||T" — f.|| — 0 ya que la operacién de adjunto es aditiva y isométrica respecto

a la norma se tiene:
lim ||T* — EY|| = lim ||(T — F,)*|| =0
n—o0 n—oo
dado que los operadores F)' son de rango finito y acotados, se tiene que gracias al

teorema de aproximacion muestra que 7™ es compacto. O

Para demostrar la necesidad del teorema de compacidad univalente es necesario

definir los nucleds reproductores del siguiente modo:

B(e) = = = > 7"

- 1—7pz

n=0

Su nombre se debe a la siguiente propiedad:

(f.K) = fn)p" = f(p)
n=0
Lema 2.5. C3k, = ky(,) para cadap € D

Demostracion.

{f; Cokp) = (Co [, kp) = Cof (p) = F(0(p)) = ([, ko))

por lo tanto se tiene la igualdad establecida. O
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TEOREMA DE COMPACIDAD UNIVALENTE [3]
Teorema 2.24. Sea ¢ analitica y univalente de D en D, entonces Cy, es compacto
en H? siy solo si
1 —|o(2)]

lim ————— =00
lzl=1- 1 — 2|

Demostracion. (=)
Para cada p € D sea f,(z) una sucesién que cuando p — 1~ entonces f,(z) — 0
la cual esta definida del siguiente modo:

foz) = oo V=P

Ikl 1-pe

Note que gracias al lema 2.5 se tiene:

1—|p|?

C* = (1 — p2 k 2:—
| gofp” ( |91l so(p)H PEIE

Recordar que la coleccion de imdgenes del kernel reproductor C es relativamente
compacto, entonces toda sucesiéon de estas imagenes tiene una subsucesion conver-

gente, Sea |p,| — 17 y C} f,, — g. Suponga que f es un polinomio:
= lim /1 — |pa(Clky,., f)
= h’%n Vv1-— |pn|2<ks@(pn)7 f>

Donde (k. f) = fl(pa)) < méx{|f(2)] : = € D}

= 1im /1 = [paf? F((pa)) =0

Por lo tanto ya que f es un polinomio arbitrario resulta ser que g = 0, con lo que

concluimos la prueba de necesidad.
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(<) Sea ¢ univalente y cumple el limite:

1—
N e .
=11 1 — 2]

se usa el teorema 2.20 de la convergencia débil. Sea una sucesién de funciones { f,,}

Sea € > 0 por la condicion del limite se garantiza la existencia de 0 < r < 1 tal que
L= |2* < e(1 = |p(2)])
para r < |z| < 1 utilizando la norma integral dada se tiene:

31Cat = BN < [ (o @Y (IO = o)A

= [ ool @ = 2P)AG) + [ (0@ (2P - 2P)AG)

D D\rD

como en la bola unitara de H? la convergencia a cero es uniforme sobre compactos
del disco D, esto es: f,(¢(z)) — 0, entonces también: (f,(¢(2))) — 0, ya que la
formula integral de Cauchy para las derivadas la primera integral es cero y por el

lema de Schwarz, se tiene:

<57 ), 109V P~ lel)aAC)

<37 [ ool @R = () PA)

< llfa = Ol < 5l = 0

Observe que la univalencia solo es usada en la demostracion (<=).
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COMPACIDAD Y CONTACTO
Sea v : [0,7] — [0,1] ser una funcién continua con v(0) = 0, pero y(#) > 0
si # > 0. Se usa 7y para poder definir una curva de Jordan I' en D por la ecuacion

polar:
1—r=~(0])

Observe que I' es simétrico con respecto al eje x, y toca D en un punto del circulo
unitario, en este caso +1. Para un niimero positivo « se define I' como una a-curva
en +1 si 67*y(0) el limite no es igual a 0 y es finito.

Note que I' es una « curva si y solo si para cada uno de estos puntos la distancia
al borde es comparable a la a potencia de la distancia a 1.
Lema 2.6. Suponga o # 1. Entonces I' es una a-curva si y solo si

. 1=
lim
z—1 |1 — Z|O‘

existe y no es cero.

Demostracion. Sea z = re' luego se tiene:
11— 2> = |1 — re®)?

= |1 — 7 cos(#) + irsin()|?
= (1 —rcos(9))® + (rsin(f))?
=1—2rcos(f) + r? cos?(#) + r*sin*()
=1—2rcos() + r?
=1—2r+7r>+2r —2rcos(f)
= (1—7)*+2r(1 — cos(d))

= (1 —7)?+r(2sin(6/2))?
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si |6] — 0 se tiene:

|1—z|a>2/a o1 9 \?
_ (g2t (101
( E (oD NG

donde la primera parte es 1 si @« = 1 y si @ > 1 entonces esta converge a 0

cuando |0 — 0. O

14z

T, entonces I' es

Lema 2.7. Sea 7 ser la imagen de v bajo la aplicacion 7(z) =

una a-curva st Y solo si
Re(w
lim (w)

w—00 ’w’Q*a

existe y no es cero.

Demostracion. Usando el lema anterior y haciendo el cambio de variable z = -

se tiene:

1 2
— = —
w+1
dado que z — 1 es lo mismo que w
IL—1]2f 1 1—|2]?

I1—zlo 14 |2| |1 — 2|

1 9 22—«
5 ‘—w 1 Re(w)
— 21—a Re(w)
|w|2—a

por lo cual queda demostrado lo enunciado. O
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2.2.6. AUTOMORFISMOS DEL DISCO

Las funciones que son aplicaciénes analiticas uno a uno del disco sobre el disco

son transformaciones lineales fraccionarias:

a—=z
=A
#(z) 1 —az
donde: |A\| =1y |a] < 1.
Ademas A\ = T@“‘,’éé?f y a = ¢ 1(0). Cuando A = 1, este automorfismo es una

involucién, esto es: o~ = ¢, este automorfismo intercambia 0 y a. Un automorfismo

@ de el disco cumple con la siguiente igualdad

o — 2|

1—|90(Z)|2:1—m

(1 —az)(1 —az) — (|a|* — az — za + |2]?)
|1 —az|?

por lo tanto

L— 2% — |af?)
11 —az|?

- (2P = ¢

donde a = o 1(0) y |2] < 1.

El grupo de automorfismos sera denotado por AUT(D), todo automorfismo del
disco es un automorfismo de la esfera de Riemann y tiene 2 puntos fijos sobre la
esfera, contando multiplicidades. Los automorfismos se clasifican del mismo modo
que las transformaciones lineales fraccionarias antes ya mencionadas.

e) Automorfismos elipticos son rotaciones alrededor del punto fijo.

) Automorfismos hiperbélicos son flujos del punto fijo en el otro punto fijo. Un
automorfismo hiperbélico es equivalente a una traslacién (paralela a los lados) en la
mitad del plano.

) Automorfismo parabdlico son flujos alrededor del punto fijo volviendo a este.



Figura 2-3: Eliptico, hiperbdlico y parabdlico
Desde el punto de vista de las funciones analiticas, la métrica usual euclidi-
ana sobre el disco es inapropiada. Los automorfismos del disco son isometrias con

respecto a la métrica de Poincare en la cual la longitud de una curva - es:

/ |dz|
o' 1_"2’2

con respecto a la métrica pseudohiperbdlica en la cual la distancia entre 2 puntos

C1, G es:
G — G

1— GG

Estas métricas son mas utiles que la métrica euclidiana para nuestros propositos.

TEOREMA DE SCHWARZ-PICK [5]

Teorema 2.25. Si ¢ es una funcion analitica del disco en el disco, entonces:

p(w) — 92)
1= p(w)e(2)

y si la desigualdad se cumple para cualquier z # w, entonces @ es un automor-

1—wz

w—z
S‘

fismo del disco.

Demostracion. Sea u = p(w). Dado que ¢ aplica el disco en si mismo entonces:

u— p(2)
1 —Tp(2)
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dado que %= es cero cuando w = z y tiene moédulo 1 en el circulo unitario, si

definimos 1) por:

u—o(z)  w-—z

¥(2)

1—tap(z) 1—wz
note que ¢ es analitica en el disco y por el teorema del modulo maximo tenemos
que |(z)] < 1,Vzen D con z # w, entonces ¥(z) = 1 luego ¥ es constante, esto

es:

u—p(2) |
1 —7p(z)

]

Geométricamente, el teorema de Schwarz-Pick dice que la imagen del disco
pseudohiperbdlico D(w, r) bajo ¢ esta contenido en D(p(w),r). Una aplicacién del
disco en si mismo es una contraccion en el sentido de la metrica pseudohiperbdlica,
ahora se construye una cota superior del médulo de p(z).

Corolario 2.4. Si ¢ es una aplicacion analitica del disco en si mismo, entonces:

2| + ¢(0)
2@ < T )]

Note que para cualquier funcién analitica ¢ del disco en si mismo se cumple:

L= lpO)] _ 1~ lp(2)]
14+¢0) = 1—|¢

una observacion relevante para el lema de Julia.
Lema de Julia [5]

Lema 2.8. Suponga ( esta en el circulo unitario y

d(¢) = liminf 1= leC)l

z—C 1— |Z|
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es finito donde el limite inferior se toma cuando z se aproxima a ¢ sin restriccion
en D. Suponga (a,) una sucesion a lo largo de la que se alcanza este limite inferior

y para el cual p(a,) converge n. Entonces |n| =1 y para todo z en D.

- eGP lC— 2P
T TeE S OT e

Ademds, si la igualdad se da para algin z € D, entonces ¢ es un automorfismo de

el disco.

Demostracion. Sea: (a,) — ¢y ¢(a,) — n con:

4(¢) = tim 21PN

z—( 1— |an|
Claramente || = 1. El teorema de Schwarz-Pick, para todo z € D, se tiene:
2

p(2) — plan)

1—p(2)p(an)

la cual por la identidad fundamental para automorfismos:

2
1 _ |27

1—a,z

(1= 20 = lanl?) (1= le(:)) (A — le(an)]*)
L-@el* 7 1= p(2)p(an)z]?

Donde en la ultima expresion el termino de la derecha es mayor o igual a 1 por el

corolario anterior se tiene:

1= e()e(an)l® _ (1= le(an)P)L = @zl

L—le()> = (1= la*)(A—[2]?)
si n — oo se tiene:
n—e()* _ 11 —7p(z)”
L—]e(2)]>  1—p(2)?
IS N
< d(<>1——|z|2 = d(C)l YL
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La expresion d({) juega un papel importante en el estudio de la geometria de
auto-aplicaciones del disco. Podria d({) ser 400, como consecuencia del lema de
Julia (o por el estimado de la cota) es estrictamente mayor que 0. La interpretacién
geométrica del lema de Julia es particularmente interesante en el caso ¢ = 7; el punto
¢ seria punto fijo. Como no se asume que @ es continua en el borde, necesitamos
extender nuestra nocién de punto fijo para incluir el caso de un punto fijo sobre el
circulo unitario.

Definicién 2.26. Si ¢ es una funcion analitica del disco en si mismo y b es un

punto de el disco cerrado, llamaremos punto fijo b de ¢ si:
lim p(rb) = b
r—1

Definicion 2.27. Se dice que ¢ tiene una derivada angular finita en  en el circulo

unitario si existe n en el circulo unitario, tal que:

o(2) —n
z—C

tiene limite no tangencial finito cuando z — (. Cuando este limite existe como un

nimero finito complejo este limite se denota por ¢'(C).

Se define la region de aproximacion no tangencial
I(¢a)={zeD:|z=([ <all -]z}

Donde el termino no tangencial significa que I'((, «) esta en el sector S C D que
es la region entre 2 lineas que se intersectan en ( € 9D simétricas respecto al radio
de (. Tambien se puede definir del siguiente modo: Para ( en el circulo unitario y

k > 0 se define una regién de aproximacién no tangencial (oriciclo) en ¢ por:

E(k,Q)={z € D:|¢—z[" <k(1-|2")}
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Ambas son equivalentes y se utilizan segiin conveniencia. En el teorema de Julia-
Caratheodory se relacionan la derivada angular ¢'(z), el limite de ¢/(z) en ¢, y la

expresion d(¢) del lema de Julia.
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Lema 2.9. Dado 1 < a < 3, sea § = f;a

g iz esta en (G, a) y |A[ < 6[¢ — 2]

entonces z + X\ esta en I'(C, ).

Demostracion.

2+ A=l <[z =+ [
a(l = |z]) + 9]¢ = 7|
< a(l = [z]) + da(l — [2])
= (a+0a)(1 - [2])
pero dado que |A| < 6|¢ — 2|y |¢ — 2| < a(1l — |z|) entonces tenemos:

L=fz+ A= 1= z[ = [A[ = (1 = [z[)(1 - bar)

por lo tanto

e A= < (ot da)(1—|) < 2% 24 )
1—da
dado 8 = (a + 0a)(1 — da) por lo que z + X esta en (¢, 3). O

TEOREMA DE JULIA-CARATHEODORY [5]
Teorema 2.28. Sea ¢ : D — D analitica y ¢ en 0D, los siqguientes son equivalentes:
1) d(¢) = lim,_,¢ %ﬁ)‘ < 00, donde el limite se toma cuando z se aprorima a
¢ sin restriccion en D.
2) ¢ tiene derivada angular finita ¢'(z) en (.
3) ambos ¢ y ¢ tienen limites no tangenciales en C, con |n|=1 para n =

lim, 1 (7).
Demostracidn. Se probara (1) = (2) = (3) = (1)
(1) = (2) recuerde que por el lema de Julia existe n en el circulo unitario tal

que para todo z en D se cumple:
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° ¢ — 2P

1—1z?

In — o(z)
1—|o(z))?

considere primero el limite radial de ¢(z) —n/(z — () en (. Ahora

< d(¢)

L—lerOl _1+7r  _In=prQP 1-1
L—r 1+ — 1= le(rQ)? (1 —1r)?

C—rgP 1o
1—72 (1—r)?

< d(¢) = d(()

dado que d(() es el limite inferior de (1 — |¢(z)])/(1 — |z|) en z = { entonces se

tiene:

L — [p(rQ)|

r—1 1—r

— d(¢)...(1)

y limy o [o(rQ)| = 1.

Por lo tanto dado que

(1= le(rO)? _ In—eQ)? 1—Jp(r¢)?|
(1—r)? = (1—r)? = d(ov
se tiene
tim =20l 4y )

r—1 1—7“

dividiendo las ecuaciones (1) y (2)

1= el

=1
=1 | — p(r¢)|
luego note que arg(1—7p(r()) tiende a cero cuando r va a 1. Usando la ecuacién

(2) se observa que

zz’mrﬁl%ﬁf) — ()T
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finalmente se extiende esta convergencia radial a convergencia no tangencial. Para
este fin, se fija un regién de aproximacién no tangencial I'(¢, «). Para z en I'((, «)
se tiene:

=2l <a(l—|z]) < a(l =[]

entonces por el lema de Julia:

O PN S PR
LoToOR QT < ol — #ld(0)

esto implica:

| /\

= EO < a0t + et 2N < 2a

¢ — 2] ¢ —(2)

por lo tanto: %ﬁz) es acotado en I'((, ). Este limite radial va a d(¢)n¢ en ¢ y el
teorema de Lindelof muestra que el limite es el mismo para « y 3 arbitrarios.
2) = (3)
Suponga que ¢ tiene derivada angular en ¢ y ¢ = lim,_1¢(r(). Se fija la region
de aproximacién no tangencial I'(¢, ) con w fija en esta regién. Si r es suficiente-

mente pequefio tal que {w +7e?} esta en D, por la formula integral de Cauchy para

(p —n)(w) se tiene:

7 o(w + rei?) —
Pl = (o= () = 5 [ HEEIE) Sy

_i/zw ow+re?) —n\ (w+re? —¢ &0
27 Jo w+ el — ¢ ret

Se escoge r = d|lw — (| donde § = (1 + 2a)~! luego el lema inmediato anterior

garantiza que el circulo w + 7€ esta contenido en T'(¢, ) donde 8 = 2a.

Por hipdtesis se tiene que:

o(w+re?) —n
w+re? —n
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es acotado, independiente de 6 y w en I'((, a). Dado que :
(w+7e =) /(reé”) = |1+ (w—=0)/re®| <1+1/5

se tiene que ¢’ es acotada en I'((,«). Ademas tomando w = t( para 0 < ¢t < 1
y haciendo ¢ tendiendo a 1, usando el teorema de la convergencia con el hecho
que (p(z) —n)/(z — () se aproxima a ¢'(¢) no tangencialmente para concluir que :
limy_1¢'(t¢) = ¢'(C). la acotacion de ¢’ en I'((, a) y esta convergencia radial implica
convergencia no tangencial en una cualquier region de aproximacién pequena con «
arbitrario.

(3) = (1)

Sea M < oo tal que |¢'(r¢)| < M para r > 0, entonces:

[ —@(rd)l =

A P < M-

luego:

L=l _ |n = ¢(rd)]
1—1r¢| — 1-—r

<M
y d(¢) siendo el limite inferior finito. En la prueba de 1 = 2 se ve que n—¢(2)/{ —z
converge a d(¢)(n como zeta tiende a ¢ no tangencialmente. En particular, dado
d(¢) es positivo, |1 — 7p(2)|/|1 — (2| también converge d(¢) y:
L-7p(z) ,1-C2
=1 =7p(2)]" 1 - (2|

Como una consecuencia, se observa que z se aproxima a ¢ no tangencialmente
) Y
¢(z) también se aproxima de manera no tangencial a 7. La convergencia de z a (

implica:

1—Cz
1z

para alguna constante C, entonces:

< el_z_z
1y

‘Im



1 e —_WSO(Z)) Re(1—Cz) _
¢ |1 —=Tp(2)] 11— (2|

o de otro modo:

o BU=T02) _ o 1A= _ g
¢ Re(l—c2) —=¢ |1 - (7|

Finalmente la convergencia no tangencial implica:

Re(1 —(z)

lim =1
¢ 1—|z|
y
17
1o e =T(2)

—=¢ 1 —|p(2)]

entonces se tiene:

. 1—|p(2)] .. Re(l-7p(z))
T TRy
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como la aproximacién de z a ¢ no es tangencial, el enunciado a sido probado.

]
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Proposicién 2.4. Si ¢ es una aplicacion analitica del disco en si mismo, entonces:

1 —p(2)]
inf |¢/(z)| = liminf ——~"~
b l¢'(z)] = liminf ——=7

= 1¢'(Co)l

para algun (o en el circulo unitario.

TEOREMA DE WOLFF [5]
Teorema 2.29. Si ¢ es una aplicacion analitica del disco en el disco que no tiene
puntos fijos en D, suponga que ¢ tiene un unico punto fijo o de ¢ sobre el circulo
con d(a) < 1. Suponga que ¢ no es la identidad. Si ¢ tiene un punto fijo en D,

entonces d(¢) > 1 para todos los puntos fijos ¢ de ¢ sobre el circulo unitario.

Demostracion. Suponga que ¢ no tiene punto fijo en D. se toma una sucesién r,
que tiende a 1 y consideremos la aplicacién f,, = r,90 : D — r,D. Dado que f,
es continua como una aplicacién de r,D en si mismo, el teorema del punto fijo de
Brouwer garantiza que f, tiene un punto fijo en D. Sea una sucesion «,, converge
a aen D. Si|al < 1, entonces la continuidad de ¢ en entornos de o muestra que
(o) se aproxima a ¢(a) y como r, se aproxima a 1, esto significa que r,¢(a,)
tiende a ¢(«), pero r,¢(,) = v, entonces se tiene que p(a) = «, contradiciendo
lo asumido que ¢ no tiene puntos fijos en D, por lo tanto |a| = 1.

Se necesita que o un punto fijo de ¢ y que d(a) < 1, esto continua de :

1—
liminfzﬁa’—ﬁ(T)|
— |z
1-— n
< liminanmM
1 — Jay|
|an |
= liminf,_,,,—=- <1
1 — |y

y por lo tanto d(«) # 1. dado que f,(a,) = ay, el teorema de Schwarz-Pick

muestra que un arbitrario w en D.
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luego se tiene:

1= wfu@) (1 - @)
@ = 1- WP

recuerde que f,, = 7, y haciendo que n tienda al oo se obtiene:

o — p(w)?
L=fp)P? = 1= |wf?

para todo w en D, por lo tanto ¢(a) = « se verifica. La unicidad continua del
lema de Julia, sean (; y (s ser puntos fijos de ¢ en el circulo unitario con d((;) <1

y d((2) < 1 escogemos K1 y kg entonces formamos los oriciclos E(k1,(1) y E(ke, (2)

tangentes en cada w en D, pero entonces p(w) esta en F(k1,(1) N E(ke, () = w
contradiciendo la hipdtesis que ¢ es un punto libre en D.
De la misma forma suponga que ¢ tiene un punto fijo zg en D y ( es un punto

fijo sobre el circulo unitario con d(¢) <1 O

Lema 2.10. Sea ¢ analitica del disco en si mismo que no tiene puntos fijos en D
y sea « ser el unico punto fijo en el circulo con d(a)) < 1 entonces solo la funcion

constante aparece como el limite de iteraciones de ¢ es p(z) = a.

Demostracion. Sea una subsucesién {¢,;} que converge uniformemente a ¢ sobre
subconjuntos compactos de D para w € D con w # a. Sea V una vecindad de w € D
y p suficientemente pequeno, entonces E(p,a) y V son disjuntos, por el lema de

Julia se tiene:
en(E(p,a)) C E(p, )

para todo n € N, entonces para z € E(p,a), ¢, € V luego ¢, no converge en w. [
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Lema 2.11. Sea ¢ funcion analitica del disco en si mismo y suponga que la sucesion
{¢n} tiene una subsucesion que converge a una funcidn no constante. Entonces ¢

es un automorfismo del disco.

Demostracion. Sea {y,,} que converge sobre subconjuntos compactos del disco a g
que no es constante. Se toma m; = n;;1 —n,; escogiendo una subsucesién {gomjk} que
converge a h funcion arbitraria distinta de g. Por otro lado se tiene que: Pmj, © Pny,

converge a h o g pero
Spmj © SOTL]‘ = (panrl -9

Por lo que h o g = g, entonces h = ¢ en el rango de g, el cual tiene mas de un
punto fijo entonces por el lema de Schwarz h es la identidad en todo D. Sea una

subsucesion:
s 1 = S
entonces:
h 4= om;, =¢Pm; 09— fop
fop=h

que es la identidad, como f(D) C D entonces

PO Pm;, = fop—h

Por lo tanto ¢ es uno a uno y aplica el disco en si mismo.
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TEOREMA DE DENJOY-WOLFF [5]
Teorema 2.30. Si ¢ es una aplicacion analitica del disco en si mismo que no es
la identidad y no es un automorfismo eliptico de D, , entonces hay un punto o en
D tal que las iteraciones ¢, de ¢ converge uniformemente a o sobre subconjuntos

compactos de D.

Demostracion. Considere primero el caso donde ¢ no es un automorfismo de D por
los dos lemas inmediatos anteriores con ¢ del disco sobre el disco, entonces sélo la
funcién constante es el limite de cualquier sucesién de iteraciones de ¢ donde esta
tiene un solo punto interior fijo o punto interior fijo a inico unimodular con d(«) <
1. Dado que ¢, es una familia normal, la sucesién entera de iteraciones converge
uniformemente a la constante sobre subconjuntos compactos de D. Por otro lado si
@ es hiperbdlico o parabdlico del disco se garantiza la existencia del uinico punto fijo
a con ¢'(a) < 1. Si @ es hiperbdlico o parabdlico la existencia de « esta garantizada
con ¢'(a) < 1, luego la convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos en

a, por ejemplo se caracteriza dos transformaciones de Mobius la hiperbdlica dada

(14+14)z—1
iz+1—1

por T(z) = 2% con puntos fijos &1, y la parabdlica T'(z) =

11052 que tiene

punto fijo a 1 luego la sucesion de iteraciones ,, fija los mismos puntos y converge

uniformemente a « luego ,, converge uniformente sobre compactos a a. O]

Definicién 2.31. El punto limite o € D mencionado en el teorema inmediato

superior sera llamado el punto Denjoy- Wolff de .



Capitulo 3
OBSERVACIONES ADICIONALES

OPERADOR DIAGONAL
Proposicién 3.1. /3]
Para cada sucesion de nimeros complejos A = \,, se define el operador diagonal

Dy sobre el espacio de sucesiones I* por:
DACL’ = )\nfn

con x = &, € 12 mostrar que Dy es un operador acotado. Dy es compacto si y solo

si A, — 0. Donde I* es el espacio de sucesiones {£,}5°; tales que:

o0

D l&al < o0

n=1

Demostracion. Note que:
1D = sup{[|Dz[; ||x]| <1}

Adem3s

[Anall < [[Anl]

pero sup|\,| es acotada por lo que D es acotado.
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Proposicién 3.2. [3/

Sea la aplicacion p(z) = 5=

pacto.

Demostracion. Utilizando la condicion de Hilbert Schmidt, por lo cual:

jo(e)| = L= 220)
1 - (et = 1200

pero

et
_x 1+ cos(9)

50

2
5~ €l operador Cy, no es compacto, pero C3 es com-

la integral no converge por lo tanto Cy, no es compacto. Por otro lado se tiene:

le* ()l < 1/2

entonces:
1+ cos(#) + isen(0)
4

) =

luego:

—r /14 2cos(0)

con lo cual Ci es compacto.

O

El teorema de Schwarz-Pick [5] nos dice cual es el comportamiento de una

funcién analitica ¢ cerca a un punto fijo interior. El lema de Julia [5] establece algo

similar para un punto fijo del borde ¢ cuando d(() es finito, esto es: ¢ aplica discos

tangentes internos en ¢ en si mismos (o en otro) disco tangente interno en (. Para

¢ en el circulo unitario y k£ > 0 se define una regién de aproximaciéon no tangencial

(oriciclo) en ¢ por:

B(k,Q) = {z € D:|C — 22 < k(1 — |22)}
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por supuesto el término no tangencial se refiere al hecho que la curva de borde
de E(k,() tiene una esquina en ¢, con angulo menor que m/2. Una funcién tiene
un limite no tangencial en ¢ si lim,_,; f(2) existe para cada regién no tangencial o
oriciclo E(k, C).

Note ahora que los oriciclos juegan un papel importante para auto-aplicaciones
arbitrarias del disco. para K > 0y ( en el circulo unitario, se verifica ahora que son

z2 +ﬁ2

circulos con centro en (z/2,7/2) y radio ;

Si k = 1 desarrollando lo mencionado se obtiene: |n|*+|z|>—nz+nz < k(1—|2|?)
2[n)? + 2|22 =7z + 72 <0

>+ 121> = (72) /2 + (nz)/2 < 0

completando cuadrados y considerando la igualdad se tiene:

(Inl = (2)/2)* + (l2| = 7/2)* = (2" +7°) /4

con lo que se verifica lo deseado.

Figura 3—1: Oriciclos y puntos fijos contractivos
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ESPACIOS DE BERGMAN [3]

Proposicion 3.3. El espacio de Hardy estda contenido en el espacio de Bergman,

esto es: H* C A?, ademds para f € H(D) se tiene:

Sk
CiLEDY <o

Demostracion. Resolviendo la integral de la siguiente forma con cambio de coorde-

HfHZBz/pDI( PdA(2) // (2)Prdrdo

_ i i f(n)f(k)rn+k+lem'9€fki0

n=0 k=0

nadas:

reemplazando en la integral

/ /ﬂ- f f(k)TnJrkJrleiG(nfk)

n=0 k=

por la ortonormalidad de las funciones €™ con n = k se tiene que:

/ 2n+1 i | dr
n=0

cuando p — 1 se tiene:

por lo tanto f € A% y
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ESPACIOS DE DIRICHLET [3]
Proposicion 3.4. El espacio de Dirichlet esta contenido en el espacio de Hardy

esto es: D C H? ademas si f € H(U) estd en el espacio de Dirichlet si y solo si:

1£1[5 = 1FOF + > nlf(n) < o

Demostracion. Note que:

se sustituye z = re”

n=1
y
f/(r610> — Z f(k?)k)?“k_leig(_k+1)
k=1
luego:
|f/(r€i9)|2 _ Z Z f(n)f(k)nk:r"+k_26i9("_1_k+1)
n=1 n=1

[ ireriae = [ [ im0 anan

T
T n=1 k=0

si se considera n = k y la ortonormalidad de las funciones, se tiene:

P>
=2 [*3" | Pty
0 =1

tomando p — 1 por lo tanto:

o0

£l =Y nlf (=)

n=1
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Un ejemplo de composicién de operadores [5] no compactos se define:

p(z) =Az+(1-X)

donde 0 < A < 1 note que C, no es compacto. para cada fijo 0 < r < 1 se define:

aplicando el teorema de convergencia débil con » — 1~ entonces f,(z) — 0 se tiene

V=12 - JI— 2

L=rQz+(1=2)  (I—r+ )1 - 255)

frlp(z) =

calculando la norma de la composicién de la definicién original de norma en serie de

potencia, esto es:

1/2
1 (o] = fjr W)V
" e r—i—)\r 1—r+Mr

m( 1 )1/2
( )?

- — - Ar
1 T+ Ar 1—r+Ar

\/W
1—r4+2\r

observe que si 7 — 17 entonces || f-(¢(2))|| — % #0pues 0 < A< 1.

IDENTIDAD DE PALEY LITTLEWOOD [3], [5]

Proposicion 3.5. Si f es analitica en D, entonces:

dA
1P = 1£OF + [ 17:)Plog 1

donde || 520 f(n)2"|]2 = 320 [ f(n)]?

Demostracion. Dado que fol log(t)|dt es finitoy 0 < r < 1, ademas f(z) = > >~ f(n)z"

se tiene
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[ 17 GIPog 5
pU |Z| @

2 o0 oo R R 1 T
=—— Z Z nmf(n)f(m) / / 7’”’1e”(m’l)ark’le’"(m’1)9(log r)rdrdf
m 0 -7

n=1 m=1
o0 R 1
= —42 nQ\f(n)F/ r**~(log r)dr
n=1 0
=\ o2 1
_ 2 2
= —4;” |f(n)| (—W)
=Y If )
n=1
]
Sea la aplicacion p(z) = 1;” 3] esta induce composicién de operadores no com-

pactos, podemos mostrar a través del teorema de compacidad univalente lo siguiente:
1 — |1tz

Rivs 1—‘—\§||
este limite resulta ser 0/0 por lo que aplicando L’Hopital se tiene que el limite es
finito. Por lo que gracias al teorema se ve que la aplicacién ¢(z) no induce operadores
compactos. Por otro lado se mostré que la aplicaciéon lente con 0 < ao < 1y

o(z)* =1

Ya(z) = m

donde o(z) = }fj Note que la aplicacion lente satisface la condiciéon de Hilbert-

Schmidt. Si o = 1/2 y aplicando el teorema de compacidad univalente, entonces:

1—+1—22

p(z) = 5y
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luego:

este limite es 1(/)—2 por lo que el limite va a ser oo, por lo tanto la aplicacion lente
induce operadores compactos.
Compacidad y contacto [3] Un triangulo isoceles simétrico inscrito en el circulo

con vértice en +1 es una 1-curva.

+1

Figura 3-2: 1-Curva

Note que limgﬁow se sabe que y(|0]) =1 —r y si @ — 0 entonces (z1,y1) —

(17,0), entonces utilizando L’Hopital se obtiene que el triangulo es 1-curva.



Capitulo 4
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

4.1. CONCLUSIONES

(1) En la seccién de espacios de Hardy se define el espacio de Bergman A? y el
espacio de Dirichlet D?, se muestra la relacién entre éstos y cémo se aplica la prueba
que da Shapiro[3] del principio de subordenacién de Litlewood a estos espacios.

(2) En la seccién de compacidad se ve la condicién de Hilbert Schimdt para
compacidad de operadores, este puede ser aplicado a los espacios de Bergman y
Dirichlet, ademéas se puede aplicar esta condicion para mostrar que la aplicacion
Lente induce operadores compactos.

(3) En la seccién de compacidad y univalencia se muestra la identidad de Paley
Litlewood para f € H(D), ademéds gracias al teorema de compacidad univalente se
muestra que la aplicacion lente definida antes induce operadores compactos.

4.2. TRABAJOS FUTUROS
La transformada de Cauchy de una medida p Borel finita, compleja, con soporte

en el circulo unitario 9D estd definida para z € D como

Sea

K ={/i: transformadas de Cauchy}
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Este es un espacio de funciones analiticas en D que es de Banach pero no es
separable.

Proponemos estudiar los operadores de composicion en algunos
subespacios de I que sean separables; en particular K, el espacio correspondiente
a medidas absolutamente continuas a la medida de Lebesgue, es separable.

Una de las posibilidades concretas son:

i) tratar de identificar alguna clase de simbolos que correspondan a operadores
compactos.

ii) Estudiar la existencia de operadores de composicién que tengan vectores

cuya orbita sea densa.
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